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Bevezetés

Szamtani kdzép, mértani kozép, harmonikus kozép. .. Ismerdsen csengenek ezek a fogalmak
azoknak a fiilében, akik behatébban foglalkoznak a matematikaval. Sokan talalkoznak ezekkel
a kozépértékekkel, némelyek nem is tudjak, hogy ezek allnak bizonyos jelenségek, alkalmaza-
sok hatterében. Ezeket a kozepeket — az dkori gorog matematika aranyelméletének keretein
beliil, aranyokkal kifejezve — mar Piithagorasz is ismerte, sOt a torténeti forrasok szerint babi-
loniai tanulmanyttja soran tett szert erre a tudasra. Matematikai vonatkozasu régészeti leletek
is arra utalnak, hogy ezeket a kdzepeket mar a babiloniai tudosok is hasznaltidk, Krisztus el6tt
csaknem kétezer évvel [7]. Piithagorasz egyik kés6bbi kovetdje, Arkhiitasz olyan megfogalma-
zast adott ezekre a kozepekre, amelybdl kiindulva tovabbi kdzépértékekhez vezetd eljarast dol-
goztak ki a piithagoreusok. Az igy kapott kozepeket ezért ,,gérog” vagy pitagoraszi kozepeknek
nevezziik [2], [3], [7], [17]. Ezek k6z¢é tartozik a palyamunkam cimében régi kozépnek nevezett
kontraharmonikus k6z¢p is, amely azonban — egyszeriisége ellenére — mara sajnos méltatlanul
elfeledetté és melldzotté valt. Ezért vagtam bele 6t évvel ezel6tt ennek a kozépnek a tanulma-
nyozasaba. Figyelmem az utdbbi idében ezen kozép szamelméleti vonatkozasaira irdnyult. A
kutatas soran kidertilt, hogy a kontraharmonikus koézép a pitagoraszi szamharmasokhoz is ko-
todik. Ezzel 6sszefliggésben meglepd kapcsolat figyelheté meg ezen kozép és a Fibonacci-sza-
mok kozott. A szamelméleti vonatkozas példajanak tekinthetd az un. kontraharmonikus szamok
témadja is. Palyamunkdmban az imént emlitett teriileteken végzett kutatdsaim eredményét mu-
tatom be tételek és sejtések forméjaban, néhany sajat eredménnyel is gazdagitva a témat.

A sajat eredményekre utalo rovidebb szovegrészeket a dolgozatban sotétitett hattérrel, a hosz-
szabbakat oldalt fliggéleges vonalparral emeltem ki.




. Elozmények
A legismertebb matematikai kozepek

Kozépértéknek neveziink egy, a pozitiv valos szamparok halmazan értelmezett kétvaltozos,
folytonos fliggvényt, melynek barmely helyettesitési értéke az adott szampar tagjai kozé esik
(megengedve a valamelyik taggal val6 esetleges egyenldséget is). A kozépérték fogalma sok
esetben konnyen kiterjeszthetd tobb szamra is, tovabba sulyozasra is van lehetdség. A legis-
mertebb kdzepeket az alabbi tablazatban tlintettem fel:

Kozép neve Képlet Jelolés
szamtani (aritmetikai) 2 ; b A
mértani (geometriai) va-b G
2 2ab
harmonikus 1 1 ag+b H
a’h
2 4 p2
négyzetes (kvadratikus)! a’+b Q
2

Ezen kozepeknek szamtalan — matematikén beliili és kiviili — vonatkozasa van, én a legismer-
tebb eléfordulasok koziil szeretnék megemliteni néhanyat.

A szamtani kozepet senkinek sem kell bemutatni, aki atlagolt mar szamadatokat. Erdemes azon-
ban tigyelni arra, hogy az atlag meghatarozasa erdsen fligg attél, hogy mit tartunk szem el6tt az
adathalmaz és az azt ,képviseld” atlagérték viszonyaban. A szamtani kozepet akkor kapjuk
atlagul, ha arra torekszilink, hogy az adatoknak az atlagtol valo négyzetes eltérése 0sszességében
a lehetd legkisebb legyen. A stlyozott szamtani kdzepet hasznaljuk pl. nem egyforma ,,stlyt”
szdmadatok atlagolasakor, az atlagsebesség, ill. atlagsiirliség meghatarozasahoz, iitkozések le-
irasanal, hécserével, ill. oldatokkal kapcsolatos keverési feladatokban.

A mértani kozéppel talalkozunk példaul az éppen az errdl a kdzéprdl elnevezett mértani soro-
zatban, a magassag- és befogotételben, a korhoz huzott érintd- és szeldszakaszok tételében,
illetve az aranymetszéssel kapcsolatban is.

Talan a harmonikus kozép felbukkanasa a kiilonb6z6 jelenségekben a legmeglepdbb. Egy
kocka cstcsainak szama (8) egyenld a lapok szamanak (6) és az élek szamanak (12) a harmo-
nikus kozepével. Két, parhuzamosan kapcsolt ohmos ellendllds ereddje megegyezik az egyes
ellenallasok harmonikus kozepének a felével. A vékony lencsék leképezési torvénye szerint a

1 A négyzetes kdzép valdjdban nem tartozik a pitagoraszi kozepek csaladjaba, csak az ismertsége miatt szerepel a
tablazatban.



lencse fokusztavolsaga egyenld a targytavolsag és a képtavolsag harmonikus kdzepének a felé-
vel. Ha egy téglalap alakua sportpalyat perspektivikusan abrazolunk, akkor trapéznak latjuk (ez
torténik pl. a képernyon); a palya felezOvonalanak l1atszdlagos hossza az alapvonalak latszola-
gos hosszanak a harmonikus kozepével egyezik meg [8].

A négyzetes kozepet (mégpedig az adatok atlagtol valo eltérésének négyzetes kozepét) hasz-
naljuk a statisztikaban a szoras kiszamitasara.

A kontraharmonikus kozép

Két pozitiv valos szdm (a és b) kontraharmonikus kozepét az alabbi képlettel értelmezziik:

Ez valdjaban egy a-val, ill. b-vel stlyozott szamtani kozép (,,0nsulyozott” kozép) [11], de tgy
is tekinthetjiik, hogy a? és b? szamtani kdzepének, ill. a és b szamtani kozepének a hanyadosa.
A definiciobol konnyen levezethetd, hogy a kontraharmonikus koz€p is rendelkezik a legismer-
tebb kozepekre jellemz6 tulajdonsagokkal, tehat szimmetrikus, diagonalis és homogén [2],
[17]. Ezek mellett azonban 1étezik egy, a tobbi fent emlitett kozépre nem jellemz6 tulajdonsaga,
nevezetesen az izotonia hidnya. A kontraharmonikus kdz€p nem izoton volta azt jelenti, hogy
amennyiben egy szampar nagyobbik tagjat rogzitjiik, a kisebbik szam két kiilonb6zd értéke
esetén is kaphatjuk ugyanazt az eredményt a kontraharmonikus kozépre.

Példaul: €(2,6) = C(3,6) =5

Az izotonia kérdése altalaban analitikai eszkozokkel targyalhato [1], de segitségiil hivhat6 az
illet6 k6zéphez rendelt un. karakterisztikus fliggvény is [10]. Dolgozatom késobbi részében egy
geometriai modszert mutatok be.

Jol i1smert Osszefiiggés a nevezetes kozeépértékek kozott fennalld egyenldtlenség-lancolat,
melybe a kontraharmonikus k6zép is beilleszthetd, méghozza az eddig targyalt kdzepek kozott
legnagyobbként:

H<G<A<Q<C

Az eddig emlitett kozépértékek kozott fennallo kapesolatot vizsgalva négy, konnyen ellendriz-
hetd Osszefliggés irhato fel:

G(A(a,b),C(a,b)) = Q(a,b)
Q(G(a,b),Q(a,b)) = A(a,b)
G(H(a,b),A(a,b)) = G(a,b)
A(H(a, b),C(a, b)) = A(a,b)



A kontraharmonikus k6zép altalanositasaval kaphato a k paraméterti Lehmer-kozepek csaladja
[12]:

ak+1 + bk+1

Li(a,b) = T

Ezen kozépcsalad tagjai kozt megjelenik a szdmtani, mértani és harmonikus kdzép is, sorra
k =0,—1/2 és —1 paraméterrel.

A Lehmer-kdzepek képlete tobb szamra is konnyen kiterjesztheto:

ak*tt 4 gktt 4 gt

k k... K
a;y +a; +--+ay

Li(a) =

Jo néhany példat talaltam a kontraharmonikus kozép eléfordulasara a matematikén beliil a geo-
metriaban, valamint a fliggvénytanban is. A szorosabban a matematikahoz kothet6 el6fordula-
sait ebben a dolgozatban nem részletezem, ezeket illetden lasd [6]. Az alabbiakban azonban
megemlitem néhany gyakorlatibb jellegli alkalmazasat.

Amennyiben az atlag fogalmat a szamtani k6zép kapcsan targyalttol eltérden értelmezziik, Ggy
a statisztikaban is nagy jelentdséghez jut a szoban forgd kozép. Ha a célunk nem az, hogy az
adatoknak az atlagtol vald négyzetes eltérése Osszességében a lehetd legkisebb legyen, hanem
arra toreksziink, hogy az adatoknak az atlagtol valo relativ (tehat az dtlaghoz viszonyitott) négy-
zetes eltérése legyen Gsszességében minimalis, akkor a kontraharmonikus k6z¢ép adodik atlag-
nak [1].

n

Z(xi —%)? =min. & x=A(x)

n
i=1 i=1

(Xi _’E>2 =min. & x=C(x)

X

A kontraharmonikus kozép a milszaki gyakorlatban is alkalmazhat6: a képmindség digitalis
uton torténd javitasaban, ezen beliil a képzaj csokkentésében jut szerephez a Lehmer-kdzepek
csaladjanak tobb masik képviseldjével egyiitt [16]. A kovetkezOkben a kdnnyebb targyalhato-
sag érdekében csak a legegyszerilibb képzajokkal foglalkozom. S-tipusu zajnak nevezziik azt a
hibat, amikor egy képelem sokkal vilagosabb a kornyezeténél (salt — so). P-tipusu zajjal van
dolgunk, ha egy képelem sokkal sotétebb a kornyezetében 1évknél (pepper — bors).

Vegylik korbe a vilagos képelemet (S-tipusu zaj) egy 3x3-as négyzettel (maszkkal)! Mindegyik
képelemhez hozzarendelhetiink egy-egy, a vilagossagara jellemzd pozitiv valos szamot, amely
annal nagyobb, minél vilagosabb a képelem. Szamitsuk ki ezeknek a vilagossagra jellemzo ér-
tékeknek valamelyik kozepét, és helyettesitsiik az eredeti képelemet a kozépértéknek megfeleld
vilagossaguval! Az 0j képelem vildgossaga (mint kozépérték) kisebb az eredetiénél, ezért ke-
vésbé tlinik ki a kornyezetébdl, vagyis valdban sikeriilt csokkenteni a képzajt.
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A fenti tdblazatbol kideriil, hogy kiilonb6zd kozépértékek alkalmazdsdval més és mas lesz a
zajcsokkentés eredménye. Lathato, hogy a Lehmer-kozép paraméterének csokkentésével egyre
hatékonyabba valik az S-tipusu zaj kiszlirése. Ennek magyarazatdhoz szoritkozzunk egyeldre
két szam Lehmer-kozepeire! Ezeknek egyik tulajdonsaga, hogy novekvé paraméterrel a kdzép
egyre kozelebb keriil a nagyobbik szdmhoz, csokkend paraméterrel pedig a kisebbik szdmhoz.
Tobb szam esetén, ha az egyik szam kirivoan nagyobb a tobbinél, az alacsony paraméterii Leh-
mer-kozép alkalmazasaval még jobban érvényesiil a tobbségben 1év0 kis szamok hatésa, igy a
vilagos képelem a kozépértékkel vald helyettesitést kovetden valdosaggal ,,besimithatd” a kor-
nyezetébe.

A P-tipust zaj csokkentése teljesen hasonloan torténik, ekkor viszont a paraméter novelésével
érhetiink el egyre jobb eredményt. Ahhoz pedig, hogy az egész képen kisziirhessiik a zajokat, a
maszkkal végig kell pasztazni a képet. Az alkalmazott matematikai apparatust a szakirodalom-
ban kontraharmonikus sziirének hivjak, pedig helytallobb lenne a Lehmer-sziir elnevezés.

Erdekes, hogy a Lehmer-kozepek csalddja még a zenében is felbukkan. Két hang magassagbeli
kiilonbségét a hangkozzel jellemezziik, ez pedig a két hang frekvencidjanak aranya. Ha az alap-
hang frekvenciajat egységnyinek vessziik, akkor az oktav frekvenciaja 2 egység. Tovabbi hang-
kozoket tiintet fel az alabbi tablazat, amelybdl kidertil, hogy a megfeleld frekvencidk éppen az
1 és a 2 valamelyik Lehmer-kozepével egyenlok, legalabbis az un. természetes (vagy diatoni-
kus) skalan.

prim kis ) nagy kis
Hangkoz kvart kvint . oktav
(alaphang) terc szext szeptim
: 4
Frekvencia 1 9 — E E 2 2
5 3 2 3 5

Kozép (@) L, H A C L, (b)




Egy szam osztoinak a kozepe

Izgalmas kutatési terlilet egy szam osztoinak imént emlitett matematikai kozépértékeit vizs-
galni.
Amennyiben n egy pozitiv egész szam, melynek osztoit d;-vel jeloljiik, az osztok kiilonbozo

kozepeit a kovetkezOképpen allithatjuk eld (felhasznalva a kdzepek képleteinek tobb szamra
valo kiterjesztését):

A(n) :Zni
G(n) = "/ﬂdi
H(n) = —=

T

42

om = |24
d?

C(n) =§dl-

Ezen értékekkel, valamint a kozottiik fonnallo osszefiiggések tanulmanyozasaval — kiilonds te-
kintettel a harmonikus k6zépre — Ore norvég matematikus foglalkozott behatéan. Azokat a sza-
mokat, melyek osztoinak harmonikus kdzepe egész szam, harmonikus vagy Ore-szamoknak
nevezzik. [14]

Il. A kontraharmonikus kézép kapcsolata a pitagoraszi szamhar-
masokkal

A kovetkezékben bemutatom a kontraharmonikus kozép pitagoraszi szdmharmasokkal vald
kapcsolatat. Mindezt egy tétel kimondasanak és bizonyitasanak keretén beliil teszem meg.

1. Tétel:

I.  Haa és b kiilonboz6 pozitiv egész szamok, és C(a, b) (vagyis a kontraharmonikus koze-
pik) is egész, akkor C(a, b) elball egy pitagoraszi szamharmas legnagyobb tagjaként.

Il. Ha (x,y,z) pitagoraszi szdmharmas, akkor 1étezik két kiilonb6z6 pozitiv egész szam, me-
lyeknek kontraharmonikus kdzepe éppen a szamharmas legnagyobb tagja (azaz z, amely szin-
tén egész).

A tételt Pahikkala finn matematikus mondta ki, és bizonyitotta be tisztan algebrai uton [15].



Az én bizonyitdsom geometriai hatterti. Emellett az 4ltalam alkalmazott eljarassal a kontrahar-
monikus k6zép nem izoton jellege geometriailag igazolhato, tovabba mas kdzepekkel valo kap-
csolata is szemléltethetd.

Bizonyitas:

Tekintslink egy derékszogl érintdtrapézt, melynek a
alapjai a, ill. b hosszuak (legyen a < b)!

Hogy a és b ismeretében kifejezhessiik a szarak hosz- d
szat (c-t és d-t), irjuk fel az érinténégyszogek tételét
¢s a Pitagorasz-tételt!

c+d=a+b }
d*>+ (b—a)? =c?
Az egyenletrendszer megoldéasaval az alabbi eredményre jutunk:
_a’+b? _ 2ab
a+b a+b

A mer6leges szar hosszara tehat az alapok hosszanak a harmonikus kdzepét, a masik szar hosz-
szara pedig a kontraharmonikus kozepét kapjuk.

)

Ezen a ponton tegyiink egy kis kitérdt! Azonnal lathatjuk, hogy két kiilonb6z6 szamnak a kont-
raharmonikus kézepe nagyobb, mint a harmonikus kdzepe, amit algebrai uton is igazolhatunk.

Emellett egy masik érdekességet is megfigyelhetiink. [rjuk fel Gjra az érinténégyszogek tételét,
most mar a kapott eredményekkel!

H+C=a+b

2-vel valo osztas utan, a szamtani kozép definicioja alapjan a mar korabban emlitett 6sszeflig-
gések egyikét kapjuk:

A(H,C) = A(a, b)

Vagyis mindegy, hogy két szdm harmonikus és kontraharmonikus kézepének vessziik a szam-
tani kozepét, vagy maganak az eredeti két szamnak a szamtani kozepét. Erre azt mondjuk, hogy
a szamtani k6z€p invaridns a harmonikus és a kontraharmonikus kdzépre nézve. Szokas igy is
fogalmazni, hogy a harmonikus ¢€s a kontraharmonikus k6zép egymésnak a komplementere a
szamtani kozépre vonatkozoan [17]. Az abra tehat magaban rejt egy kozepek kozotti, invarian-
cia jellegii 6sszefliggést, amely magyarazatot ad a kontraharmonikus elnevezésre is.

Térjlink vissza a tétel bizonyitasara! Tegylik fel, hogy a és b
egész szamok, és a kontraharmonikus kozepiik is egész! Valasz-
szunk le a derékszogii érinttrapézbol egy derékszogli haromszo-

get!
Ennek oldalhosszai: b — a, d, c. Ezek azonban a feltételek miatt d c
mind egész szamok (hiszen ¢ = C(a,b), ill. d =a+ b —c az

érintdnégyszogek tételébol).

Tehat kaptunk egy pitagoraszi szamharmast, melynek legna-
gyobb tagja éppen C(a, b). Ezzel bebizonyitottam a tétel 1. részét. b—a



Induljunk ki most egy (x,y,z) pitagoraszi szamhar-
masbol, azaz harom olyan pozitiv egész szambol, me-
lyek egy derékszogli haromszdg oldalhosszai! Egészit-
siik ki ezt a haromszoget derékszogli érintdtrapézza,
melynek alapjai legyenek a, ill. b hosszuak (a < b)! (A
szerkesztés nem bonyolult: az egyik hegyesszogi
csucsbdl kiinduld szogfelezének, ill. a cstuccsal szem-
kozti befogd ¢és az atfogo felezdpontjat 6sszekotd ko-
zépvonalnak a metszéspontjaként kapjuk a szerkesz-
tendo trapézba irhato kor kdzéppontjat; a kor megrajzo-
lasa utan pedig mar konnyti megszerkeszteni a trapézt.)

Az é4bra alapjan irjunk fel két 0sszefiiggést a és b kozott!

a+b=x+ﬂ

b—a=y

Ebbdl kapjuk:
_Xx—y+tz b_x+y+z
2 2
A kapott derékszogll érintétrapéz hosszabbik szararol tudjuk, hogy annak hossza egyrészt az
alapok hosszanak (a-nak és b-nek) a kontraharmonikus kozepe, masrészt egész szam, hiszen a

pitagoraszi szamharmas legnagyobb tagja (a derékszogii haromszog atfogodjanak a hossza). Mar
csak azt kell belatni, hogy az alapok hossza is egész szam.

a

i) Foglalkozzunk el6szor egy un. primitiv pitagoraszi szamharmassal, amelyben a tagoknak
nincs 1-nél nagyobb kozds osztdja! Ismeretes, hogy ebben az esetben a tagok a kovetkez6 mo-
don fejezhetdk ki az m és n pozitiv egész szamokkal [13]:

X =m? —n? y = 2mn, z =m? + n?
(m > n, tovabba m és n relativ primek és kiilonb6z0 paritasuak; y jeloli a szamharmas egyetlen
paros tagjat.) Behelyettesités és rendezés utan adodik:

a=m-(m-—n), b=m-(m+n)
Tehat az alapok hossza valoban egész szam.

i) Ha a pitagoraszi szamharmas nem primitiv, akkor a tagok legnagyobb kdzds osztoja na-
gyobb 1-nél. Jeloljiik ezt az egész szamot k-val! Ha mindharom tagot k-val osztjuk, akkor pri-
mitiv pitagoraszi szdmharmashoz jutunk, igy az elézbéek szerint egész szamokat kapunk az ala-
pok hosszara. Ezeket k-val megszorozva adodnak az eredeti szamharmashoz tartoz6 alaphosz-
szusagok, amelyek természetesen szintén egész szdmok. Ez teszi teljessé a tétel II. részének a
bizonyitasat. ®



Megjegyzés:

A szerkesztésbdl kitlinik, hogy a derékszogli haromszoget P =<
amasik befogo6janak az iranyaban is kiegészithetjiik derék- .
szogl érint6trapézza. Ez annak felel meg, hogy az alapok / \'
hosszanak a képletében x és y szerepe felcseréldodik: . |
y—x+z '
a =—F-, b’

2
Mint lathato, a hosszabbik alap hosszara ugyanazt az érté- .
ket kapjuk, a rovidebbik alapéra azonban nem:

_Xty+tz \ b

A
2 . g )

\
a =z-—a, b =b '

Ekozben a trapéz hosszabbik szara — azaz a kiindulési de-

rékszogli haromszog atfogdja — nem valtozik. Mindez 6sszhangban van a kontraharmonikus
kozép nem izoton voltaval, azaz azzal a korabban megallapitott ténnyel, hogy ha rogzitjiik egy
szampar nagyobbik tagjat, akkor a kisebbik tag két kiilonboz6 értéke esetén is ugyanaz a kont-
raharmonikus k6zép adodik [15]:

C(a,b) =C(a’,b), at+a =C

I11. A kontraharmonikus koézép kapcsolata a Fibonacci-sorozattal
Meglepé lehet, de a kontraharmonikus k6zép még a Fibonacci-sorozathoz is kapcsolodik.

2. Tétel:

Az 6todiktol kezdve minden paratlan sorszamu Fibonacci-sorozattag felirhato két kiilonbozo
egész szam kontraharmonikus kozepeként.

Bizonyitas:

A Fibonacci-sorozat elsé néhany tagja:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

A sorozat n-edik tagjat f,-nel jelolve, a sorozat rekurziv képzési szabalya:
fari=foatfn (Z=2)

Tekintsiink egy paratlan sorszam (5-nél nem kisebb sorszamu) Fibonacci-sorozattagot, f5,,41-
et, ahol n > 2. Teljes indukcidval igazolhato, hogy [5]:

fon+1 = fiti1 + i}

Ez azt jelenti, hogy f,,.-et fel tudjuk irni két kisebb, szomszédos sorozattag négyzetének 6sz-
szegeként. Ekkor azonban ezzel a két kisebb sorozattaggal egy teljes pitagoraszi szamharmast
is el6 tudunk allitani [9]:

x=f112+1_fn2’ Yy=2"fos1 [ Z=fnZ+1+fn2=f2n+1

fan+1 tehat a pitagoraszi szamharmas legnagyobb tagja, igy az el6z0 tétel értelmében 1étezik
két kiilonbozo pozitiv egész szam, melyeknek kontraharmonikus kdzepe éppen f5,,,1. B



Még érdekesebbé teszi ezt a felismerést az a tény, hogy a szoban forgd két egész szam kifejez-
het6 a Fibonacci-sorozat bizonyos tagjaival. Az el6z6 tétel bizonyitasaban felhasznalt képletek
alapjan:

a:x_y+Z:frlz+1_fnz_Z'fn+1'fn+fnz+1+fn2

2 2 :fn+1'fn—1
,_y_x‘l'Z_2'fn+1'fn_fnz+1+fn2+fnz+1+fn2 _

a = 2 - 2 _fn+2'fn
xty+z fin [ 2 fa ot et

Eredményeinket 6sszefoglalva:

fon+1 = C(fn+1 a1 frsz 'fn+1) = C(fn+2 *for frtz 'fn+1)
Példaul:
fr=C(faforfs fu) =C(3-1,5-3)=C(3,15) =13
fr=C(fsfafs-fu) =C(5-2,5-3) = C(10,15) = 13

Megjegyzések:

1) Mindez egyuttal azt is jelenti, hogy barmely négy egymast kdvetd Fibonacci-sorozattagbol
szarmaztathatd derékszogii érintétrapéz, melynek oldalhosszai egész szamok, sét kifejez-
heték a Fibonacci-négyes tagjaival.

i) Amennyiben egy Fibonacci-tipusi sorozatbol indulunk ki, akkor a pitagoraszi szamharmas
legnagyobb tagjara nem feltétleniil adodik a sorozat valamely eleme. Azonban kis mddo-
sitassal itt is megfigyelhetd Gsszefliggés pl. a Lucas-sorozat esetén: a kapott atfogd hossza
két sorozattag 0sszegeként vagy két masik sorozattag kiilonbségeként irhato fel.

iii) A 2. Tételhez hasonl6 allitas érvényes a négyzetes kozép és a Fibonacci-sorozat kapcsola-
tara: az 6todiktdl kezdve minden pdaratlan sorszamu Fibonacci-szam felirhato két kiilon-
b6z0 egész szam négyzetes kdzepeként. Ezen tilmenden mas kdzepekre is megfogalmaz-
hatok hasonlo jellegii allitasok. Ez azonban mar egy masik tanulmény téméja lehetne.

V. Kontraharmonikus szamok

Osztok kontraharmonikus kozepe

Az n pozitiv egész szam pozitiv osztéinak kontraharmonikus kozepét ugy kapjuk, hogy az osz-
tok négyzetének Osszegét elosztjuk az osztok dsszegével:

_and?  oy(n)
~ Yamd: o(n)

Példaul:

C(10)—12+22+52+102 _ 130 65
14245410 18 9




Felmeriilhet az igény, hogy — a szokasos szamelméleti fiiggvényekhez hasonloan — C(n)-et is

kifejezziik n primtényezds felbontdsanak ismeretében. Ennek az igénynek tesz eleget az alabbi
tétel [18].

3. Tétel:

Ha n primtényezds felbontasa:

— a1, A2 Or
n=p; 'P Pr

akkor:
) pi 1 pt 41 pirtt 4
n)= .
P1 +1 P2 +1 Dr +1
Bizonyitas:

A og(n) és a 0,(n) szamelméleti fiiggvények multiplikativak, azaz ha a és b relativ primek,
akkor a(a-b) = a(a)-a(b), ill. o,(a-b) = g,(a) - 6,(b). Ezért C(n) is multiplikativ, hi-
szen:

o(a-b) _02(a) - 05(b) _ 02(a) 0,(D)
o(a-b) o(a)-a(b) o(a) a(b)
ha (a, b) = 1.1gy elég meghatarozni az n primtényezds felbontasaban szerepld primhatvanyok
osztoinak kontraharmonikus kdzepét.

C(a-b) = = C(a)-C(b)

Egyrészt:
pal+1 —1
a(p) =1+pi+pi +pi+-+p =lp.7
L
Masrészt:
. N2
02(p) = 1497 + P + ]2+ (1)’ =
=14+p2+ @H*+ PHE+ -+ (pH% =
182 . .
@) -1 () -1 (-1 (T 1)
pi—1 p?—1 pi—D- - +1)
Ezért:
C( al-) — O-Z(plfxi) — p;xi-l-l +1
e mitl
Tehat:

a +1 a+1 ar+1

NP+l pt+1 pT 41
c(n) = c(p) - c(p>?) - c(pfr) = 1p1+1 : 2pz+1 rpr+1

Megjegyzés:

Lathato, hogy a (n) osztodsszeg-fiiggvényéhez hasonlo képlethez jutottunk n osztdinak kont-
raharmonikus kdzepét illetden.



Kontraharmonikus szamokra vonatkozo tételek

Vannak olyan szamok, amelyek osztdinak kontraharmonikus koézepe egész szam, pl. C(9) = 7,
C(16) =11, €(20) = 13, €(50) = 35. Nevezziik ezeket kontraharmonikus szamoknak [18]
(az Gn. harmonikus vagy Ore-szdmok mintajara, amelyek osztoinak a harmonikus kdzepe egész
szam [14])! Kérdés lehet, hogy melyek a kontraharmonikus szamok. Az alabbiakban egy elég-
séges feltételt fogalmazok meg erre vonatkozoan.

4, Tétel:

I.  Minden négyzetszam egyben kontraharmonikus szam is [18].

Il. Egy négyzetszam osztdinak kontraharmonikus kdzepe paratlan szam.
Bizonyitas:

I.  Han négyzetszdm, akkor a primtényezds felbontdsaban szerepld minden «; kitevd paros,
igy minden a; + 1 paratlan, ezért minden i-re

a;+1

Di + 1|pl +1
ami azt jelenti, hogy a C(n)-ben szerepl6 Gsszes tényez0, és igy C(n) is egész szam.

Il. Alakitsuk at ezeket a tényezoket!

a;+1

p; +1
p; + 1
Az 1-et megeldz6 (azonos paritast) tagok darabszdma paros, ezek 0sszevonasaval is paros sza-

mot kapunk, 1 hozzdadéasaval pedig paratlant. Tehat C(n) Osszes tényezdje paratlan, ezért C(n)
isaz. m

=pS—pSTt e —pt+1

Megjegyzés:

A tétel elsd allitasa forditva nem igaz, ugyanis vannak olyan kontraharmonikus szamok, ame-
lyek nem négyzetszamok (pl. 20, 50 vagy 117), s6t ennél tobb is mondhato.

5. Tetel:
Végtelen sok olyan kontraharmonikus szdm van, amelyik nem négyzetszam.
Bizonyitas:

C (n) multiplikativ tulajdonsaga lehetdséget teremt arra, hogy korlatlan mennyiségben gyart-
sunk kontraharmonikus szamokat, akar olyanokat is, amelyek nem négyzetszamok. Vegyiink
ugyanis egy kontraharmonikus szadmot, amely nem négyzetszdm (x), és bontsuk primténye-
zOkre! Ezutan vegyiink egy tetszdleges négyzetszamot (y), melynek egyik primtényezdje sem
egyezik meg az el6z6 bontasban szereplokkel! Ilyen négyzetszdmbodl végtelen sok van, hiszen
a primek szadma is végtelen. Szorozzuk Ossze x-et €s y-t, a szorzatot jeloljiik z-vel! A szorzat
biztosan nem négyzetszam. x €s y relativ primek, ezért a multiplikativitas miatt:

C(z)=Cx-y)=Cx) - CY)

Mivel x és y egyarant kontraharmonikus szamok, C(x), C(y) és igy C(z) is egész, azaz z is
kontraharmonikus szam. B



Példaul:
20 = 225, 9 = 32

C(180) =C(20-9) =C(20)-€C(9) =13-7=91
Megjegyzés:

Erdekes parhuzam figyelhetd meg az Ore 4ltal vizsgalt harmonikus szamok és az altalam ta-
nulmanyozott kontraharmonikus szamok kozott. Ore ugyanis megallapitotta, hogy minden t6-
kéletes szadm egyben harmonikus is, de vannak olyan harmonikus szamok, amelyek nem tokeé-
letesek (pl. 140 vagy 270) [14].

6. Tétel:

Ha n kontraharmonikus sz4dm, tovabba n és k relativ primek, akkor n - k? is kontraharmonikus
szam [18].

Bizonyitas:

A multiplikativitds miatt:
C(n-k?) =C(n)-C(k?)

A feltétel szerint C(n) egész, a 4. Tétel alapjan pedig C(k?) is egész, igy C(n - k?) isaz. m
Megjegyzés:

Az igy kapott szam lehet négyzetszam, de lehet az 5. Tétel bizonyitdsdban szerepld szam is.

A kovetkezo két tételben elégseges feltételeket fogalmazok meg a kontraharmonikus szamokat
illetden.

1. Tétel:

Ha p primszam, és q = 2p(p — 1) + 1 is prim, akkor p? - q?*¥~! kontraharmonikus szidm
(keN™).

Bizonyitas:
Egyrészt: ,
C(pz)=I;:11=p2—p+1=p(p—1)+1
Masrészt (mivel ( is prim):
ey =+ @)+l

g+1 2p(p—1)+2

)2 mint egy pératlan szam négyzete 4-gyel osztva 1-et ad maradékul.
41 + 2 o 2l+1

2pp-D+2 pp-D+1

ahol I € N*. p? és q?*~1 relativ primek, hiszen p? egyetlen primosztéjap, g = 2p(p — 1) + 1

q paratlan, g¥ is az, igy (q

C(g*) =

viszont nem oszthatd p-vel, és igy g2*~* sem. Ezért a multiplikativitas miatt:
2l+1
CP*-q¢* N=CeP? - C@* H=p-D+1] ——=20+1
p~-q p q pp pp—D+1

ami egy egész szam. W



Példaul:
p =2, q=>5

313
C(500) = C(2%-5%) = 3-T= 313

Megjegyzés:

A bizonyitds 1épései valtozatlanul érvényesek g-nak a péros kitevoi esetén is, ekkor azonban
p? - q?* négyzetszam, amelyekkel viszont az eldbbiekben mér foglalkoztam.

8. Tetel:

Ha p 6-tal osztva —1-es maradékot ado prim, akkor

a) 22%~1 . p? kontraharmonikus szam (k € N*);

b) 52%~1 . p? kontraharmonikus szdm (k € N*, p # 5).
Bizonyitas:

Legyen p = 61 — 1, ahol | € N*. Ekkor:

pd+1

p+1

C(p?) = =p’-p+1=(6l-1)2>—-(6l—1)+1=3-(121*-6l+1)

22k 41
3

és p? relativ primek, ezért a multiplikativitds miatt:

C(22k—1) —

22k—1

2k

C(2%k1.p2) = C(2% 1) -Cc(p?) = 3-(1212—6l+1) =

=% +1)-(122-61+1)

Eredményiil tehat egész szamot kaptunk.

b)
52k +1
6
5 1-et ad maradékul 4-gyel osztva, igy 52% is, ezért (az m € N7 jeldléssel):
dm+2 2m+1
6 3

és p? is relativ primek (ha p # 5), ezért a multiplikativitas miatt:

C(SZk—l) —

C(SZk—l) —
52k—1

2m+1

C(5%k1.p2) = C(5%1)-Cc(p?) = 3-(1212—6l+1) =

=2m+1) (1212 -6l+ 1)

Eredményiil ismét egész szam adodott.



Példaul:

17
C(200) = C(23-52) =?-21 =119

13
C(605) =C(5-11%) = 3 111 =481

A kovetkezo két tételben sziikséges feltételeket fogalmazok meg arra vonatkozdan, hogy mi-
kor lesz egy szam kontraharmonikus.

9. Tetel:
Pératlan kitevdjli primhatvany nem lehet kontraharmonikus szam.
Bizonyitas:
pa+1 + 1
Cp*) =——F=
p+1

Itt a paratlan szdmot jelodl, ezért a + 1 paros. p maradéka p + 1-gyel osztva természetesen —1,
igy p**! osztasi maradéka 1 lesz, tehat p®*1 + 1 osztasi maradéka 2-vel lesz egyenld. Vagyis
p + 1 nem lehet osztdja a p**1 + 1 dsszegnek, C(p*) nem lehet egész szam. W

Megjegyzés:

Hasonlo allitast bizonyitott be Ore: primszam hatvanya nem lehet harmonikus szam [14].

10. Tétel:

Barmely kontraharmonikus szam primtényezds felbontasaban a 4-gyel osztva 3-as maradékot
ado primek csakis paros kitevon szerepelhetnek.

Bizonyitas:

frjuk fel n primtényezés felbontasat ugy, hogy a primeket a 4-gyel valo osztasi maradékuk
szerint kiilonitjiik el! Ezen beliil csoportositsuk a 4-gyel osztva 3-as maradékot ado primeket a
kitevdjiik paritasa szerint!

n =24 'plﬁl _pzﬁz _“pfr ) q1’1 .qu q;’s . qih } qé)’z ...qén

p; =4k; +1, k; e N*

qi=4l;+3, [;EN

qi =4l;+3, ;EN
(vi-k a paros kitevoket, y;-k a paratlan kitevoket jelolik, q; # q]’-.)
frjuk fel az egyes tényez6k kontraharmonikus kozepét!
a)
2a+1 4 1
—
Ezt a tortet — melynek szamlaloja és nevezdje is paratlan —, jeloljiik a-val!

C(2%) =



b) Mivel p; 4-gyel osztva 1-et ad maradékul, p; + 1 maradéka 2-vel egyenld, igy p; + 1 felir-

hat6 4u; + 2 alakban, ahol u; € N*, piﬁ i*1is 1-et ad maradékul 4-gyel osztva, ezért p; it 4 q

is az €l6z8h6z hasonld, 4v; + 2 alakban irhat6 fel, ahol v; € N*. Ezért:

C@fﬁzpﬁﬁ+1:4m+2:2w+1
pit+1 du; +2  2u;+1

Ezt a tortet — melynek szamlaloja és nevezdje szintén paratlan —, jeldljik b;-vel!

) Ha a paros kitev6jii g; primbdl indulunk ki, akkor qg/i valdjaban négyzetszam, melynek kont-

raharmonikus kozepe a 4. Tétel értelmében egész, és azt is lattuk, hogy ezen beliil paratlan
szam. Jeloljiik ezt a szamot c;-vel!

d) Foglalkozzunk végiil a paratlan kitev6jii q; primmel! Mivel q; 4-gyel osztva 3-at (ill. —1-et)
ad maradékul, q; + 1 oszthato 4-gyel, igy q; + 1 felirhat6 4w; alakban, ahol w; € N*. y/ pa-
ratlan, ezért q{yiJr1 vagyis q; paros kitev6jii hatvanya 1-et ad maradékul 4-gyel osztva, igy
qz/iﬂ + 1 felirhat6 4z; + 2 alakban, ahol z; € N*. Ezért:

['yi’+1

c(q7) =2

Most tehat egy paratlan szamlaloja, paros nevezdji tortet kaptunk, jeloljik ezt ¢;-vel!

»Rakjuk 6ssze” C(n)-et!

+1_4Zi+2_22i+1
g +1 4w, 2wy

Cn)=a-by-by-by-ci-cycsrChech-cl

Az eldzbek szerint az a és a b; tortek szamlaloja és nevezdje egyarant paratlan, a ¢; szamok
mindegyike paratlan egész, a ¢; tortek pedig paratlan szamlaloval, de paros nevezével rendel-
keznek. Igy a fenti szorzas eredménye egy paratlan szamlaloju, de paros nevezdjii tort, amely
nem lehet egész szam. Ezért n nem lehet kontraharmonikus. Ezt a d)-ben targyalt c;-ben sze-
repld paros nevezd okozta, vagyis az, hogy a 4-gyel osztva 3-as maradékot ad6 primek kdzott
volt paratlan kitevdjii. Tehat annak sziikséges feltétele, hogy egy szdm kontraharmonikus le-
hessen, valoban az, hogy primtényez6s felbontasaban a 4-gyel osztva 3-as maradékot ado pri-
mek paros kitevdvel szerepeljenek. (Fontos latni, hogy ez csak sziikséges, de nem elégséges
feltétel.) ®

11. tétel:
Egy kontraharmonikus szadm osztoinak kontraharmonikus kdzepe paratlan.
Bizonyitas:

Az el6z6 tétel szerint n primtényezds felbontasaban a 4-gyel osztva 3-as maradékot ad6 primek
kitevéje paros. Igy az elébbi szorzat mindegyik tényezéje olyan tortként irhato fel, amelynek
szamlaloja és nevezdje is paratlan, igy a szorzat is ilyen tort. Mivel n kontraharmonikus szam,
ez a tort egyszerisithetd. A kapott eredmény nem lehet paros. B



12. tétel:

Minden kontraharmonikus szam felirhat6 két négyzetszam 0sszegeként.
Bizonyitas:

Ha egy szam kontraharmonikus, akkor a 8. Tétel szerint a 4-gyel osztva 3-as maradékot ado
primek csakis paros kitevon szerepelhetnek a primtényezds felbontdsaban. Az un. ,.két-négy-
zetszam-tétel” értelmében viszont egy természetes szam pontosan akkor all el két négyzetszam
Osszegeként, ha az ilyen tipusu primek paros kitevon fordulnak eld a primtényezds felbontasban
[4], [13]. Ez bizonyitja allitasunkat. H

Példaul (6sszeadanddként a 0 négyzetét is megenged;jiik):
9 = 0% + 32 20 = 2% + 42 50 = 1% + 7% = 5% + 52 117 = 6% + 92

Végezetiil — konkrét példak és az emlitett specialis alaku kontraharmonikus szamok alapjan —
egy sejtést fogalmazok meg, melyeknek bizonyitdsa folyamatban van.

Sejtés:

Ha egy pozitiv egész szam kiilonb6zo primek szorzata (vagyis négyzetmentes), akkor nem lehet
kontraharmonikus szam.

Bizonyitas elso lépése:

A 10. tétel alapjan a szorzatban szerepld primek k6zott nem lehetnek olyanok, amelyek 4-gyel
osztva 3-as maradékot adnak.

Megjegyzés:

Hasonlo allitas érvényes a harmonikus szdmokra vonatkozdan is (n = 6 kivételével), amelyet
Ore bebizonyitott [14].

Osszegzés

Dolgozatomban a kontraharmonikus k6zép €s a szamelmélet néhany kapcsolodasi pontjat mu-
tattam be. Geometriai Giton bizonyitottam Pahikkala tételét (amely a kontraharmonikus kdzép
¢s a pitagoraszi szamharmasok kapcsolatardl szol), rimutattam a kontraharmonikus kézép és a
Fibonacci-sorozat k6zotti osszefiiggésre, és tanulmanyoztam az un. kontraharmonikus szamo-
kat. Sziikséges, ill. elégséges feltételeket fogalmaztam meg arra vonatkozoan, hogy milyen ala-
kuak lehetnek ezek a szamok. Ravilagitottam a harmonikus €s a kontraharmonikus szdmok ko-
z0Otti parhuzamra. A dolgozatban szerepld tételek egy része sajat eredménynek tekinthetd, ezek
a szakirodalomban — tudomasom szerint — nem lelhet6k fel. Szandékomban all folytatni a téma
kutatasat: egyrészt vannak még bizonyitasra vard sejtések, masrészt felbukkanhatnak eddig
még fel nem tart tulajdonsagok, osszefiiggések.
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Koszonetnyilvanitas

Koszonet illeti mindenekel6tt Unyi Tamas tanar urat, felkészitd tanaromat, aki 6t évvel ezel6tt
bevezetett a kutatds vilagaba, €s azdta is mindig szamithatok utmutat6 tdmogatasara. Kitartd
munkadja és Ujszerl otletei inspiraloak, biztatdsa engem is folyamatos fejlédésre 6sztonoz.

Koszonettel tartozom Dr. Freud Roébert docens urnak (ELTE Algebra és Szamelmélet Tan-
sz€k) a kontraharmonikus szamokkal kapcsolatban nyujtott segitségéért és a kutatasok folyta-
tasara iranyuld batoritd 0sztonzéséért.

Ko6szonom Pertis Szabolcs tanar urnak (GRL) a hasznos észrevételeket, Gtleteket, javaslato-
kat.

Koszonetemet fejezem ki korabbi diaktarsamnak, Szrogh Noranak (GRL), hogy megfigyelé-
sével a kontraharmonikus szamok és a 4-gyel osztva 3-as maradékot ad6 primek k6zotti kap-
csolatra irdnyitotta a figyelmemet.

Végezetiil megkoszonom masik korabbi diaktarsam, Reményi Marton (GRL) programozasi
tevékenységét, amellyel hozzasegitett az allitdsok megsejtéséhez és bizonyitasahoz.



