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BEVEZETES

1. fejezet

Bevezetés

A statisztikus fizika sok szabadsagi foku rendszerek vizsgalatdaval foglalkozik, példaul az
egydimenzids soktest kvantumrendszerek, igy a spinlancok kritikus jelenségeivel is.

Az egydimenziés kvantumrendszerek fazisaitmeneti (kritikus) pontjaikban konform térelmé-
letekkel modellezheték. Célunk a kritikus ponthoz kozeli kvantumrendszerek nemegyenstlyi
dinamikajanak vizsgalata volt a kvencs utani idéfejlédés tanulmanyozasaval. Ilyenkor a rend-
szer egy Hamilton operator alapallapotabél indul, majd ennek egy paraméterét megvaltoztatva
az 1j Hamilton operatorral torénd idofejlodést hivjuk kvencs utani dinamikanak, amit a kvencs
operator és mas idofiiggé operatorok jellemezhetnek, példaul a magnesezettség.

A dolgozatban a Blume—Capel modellt vizsgaltuk, melynek trikritikus pontja a skalazé
limeszben konform térelmélettel irhato le, és melynek trikritikus pontja korili termalis per-
turbaciéja az E; modell. Az E7; modell spektrumara és kiilonbozé operatorok kvencs utani
idofejlodésére vonatkozo térelméleti joslatokat ellendriztitk a Blume—Capel modell skalazé ha-
taresetének numerikus vizsgalataval. Ehhez rendezetlen és rendezett E; — FE; kvencsek utan a
kvencs operéator és a longitudinalis magnesezettség operatoranak idéfiiggését tanulméanyoztuk.

Térelméleti joslatok vannak az E7; modell spektrumara, illetve a skaldzé limeszre, ami a
posztkvencs operatorok varhaté értékeivel van kapcsolatban. Ezen joslatokat szerettiik volna
alatdmasztani a numerikus eredményeinkkel, ehhez rendezetlen és rendezett F; — FE; kvencse-
ket vizsgaltunk, nevezetesen a © energia-impulzus tenzor nyomat, ami maga a kvencs operator,
és a longitudinalis magnesezettséget.

A dolgozatban el6szor az iTEBD modszert ismertetjiik. Bemutatjuk, hogy milyen feltétele-
zéseket és kozelitéseket alkalmazunk az algoritmusban. Ezt kévetden egzakt diagonalizacidval
vizsgéaljuk a véges Blume—Capel spinlancot és megmutatjuk, hogy az alapallapoti energiastiri-

ségekre kapott eredmények 6sszhangban vannak az iTEBD-vel szamolt eredménnyel.



VEGTELEN IDOFEJLESZTO BLOKK DECIMACIOS ALGORITMUS (ITEBD)

A dolgozat masodik felében el0szor roviden bemutatjuk a szimulaciék soran hasznalt para-
métereket és hogy hogyan kell ezeket megvalasztani, majd ratériink az F; modell vizsgalatara.
Itt a modellre ismert térelméleti joslatokat jarjuk korbe, kiilonos hangsilyt fektetve a skalazo
limeszre, ahol a rendezetlen E; — FE; kvencsek esetén a © kvencs operdtor, mig rendezett
E; — E7 kvencseknél a kvencs és a magnesezettség operatoranak varhatd értékét hataroztuk
meg az id6 fiiggvényében. A szimulaciéinkbél kapott numerikus eredményeket pedig 6sszevet-

jik a térelméletbol ismert eredményekkel.

2. fejezet

Végtelen idofejleszto blokk decimaciods

algoritmus (iTEBD)

A kvantumrendszerek dllapotainak kozelitésére tobb algoritmus is szolgal. Ezek egyike az
un. idéfejleszté blokk deciméciés algoritmus (time-evolving block decimation, TEBD), ami egy
specialis modszer arra, hogy zart nagy kvantumrendszerek idofejlodését vizsgaljuk valds vagy
képzetes idében egyarant.

A TEBD médszer alapillére a kvantumrendszerek kvantumos osszefonddasi tulajdonsaga és
az algoritmus azt a fontos megallapitdast hasznalja ki, hogy egy altalanos kvantuméllapotot at
lehet {rni matrix szorzat allapotba (MPS), melyen specidlis allapotokra tovabbi kozelitésekkel
élhetiink.

Mi olyan végtelen spinlancokat vizsgaltunk, amit bizonyos esetekben hatékonyan lehet MPS
alapi iTEBD-vel (végtelen id6fejleszté blokkdecimaldssal) kozeliteni. Ebben a fejezetben tehat
az iTEBD moédszert és az ehhez sziikséges fizikai hatteret mutatjuk be, majd az algoritmus
miikodésérdl, illetve az abban hasznélt kozelitésekrél is sz6 lesz. Mindezt pedig az [1] jegyzet

alapjan tessziik.
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2.1. Kvantumosszefondédas és entrépia

Az Osszefonddés a kvantummechanika egyik alapvetd jelensége. Akkor beszéliink réla, ami-
kor egy kvantumrendszert jellemz6 szabadsigi fokok nem irhatok le egymastél fiiggetleniil.
Példaul ha két spin Osszefonddott allapotban van, akkor nem tudunk gy mérést végezni az
egyiken, hogy az ne legyen hatassal a méasikra. Soktest kvantumrendszerekben a részecskék
kozotti ismétlodd kolesonhatasok is Osszefonddast hoznak létre, ezt hivjuk kvantum soktest-
osszefonddasnak. Az Osszefondédas tanulméanyozasa ilyen rendszerekben hasznos eszkoz lehet
azok jellemzésére. Példaul az dsszefonddasi entropia skélazasanak vizsgalatabol tudunk kovet-
keztetni a kritikus pont tulajdonsagaira. [2, 3, 4, 5].

A tovabbiakban egydimenzids soktest kvantumrendszerekben val6 6sszefonddassal foglalko-
zunk. Ehhez tekintsiink egy specidlis rendszert, az egydimenzios N hosszt spinlancot. Ennek
Hilbert-tere a

H=H1QHs R ... Hn (2.1)

tenzorszorzattal adhatdo meg, ahol H; az i-edik helyen 1év6 spin Hilbert-tere, az un. lokalis
allapottér. Az egyszeriiség kedvéért feltesszitk most, hogy a lokalis allapotterek megegyeznek,
és H; = C4. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy a spinldnc (komplex) deminzidja dimH = dV.

A rendszer egy tiszta allapota felirhaté a természetes tenzorszorzat bazison:

d

[y = Y M ) @ |an) © ... ® |a), (2.2)

a1,a9,...,an=1

azaz dV komplex 112N egyiitthatéval adhaté meg. Ahhoz, hogy vizsgalni tudjuk az adott
rendszert, meg kell hatarozni az 6sszes egytitthatot, ez azonban mar nem tal nagy N rendszer-
tudunk ennyi adatot egyszerre eltarolni, vagyis csak kis méretii rendszerek vizsgalatara van le-
hetoségiink. Ha nagyobb kvantumrendszerek tanulmanyozasa a cél, akkor viszont kozelitésekre
van sziikség, melyek segitségével elég kevesebb adattal dolgozni ahhoz, hogy jellemezni tudjuk
a rendszert. Frre az Gn. maétrix szorzat allapotok (MPS) nyujtanak egy megoldast. Ennek
ismertetése el6tt azonban emlékeztetiink néhany kvantummechanikai fogalomra.

Vagjuk ketté valahol a példaként vett N hosszt spinldncunkat. Ekkor a teljes rendszer egy

bal- (H1) és egy jobb (Hpg) oldali részrendszer tenzorszorzataként adhaté meg:

H="H, ®Hg, (2.3)
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az Osszetett rendszer tiszta allapota pedig legyen [¢)) (€ H). Ekkor léteznek a Hp-ben és a

Hr-ben olyan ortonormalt allapotok (|a), és |a) ), melyekkel a rendszer tiszta allapota

[¥) =D Aala), ® |a)g (2.4)

alakban irhato fel. Ezt nevezziik Schmidt-féle felbontasnak, a A, faktorokat pedig Schmidt-

egyiitthatoknak melyekre:
Ay, >0 Va-ra

S AZ=1.

Egy rendszer 6sszefonddott allapotban van, ha nem tudjuk tiszta allpotok szorzatara szét-

(2.5)

bontani. A Hp (Hg) részrendszert leird stirtiségmatrixot redukélt siirtiségmétrixnak hivjuk,
amit tgy kapunk, hogy kiszedjik a Hg (H) rendszert leird szabadséigi fokokat azzal, hogy a
teljes stirliségmatrix Hp (H) rendszer szerinti parcidlis nyomat vesszitk. Ertelemszerfien te-
hat egy Osszefonddott tiszta kvantumallapot redukalt stirliségmatrixa a részrendszer egy kevert
allapotat leir6 stirliségmatrix lesz.

Az Osszetett rendszer strliségmatrixa az alabbi

p= ) (Wl = A% la) (al, @ la)g alg (2.6)

tenzorszorzattal adhaté meg, ahol hasznaltuk a (2.4) felbontast. A redukélt stirtiségmatrixokra
pedig a

o =Trap = Y A% la), fal,
“ (2.7)

plt=Trpp = ZAi ) {alp

«

kevert allapotok adédnak. Vegyiik észre, hogy a redukdlt stirliségméatrixok sajatértékei éppen a
Schmidt-egyiitthatok négyzetei. A részrendszerek kozotti 6sszefonddés szamszeriisitésére a von
Neumann entrépia vagy osszefondédési entrépia szolgal', amely a redukélt stirtiségmatrixszal

adhaté meg:
S; = —Trp; In p; i=LR. (2.8)

Konnyen lathaté, hogy
S(p") = S(p") = =Y AiIn AL, (2.9)

azaz az Osszefonddési entrépia meghatdarozhaté a Schmidt-koefficiensek ismeretében.

IKiinduldsként feltettiik, hogy a teljes rendszer tiszta dllapotban van.
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2.2. Teriilet- és térfogattorvény

Az 6sszefonddasi entropia kapcesan lehet tertilet- vagy térfogattorvényrol beszélni, attdl fiig-
gben, hogy hogyan fiigg a részrendszerek osszefonddasa azok méretétdl. Itt a teriilet és térfogat
mennyiségeket az adott részrendszer dimenzidjanak megfelelden kell értelmezni. Példaul egy
dimenziéban a teriilet maga a vagasi pont és a térfogat a lanc hossza.

Az hogy az allapot tertlet- vagy térfogattorvényt mutat attél fiigg, hogy mennyire Gssze-
fonodott. Eros osszefonddas esetén nagy a korrelacids hossz és ilyenkor az entrépia noni fog a
térfogattal, mig gyenge Gsszefonddas esetén a kicsi korreldcids hossznak koszonhetéen az ent-
ropia aranyos lesz a teriilettel.

Kvantumos soktestrendszerek spektruma tartalmazhat m tomegrést. Kvantum kritikus
pontban ez a tomegrés eltinik, azaz ilyenkor m = 0. Tomeges esetet vizsgdlva a korrelacios
hossz (1/m) véges lesz, egyméstol ennél nagyobb tavolsagra 16v6 spinek kozott mar nem igazén
lesz korrelacio. Ilyen esetben az alapallapot felilettorvényt kovet, azaz ha az egydimenzids
lancunkat elvagjuk az A és a B kelléen tavoli pontokban, akkor az igy kapott részrendszer
entropidja konstans lesz, ha az elvagasi helyeket valtoztatjuk is. Kritikus pontban azonban a
korrelacios hossz gyakorlatilag végtelen és ebben az esetben az entrépia méar nem a teriilettel
lesz ardnyos, hanem az A és B pontok kézotti lanchossz (1) természetes alapu logaritmusaval
(Sap ~1nl/a), ahol a a racsallandé. Ezt log-térfogattorvénynek nevezik.

A tertilettorvényt koveté allapotok sajatos tulajdonsaga, hogy az allapot jol kozelitheto

x < dV Schmidt-bézisallapottal?:

EX:AQ|04>L®\04>R%|¢> = HW}— iAa|a)L®]a>R <e,Ve>0 (2.10)

a1=1 a1=1

« /ey

2.3. Matrix szorzat allapotok (MPS)

Ebben az alfejezetben azt fogjuk megnézni, hogy hogyan lehet egy altalanos kvantumal-
lapotot atirni MPS forméba. Az atlathatosag kedvéért innentdl kezdve nem fogjuk kifrni a

tenzorszorzasokat, |j1) ® |j2) @ ... ® [jn) = |71, - IN)-

2végtelen lanc esetén véges sok
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Ugyancsak az N hosszt egydimenzids spinlancot vizsgéljuk, ahol a lokélis dllapotterek egy-
formak,
H=HI0H®..®Hyn
dimH; =d Vi (2.11)
dimH = d"

Egy altalanos kvantumallapot a spinek bazisainak tenzorszorzata a megfelel6 egytitthatokkal

Z w]uz ~~~~~ JN |]1,~ ;]N> (2.12)

vy = 3 AN AR AN G Y (2.13)

ahol |j,) az n-ik lokalis 4llapottér béazisa és az AMI» tenzor pedig, ahogy azt lentebb latni
fogjuk, a lokalis allapotok és a Schmidt-allapotok koztétt teremt kapesolatot.

A célunk tehdt az, hogy egy ilyen altalanos kvantumallapotot MPS formaba alakitsunk
at, amit egymds utani Schmidt-dekompoziciok végrehajtasaval tudunk megtenni tugy, hogy
valtoztatjuk a lanc elvagasanak helyét a 2.1. abran lathaté modon.

Els6 1épésben az egydimenzios lancot ugy vagjuk ketté, hogy a bal részrendszer csak egy
spint tartalmazzon, mig a jobb az Gsszes tobbit (N — 1). Igy az 6sszetett rendszer |¢) kvan-

tumallapotdnak Schmidt-felbontésa (2.4) alapjan

Z AG L)y lea)p, (2.14)

,,,,,

ahol a Schimdt-dekompozicié szerint |ov)(,; ortonormélt bézist képez Hp-ben, mig |o1);,

HR-ben.

A levezetés soran feltessziik, hogy yo = xn = 1, vagyis az elso és utolsé A tenzor tulajdon-
képpen egy d-hosszui (sor- és oszlop-) vektor.

Az MPS-ben megjelend els6 tenzor:
A[oﬂjl = <j1|a1>[1] (2.15)

Ebbdl kifjezve az |a1>m Schmidt-allapotot és visszairva a (2.15)-be, a kovetkez6t kapjuk

d d
=2 Z_: AR ALY )y lan) o, g (2.16)

o S S IR Sk
J1=1
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0.lépés: I_I_Ifl_ﬁﬁﬁﬁﬁiﬁﬁ'.ﬁﬁﬁﬁﬁ'.;l

LIR
1.1épés: (P ............... ;I
T 1
LIR

2lepes qb@j—_::::::iéf_:::::ﬁ

N.1épés: (TN2XZ)-oveeeen .......... m

2.1. abra. Az éaltalanos kvantumallapotokat at lehet irni MPS formara, ezt egy N hosszi
spinldnc esetén a Schmidt-dekompozicié egymas utani alkalmazasaval tehetjiik meg, ahol

1épésrol 1épésre valtoztatjuk a teljes rendszert alkotd bal- és jobb oldali részrendszereket.

Ha tovabblépiink és a spinlancot tgy vagjuk el, hogy a bal oldali részrendszer két spint tartal-

mazzon, akkor az igy kapott részrendszerekre a Schmidt-felbontés a

d2

) = Z ‘042>[172] |042>[3 N] (2.17)

~~~~~
as=1

alakot 0lti, ezek alapjan a masodik tenzor pedig a kovetkezd

A[O?EQQQ = (<a1‘[1] <j2‘> ‘052>[172] . (218)

Beépitjik az 1j tenzort is (2.14)-be,
d d? d ' .
|1/}> = Z Z Z AQJMA[O?}{.?QA[O?; ‘j17j2> ’052>[3 ..... N - (219)
a1=1 az=1 j1,j2=1

Ezt a metddust alkalmazva a harmadik 1épés utan az allapotunk:

d 42 & d . ' .

[y =3 > > > ALARE AR AR |jy, s, js) ), N - (2.20)
a1=1az=1 az=1 j1,j2,j3=1

Egyre nagyobb bal részrendszereket véve végiil eljutunk az N-ik lépésben oda, hogy eltiinik a
jobb részrendszer, tehat egy teljes rendszertink lesz, amiben mar a Schmidt-koefficiensek sem
szerepelnek. A rendszer allapotat kizarolag a tenzorok és a lokalis allapotok irjak le ahogy azt a
(2.13)-ba eldrevetitettiik. Az dltalanos kvantumaéllapotot atirtuk tehat MPS alakra, ezt tovabb

alakithatjuk a (2.10) kozelités bevezetésével az alabbiak szerint.

Legyenek a y,, X x, dimenziés X,, tenzorok olyanok, hogy
Alrlin — X Aldin X -1 (2.21)

9
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Ekkor nagyon kénnyen belathaté, hogy az allapot ugynaz marad, ha az A tenzorokat A tenzo-

rokra cseréljitk
vy = S AN AR AWNGN G ) = > Al ARz AN |5 i) (2.22)

csak a korabbi feltevéseinket kell figyelembe venni, miszerint x; = xy = 1, azaz az X, és
az X' tenzorok egydimenziésak, vagyis ezek csak skaldrszorzok lesznek és egy skalarral valo
szorzas az allapotot nem valtoztatja meg.

Egy linedris algebra tételt felhasznéalva az Al"» métrixok el6allnak egy Yn_1 X Xn-€s matrix

és egy pozitiv, valds, négyzetes (x, X X,) diagondlis matrix szorzataként.
Allin _ plnlin g ] (2.23)
Ezzel az N hosszt spinlanc MPS-ének kanonikus formdja az alabbi alakot olti

Py =S TR ANPEEAR PN AN G ) (2.24)

Végtelen MPS esetén, ha a rendszer transzlacidinvarians is, akkor minden matrix megegyezik,

e — 19 ¥ pere
(2.25)
A = A Vn-re.

A tovabbiakban is a korabbi példanknal maradunk annyi valtoztatassal, hogy most a spin-
lanc végtelen hosszi (N — o0), transzlacidinvaridns és olyan a kélesonhatds, amit vizsgalunk

majd, hogy csak elsészomszédokat csatol (ketté méretii elemi cella), igy a leirashoz szitkséges

tenzorok: T4 T'B A4 és AB [8, 9, 10].

2.4. Az iTEBD algoritmus miikodése

A iTEBD algoritmus egy kvantumallapot idofejlodését kozeliti,

| (NGt)) HU (6t) |¥(0)) , (2.26)

ahol U(0t) = e~*H% operator diszkrét idélépéseket ir le, ami megvaldsithat valés (0t € R) vagy
képzetes (0t = —idT; d1 € R) id6fejlédést is. A diszkrét id6lépések sorozata pedig folytonossa
teheto dt, 67 — 0 hataresetben.

Egy H Hilbert-ter(i végtelen hosszt egydimenziés spinlanc |1)gs) alapéallapotat végtelen sok

egymas utani képzetes idéfejlodés alkalmazasaval tudjuk meghatarozni,

o0

[Yas) = H U(—i07) ), (2.27)
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ahol [1g) a kezdeti éllapot és 7 > 0, amit id6fejlesztiink és ami sok idé utén bekonvergal az
alapallapotba?®.

A tovabbiakban azt mutatjuk be, hogy az iTEBD algoritmus hogyan miikodik egydimenzios
lancokon.

Eloszor is fontos megjegyezni, hogy a mddszer akkor hatékony, ha az sszefonddés kelloen
kicsi, ugyanis az MPS ekkor lesz jo kozelités. Fontos tovabba, hogy a rendszert révid hato-
tavolsagu kolesonhatasok irjak le, mivel a lokalis iTEBD lépéseket ekkor tudjuk hatékonyan
alkalmazni. Legyen a végtelen egydimenzids spinlancunk Hamilton-operatora most olyan, ami

legfeljebb els0szomszéd kolcsonhatasokat tartalmaz,
H = hinnt (2.28)

Mivel végtelen spinlancot szeretnénk vizsgédlni és a szamitoégép memoriaja is véges, ezért
az algoritmusban kozelitéseket kell alkalmaznunk ahhoz, hogy a rendszert hiien tudjuk rep-
rezentalni. Az egyik és talan legfontosabb hasznalt kozelités a Trotter—Suzuki dekompozicié.
Az 6tlet az, hogy a rendszer H Hamilton-operatorat felbontjuk olyan operatorok ¢sszegére, me-
lyek jol szimulalhatoak, majd a teljes idofejlodést felirjuk egyszertibb idéfejlédések szorzataként
kihasznalva a Hamilton-operator felbontasat.

A Hamilton-operatorban vélogassuk szét a tagokat aszerint, hogy n paros vagy paratlan,

ekkor a szétvalogatott hatasokbol kapott operatorok:

H= Hodd + Heven

Hodd — Z h[n,nJrl} — h[1,2] + h[3,4] + h[5,6] 4o (229)
n odd

Heven - Z h[n’n+1} = h[2’3] _|_ h[475] + h[6,7} +

n even
A két operator altalaban nem kommutal egymassal, viszont mindketté kommutédlé operatorok

Osszege és az algoritmus pont ezt hasznalja ki.

[Hodd7 Heven] 7é 0

(2.30)
[h[i,i+1]7h[i+27i+3]} =0, i=1,2,3,..

Altaldnosan felirva az els6- és masodrendii kiterjesztése a Trotter—Suzuki dekompoziciénak

az alabbi
€(V+W)5 _ 6V66W6 + O((SQ)

(2.31)
(VAW _ VE/2 W6 Vi/2 | 0(53)‘

3amennyiben van az alapallapottal kozos komponense, azaz (1g|tas) # 0
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VEGTELEN IDOFEJLESZTO BLOKK DECIMACIOS ALGORITMUS (ITEBD)

Ha most felosztjuk az idét 6t infinitezimalisan kicsi iddszeletekre, akkor az elsérendii Trotter—

Suzuki dekompoziciét alkalmazva, az idéfejleszté operator a kovetkezo alakban irhato fel

U(ét) — e—’iH(st — e_i(HOdd+H5U8n)6t _ e_iHoddate_iHevenat + O((StQ) _

—i [n,n+1] —i [n,n+1]
— [H e h 5t1 [ H e h 5t1 +0(52) (232)

n odd n even

= U(t) = l]‘[ U[”’”“](ét)] [ 1T U[”’”Jr”(ét)]

n odd n even

ahol U[n,n+1](5t) _ e*ih[n,n-ﬂ]ét‘
Egy ilyen diszkrét idofejlodés az MPS-ansatz egy két-spin részén az alabbi mdédon valésithato
meg. A kivalasztott két spin dllapota a

Z @ |Oén 1 |.]TL> ‘kn+1> |fyn+1>R

T (2.33)
ik B , A B
o :%:A TAIAATEE AL

alakban adhaté meg, ahol |oy,—1); az [n — 1,n] koétés bal oldaldn 1év6 Schmidt-allapotok, mig
a |Ynt1)p az [0+ 1,n + 2] kétés jobb oldali Schmidt-allapotai. A |j,) és |kn41) az n-ik és
n + 1-ik lokalis Hilbert-tér egy adott bazisallapota. A @a’; egyutthatok pedig az eléz6 fejezet
végén felirt tenzorok szorzatai. Kihasznalva az eltolasinvarianciat, a teljes allapot ilyen MPS
darabok szorzataként allithaté el. Egy ilyen MPS darab a 2.2.a) dbrén lathaté médon tgy néz
ki, hogy vessziik az adott ketto méretii elemi cellat, illetve ennek bal- és jobb oldalan maradt

racshelyeket.

Konnyen lathato, hogy az egy spin operatorok egyértelmi moédon hatnak. Bonyolultabb a
helyzet két spin operatorok esetén. Ha egy fent emlitett elemi cellara egy U unitér operatorral
hatunk, akkor megvéltozik (2.2.b) abra)

ok =S ulelr. (2.34)

e
A transzformalt @ --bol szeretnénk az uj MPS tenzorokat is meghatdrozni. Ezt pedig ugy
tudjuk megtenni, hogy a @J * indexeit kombindljuk, vagyis a d x d x y x x dimenzids 4 indexti
(:){X'fy tenzor 2-2 indexét egybeolvasztjuk és kapunk egy dy X dy-s 2 indexii @ja,kv tenzort, ami
tulajdonképpen igy mar egy matrix lesz. Mivel det(©,,4,) ~ 0, ezért ezt a matrixot szinguldris
érték dekompozicié (SVD) segitségével szétbonthatjuk harom matrix szorzatara,

Ojaky = Y Xja,sDsYs 0y, (2.35)
5
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VEGTELEN IDOFEJLESZTO BLOKK DECIMACIOS ALGORITMUS (ITEBD)

R A M

|
Kn+1

Yn+1

Oln-1 U Yo+1

2.2. dbra. Els6szomszéd kolesonhatast leird transzformacié esetén ketté méretii az
egydimenzids spinlanc elemi celldja, ami igy az A és B tenzorokkal irhat6 le. Az a) dbrén egy
végtelen hosszi spinlanc MPS-ének egy darabkédja lathatd, a b) dbran pedig egy az erre a

darabra haté unitér operator.

ahol X és Y is dy x dyx-s matrix és D egy diagonalis dx x dy-s matrix. Az X matrix az 4j
|8); Schmidt-allapotok és a kombinalt |a,,—1) [j,) bazisok kozotti kapesolatot irja le, mig Y
a |B)g és a |kny1)|vny1) kozotti kapcsolatot adja meg. Igy a D diagonélis métrix pontosan

a transzformélt dllapot Schmidt-egyiitthatéit tartalmazza, vagyis D = A4. Az 4j T tenzorok

« sz

4 = (M%) Xjup

. e (2.36)
5 = Yo, (A7) X

Az 1j elemi cella tehat

ik BTAjANATB,kAB

lathato, hogy az 4j MPS tovabbra is kanonikus formaban van.

Osszefoglalva a fentebb leirtakat az iTEBD lépései a 2.3. abran lathatéak. Elészor a
rendszert leir allapot MPS felirasat, ami kanonikus forméban van, 6sszeolvasztjuk a © tenzorba
(2.3.(1)). Majd az adott [n,n + 1] elemi cellain végrehajtjuk az U unitér id6fejlédést és igy
kapjuk a © 1j tenzort (2.3.(ii)). Az allapotot leiré 1j tenzort SVD-vel szétbonjuk az X,D és
Y maétrixokra, ahol egyszerii megfontolasokbdl kideriil, hogy a diagonalis D tulajdonképpen

az 1j Schmidt-egyutthatékat tartalmazza (2.3.(iii)). Utols6 1épésként pedig a kapott allapotot
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VEGTELEN IDOFEJLESZT® BLOKK DECIMACIOS ALGORITMUS (ITEBD)

visszairjuk az 4j MPS kanonikus forméajara (2.3.(iv)). Igy néz ki tehat egy teljes iTEBD lépés,

amit nagyon sokszor megismétliink, valtakozva a péaros- és paratlan alracsokon.

U
~ A
(i) © SVD X p Y
i) - * ..... S w
e[ X[ e PP O N
(iv) - o oo S |;| A g A
f—:A FB \—> 1j MPS kanonikus formaja

2.3. dbra. Az iTEBD algoritmus lépései. (i) Az elemi cellat leiré kanonikus formaban 1év6
MPS egy tenzorként valé felirasa. (ii) Az unitér operdtor hatésa erre a tenzorra 1j elemi celldt
eredményez, és (iii)-ben az algoritmus ezt az 1j tenzort SVD-vel szétbontja harom méatrix

szorzatara majd az (iv) lépésben az 1j MPS kanonikus forméjara alakitja.

Megjegyzendo6 tovabba, hogy az algoritmusban tovabbi kozelitéseket is alkalmazunk. Egy
teljes 1épés soran, amit az [n,n + 1] elemi cellan alkalmazunk, megvéltozik az [n, n + 1] k6tésnél
1évé osszefonodas és a kotés mérete is dy-re nd. Igy a lépések sordn ahogy egyre tobb unitér
operatort hattatunk az allapotra exponencialisan névekszik az az informaciémennyiség, amit a
hullamfiiggvény leirdsdhoz el kell tarolnunk. Egy idé utdn azonban erre képtelenek vagyunk,
ezért van sziikség valamilyen kozelitésre.

Feltéve, hogy alkalmazhatjuk a (2.10) kozelitést, a Schmidt-allapotok szaméara bevezetiink
egy Xmaz Maximum értéket, vagyis minden teljes iTEBD lépés utan csak a legfontosabb x,naz
darab Schmidt-dllapotot tartjuk meg. Ez egyszeriien annyit jelent, hogy az (2.35)-be a 3 index
csak 1-t6l Xpmaq-ig fut, amennyiben a Schmidt-allapotokat a méreteik szerint rendezziik. Ez a

csonkoléds korlatozza az MPS dimenzidjat, ugyanis a korabbi tenzorok méreteiben a X4, fog
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VEGTELEN IDOFEJLESZTO BLOKK DECIMACIOS ALGORITMUS (ITEBD)

majd szerepet jatszani, éppen ezért Xu..-t hivjuk a bond-dimenziénak (csonkoldsi dimenzio),
ami egy kis szdim?*. Ebb6l kifolyélag pedig a kanonikus forma normalizaldsi feltételei j6 koze-

litéssel teljestilnek, de a hullamfiiggvény normalizalasa érdekében a csonkolds utan osztani kell

N= [ |ed] (2.38)
i?j?afy

Ebben az alfejezetben megismerkedtiink tehat az iTEBD algoritmussal, amit a kdvetkezo

az

csonkolt norméval.

fejezetekben az in. Blume-Capel modell vizsgalatanal fogunk alkalmazni. Végiil példaként
és egyben egy kis eloretekintésként megjegyezziik, hogy a modellen a végzett iTEBD soran
az algoritmusban elsérendli Trotter—Suzuki kozelitést alkalmaztunk, ami a 2.4. abran lathatoé.
A kovetkezo fejezetben majd érthetové valik az abra, itt csak egy példa erejéig tesziink rola

emlitést.

| <— paratlan

<— paros

2.4. abra. A Blume—Capel modellre alkalmazott elsérendii Trotter—Suzuki dekompozicié
lathat6 az abran, ahol a kis hatszogek jelolik az egy spinen hat6 operatorokat és a téglalapok
a két-spin kolcsohatasokat leird operatorokat. A Blume—Capel modellben az egy spin operator

az 9(S%)% + 257 + 2(S7)? és az elsészomszéd kolesonhatdst lefré operdtor pedig az SFSE,;.

4Ttt kicsi alatt azt értjiik, hogy Nx2,,.d < dV, azaz az eltarolni kivant szamok legyenek sokkal kevesebben,
mint a d¥ db. szédm, hisz ez volt a célunk a kozelitések bevezetésével. Tehat Ymasz lehet nagy, ugyanis minél

nagyobb, annal pontosabbak az eredményeink, a lényeg, hogy teljesiiljon az el6z0leg emlitett feltétel.
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A BLUME-CAPEL MODELL VIZSGALATA EGZAKT DIAGONALIZACIOVAL

3. fejezet

A Blume—Capel modell vizsgalata

egzakt diagonalizacioval

A tovabbiakban egy tobbparaméteri kvantumrendszer éltal leirt spinlancrél, nevezetesen a
Blume-Capel modellrél lesz sz6, mely a trikritikus pontjaban egy konform térelmélettel irhaté
le, melynek egyik perturbaciéja az Fr integralhaté modell [11, 12]. Ebben a fejezetben [13]
alapjan egzakt diagonalizacioval vizsgaltam a Blume—Capel modellt véges lanc esetén. Az
alapallapoti energiastiirtiségre kapott eredmények osszhangban vannak az iTEBD-vel szamolt

eredménnyel.

3.1. A Blume—Capel modell

A Blume—Capel modell ismertetése elott érdemes megemliteni a klasszikus trikritikus Ising
modellt, ugyanis ez szoros kapcsolatban all az altalunk vizsgalni kivant specialis modellel.

A klasszikus trikritikus Ising modell egy kétdimenziés racsot ir le, ami iires, valamint fel és le
spint tartalmazo racspontokbol all és a rendszert jellemzo kolesonhatéas csak els6szomszédokat

csatol. Igy a modellt leiré hatés az
S=p Z SiSit1titip1 — Z L; (3.1)

alakot olti, melyben s; = +1 az i-ik racshelyen 1é6v6 spint irja le (s; = +1 fel spin esetén és
s; = —1 le spin esetén), t; = 0, 1 pedig a racspont betoltottségérsl ad informaciot (¢; = 0 ha
tires, nincs az i-ik racshelyen spin és ¢;=1 ha nem fiires). A rendszert jellemz& paraméterek a
f = 1/T inverz homérséklet (térelméletek esetén kp = 1) és a p kémiai potencidl. Ennek a
klasszikus rendszernek két fazisa van a 5 — u sitkban, melyek k6zott masodrendii fazisatalakuldsi

vonal van. Ez a vonal a modell trikritikus pontjaban végzodik és athaladva rajta a rendszernek
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A BLUME-CAPEL MODELL VIZSGALATA EGZAKT DIAGONALIZACIOVAL

mar elsérendii fazisatalakulasa lesz. Tovabba, ami nagyon fontos, hogy az S hatasnak Z
szimmetridja van, amit a késobbiekben a 5.2. alfejezetben részleteziink.

A transzfer matrix formalizmus segitségével a klasszikus n x n-es kétdimenzios trikritikus
Ising modell atirhaté egydimenzios n hosszi kvantum spinlanccd, amit haroméllapoti spinek
alkotnak. Az igy kapott kvantumrendszert hivjuk Blume-Capel modellnek és ezt végtelen

rendszerméret esetén a

H =& (a(S7)? + 8S; +7(57)* = SSEa) (32)
Hamilton-operator irja le, melyben a megjelené matrixok
010 1 0 0
sz\}ﬁ 1 01|, SS=]00 0. (3.3)
010 00 —1

A rendszert az S* bazisban irjuk fel, melynek sajatértékei —1,0 és 1 lehetnek.

A modellnek harom paramétere is van: «, [ és . Az Osszegzés el6tt szerepld & pedig az
euklideszi idoskalat rogziti, masként & felelos a csatolasi allanddk megfeleld atskalazasaért.

A (3.1) és (3.2) képletek kozott kapcesolat all fenn a paramétereik altal, mégpedig a (3.1)
Osszefiiggésben a [ paraméter szerepét a (3.2)-beli 8 és a (3.1)-beli —u szerepét a (3.2)-ben
szereplé o paraméter tolti be. A v egy bizonyos intervallumon beliili valtoztatasaval a fa-
zisgorbe eltolhato tgy, hogy a trikritikus ponton valé athaladas utan a rendszert elsérendii
fazisatalakulasok jellemezzék.

Fentebb altalanosan egy véges N hosszi spinldanc esetén mutattuk be a Blume-Capel mo-
dellt, mi azonban a késobbiekben végtelen spinlancokkal dolgozunk és a tovabbiakban a v =0

valasztassal éliink, melyre a trikritikus pontot az aldbbi paraméterek jellemzik [13]:

ayp = 0,910207(4)

(3.4)
Bip = 0,415685(6).
Tovabba & értékét ugy valasztottuk, hogy
€1 =0,56557. (3.5)

3.2. Energiaszintek véges lanc esetén

A Blume—-Capel modell konform térelméletekkel irhaté le a trikritikus pontjaban, és ennek

kiillonb6zo perturbacidit vizsgalhatjuk a kovetkezé Hamilton operatorral:
H - HCFT + )\Hperta (36)
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A BLUME-CAPEL MODELL VIZSGALATA EGZAKT DIAGONALIZACIOVAL

ahol Hepr egy minimalis unitér konform elmélet Hamilton operatora, Hpe,; a perturbdlt Ha-
milton operédtor és A\ pedig egy valds szam, ami a konform térelmélettdl valo eltérés mértékét
jellemzi. Egyes perturbaciok integralhatéak [14]. A Blume—Capel modellben a « paraméter fix
értéke esetén tobb integralhaté irdany adodik a megfelel6 trikritikus pontbdl indulva. Ezek koziil
az aldbbiakat nevezzik meréleges-fel és -le, illetve parhuzamos-fel és -le irdnyoknak (3.1.4bra),
ahol a fel irdany a (3.6) egyenletben A > 0 -t jelent, mig a le irdny A < 0 -t. Ha 7 = 0 ese-
tén tan @ a kritikus gorbe meredeksége a trikritikus pontban, akkor a meroleges perturbaciora

feltételezhetd a

N
Hyp =" (—sin6(S7)? + cos 0S7) (3.7)

=1

alak és a parhuzamos perturbéciéra pedig a

N
Hpere = > (= cos0(SF)? — sin 6S7) (3.8)
i=i
alak.
2.00 T ;
' ' -.- trikritikus pont
1.75 4----mmr L\ ‘_______15 ____________________ :, _____________ H,—PM — pont
' ' @®- H;-pontok
1.50 ____—.— HL—FM—pont -
. . — H, perturbdcid - PM fazis
125 3N R —— H, perturbécid - FM fazis |
| | H perturbéacid 4
e 1.00+
0.75
0.50+
0.257
0.00 i i i i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

3.1. abra. A Blume—Capel modell trikritikus pontjabdl indulé négy integralhato perturbacios

irany

A Blume—Capel modell trikritikus pontjat a ¢ = 7/10 cenralis toltéssel jellemzett konform
térelmélet irja le. Ennek egy termdlis perturbaciéja az F; modell [11, 12], melyben 7 stabil

részecske talaltahatd, melyek tomegébol képzett tomegaranyok a 3.2. tablazatban lathatok.

Ezen tomegek igazolasara egy nagyon egyszerii modszer, ha megnézziik a
AE;(N) = E;j(N) — Eo(N) (3.9)
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il s a5 |6 | 7
m;/my ‘ 1,285 ‘ 1,879 ‘ 1,969 ‘ 2,532 ‘ 2,879 ‘ 3,701

3.1. tablazat. Az E7 spektrumban megjelend kvézirészecskék kozelitoé tomegardnyai [11, 12]

alapjan.

energiaszinteket kiillonb6z6 N hosszi ldncok esetén. A [13] forrds ezt négy a — [ paraméter-
paros! esetén teszi meg, ahol a Blume-Capel modell paraméterterében ez a négy pont a négy
kiillonb6z6 integralhatéd irdnyban hizott egyenesen van rajta (3.1.4bran lathaté pontok) En is
ezekben a pontokban vizsgaltam meg az energiaszintek értékeit a modellre megirt sajat prog-

ramommal, melyben egzakt diagonalizaciot alkalmaztam a Hamilton operdtor spektrumanak

meghatarozasara.
N AE;(N)/AE(N)
9 |0 1 1277705 1,870747 1,923333 2,405179 2,470943 2,585593
10| 0 1 1,281513 1,913613 1,948981 2,189466 2,241903 2,373756
11 |0 1 1,283245 1,941778 1,964535 2,355735 2,385915 2,502599
12 |0 1 1,284031 1,956299 1,973068 2,240794 2,525531 2,768079
3.2. tablazat. a = 1,092616, 8 = 0,497703
N AE;(N)/AE;(N)
9 |0 1 2199629 3,244564 3,592034 4,556583 4,789589 5,152363
10| 0 1 2,170591 3,100133 3,380087 3,519029 4,293256 4,373800
11 |0 1 2147115 2979107 3,458124 4,667610 4,413396 4,915838
12 |0 1 2,127968 2,876529 3,381457 3,381457 3,406874 4,271193

3.3. téblézat. o = 0,295069, 8 = 1, 783751

Az eredményeimet a 3.2, 3.3, 3.4. és 3.5. tablazatok tartalmazzak. Az igy kapott energia-
szintek nem mindig felelnek meg a vart 3.2 tomegaranyoknak, melynek oka az lehet, hogy véges
ldncon végeztem a szamitdsokat?. Az 4ltaldam irt egzakt diagonalizaciéval az energiaszintekre

ot tizedesjegy pontossagig visszakaptam a [13] cikkben bemutatott eredményeket.

ly = 0 rogzitett
2 A véges lancok vizsgalatandl periodikus hatarfeltételt hasznaltam.
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N AE;(N)

8 |0 0253550 0,253623 0,969074 1,006415 1,394000 1443772 1,842677
9 |0 0285219 0,285247 0,947192 0,978900 1,312642 1,356137 1,712890
10 | 0 0,316900 0,316912 0,933128 0,960952 1,252636 1,290728 1,610597
11 |0 0,348587 0,348592 0,924206 0,949369 1,208189 1241721 1,529505
12 | 0 0,380275 0,380277 0,918666 0,942034 1,175333 1,205059 1,464959

3.4. téblazat. o = 0,992225, 3 = 0, 233276

N AE;(N)

8 |0 0,000003 1,625163 1,632767 2307964 2503016 2,732657 2918642
9 |0 0,000001 1,628566 1,630796 2394225 2475473 2795331 3,044097
10 | 0 0,000000 1,629485 1,630148 2427779 2461672 2851866 2918626
110 0,000000 1,629743 1,629941 2439574 2454832 2,849365 3,009717
12 | 0 0,000000 1,629817 1,629877 2444151 2451432 2830431 2918625

3.5. tablazat. o = 0,727798, 3 = 0, 333667
3.3. Alapallapoti energiastiriiségek

Mivel az energiaszintekre elég pontosan visszakaptam a [13] eredményeit, feltételezheto,
hogy az egzakt diagonalizaciom a modellen jol miikodik. Ez pedig egy jo ellenérzésre ad le-
het6séget, amivel az iTEBD algoritmusom miikodoképességét tesztelhetem. A ellenérzés a
kovetkezo: kiilonbozé N hosszu véges lancok esetén kiszamolom az alapallapoti energiastirtisé-

get,

Ey
€0="7 (3.10)
ahol L = N a lanc hossza. Majd a végtelen lanc esetén az iTEBD-vel is kiszamolom ugyanezt
és a véges és végtelen lancokra kapott eredményeket 6sszehasonlitom.

Rogzitett v = 0 mellett tobb o — § paraméterparosra elvégeztem ezt az ellenérzést és
mindegyik esetén hasonlét tapasztaltam. Ezekbdl az ellendrzésekbdl kettot mutatok itt be,
melyek paraméterparosai a 3.1. abran lathaté H, perturbéaciés iranyon felvett paramagneses
és ferromagneses pontokhoz tartoznak. A kapott alapallapoti energiasiiriiségeket a két pont
esetén a 3.6. tablazat tartalmazza.

A véges lancra egzakt diagonalizaciéval és a végtelen lancra iTEBD-vel kapott alapallapoti

energiastriségek az a = 1,092616, § = 0,497703 paramagneses pontban négy tizedesjegyig,
mig az a = 0,727798, B = 0,333667 ferromagneses pontban 6t tizedesjegyig egyeznek meg.

20



A BLUME-CAPEL MODELL VIZSGALATA ITEBD-VEL

Alapallapoti energiastiriliség
a=1,092616; 3 = 0,497703 a=0,727798; 8 = 0,333667
Egzakt Diag iTEBD Egzakt Diag iTEBD
N =9 | -0,35747688 N =9 | -0,56038768
N =10 | -0,35747561 | -0,35741872 | N =10 | -0,56038765 | -0,56038067
N =11 | -0,35747523 N =11 | -0,56038764

3.6. tablazat. Alapallapoti energiastiriiség értékei véges és végtelen lancok esetén

Megfigyelheto tovabba, hogy ahogy néveljiik a lanc hosszat az alapallapoti energiastiriiség értéke
a végtelen lancra kapott eredmény felé kozelit. A fent latott ellenorzésekbdl kovetkezik, hogy

az iTEBD algoritmusunkkal jol szimulalhato és vizsgalhaté a Blume-Capel modell.

4. fejezet

A Blume—Capel modell vizsgalata
iTEBD-vel

A végtelen Blume—Capel lancot iTEBD médszerrel vizsgaltam. Az algoritmus tobb kozeli-
tést is alkalmaz, az egyik és talan legfontosabb ezek kozil a 2. fejezetben mar emlegetett x,naz
bond-dimenzié megvéalasztasa, ugyanis a bond-dimenzié korlatozza a figyelembe vett Schmidt-
allapotok szamat és ezzel egyiitt a Schmidt-egytitthatokét is. Tehat ... mondja meg, hogy
mekkora lehet a maximélisan kinyerhetd dsszefonédési entrépia. Igy példdul ha tal kicsinek
valasztjuk a bond-dimenziét, akkor telitésbe mehet az entrépia és igy nem tudunk hiteles ko-
vetkeztetéseket levonni az idéfiiggésrol.

Ebben a fejezetben az iTEBD segitségével vizsgalt kvencsek paramétereit fogom bemutatni,
valamint a kvencsek soran kapott idofiiggé mennyiségek abrainak Gsszehasonlitasaval megmu-

tatom, hogy hogyan gy6zddhetiink meg afeldl, hogy a szimulacids eredmények hitelesek.
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4.1. Osszefonédas idéfejlédése kvencseknél

A Blume—Capel modell kvencs utani dinamikajanak vizsgalata soran az iTEBD algoritmust
hasznaltam, melyben az id6lépést ot = 0, 005 értékre allitottam és a kezdeti Hamilton-operator
alapédllapotanak megkeresését az S* matrix +1 sajatértékéhez tartozé sajatallapotabdl inditot-
tam. Az alapallapotkeresésnél is és az j Hamilton-operatorral végzett idéfejlédések esetén is
N = 500000 teljes iTEBD lépést hajtottam végre és elsorendii Trotter—Suzuki kozelitést al-
kalmaztam (2.4. &bra). Fontos megjegyezni tovibbd, hogy az algoritmusban az entrépiat a
paros és paratlan (dbrakon Epsatian) racshelyekre is kiszdmoltuk, ellenben a magnesezettségel
(abrakon M) és a kvencs operator varhaté értékével (dbrakon ©), amiknek a két alracsra vett
értékét atlagoltuk.

A tovabbiakban a rendszer ferromagneses és paramagneses fazisaban végzett kvencsek so-
ran kapott eredményeket részletezem. Ezt tobb modon is megteszem: példaul egy adott kvencs
vizsgalatanal a kiilonb6z6 bond-dimenziok esetén kapott eredmények Osszehasonlitasa révén
avagy a kiilonboz6 paraméterparosokra elvégzett kvencsek esetén a kvencs utani dinamikaban
latott idofiiggo fizikai mennyiségek viselkedésének oOsszehasonlitdsa révén. Tehat a tovabbi-
akban a 4.1. tablazatban szerepld kvencseket fogom elemezni, ahol a kvencs utani dinamika
vizsgalatdnal az id6fiigeé mennyiségeket az m = const - \Y/2=21) témeg-csatolds dsszefiiggéssel
atskalazott id6 fiiggvényében dbrazolom, ahol a konstanst (const) gy vélasztottam meg, hogy
az id6tengely az myt legyen (5.10. abra), ahol m; a 3.2. tablazatban is megjelen6 m; tomeget

jeloli. Ekkor const = 2,5776.

kvencsek tapasztalatok
fazis Ao tmax
0,004 30
PM
0,01 40
0,0055 35
FM
0,009 35

4.1. tablazat. Vizsgélt paramagneses és ferromagneses kvencsek, valamint az entropia gorbék

Osszehasonlitasanal tapasztalt t,,,, idok

Mind a négy kvencs esetén a bond-dimenzié négy kiilonbo6zo értékére is elvégeztem a szi-
mulaciokat, nevezetesen a Ymee = 30, 70, 100 és 200 értékekre. A kvencsek vizsgalatanal az
entropia id6fliggését tekintve nem tapasztaltam tartés atfedést a kiillonboz6 bond-dimenziékhoz

tartoz6 entropia gorbék kozott, ami azzal az egyszerii ténnyel magyarazhatd, hogy ha nem va-
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lasztunk elég nagy bond-dimenziét a szimulacié sordn, akkor az entropia hamar telitodni fog.
Eppen ezért tapasztatam azt, hogy a nagyobb bond-dimenzié vélasztésnal bizonyos idé eltel-
tével az entropia gorbe a kisebb bond-dimenzidhoz tartozé entropidhoz képest megné. Tehat
a szimulacid eredményeit addig tarthatjuk hitelesnek, mig a legnagyobb bond-dimenziékhoz
tartozo entrépia gorbék kozelitoleg atfednek. Példaul a Ay = 0,004 paramagneses kvencs ese-
tén nagyjabol t,,.. ~ 30-ndl kezd a Xmae = 100 és Yimar = 200 bond-dimenzidkhoz tartozé a
paratlan entrépiat leird oszcillalé gorbe kicsit eltérni egymastdl (4.1. legfelsé dbrajan lathatd
sargaval és kékkel jelolt gorbék). Hasonléképpen megallapithat6 a tobbi kvencs esetén is, hogy
a szimulacié eredményei meddig hitelesek, ezt a 4.1. tablazatban foglaltam 6ssze. Fontos, hogy
ezek a 4, 1d6k a mar atskalazott abrakrol lettek leolvasva.

Az entrépidk 6sszehasonlitasanal mindenhol a paratlan osszefonddasi entrépiat hasznaltam,
de nagyon hasonlé abrakhoz jutnank, ha a paros entropidk idéfliggését tekintenénk, ugyanis a

kettd kozel ugyanolyan oszcillalé fiiggvényt ir le, ahogy az a 4.2. abran is lathatd. Itt a etropiak

« sz

4.2. Operatorok varhaté értékeinek idofejlodése kvencs
utan

Az entropidk osszehasonlitasabol kapott t,,,, meghatarozza tehat, hogy a szimulacios ered-
ményeinket meddig vizsgalhatjuk, igy ez a kvencs utani dinamika idéfiiggo fizika mennyiségei-
nek vizsgélatara is érvényes.

A tekintett paramdgneses (rendezetlen) és a ferromégneses (rendezett) kvencsek esetén is
© o Hpet energia-impulzus tenzor a kvencs operator (normadlas erejéig) és a kvencs utani
dinamika egy vizsgalhato fizikai mennyisége a longitudindlis magnesezettség, azaz az S* matrix
varhato értéke. A magnesezettség a rendezetlen fazisban nulla, mig a rendezett fazisban véges,
éppen ezért csak a rendezett fazisi kvencsek esetén vizsgaltuk.

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért © = H,.,; azonositassal éliilnk. A kapott © var-
haté értékeket és magnesezettségeket a bond-dimenzidknak megfeleléen és kivonva bel6liik az
alapallapoti értékeiket, a 4.3. | 4.4. és a 4.5. abrak szemléltetik. Lathato, hogy ezek is mind
oszcillalé fuggvényeket irnak le. A lényeges kiilonbség az egyes kvencseknél latott gorbék ko-

z0tt, hogy az Oket leird oszcillalo fiiggvények mas-mas periédusidovel rendelkeznek, azonban ha
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ezeket atskaldzzuk a tomeg-csatolds dsszefiiggéssel!, akkor ugyanakkora periédusidéket fogunk
kapni minden kvencsre (5.10. dbra).

Ap = 0.004 — X\ = 0.0042 kvencs

0.267
0 “ ﬂ\ ‘ 3 A
y \ \ J
0.205 1‘ ; A 1\ L
z \ | ! - \ — X — 30
= \ /| - \ — X =0
2 0.263 | N N ’ \ Xomaw = 100
. | ‘I‘ / T Xmaz = 200
0.261 ‘ | | ,
\*i
o \f v \
0.259
0 10 20 30 40
mlt
Ao = 0.01 — X = 0.0105 kvencs
" A
0.203 ‘ Ay A A A \
, A A
\ \ j| ) !
‘ / ,
. ‘w Yoz = 30
| \ T Xuwz = 10
\ ﬂ Xorr = 100
[\ 1 — e =200
’ \
\ \J \ \
Y ) \H ‘
0.197 7 ~ v
0 10 20 30 40
mlt
0.123 Ao = 0.0055 — X = 0.005775 kvencs
A A \\': (
AR AR AR
2 [ | ﬂ / \ I\l [

g " | Y A T I — N =0
3 Ll — N0
Z ' [ 1 \ | Nz = 100

“ 110 ) | - .V — e = 200
VYo
0.117
0.100
0.099
20.098 Nomaz = 30
= T Xumax = 10
2
2.0.097 Yomaz = 100
- — X = 200

0.096

0.095
0 10 20 30 40
mlt

4.1. dbra. A paramagneses és ferromédgneses fazisban latott von Neumann entropiak

idoffiggései kiillonbozé bond-dimenzidk esetén

'Ez dimenziéanalizisbél kévetkezik. Az E7; modellt megvalésité termalis perturbacié jobb és bal konform
dimenziéja (1/10,1/10)
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Ay = 0.004 — X = 0.0042 kvencs Ag = 0.01 = A = 0.0105 kvencs
0.001 0.001
0.000 0.000
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_ D) _ .
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4.2. dbra. A paramagneses és ferromagneses fazisban kapott paros és paratlan entrépiak

L0709 Ay = 0.01 — A = 0.0105 kvencs Ay = 0.01 — A = 0.0105 kvencs
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4.3. abra. Az energia-impulzus operator varhaté értékének idofiiggése kiillonb6z6

bond-dimenzidk esetén a paramagneses fazisban
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N Ao = 0.0055 = A = 0.005775 kvencs Ay = 0.0055 = A = 0.005775 kvencs
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4.4. dbra. Az energia-impulzus operator varhaté értékének idofiiggése kiilonb6zo
. ., , . , .
bond-dimenzidk esetén a ferromagneses fazisban
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4.5. dbra. A longitudinalis magnesezettség idofiiggése kiilonbozé bond-dimenzidk esetén a

ferromégneses fazisban
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5. fejezet

Az E7 modell vizsgalata

Az el6z0 fejezetekben korbejart 0sszefonddési entropia és perturbéacios operatorok idoéfliggé-
seibol Fourier-transzformaciéval kaphatjuk meg a kvencsek spektrumat. Azonban még miel6tt
a spektrumok elemzésébe belekezdenénk fontos visszatérni a korabban mar megemlitett Z,
szimmeriara, ugyanis ez szoros kapcsolatban all a spektrumban megjelend csiicsokkal. Ebbdl
tudunk kovetkeztetni arra, hogy az altalunk vizsgalni kivant E; modell spektrumaban mely
kvazirészecskék megjelenését varhatjuk. Ebban a fejezetben a fejezetben a Z; szimmetriat

figyelembe véve az E; modellre vonatkozo térelméleti joslatok igazolasa a célunk.

5.1. Fourier-transzformacio6 és a kvencsekbol kapott spekt-
rum

A szimulacié soran a kvencs utani dinamika vizsgalata volt a célunk a kvencs operatornak
és az Osszefonddasi entréopianak a segitségével, illetve ezek idofejlodése altal Fourier-spektrum
vizsgalattal megkeresni a kvazirészecskéket. Ugyanis az altalunk tanulmanyozott rendszerben
az FE7 szimmetriacsoport a spektrumban osszesen hét kvézirészecske megjelenését josolja [11,
12], melyek tomegaranyéat a korabban bemutatott 3.2. tablazat tartalmazza.

A kvéazirészecskék tomegaranyait a Fourier-spektrumboél tudjuk kiolvasni, ennek magyara-
zatat az alabbiakban mutatjuk be.

A prekvencs rendszer H,,. Hamilton-operatoranak az iTEBD-vel megkeresett |1¢g) alapdl-

lapotat bazisvektorok megfeleld egyiitthatéval vett linearis kombinacidjaként tudjuk felirni,

[Yas) =D calen) (5.1)

¢és ez az 4j rendszer kezdeti allapota, amit a posztkvencs rendszer H,,s.; Hamilton-operatoraval

idéfejlesztiink tudvan, hogy a |Ygs) egyes bazisvektorai a Hp,s,.: sajatallapotai valamilyen saj-
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atenergiaval,

Hposzt |Q0n> = En |S0n>
= [P(t)) = e et [hgg) =3 cae™ M )

Kis id6lépésekben haladva minden idéléptetésnél kiszamoljuk a vizsgalni kivant operator

(5.2)

varhato értékét, ami az egyszertiség kedvéért legyen most a longitudindlis mégnesezettség,
Mi(t) = @ (t)] S7 [¥(1)) = 3 chpene™ BB 0| SF pn) (5.3)
ami a kvencs utani dinamika egy id6fliggé mennyisége. Emlékezziink vissza, hogy itt most térel-
méletrdl van szo, ahol ¢ = h = 1 egységrendszert valasztva, a tomeg-energia ekvivalencia miatt
a nyugalomban 16v6 részecskék energidja a tomeggel lesz egyenlé!. Tehat Fourier-spektrumban
az F, — FE,, frekvenciat, amit latunk tulajdonképpen a kvazirészecskék tomegei hatarozzak meg.
A mégnesezettség matrixelemeiben egy- és tobbrészecske dllapotok is megjelennek [15, 16,

17],
M(t) = |eo|* (0] ST 10) +
+ciicoe” ™01 ST 1 (1pt)) + cherre™ ™ (1 (1 pt)| S7|0) + (5.4)
+chycoe” ™28 (0] ST 12 (1pt)) + cherne™ (2 (1 pt)]| ST10) + ...

ahol (1 pt) utal az egyrészecske allapotokra, a c11 az |1 (1 pt)) 1-es tipusi egyrészecske dllapothoz
tartozo egyttthatd, a c1o a |2 (1 pt)) 2-es tipust egyrészecske allapothoz tartozd egyiitthato és
igy tovabb. Lathato, hogy a magnesezettség egy oszcillalo fiiggvény, amelyben a matrixelemek
konjugalt pérjai is megjelennek. Példaul az alapéllapot (]|0)), aminek az energidjat O-nak va-
lasztjuk, és az 1-es tipusu egyrészecske allapot altal vett matrixelem és konjugaltjanak osszege

is megjelenik, ami pontosan a matrixelem valés részének kétszeresével lesz egyenld,
ciicoe” ™ (0] oF [1(1pt)) + cgene™ (1 (1pt)] o7 |0) = 2Re{c] coe ™" (0] oF |1 (1pt))}, (5.5)

ez pedig egy koszinusz fiiggvényt ir le valamilyen fazistolassal. Tehéat a Fourier-spektrumban
a kvazirészecskék tomegei, tomegosszegei és tomegkiilonbségei lesznek a frekvencidk és ahhoz,
hogy egy adott frekvencia megjelenjen a spektrumban két feltételnek kell teljesiilnie. Példaul az
my tomeget csak akkor fogjuk latni, ha az |1 (1 pt)) egyrészecske allapotnak van atfedése a Hp,e
iTEBD-vel megkeresett |1)cg) alapallapotéval, illetve ha a matrixelemben szereplé masodik tag
nem zérus, azaz
(1(1pt)|ves) =c1 #0
(0lo* |1 (1pt)) # 0.

lesetiinkben a kezdeti allapot zérus impulzussal rendelkezik, tehdt nem varunk mozgd részecskéket, mivel

(5.6)

homogén, tn. globélis kvencset csindlunk, ami azt jelenti, hogy mindenhol egyforméan véltoztatjuk a teret
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Az entrépia esetén a fenti eljaras nem miikodik, viszont az entropiat lehet szarmaztatni
Ugynevezett twist operdtorok maétrixelemeibdl [2, 18]. Erre itt most nem tériink ki, de az
allitas az az, hogy a vizsgalt operator, ami a fentebbi példdban a magnesezettség volt, és
az entropia Fourier-spektrumaban ugyanazokat a cstucsokat varhatjuk. A fenti megfontoldsok
végeredményben az (5.10) formulara vezetnek.

Tehat lattuk, hogy a kvencs utani dinamikat jellemzo id6fliggé mennyiségek oszcillalo fligg-
vények, melyek Fourier-spektrumabdl kiolvashatjuk a rendszerben megjelend kvazirészecskék
tomegaranyait perturbacié szamitasbol figyelembe véve azt a form-faktorokra vonatkozo meg-
figyelést is, miszerint a legnagyobb csticshoz mindig a legelsd, legkonnyebb részecske tartozik
és igy tovabb.

Tovabba megjelenhetnek egyrészecske-egyrészecske matrixelemek is, mint példaul
(1(1pt)| S7|2(1pt)). Ezek a tagok a megfeleld tomegkiilonbségek altal meghatarozott osz-
cilliciokhoz vezetnek. Végil megemelitjiik, hogy a (0] S¥|j (2pt)) kétrészecske matrixelemek

miatt kétrészecske-kontinuumok megjelenését is varhatjuk 2m;-t61.2

5.2. Zy szimmetria

A 75 szimmetria a rendszer allapotain abrazolodik +1 értékkel, ugyanis a spinlancnak van-
nak paros és paratlan konfiguraciéi. Parosak azok az allapotok, amelyek nem valtoznak meg
azzal, ha minden spint atforditunk a lancban és paratlanok azok, amelyek egy ilyen atforditas
utan az allapotot egy negativ eléjellel modositjak. Az elobbieken dbrazolédik a Z, szimmetria
+1-el, az utébbiakon -1-el. A jobb érthetoség kedvéért, ime két nagyon egyszerti példa a fenti

diszkussziora:

paros allapot: ... M1T v+ oo LWL oo = (1)« (oo LD oo o T 200)
paratlan allapot ... T o — oo LD oo = (= 1) - (oo LLLLL oo — o ML)

(5.7)

A Blume-Capel modellben a Z, szimmetria abbdl ered, hogy ha a modellt leiré (3.2) Hamil-
ton operatorban az S* matrixot —S%-re cseréljiik, akkor ugyanazt a Hamilton operatort kapjuk
ugyanazokkal az allapotokkal.

A konform térelméleteken belil van még egy kiilon osztély, az Gn. szuperkonform térelméle-
tek, és ennek szuperszimmetriaja is van, ami a szuperkonformalis unitér minimalis sorozat, ezt
ezen a szinten most csak megemlitjiik, ami lényeges, hogy ehhez tartoznak a Neveu-Schwarz-

nak és a Ramond-nak nevezett szektorok (mezék), amik a Hilbert-teret két részre bontjak.

2kétrészecske allapotoknak lehet relativ impulzusa zérus ésszimpulzus esetén is
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Ezek a szektorok allnak kapcsolatban a Z5 szimmetriaval, mégpedig a Neveu-Schwarz-szektor a
Zy-paros szektornak és a Ramond-szektor a Zs-paratlan szektornak felel meg. A Blume-Capel
modellben megjelené kvazirészecskék tomegei is fiiggnek attol, hogy éppen melyik szektroban
van a rendszer, igy az mo, my, ms és my tomegek a Zy-paros szektorban, mig az mq, ms és mg
tomegek a Zs-paratlan szektorban jelennek meg a spektrumban.

A leirtak alapjan levonhatunk kovetkeztetéseket a kvazirészecskék paritasat illetéen. Két
kérdést kell ennek érdekében korbejarni. Az els6 kérdés, hogy mit varunk a spektrumtol? Ha
véges lancot tekintiink és periodikus hatarfeltételt feltételeziink, akkor a rendezett és rendezet-
len fazisok spektruma kiilonbozé lesz. Rendezetlen fazisban egy alapéallapota van a rendszernek
és a részecskék efeletti gerjesztések. Ebben az esetben a spektrumban paros és paratlan ré-
szecskék is megfigyelhetok. Rendezett fazis esetén viszont két alapallapota van a rendszernek
és a paratlan részecskék a két allapot kozott interpoldlé kinkek. Igy periodikus hatérfelté-
tel mellett nem jelenhetnek meg magukban. A paros részecskék pedig ezek kotott allapotai
és parban jelennek meg a két vakuum folott. Itt fontos megjegyezni, hogy a rendezett fazis
spektruma erésen fiigg a hatarfeltételtél. A masodik kérdés, amit meg kell gondolnunk, hogy
mit varunk a kvencsektol? Térelméletbdl tudni lehet, hogy egy E7 pontbdl E; pontba torténd
kvencs operatora paros.

Osszegezve tehéat, mivel paros dllapotnak nincs paratlan részecskével atfedése és mivel paros
kvencs operator nem tud paratlan részecskét kelteni, ezért két E; pont kozotti kvencsnél sem a
paramagneses, sem a ferromagneses fazisban nem varhatjuk paratlan részecskék megjelenését
a Fourier-spektrumban.

Kicsit konrétabban tehat azt varjuk, hogy a rendezett fazisi rendszerben végzett kvencs
esetén az mo, my, ms és my tomegek jelenjenek meg a Fourier-spektrumban, illetve esetlegesen
ezekbdl képezhetd tomegosszegek vagy tomegkiilonbségek a 5.1. alfejezetben leirtak alapjan.
Fontos megjegyezni tovabba, hogy egyediil egy kink (paratlan részecske) nem jelenhet meg,
viszont két paratlan részecske tud keltédni, ez nem sérti a periodikus hatarfeltételt. Igy két

paratlan részecske tomegosszegénél, példaul 2m;-nél vagy m,+ms-nél, indulhat egy kontinuum.

5.3. E-; vonal

Ahogy az mar t6bb helyen is szerepelt, a Blume-Capel modell trikritikus pontjat a ¢ = 7/10
centralis toltéssel jellemzett konform térelmélet irja le, melynek egy termalis perturbacidja az Er
modell [11, 12]. Ebben a modellben az E; szimmetriacsoportnak megfelelden 7 stabil kvaziré-

szecske talalhato, melyek tomegaranyait a korabban mar bemutatott 3.2. tablazat tartalmazza.
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Vilagos, hogy az FE,; modellben a részecskéket az E7 szimmetriacsoport generalja, de mi
maga az F; modell? A Blume—Capel spinlancnak van egy trikritikus pontja, mely a skalazé
hataresetben konform térelmélettel irhaté le. Skélazd hatéreset alatt azt értjiik, hogy a racs-
allandéval tartunk O-ba és a (3.2)-ben szerepld &-vel tartunk végtelenbe, mindemellett a tobbi
paramétert megfeleléen allitjuk be ahhoz, hogy a kivant tomeget kapjuk a térelméletben (lasd:
5.5. alfejezet). Ha elég kozel vagyunk a skaldzo limeszhez, akkor léteznek olyan irdnyok, ahol
mar az F; spektrum megfigyelhet6 és tulajdonképpen ezt hivjuk E; modellnek. Az E; vonal
ilyen iranyokat ir le, de F; modell csak a trikritikus ponthoz nagyon kozel lesz az E, vonalon.

A trikritikus pontbdl a 3. fejezetben bemutatott (3.6) egyenlet alapjan tudunk kimozdulni
és az F; vonal az ebben a fejezetben bemutatott integralhat6 irdnyok koziil a (3.7) perturbélt
Hamilton operatorral kapott meréleges irany, ami a Blume-Capel modell paraméterterében a
5.1. 4dbra alapjan azt jelenti, hogy a meroleges-fel irany a rendezetlen fazis, mig a merdleges-le

irany a rendezett fazis.
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T
B
o418} e
Q. E E E E E
0.416 -t & -
! ! ' ! | PM — prekvencsek
0,814 - poooeoeo--f- —@— FM — prekvencsek -
| E | | | —— F;vonal - PM fazis
0412 T e e r
. ; : ! | =—— E7vonal - FM fazis
0.410 ; ; . . . . .
0.900 0.905 0910 0915 0920 0.925 0930
a

5.1. abra. A Blume—Capel modell trikritikus pontjabdl indulé E; vonal paramagneses és

ferromagneses fazisa

A végzett kvencsek soran F; pontokat a (3.6) és (3.7) alapjan régzitett v = 0 mellett

tan § = 2, 224 ismeretében a kovetkezdképpen tudtunk generdlni:

a = oyp £ Asind
(5.8)
B = Byp £ Acosb,
ahol ay, és By, a (3.4)-ban megadott trikritikus pont paraméterei és az egyenletekben az Gssze-

adas esetén kapunk rendezetlen fazisu E; pontot és kivonds esetén rendezett fazisa E; pontot

(5.1. ébra).
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5.4. F; spektrum

Az F; modell spektrumét a 5.1. alfejezetben leirak szerint kapjuk meg.

A kvéazirészecskék paritasat figyelembe véve két rendezetlen fazisi E7 pont kozott torténo
kvencs spektrumaban a paros részecskét megjelenését varhatjuk, azaz az msy, my, ms és my
tomegli kvazirészecskéket, illetve megelenhetnek parban paratlan részecskék is, ahogy azt a 5.1.
alfejezetben bemutattuk.

Osszesen nyolc ilyen rendezetlen E; — E7 kvencset csindltuk fokozatosan kézeledve a tri-
kritikus ponthoz (5.1. dbran PM-prekvencsek) és az igy kapott E; spektrumokat atskalaztuk
ugy, hogy az w = 1 frekvencidhoz az m; kvazirészecske tomeg tartozzon, azaz a latott csu-
csok mq-el vannak normalva, ahogy a 3.2. tablazatban szereplé kvazirészecske tomegek is. A
spektrumot az entropia és a © perturbacios operator varhaté értékének idofiiggésébol kaptuk

Fourier-transzforméciéval, ahol © = HpLe

¢ energia-impulzus tenzor nyoma az E; — E; kvencs
operator. Ez egy Z, paros operator, mig a magnesezettség paratlan, ezért a ilyen kvencseknél a
magnesezettség vizsgalatanak nincs értelme, hisz ennek varhato értéke 0 a rendezetlen fazisban.
A kvencsek soran pontosan ezt tapasztaltuk: némi nagyon kicsi numerikus zajt lattunk csak a
magnesezettség idofliggvényében.

A kapott nyolc rendezetlen spektrumbdl itt csak négyet mutatunk be a 5.2. dbran. Meg-
figyelhet6, hogy ahogy azt vartuk a spektrumokban az entrépia és a kvencs operator varhato
értéke ugyanazokat a csticsokat tartalmazza, melyek a paros kvazirészecskékre engednek kovet-
keztetni.

A négy spektrumban kapott csicsok helyeit a 5.1. tabldzatban foglaltuk 6ssze (PM értékek),
ahol figyeltiink arra, hogy mekkora felbontasunk van és hany tizedesjegyig tekinthetjiik pontos-
nak a kapott tomegeket. A felbontas egyszertien meghatarozhato, tudvan, hogy T hosszisagu
idGablak esetén a legkisebb korfrekvencia, amit fel lehet bontani w &~ 27/T', ahol T = Nt a
végrehajtott iTEBD lépések szama és a valasztott id6lépés szorzata. Ahogy minden idot, T-t
is a4t kell skalazni. Ezt a kis szamolast elvégezve azt kapjuk, hogy w ~ 0,001 nagysagrend,
igy a spektrumokbdl leolvasott tomegeket harom tizedesjegyig tekintjiik pontosnak.

Lathat6, hogy hibahataron beliil a spektrumban kapott tomegeink egyeznek a térelméleti
joslattal, de nem teljesen ugyanazokat a szamokat kaptuk. Ez azért lehet, mert az E; modell
konkrét realiziciéja egy finomhangolési feladat. Igy valéjdban nem is varhaté, hogy tokéletes
spektrumot kapjunk.

Rendezett E; — E7 kvencseket is vizsgdltunk ugyanakkora A paraméterekkel (5.1. dbran

FM-prekvencsek). Ezeknél a kvencseknél is igyanigy paros egyrészecskék megjelenését varjuk.
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Ap =0.004 = A= 0.0042 kvencs
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5.2. abra. E7; spektrumok paraméagneses fazisban
csucsok
kvencs fazis Xmax
my —ms ms my 2m- vagy msy
PM 0,681 1,286 | 1,979 2,559 200
Ao = 0,004
FM 0, 686 1,286 | 1,971 2,554 100
PM 0,691 1,286 | 1,976 2,550 200
Ao = 0,0055
FM 0,693 1,286 | 1,979 2,571 70
PM 0,691 1,286 | 1,969 2,563 100
Ao = 0,009
FM 0,692 1,286 | 1,972 2,560 70
PM 0,691 1,286 | 1,976 2,561 70
)\0 - O, 01
FM 0,689 1,286 | 1,975 2,561 70

Ao =0.0055 = X\ = 0.005775 kvencs

5.1. tablazat. Paramagneses és ferromagneses F; spektrumokban latott csicsok

Az igy kapott Fourier-spektrumokban pedig a masgnesezettség varhato értékét is feltiintettiik,

ugyanis rendezett fazisban mar van értelme a magnesezettséget, mint paratlan operatort vizs-

géalni, itt véges lesz. A rendezett E; — FE; kvencsek Fourier-spektruma a 5.3. abran lathaté és

az ezekrél leolvasott cstcsokat szintén a 5.1. tablazat tartalmazza (FM értékek).

Ahogy azt mar a 5.2. alfejezetben emlitettiik rendezett és rendezetlen F; — FE7; kvencsek

Fourier-spektrumaban megjelenhetnek két paratlan részecskéhez tartozé kontinuumok. Erdekes

megfigyelni a kapott 5.2. és 5.3. spektrumok esetén, hogy m, kornyékén van egy ugras, ha
gngy p p , hogy y gy ugras, gy
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tetszik a spektrumban felné egy vall (példaul a 5.4. abran lathaté kvencs esetén), ami a 2m;

kontinuum lehet. Ez viszont egyelore csak egy sejtés, ahhoz, hogy ez ténylegesen latszodjon

nem elég nagy a felbontasunk, de a jévében ezt tovabb vizsgaljuk majd.

n(0), In(M), In(S)

Mg = 0.004 = X\ = 0.0042 kvencs

Ag = 0.0055 — X\ = 0.005775 kvencs
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5.3. abra. E7 spektrumok ferromégneses fazisban
Ap = 0.004 — A = 0.0042 kvencs
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5.4.

abra. 2m; kontinuumra utal6 jelek a Ao = 0,004 PM kvencs esetén
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5.5. Skalazo limesz

Mint azt mar korabban emlitettiik a Blume—Capel modell trikritikus pontja a skalazo li-
meszben konform térelmélettel irhaté le. Ebben az alfejezetben a szimulaciéink alapjan a
kvencs utani dinamika operatorainak varhaté értékére kapott skalazé limeszbeli gorbét fogjuk

Osszevetni a térelmélet szerinti gorbével.

5.5.1. Térelméleti 6sszefoglalé és form faktorok

A kvencs utani dinamikat tobb id6éfliggé operatorral is jellemezni tudjuk. Legyen most a

prekvencs Hamiton operator Hy és a kvencs utani
H = Hy+ \V, (5.9)

ahol H és V is lokalis (véges réacshelyen hatd) Oi(q) operatorok oGsszege (a spinldncon) vagy
lokélis operator O (x) integrélja (a skalazé térelméletben). Egy dltalanos O operdtor varhaté
értékének kvencs utdni idofejlodése ¢ > 0 és A < 1 esetén a kovetkezo téremléleti formulaval
adhat6 meg [15, 16, 17]:

O O
Fa

(O(1)) = €Y% + AP0 3“1t cos(myt) + O(A?), (5.10)

a a
ahol r, = m,/my az a részecske tomege a posztkvencs elméletben. A C; egytuitthaték a vizsgélt
O operétor és az O kvencs operator varhaté értékeit tartalmazzak, FO pedig az O operator

a részecskével vett egyrészecske form faktora:
FP =(0|O|a), (5.11)

ahol |a) az a részecskéhez tartozo egyrészecske édllapot.

A spinlanc skalazé limeszében nézve ez a formula akkor lesz érvényes, hogyha a skalazo
limeszben 1évo és a lancon él6 operatorok normalasanak kapcsolatat meghatarozzuk. Mi most
ettol eltekintetiink és a form faktorokra koncentralunk, ezeket a normalasokat pedig tgy va-
lasztjuk meg, hogy az elméleti gorbe és a numerikus gorbe egymasra essen.

A kvencs utani dinamika vizsgalatakor mi két operatort néztiink, a ©-t, ami az energia-
impulzus tenzor nyomdanak felel meg, valamint a longitudindlis magnesezettséget (M ). Tetsz6-
leges tomeg-kvencsek esetén, amilyen az F; — E7 is, © maga a kvencs operator, ami Zs-paros,
mig a magnesezettség Zy-paratlan. Ez azt is jelenti, hogy a megfelel6 form faktorok eltiinnek,

éppen ezért azt varjuk, hogy a magnesezettség varhaté értéke nem fog valtozni egy rendezetlen
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E7 — E; kvencs esetén. A rendezett fazisban viszont a magnesezettség operatoranak a paros
részecskékkel van nem elt{ing form faktora 3

A (5.11) térelméleti formula kiértékeléséhez a © operatorhoz tartozé form faktorokat a [20]-
bél vettitk, mig a méagnesezettség form faktorait a [19]-bél, ezek értékeit a 5.2. tablazatban

foglaltuk Ossze.

form faktorok
a F® F5*
21 0,96049 0, 46266
41 —0,450024 | —0,19062
5| 0,264147 0, 10005
71 —0,0557 | —0,0182823

5.2. tablazat. © és S* operatorokhoz tartozo form faktorok

5.5.2. Rendezetlen E; — E7; kvencs

Osszesen nyolc rendezetlen E; — E; kvencset néztiink, melyekhez az (5.8) alapjan va-
lasztottuk meg a két pontot, hogy honnan hova kvencseliink. A kiindulasi pontokat megadd
kiilonb6z6 Ag-dkhoz tartozoé o — 8 paraméterparosakat a 5.1. dbran tiintettiik fel PM-prekvencs
néven. Ezek mind 5%-o0s kvencsek voltak, vagyis a kezdeti \g-ak 5%-kal megnovelt A értékéhez
tartozé pontba kvencseltiink. A kezdeti Ay értékeket az aldbbi tablazatban foglaltuk 6ssze (PM

sor).

fazis Ao értékei

PM | 0,004 | 0,005 | 0,0055 | 0,007 | 0,0075 | 0,0085 | 0,009 | 0,01
FM | 0,004 | 0,005 | 0,0055 | 0,007 | 0,0075 | 0,009 | 0,01

5.3. tablazat. Vizsgalt kvencsek

Ezeknél a rendezetlen fazist kvencseknél a © kvencs operator varhato értékének idofejlodését
vizsgaltuk. Ehhez a kapott nyolc (©(t)) gorbét egy abrara tettik (5.5. baloldali dbra), majd
a tomegcsatolasi Osszefiigés alapjan Osszeskdlaztuk, hogy a periédusidejiik megegyezzen (5.5.

jobboldali dbra). A tomegcsatolasnédl a konstanst ugy valasztottuk meg, hogy az id6tengely

ezt a rendezetlenség i operatorabdl lehet kiszdmolni, rendezett fazisban, ez a Kramers-Wannier dualitds

eredménye.[19]
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az mqt legyen, ahol m; az E; modellben a legnagyobb kvazirészecske tomeg. Az igy kapott
konstans értéke const = 2,5776.

A © operator varhaté értékeibol levonva az alapallapoti varhato értéket,
AB(t) = (6(1)) — (6(0)), (5.12)

ezek a gorbék egymasra esnek, ahogy az a 5.6. abran latszik.
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5.5. abra. Kiilonb6z6 A-ak esetén a kvencs operator varhatoé értékének iddfiiggése atskalazas

el6tt és utan

0.000 A
— A=0.01
—0.001 A — A =0.009
A = 0.0085
A =0.0075
—0.002 A
@ — A =0.007
0,003 — A =0.0055
— A =0.005
0.004 A A= 0.004
- o skalazd limesz
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5.6. abra. A kvencs operator varhato értékére extrapolaciékbdl kapott skalazé limesz

Megfigyelhet6, hogy ahogy kozelediink a trikritikus ponthoz (csokkentjik A-t), gy a AO(¥)
gorbék csuicsai csokkennek. Mi arra voltunk kivancsiak, hogy mi torténne, ha pont a skalazo
limeszben lennénk, egyszoval hogyan néz ki a skalazé limesz idofiiggvénye. Ezt gy kaphatjuk
meg, hogy a trikritikus ponthoz kozel megextrapolaljuk a kiilonb6z6 A-dkhoz tartozd, azonos
idépillanatbeli adatainkat. FEz azonban nem kénnyti feladat és ehhez nagyon sokszor tjra kellene
futtatni a szimuldciinkat, ami rdadasul nagyon id8igényes is. Eppen ezért mashogy jartunk el

a extrapolalt értékek meghatarozasaban.
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A szimulaciéinkbél diszkrét pontokbol allé idofiiggd gorbéket kaptunk, melyek egymas alatt
helyezkednek el, vagyis egy idéponthoz mind a nyolc gorbén hozza tudunk rendelni egy adott
pontot (5.7. baloldali dbra). Azonban mikor ezeket Osszeskaldzzuk, egy atskaldzott idépontra
mar nem lesz igaz, hogy rendelheté hozza minden gérbérdl egy adott pont, mivel ezek a pontok
kicsit el fognak csiszni egymashoz képest, ahogy az az 5.7. jobboldali abran is latszik. Bar
nagyon stirin vannak az adatpontjaink, ezek mégis csak diszkrét pontok és ha picit elcstisznak
egymashoz képest, akkor nem tudunk egy adott idopontban mind a nyolc gorbének megfeleld

extrapolaciot végrehajtani.
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5.7. abra. Az egyes gorbék diszkrét pontjainak elcstiszasa egymashoz képest atskalazaskor

Az otlet azonban a kovetkez6: a nyolc A® varhato értékhez tartozo adatsort egy interpoldld
fiiggvénnyel kozelitjiik és mivel elég stirtin vannak a diszkrét adatpontjaink, ezért az interpolalt
fiiggvények nagyon jol fogjak kozeliteni ezeket. Az interpolald fliggvények pedig mar folytono-
sak, egyszéval barhol ki tudjuk értékelni éket. Igy megoldottuk, hogy egymaés alatti pontokat
tudjunk tekinteni kiilonb6z6 csatolasok esetén.

A trikritikus ponthoz avagy skalazé limeszhez kozeledni azt jelenti, hogy a A-t egyre csok-
kentjiik és az a racsallandéval tartunk a 0-hoz. A mi végtelen spinlancunk esetén ez a racs-
allandé tekinthetd a (3.2) képletbeli £ reciprokdnak. A szimuldciék sordn azonban £ értékét
nem valtoztattam, hiszen a szamitott mennyiségek ettdl fiiggetlenek. Azonban, ha a racsallan-
d6 a =~ 0, akkor egy O operator varhaté értéke megadhatd a kovetkezo térelmélet motivalta

formuléval:

(O) = Bma+ (0) g , (5.13)

ahol B egy konstans, m a témeg, a a racsallandé és (O) . az operator varhaté értéke a skalazo

limeszben. A racsallandot beépitve a B konstansba és kihasznalva az

m = const - \/° (5.14)

38



AZ E, MODELL VIZSGALATA

Osszefiigést a kovetkezo formulara jutunk:
(O(mt)) =~ B(mt) - /% + (O(mt)) g0 (5.15)

ahol B egy 1j konstanst jelol. Mi a skdldzé limeszbeli értékekre vagyunk kivancsiak, tehét a

(O(mt)) g értékekre.

—0.0025 A
A=10.01
—0.0030° 4 A =0.009
A = 0.0085
—0.0035 4 A= 0.0075
A A= 0.007
© —0.0040 4 A = 0.0055
A= 0.005
—0.0045 A A =000
skildzo limesz
—0.0050 A

L.50 L75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00 3.25 3.50

5.8. abra. A skéalazé limeszhez ilyen idok mellett vettiink extrapolaciokat

Ehhez bevezetjitk az © = A\** valtoz6t, ami a nyolc gorbe esetén més és mas lesz. Majd
adott id6kozonként a nyolc gorbe x értékeire egyenes illesztéssel (5.8. abra) megkapjuk a
skalazé limeszbeli értékeket. Ezzel az eljarassal tehat meghataroztuk a szimulacidink adataiboél
a numerikus joslatot a skalazo limeszre, az extrapolalt értékek a skaldzo limeszben az 5.6. abran
fekete pottyokkel vannak jelolve.

Ezt a numerikus eredményt vetettiik 6ssze az (5.10) térelméleti formulabdl kapott skaldzo
limesszel a 5.9. dbran. A formula C; konstansaira kapott értékek a kévetkezdk:

Co° = —0,0022
(5.16)
Cco° =0,27
A két figvény nem illeszkedik tokéletesen egymaésra, de célunk a jovében ezt pontosabb

szimulaciokkal javitani, valamint megérteni a C; konstansokat.
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skdldzd limesz

—0.0005 A

—— elméleti formula

—0.0010 1

—0.0015 A

@ —0.0020 1
00025 A
—0.0030 A
—0.0035 A
—0.0040 A el
0 2 4 6 8 10 12 14 16
mlt

5.9. abra. A rendezetlen fazisban a kvencs operatorra kapott numerikus és elméleti skalazé

limesz
5.5.3. Rendezett E; — E; kvencs

Rendezett fazisban hét kvencset néztink, ezeket a 5.3. tablazat FM sora tartalmazza.
Ebben az esetben is ugyanigy jartunk el, mint a rendezetlen fazisban, annyi kiilénbséggel,
hogy itt a vizsgalt operator a longitudinalis magnesezettség volt, azaz az S* varhato értéke.

Hasonléan megfigyelheto, hogy a kiilonbozé A\-dkhoz tartozé magnesezettség idofejlodések
periédusa csak az id6 tomeggel vald dtskdldzasa utdn egyezik meg (5.10. dbra).

A magnesezettségnél is levontuk a kezdeti értéket,
AM = M(t) — M(0) = (S*(t)) — (5*(0)), (5.17)

és a 5.11. abran igy feltiintetett magnesezettség gorbék esetén az figyelhetéo meg, hogy mig a
rendezetlen fazisban a © kvencs operator ilyen A-dk mellett jobban valtozott, addig a magne-

sezettség gorbéi nem és a skalazé limeszre kapott extrapolalt értékek is kozel vannak.

A térelméleti gérbe meghatarozasahoz ezittal a (5.10) formuldban a 5.2. tablazat masodik
oszlopaban szerepld értékekre is sziikség volt, hisz most O = S*, a kvencs operator pedig
valtozatlan, O@ = O. Az igy kapott elméleti gorbe és az altalunk nyert numerikus joslat a

skaldzé limeszre a 5.12. dbran lathatd, ahol az elméleti gorbére kapott konstansok:
C5"® = —0,000165

(5.18)
CY"® =0,43

Célunk a jovoben itt is még pontosabb egyezést talalni a numerika és az elmélet kozott, meg

természetesen ezeket a konstansokat is szeretnénk megérteni.
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5.10. abra. Kiilonb6z6 A-dk esetén a longitudinalis megnesezettség idofliggése atskalazas elott

és utan
0.0000 1
—0.0005 A — A=001
—0.0010 A A=
A= 0.0075
= _0.0015 1 — A= 0007
—_— = 0.0055
—0.0020 A — A=0.005
— A= 0.004
—0.0025 A .
. skalazd limesz
—0.0030 A
0 2 4 G 8 10 12 14
mlt

5.11. dbra. A longitudinélis magnesezettségre extrapolaciokbol kapott skdlazd limesz

. skilazd llmesz s
—0.0005 A elméleti formula
—0.0010 1
=~ —0.0015 -
—0.0020 A
—0.0025 A
—0.0030 A
0 2 4 G 8 10 12 14 16
m 1t

5.12. abra. A rendezett fazisban a magnesezettségre kapott numerikus és elméleti skalazo

limesz
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6. fejezet

Osszefoglalas és kitekintés

A végzett szimulaciok mogotti motivacié a kapott eredmények térelmélettel vald dsszevetése
és annak igazolasa volt.

El6szor egzakt diagonalizaciéval vizsgaltam a véges Blume—Capel ldncot és a [13]-ban sze-
replo energiaréseket 6t tizedesjegy pontossdggal reprodukaltam. Majd a véges lacokra egzakt
diagonalizaciéval és a végtelen lancra iTEBD-vel kiszamolt alapallapoti energiastiriiségek 6ssze-
hasonlitasabol meggy6zodtem az iTEBD helyes miitkodésérdl.

Ezt kovetéen az E; modellt vizsgaltam iTEBD-vel. Rendezetlen és rendezett E; — E;
kvencseket néztem egyre kozelebb a trikritikus ponthoz. Tudvan, hogy az E; — E; kvencsek
operatora paros, a Fourier spektrumban csak paros egyrészecskéket varhatunk, illetve parban
megjeleno paratlan részecskéket, igynevezett kontinuumokat. A végzett szimulaciéimmal sike-
riilt a modell Fourier-spektrumaban kimutatni a térelmélet altal josolt paros részecskék koziil
az els6 kettot (mq, my), illetve ezek kiillonbségét is (my — my). Ahhoz, hogy a maésik két kvazi-
részecskét (ms, my) is lassuk, sokkal pontosabb szimuldciékra van sziikség, ez célunk a jévében
példaul magasabb rendti Trotter—Suzuki kozelités alkalmazéasaval.

Az E; modell skalazo limeszét is vizsgaltuk. Ehhez a kiilonb6z6 csatolasok esetén végrehaj-
tott szimulaciés eredményeimet tekintettem. A kvencs utani dinamika operatorainak varhato
értékét vettem az ido fliggvényében. Az igy kapott gorbék periddusideje eltéro volt. Ezek
Osszeskalazasahoz meghataroztam a tomeg csatolas relaciot az E7 modell Blume-Capel mo-
idofiiggésére. Ezt a skalazo limeszt a térelméleti formula segitségével is elGallitottam. Majd a
numerikus és elméleti gorbék Osszevetésénél az elméleti formulaban szerepl6 konstansokat ugy
hataroztam meg, hogy a két gorbe egymaésra illeszkedjen. Sikeriilt tehat a rendezetlen F; — E7

kvencsek esetén a © energia-impulzus tenzor nyoméanak varhato értékére megkapni a skalazo
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limeszt, ami az elmélettel nem mutat tokéletes egyezést, de pontosabb szimulaciokkal ez ja-
vithat6. Hasonlbéan a rendezett E; — FE; kvencseknél az S* operator varhatd értékére, azaz
a longitudinalis magnesezettségre sikeriilt eldallitani a skalazo limeszt. A jovében szeretnénk
megérteni ezeket a konstansokat is.

Tovabba szeretnénk meghatarozni az F; modell Gn. twist operator form faktorait, hogy a
[17]-ben taldlhaté osszefonddés joslatot az E7 modellben is meg tudjuk konsturalni

Mint emlitettiik a rendezett fazisban két degeneralt alapallapot talalhatd. Kis méagneses tér
esetén bezarddast varunk a spektrumban [21], ezt is szeretnénk vizsgalni [22]-hoz hasonléan.
Tovabba a hamis vakuum bomlésat is vizsgalhatjuk kvencs szcenédrio hasznalataval. Erre mar
végeztek numerikus szimuldcidkat [23]-ben Ising lanc és XXZ létra esetén. A trikitikus Ising

kortili skdlazo térelméletben pedig [24] tanulmanyozta.
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