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Absztrakt

Dolgozatomban az AdS/CFT megfeleltetésben a Ryu-Takatyanagi dssze-
fliggést felhasznalva kapcsolatba hozom az AdS térben terjedd kétdimenzids
htrok szegmentalt kozelitéseinek teriiletét a hatar vakuum allapotu C'F'T rész-
rendszereinek Osszefonddottsagi entrépiaival. [1] cikk sémajat kovetve a kap-
csolatot el6szor a statikus AdS3 téren mutatom meg. Ezutan eredményeimet
altalanositom a nem statikus esetre és mutatok néhany példat arra, hogy a
kapcsolatnak milyen kévetkezményei vannak az AdSs/CFT, megfeleltetés két
oldalan. Ilyen példaul a hur teriiletének pozitivitasabdl kovetkezo erds szuu-
badditivitas és a hatasbdl levezetett Toda-tipusi egyenlet az 6sszefonddottsa-
gi entrépidkra. Végiil eredményeimet tovabb dltaldnositom az AdSq1/CFTy
megfeleltetésre d = péros esetben. Dolgozatom egy 1j megkozelitést ad a

geometria és az Osszefonodottsag kapcsolatara.
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1. fejezet

Bevezeto

A modern fizika egyik alapvetd kérdése, hogy a gravitaciés kolesonhatds geometriai elmé-
lete hogyan agyazhatd be a mikroszkopikus jelenségeket leiré kvantummechanikaba. A
20. szazad végén ezen kérdés megvalaszolasara sziiletett az igynevezett hirelmélet, amely
a részecskéket a téridoben terjedd hur szerti objektumokként irja le. Bar a hurelmélet
eredményei kisérletileg nehezen igazolhatonak bizonyultak, rengeteg 1j eszkozt biztositott
a fizika szamos teriiletén. A gravitacié kvantummechanikai lefrasara tovabba olyan elmé-
letek is sziilettek, amelyek szerint a téridé szovetét kvantumallapotok Osszefonddottsdga

tartja Ossze [2].

A hurelmélet egyik modern megkozelitése az igynevezett AdS/CFT megfelelés, amely
kapcsolatot teremt a kvantumos 6sszefonddottsag és a gravitacid jelenségei kozott. A
megfelelés egyik eredménye az tigynevezett Ryu-Takayanagi osszefiiggés [3, 4, 5] amely
szerint egy tetszoleges dimenzi6ju aszimptotikusan anti-de Sitter tér minimdlis feliilete-
inek nagysdga aranyos a tér egyel alacsonyabb dimenzids hataran 1évo konform térel-
mélet megfelel6 tartomanyainak osszefonddottsagi entrépidival. Dolgozatomban a Ryu-
Takayanagi formulat felhasznalva megmutatom, hogy egy hasonld Gsszefliggés irhato fel
a harom dimenziés AdS térben mozgd diszkretizalt hurdk feliiletei és a hatdr vakuum

allapotanak osszefonodottsagi entrépiai kozott.

Dolgozatom méasodik fejezetében bevezetem a hiaromdimenziés anti-de Sitter (AdS3)
teret és bevezetem annak Poincaré féle felsé térrész modelljét [1] konvenciéit hasznal-
va. Bemutatom az AdSs tér ketté kodimenziés (egydimenziés) térszerii minimalis fe-
lilleteit statikus esetben, valamint kiszdmitom azok felszinét. Végiil bemutatom a Ryu-

Takayanagi Osszefiiggést és azt, hogy ez hogyan alkalmazhaté az AdS/CFT megfelelésben




az AdS tér hataran é16 vikuumallapotu C'F'T részrendszer 6sszefonddottsigi entrépidinak

meghatarozasara.

A harmadik felejezetben ismertetem az AdSs térben terjed6 hdrokat, majd [1, 6, 7]
cikkel alapjan definidlom azok szegmentalt kozelitését. Ezekutan meghatarozom egy hur
szegmens tertiletét és megkotéseket teszek arra vonatkozdan, hogy a szegmenst defini-
alé mennyiségeknek milyen kauzalitasi feltételeket kell teljesiteniiik, hogy jol rendezett,
idOszert hurokat kapjunk. Végiil specialis, sztatikus esetben, a Ryu-Takayanagi 6ssze-
fliggésen keresztiil megmutatom, hogy ezek hogyan allnak kapcsolatba a hataron 1évo
konform térelmélet osszefonddottsagi entropidival. A végsé formulaban megjelend 6ssze-
fonodottsagi entropiak kombinacidja egy masik informéciéelméleti mennyiséget hataroz

meg, az ugynevezett kolesonos feltételes informéaciot.

A negyedik fejezetben, hogy a statikus eset eredményeit altalanositsam, ismertetem
azt az altalanos helyzetii elrendezést, amely a szegmentalt hirok és a kvantumos osszefo-
nodottsag kapcsolatat a levezetett Osszefiiggések segitségével matematikailag preciz mo-
don alapozza meg. Bemutatom, hogy a hurok mozgasegyenlete hogyan jelenik meg a hatar
résztartomanyainak kélesonos helyzetében, valamint hogyan lehet a részrendszerek tetszo-
leges elrendezéséhez hir szegmenseket rendelni. Megmutatom, hogy a hurok teriiletének
pozitivitasa szoros kapcsolatban all az informéacidelméletbdl jol ismert egyenlétlenséggel,
az ugynevezett erds szubadditivitassal. Végiil a hir hatas varialasbol kaphato Toda ti-
pust egyenletbdl kiindulva a hatar vakuum allapoti részrendszereinek osszefonddottsagi

entropidira egy Osszefliggést vezetek le.

Az utolsé fejezetben tovabb altalanositom eredményeimet az AdSqy,/CFT,; megfe-
leltetésre d = paros esetben. Ismertetem a d + 1 dimenzidés AdS teret és azok ketto
kodimenzi6éji minimélis feliileteit. d = paros esetben megadom ezen feliiletek felszinét
is. Diszkutalom, hogy az AdSy.; térben terjed6 kétdimenzidés huirok teriiletei azonos
médon szamithatok a d = 2 esetben érvényessel. Végiil az AdSy.1/CFT,; megfelelte-
tésre vonatkozé Ryu-Takayanagi Osszefliggésen keresztiil megmutatom, hogy tetszoleges
d = paros dimenzioban kapcsolat van a szegmentdlt hurok és a hatar vakuumallapotu

osszefonodottsagi entrépidinak univerzalis tagjai kozott.

A dolgozat fiiggeléke tartalmaz egy példat (Fiiggelék A) egy szegmentalt hirra, amely
teljesiti a 3. fejezetben elhangzo kauzalitési feltételeket. Elméletileg ebbdl a megoldas-
bél tetszoleges, a feltételeket kielégito szegmens eléallithatd szimmetria transzformaciok

segitségével.




1. FEJEZET. BEVEZETO

Dolgozatomban tehat az AdS térben terjed6 hirok, az AdS tér minimaélis feltiletei és a
hataron é16 CFT vakuum allapotanak 6sszefondédottsidga kozotti kapcesolatra mutatok ra,
tovabba a Ryu-Takayanagi 6sszefiiggésbol kiindulva levezetek egy formulat, amely szerint
az AdS tér beli szegmentalt htrok feliiletét egy dualis térelmélet részrendszereinek ssze-
fondédottsagi entropiaja hatarozza meg. Ez a dualitas tehat egy egyszerli és szemléletes
modon illusztralja azt a sejtést, hogy bizonyos esetekben a téridé geometridja valoban

kapcsolatba hozhaté a kvantumos 6sszefonddottsaggal.




2. fejezet

Az AdSs tér és a Ryu-Takayanagi

osszefiiggés

Ebben a fejezetben ismertetem az AdSs teret és [1] konvenciéjat hasznalva annak Poincaré
féle felso térrészmodelljét. Bevezetem az AdSs tér ketto kodimenzioji minimalis feliileteit

és statikus esetben kiszdmitom azok felszinét.

2.1. Az AdSs; tér és a Poincaré felso térrész

A harom dimenzi6s anti-de Sitter teret (AdSs) azon R%%-beli pontok halmazaként defi-

nialjuk, amelyre teljesiil a kdvetkezo kényszer:
XX = —(X2 = (X0 4 (X2 4 (X2 = —(X")2 4 (X2)2 + X*X~ = L2 (1)

Ahol:
Xt=X'+ X1 (2)

Valamint L az ugynevezett AdS sugar. A tér kétdimezios, aszimptotikus hatarat a ko-

vetkezO halmaz definialja:
050 AdSs = P{U € R*?*|U - U = 0} (3)

Ahol P projektivizalast jelent.



2. FEJEZET. AZ AdS; TER ES A RYU-TAKAYANAGI OSSZEFUGGES

[1] konvencidjat kovetve bevezethetjik az AdSs tér Poincaré fels6 térrész modellljét:

7L ) 7L7
2z z 2z z

X:<t2—z2—x2—L2 Et2—22—$2+L2 x) (4)

Ahol z > 0. Az ivelemnégyzet ezen koordinatakban:

dz? — dt? + dx?
> (5)

ds®* = L?

z

Az AdS; tér x Poincaré koordinatait a globalis X véltozdk segitségével kifejezhetjiik a
kovetkezd modon: , . )
L X X

=—, t=L— =L— 6

z X_ Y X_ Y x X_ ( )

Az AdS tér hatarat a felsd térrész reprezentacioban a z — 0 hatareset adja. Ve-

gytik észre, hogy ebben a hatéresetben az (5) metrika konform ekvivalens a kétdimenzids

Minkowski tér {velem négyzetével. Az R?? beli U null vektorok Poincaré koordinatai:

L

1= () = (U0 @

Amelyek a hataron 1évé Minkowski tér pontjait hatarozzak meg.

2.2. Statikus minimalis feliiletek

A kovetkezOkben meghatarozom az AdSs tér azon egy dimenziés (ketté kodimenzids)
minimalis feliileteit, amelyek hatdra S° = Z, nulla dimenziés gomb feliiletek!. Ezeket a
bedgyazé R?? té null vektorai segitségével a kovetkezd képpen definidlhatjuk: Legyenek
U= U1t utu?),U-U=0é6V=(V1ViViV3 V.V = 0 null vektorok,

amelyekre:
U-V <0, UV <0 (8)

Ahol U = U+ U1 és V+ = V! + V-1 Ekkor a minimalis felilletet a kovetkezd két

kényszer hatarozza meg [8]:

U-X=0, V-X=0 (9)

1 Altaldnos, nem statikus esetben valéjaban ellipszoidok, azonban innentél kezdve az egyszerfiség
kedvéért gombfeliiletekként hivatkozok rajuk.

10



2.2. STATIKUS MINIMALIS FELULETEK

Ahol X = (X1 X% X1 X?) AdS beli pontok, vagyis X - X = — L2

A kovetkezdkben vizsgaljuk meg, hogy a Poincaré modellben az emlitett kényszerek,
valamint a minimalis feliiletek milyen objektumokat hataroznak meg. Ahogy lattuk, a (4)
koordinata transzforméaciot hasznalva az x fels térrész koordinatak az AdSs beli globalis
koordinatakkal kifejezve a kovetkezok:

L? X0 X2
=—, t=L— =L— 10
z X? 9 X? ) x X? ( )

Az U és V null vektorok hatarpontokat hataroznak meg, amelyek koordinatai:

e (f) = [f:(lIOJJQ), = (t ) ::‘f:(lfOJ/Q) (11)

Egyszertien megmutathaté, hogy az U -V < 0 és U™V~ < 0 feltételek miatt x# és x¥

vektorok idészerlien szeparaltak.

Ezeket felhasznalva az U - X = 0 és V - X = 0 kényszerek a kovetkezo feliileteket

hatarozzak meg:

22—<t—L[[£> +<$_L([£> =22 (t—t,) +(x—2,)" =0 (12)
22—(75—1/“;_) +<x—L¥_> =22 (t—t,) +(r—1x,)° =0 (13)

Ezek (fél) kupok (1. &bra), amelyek kozéppontjai az (z,t,x) = (0,t,,z,) és (2,t,x) =
(0,t,,z,) pontokban helyezkednek el. A két egyenletet kivonva egymésb6l megmutatha-
t0, hogy a metszetiik altal meghatarozott feliilet azon sikban helyezkedik el, amelynek

egyenlete:

o o U w2 , (UT v

A kovetkezékben a statikus minimaélis felilleteket vizsgaljuk. Ahhoz, hogy ¢ = const.

legyen a feliilet mentén, a kovetkezo feltételnek kell teljesiilnie:

Ty = T, (15)

11



2. FEJEZET. AZ AdS; TER ES A RYU-TAKAYANAGI OSSZEFUGGES

1. abra. Az AdS3 tér térszerii minimalis feltleteit azon X € AdSs; pontok
adjék, amelyek kielégitik az U - X = 0 és V - X = 0 egyenleteket, ahol
U,V € R?2 null vektorok. A Poincaré felsé térrész modellben ezek az
egyenletek kupokat definidlnak (piros kipok). A minimélis felélet ezek
metszete, amely egy félkoriv (piros félkor). Az AdS tér hataran (z = 0
sziirke sik) a kupok egy kauzalis gyémantot feszitenek ki (fekete deltoid),
a minimaélis feliilet képe pedig egy térszerii intervallum (kék intervallum).
A minimédlis feliilet és a részrendszer kozos hatara egy S° = Z, nulla
dimenziés gomb, amely ebben az esetben két diszjunkt pontnak felel

meg.

Statikus esetet feltételezve algebrai atalakitasok utdn megmutathaté, hogy a (12) és (13)

egyenletek a kovetkezd feliiletet hatdrozzak meg:

1
Ft@—w)f =R, t=_L(t.+t) (16)
Ahol:
xO = xu = xv (17)
Tovabba: I 10 I
= _ T |== 1
R=2l0=— ¢ 5 [t =t (18)

12



2.3. A RYU-TAKAYANAGI OSSZEFUGGES

Ez a feliilet tehat az AdS5 statikus minimalis feliilete, amely a fels6 térrész modellben egy
(to,z0) kozéppontu félkoriv (1. dbra). Ennek hatdra valéban egy nulla dimenzids gomb.
A kovetkezOkben az zy = 0 esetet tekintjiik azonban mivel a Poincaré modell térbeli
eltolasi szimmetriaval rendelkezik, a kovetkezo levezetés végeredménye igaz tetszoleges x
esetén is.

A feliiletet parametrizdlhatjuk az y = z/R valtozoval. Ekkor a felileten indukélt

metrika a kovetkezo:

0yz0yz + Oyxdyx 72 1

h=L? —
22 y*(1—y?)

(19)

Ennek segitségével meghatarozhatjuk a minimélis feliilet nagysagat, amelyet a kovetkezo

feliileti integral kiértékelésével kaphatunk meg:

A = / dSvVh (20)

Ahol az integrélas a teljes feliiletre értendé. Koénnyen megmutathato, hogy az y = z/R

parametrizaciot hasznélva ez a kovetkezod egydimenziés integralra vezet:

1 1 — 2)-1/2
Ay = 2L dy¢

21
o ) (21)

Vegyiik észre, hogy az integrandus y = 0-ban divergens, ezért ezért bevezettem egy z > ¢
regularizaciot, ahol § < R. Ezt figyelembe véve kapjuk végeredményben, hogy az AdSs

tér statikus, U és V null vektorok altal meghatdrozott minimalis feliiletének a nagysaga:

2 Lluo 0

1
=2Llog — |t, — 1, 22
o] =2Llog st (22)

J

Fontos megjegyezni, hogy az U és V null vektorok megvalasztasanal van egy mérték
szabadsagunk, ugyanis az U és V vektorok tetszoleges U — AU és V — AV, AyA, >0
atskalazasa esetén ugyanazokat az U - X =0 és V - X = 0 kupokat kapjuk.

2.3. A Ryu-Takayanagi osszefiiggés

Amint lattuk, az AdS tér hatara a fels6 térrész modellben konform ekvivalens egy eggyel
alacsonyabb dimenziés Minkowski térrel. AZ AdS/CFT megfelelés szerint a tiszta AdS

13



2. FEJEZET. AZ AdS; TER ES A RYU-TAKAYANAGI OSSZEFUGGES

0. AdS
5 AdS
o 0. AdS -8A
OA

(a) (b)

2. dbra. A Ryu-Takayanagi 6sszefiiggés szerint (a) kapcsolat van az
AdS; tér minimélis feliileteinek (¢4 piros félgomb) felszine és a 0, AdS
hatar (szirke sik) vakuum allapoti CFT A részrendszereinek (bordé
korlap) osszefonddottsagi entrépidi kozott. A 4 minimalis felilet foly-
tonosan 6sszefhizhaté A-ba és kozos hataruk 0A. A (b) dbra az AdS tér
O0soAdS hatarat abrazolja (vagyis az (a) dbra sziirke sikjat) benne egy A
részrendszerrel. Dolgozatomban olyan térszerti részrendszerek osszefo-
nodottsagat vizsgalom, amelyek a hataron koralaki tartomanyok. Ezek

kauzdlis kiterjesztését kiipok hatéroljak (piros gyémant).

tér klasszikus gravitacidja dualis a tér Minkowski hataran é16 vakuum allapotd konform

térelmélettel, amennyiben a CFT-t jellemzo effektiv centralis toltés ceq > 1.

A dualités egyik legalapvetobb megnyilvanulasa az tigynevezett Ryu-Takayanagi 6ssze-
fliggés, amely kapcsolatot teremt az AdS tér minimdlis feliiletei és a hatar bizonyos
részrendszereinek Osszefonédottsaga kozott. Az Osszefiiggés szerint az AdSs/CFT, meg-
felelésben a hatar egy térszerii részrendszerének osszefondédottsagi entréopidja vakuum al-
lapotban aranyos a részrendszer hatarara illeszkedd, tiszta AdS tér beli minimalis feltlet
nagysagaval. Precizen szélva tekintsiink egy kétdimenzids, holografikus (ceg > 1) kon-
form térelméletben egy ¥ Cauchy-feliiletet és azon egy A térszeri részrendszert, amelynek
hatéra 0A, komplementere pedig A¢ (vagyis ¥ = AUA®). Tegyiik fel, hogy a konform tér-
elmélet vakuum allapotat a p stirtiség operator jellemzi. Ekkor az A részrendszer redukalt

allapota:

pa = Tracp (23)

14



2.3. A RYU-TAKAYANAGI OSSZEFUGGES

Amelynek segitségével a részrendszer Osszefondédottsagi entropidja:

S(A) = —Trpalogpa (24)

Kozvetlen térelméleti szamitasokon keresztiil, tetszoleges részrendszerre az entropia meg-
hatarozasa igen bonyolult. Tegyiik fel azonban, hogy egy a térelmélet egy tiszta AdS tér
05 AdS hataran él. Tekintsiik ekkor az AdS tér beli felilletek koziil azt az € 4-t, amelyere
teljesiil, hogy (2. ébra):

« egydimenzids (kett6 kodimenzi6ji),
. 5A|aooAds = 04,
o ¢4 folytonosan ,6sszehtizhaté" A-ba,

e valamint felillete minimalis.

Ennek AdS tér beli felszinét jeloljik A(eq) = Amin(A)-val. A Ryu-Takayanagi Osszefiggés
szerint ekkor az A részrendszer Osszefonddottsagi entrépidja és a e4 feliilet (2. abra)
nagysaga kozott a kovetkezé kapcsolat all fenn [3, 4, 5]:

S(A) = Azg((;l) (25)
Ahol az ardnyossagi tényezében G a haromdimenziés gravitaciés allandét jeloli. Ennek
alapjan a konform térelméleti osszefonddottsagi entropia ekvivalens egy, a dudlis térben
1év6 klasszikus geometriai mennyiséggel.

A fejezet korabbi részeiben lattuk, hogy a hdromdimenziés AdS térben két, UV € R??2
null vektor segitségével definialhatunk egy olyan statikus, egydimenziés minimalis feliile-
tet, amelynek hatdra egy S° nulla dimenziés gémb (1. dbra). Ekkor az el6z8 definiciokkal
azonositva legyen a minimalis feliilet €4, a hatara 0A, valamint a feliilet hatérra vetitett

képe (vagyis a 0A két pontja kozt futd szakasz) A. Lattuk, hogy €4 felillet nagysaga:

L
Amin(Uav) = 2L IOg g ‘tu - tv‘ (26)

Ahol x, és x, az U és V vektorok altal meghatarozott Minkowski térbeli térkoordinatak.
Ekkor a (25) Ryu-Takayanagi 6sszefliggést felhasznalva az A részrendszer dsszefonddott-
sagi entropidja:

L 1
S(UV) = 2G® log 5 [ty — to] (27)
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2. FEJEZET. AZ AdS; TER ES A RYU-TAKAYANAGI OSSZEFUGGES

t
A
1
1
1
1
Lo
(t, 0)
tu+t’u tu_tv tu+tv tu_tv
t = - —
(t1, 1) ( 5 5 > (t2, 2) ( 5 ' >
(t.,0)

3. dbra. A hatér egy statikus részrendszere (piros intervallum), amelyet
egy kauzdlis gyémant hatdrol (fekete gyéméant). A gyémént mult- és
jov6beli részét két kiap hatdrozza meg, amelyet két, U,V € R*2 vektor
hataroz meg. A kupok kozéppontjainak Minkowski tér beli koordinatai
(t.,0) és (t,,0). FEzek segitségével meghatdrozhaté a részrendszer két

térszeriien elvilasztott hatdrdnak (ty,x1) és (t2,22) koordinatai is.

AzU-X =0¢ésaV-X =0 kényszerek altal meghatarozott AdS beli kipok hatarai az A
részrendszer mult és jov6 beli kauzélis fiiggéségi tartomanyait? (,kauzalis gyéméntjat")
feszitik ki. Egyszeri megmutatni, hogy ezen kauzalis gyémant térszerii csticsainak, vagyis
a részrendszer végpontjainak x koordinatai x; = —% és x9 = @ (3. dbra). Ezek
alapjan az entropia atirhato a kévetkezo alakra:

L 1

Ez az eredmény megegyezik az entropiara levezetett, kozvetleniil, konform térelméleti
szamitasok alapjan kapott eredménnyel [9)].

Dolgozatomban a Ryu-Takayanagi 6sszefiiggésbol kiindulva egy ahhoz hasonlé meg-
felelést vezetek le az AdS térben terjedd szegmentalt hiirok és a hatar dsszefondédottsiga
kozott.

2Az A részrendszer kauzalis fiiggdségi tartomanyanak azt a tartomanyt nevezziik ahova a p, sfirtiség
maétrix a Hamilton operator ismeretében idében egyértelmiien tovabb-, vagy visszafejleszthet6. Vagyis 1é-
tezik egy unitér operator, amelynek segitségével a p 4 allapotot a kauzalis gyémanton beliil transzform&lni
tudjuk [10].

16



3. fejezet

Szegmentalt hirok AdS3-ban

A kovetkezdkben bevezetem a haromdimenziés anti-de Sitter térbe dgyazott kétdimenzi-
0s harokat és azok szegmentalt kozelitését. Kiszamitom ezen szegmensek teriiletét, majd
megmutatom, hogy statikus esetben ezek hogyan allnak kapcsolatban a hatar ¢sszefono-

dottsagi entrépidival.

3.1. Szegmentalt hirok definicidéja

Az AdSs térbe agyazott kétdimenzids hurokat az igynevezett Nambu-Goto hatasbél kiin-
dulva hatarozhatjuk meg. Egy pontszerii részecske a téridében egy ,vilagvonalon" mozog
(4. 4bra). A mozgisit egy hatds integral hatdrozza meg, amelynek olyannak kell len-
nie, hogy invarians a beagyazé tér szimmetridira, illetve a legkisebb hatas elve alapjan
ezen vilagvonal mentén extremalis. Ekkor a hatas varialasabol megkaphatok a részecske
mozgasat leiré mozgasegyenletek. Ezen eredmény altalanositdsa az, amikor pontszerii
részecskék mozgéasa helyett egydimenziés hirok mozgasat vizsgaljuk. A harok a térido-
ben kétdimenzios ,vilaglepedok" mentén sopornek végig. A vilaglepedot mar két, 7 és o
paraméterrel tudjuk jellemezni (4. &bra). A lepedé mozgéasat ismét eléallithatjuk egy,
a bedgyazo6 tér szimmetridira invarians hatas variacidjaval. A legegyszertiibb, klasszikus

hirokat leiré hatas az tgynevezett Nambu-Goto hatés, amely a kovetkez6 alakd [11]:

S = —T / drdo\[(0,X - 0. X)(0,X - 0,X) — (0, X - 0, X )2 (29)

Ahol T az tgynevezett hur fesziiltség illetve a "-" belsOszorzatot a beagyazé tér g** met-

rikdja definidlja. A vilagleped6 X (7,0) pontjaira vonatkozé mozgasegyenletet a 65 = 0
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3. FEJEZET. SZEGMENTALT HUROK AdS;-BAN

4. dbra. Egy X = (X° X! X2 ...) koordinatdkkal jellemzett bedgyazo
térben egy pontszerti részecske (piros pont) egy vildgvonalat jelol ki a
téridoben. Ezt a vilagvonalat egy 7 paraméterrel jellemezhetjiik. Ezzel
szemben egy hir (piros gorbe) egy vilaglepeddn seper végig, amelyet két,

T és o paraméter jellemez.

variacié hatarozza meg. A tovabbiakban a vilaglepedékre htrokként hivatkozok. A hurok-
nak a parametrizacio specialis valasztdsabol adodoan tovabbi kényszereket is teljesitenitik

kell. Ezek az tigynevezett Virasoro-kényszerek, amelyek a kovetkezok [11]:

(0, X +0,X)*=0 (30)

Ezek alapjan megmutathatd, hogy az AdSs3 térben mozgd hirok mozgasegyenlete a
kovetkez6 [12]:

0.0-X — (0_X -0, X)X =0 (31)

Ahol a hirt ezittal a 0~ = 5% és 0" = T’LT" valtozok parametrizaljak. A hdar mentén

tovabba teljestilnie kell a Virasoro kényszereknek is, vagyis:

Haromdimenzios esetben a hir normalvektorat a kévetkezoképpen definialhatjuk:

eabchba,Xcéber

No= "5 x a,x

(33)
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3.1. SZEGMENTALT HUROK DEFINICIOJA

s

OxAdS

d_>

5. abra. Egy AdSs3 térben (piros tomor henger) terjedd statikus har. A
hur dltal végigsepert vilaglepedd (szirke téglalap) az AdS tér 0y AdSs
aszimptotikus hatdran (s6tét piros henger) egy gorbét hataroz meg. A
hir szegmentéldsa alatt a vilaglepedd téglalapokkal valé kozelitését (fe-

kete récs) értjik. Ezen szegmensek mentén a hir normalvektora allandé.

Fontos megjegyezni, hogy a (31) és (32) egyenletek tetszéleges dimenzids AdSy, 1 térbe

agyazott, kétdimenzios hir esetén fennéllnak.

A (31) mozgasegyenlet legegyszer(ibb megoldasai azok a hurok, amelyekre a normal
vektor a hir mentén allandé. Ennek segitségével definialhatjuk az tgynevezett szegmen-
talt harokat, amelyek a mozgasegyenlet bonyolultabb megoldasainak kozelitései. Egy
hurt akkor neveziink szegmentaltnak, ha olyan elemi hir szegmensekbdl épiil fel, amelyek

mentén a normal vektor allandé (5. dbra). A kovetkezSkben ilyeneket vizsgalunk.

Egy négyszog alaki hiur szegmenst definidlhatunk az ¢ = 1,2,3,4 cstcsait meghatarozo
Vi, Vi- Vi = —L? AdSs vektorok segitségével. Tegyiik fel, hogy ezek a cstcsok fényszertien
szepardltak, vagyis minden szomszédos 4,j cstcsra V; - V; = — L% Vezessiik be tovabbd a

szegmens oldalait meghatérozé null vektorokat a kovetkezdképpen [1]:

pr=V.-V p2 = V3 =V (34)
p3=Vs =V, pa=Vy—V (35)

Ahol p;-p; = 0és p1+pa = p3+ps (6. dbra). Az utébbi egyenletre jellegébdl adéddan a ko-
vetkezOkben ,momentum megmaradasként' fogok hivatkozni. Fontos megjegyezni, hogy

a szomszédos cstucsokra vonatkozd V; -V, = —L? feltételek a null vektorokat felhasznalva
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3. FEJEZET. SZEGMENTALT HUROK AdS;-BAN

b1

1/ D3 AN

6. dbra. Egy statikus hir szegmens (zold téglalap) a Poincaré fels6 tér-
rész modellben. A hur cstcsait a V;,V5,V3,V, € AdS3 vektorok definidljak
(fekete pontok a megfelel§ cimkékkel), mig éleit a py,p2,ps,ps null vek-
torok hatarozzak meg. Az élek altal kijelolt egyenesek a t tengelyt az

t1,ts,t3,t4 pontokban metszik.

a kovetkezo alakra hozhatdk:

pr-Vo=p - Vi =0 p2-Va=py-Vo=0 (36)
ps-Va=p3-Vy=0 pa-Vi=ps-Vi=0 (37)

A hur szegmens N normal vektora szintén kifejezhetd a Vi ,py,py vektorok segitségével:

€abed Vlbpgpfll
P1-DPa

N, = (38)

Amely alland6 a szegmens mentén.

Az elébbi definici6 szemléletes, azonban a (31) mozgasegyenlet miatt valgjaban a hur
szegmensek meghatarozasahoz harom adat: egy V; AdSs vektor, valamint két null vektor

p1 és py illetve a kovetkezo hatarfeltétel kikotése is elég:

X" 0)=Vi+op (39)
X(0,0%)=Vi+oTp, (40)
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3.2. KAUZALITASI FELTETELEK

Ahol o* € [0,1] a hiir pontjait jellemzé paraméterek. A kovetkezOkben feltessziik, hogy
p1-pa < 0. A szegmens pontjait az ugynevezett interpolaciés ansatz [7] hatarozza meg:
L? + U*UJF%pl - P4 o p1+ oy

X0 ,0") = Vi+ L?
) L2—0_0+%p1-p4 L2—0—U+%P1'p4

(41)

Konnyen megmutathatd, hogy X (0~ ,07") kielégiti az (31) mozgasegyenletet. A szegmens

csucsai ekkor:

Vo=X(1,00=Vi+m (42)

Vy=X(0,1) =V] + py (43)
L+ 5p1 - pa L?

Vs =X(1,1) = 2 Vi+ + 44

’ (L) L2 — 3py - pa ' LQ—%pl'pzx(pl Ps) ()

Valamint a po,p3 vektorok:

1 2
5P1° D 2L
pQZ%_%:W<2% +p1+ p4> (45)
— 3P1 P4 P1- P4
1 2
5b1 P
p3=V3—V4=—L22 S <2V1+ P +p4> (46)
— 3P1 P4 P1 P4

Lathaté a p; + ps = ps + p3 momentum megmaradas teljesiil.

Fontos megjegyezni, hogy a szegmentalt hir kifejezés megtéveszto, ugyanis a py,pa,ps3,pa
null vektorok segitségével valojaban a vilaglepedot daraboltuk fel. A vildglepedét besopro
hiar szempontjabdl ez a szegmentalas gy képzelheto el, mintha fénysebességgel haladd
részecskék iitkoznének a hiron, mikozben az mozog a téridoben. Ezen részecskék palydja

fogja a vilaglepedon azt a négyzetracsos mintdzatot megadni, ami az 5. abran lathato.

3.2. Kauzalitasi feltételek

A dolgozat tovabbi részében hur szegmensek egy specialis csaladjat vizsgalom. Ebben
az elrendezésben a hur csucsait meghatarozd Vi,V5,V3,Vy € AdSs3 és az oldalak mentén

haladé py,p2,ps3,ps null vektoroknak a kovetkezd feltételeket kell teljesiteniiik:

1. V77 > 0 minden 7 = 1,2,3,4 esetén. Ezen feltételt azért kotom ki, hogy a cstcsok

vektorai reprezentalhatok legyenek a Poincaré felso térrész modellben.
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3. FEJEZET. SZEGMENTALT HUROK AdS;-BAN

2. pi-pj <0és p;p; <0 minden szomszédos élre, hogy a szomszédos null vektorok

altal meghatarozott Minkowski-tér beli pontok idGszertien szepardltak legyenek.

3. pi-pj > 0 és p;p; > 0 minden szemkozti élre, hogy a szemkozti null vektorok
altal meghatarozott Minkowski-tér beli pontok idGszeriien szeparaltak legyenek. Az
el6zo feltétellel egyiitt ez azt jelenti, hogy a hur szegmens a fels6 térrész modellben

id6szerti.
4. Végil pi/py < p/ps < pl/pi < p3/p5, hogy a hiir szegmens konvex legyen.

Fontos megjegyezni, hogy az (41) interpoléciés ansatz miatt a feltételek nem mindegyike
fiiggetlen. Példaul, ha py - py < 0, akkor py - po,ps - p3,p2 - p3 < 0 és ps - pg,p1 - p3 > 0 auto-
matikusan teljesiil. Az A fiiggelékben adok egy példat egy olyan hur szegmensre, amely
teljesiti mind a négy feltételt. Ezen szegmensbol az AdSj tér izometridinak segitségé-
vel az Osszes hasonld elrendezés eléallithatd. Egy, a kauzalitasi feltételeknek megfelelo

szegmens lathato a 6. dbran.

3.3. Hur szegmensek teriilete

Egy Vi,p1,ps vektorok altal kifeszitett hur szegmens teriiletét a felillet mentén indukalt
Jap = 0,X - 9,X metrika meghatdrozasaval szamithajuk ki, ahol a,b = o~ ,0". A szeg-
mens pontjait a (41) interpolaciés ansatz adja meg, amely alapjdn az indukélt metrika

komponensei:

P1 - P4 0 1
ab — L2 47
Jab (L% — a‘U*%pl - Pa)? (1 0) (47)
A har tertiletét a kovetkezo feliileti integral kiszamitasaval kaphatjuk meg:
1 1
A= L2/ dcr_/ dot\/—g (48)
0 0

Ahol g = detg,,. Rovid szamitassal megmutathato, hogy a szegmens teriilete ekkor:

L? — 3p1-pa ’
A=Llog (é) (49)
Definidljuk ekkor a pys = V3 — (Vi + p1) és ps = V3 — (Vi + p4) null vektorokat, ahol

Vi = X(1,1). (45)-t ésap,-Vi = ps-Vi, Vi- Vi = —L? feltételeket felhaszndlva egyszeriien
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3.4. STATIKUS SZEGMENSEK A POINCARE MODELLBEN

megmutathatd, hogy:

D1 D4
pLopy =LA 50

Mivel p1 - p1 = pa - p2 = psa - p4a = 0 ez a formula atirhatd a kévetkezo alakra:

L —3pi-ps (p1—pa)

= — 51
L2 (p1 + p2)? (51)
Vagyis a hur szegmens teriilete globdlis koordinatdakban:
— )2\ 2
A= L*log <(p1 p4)2> (52)
(p1+p2)
Végiil a p; + po = p3 + p4 momentum megmaradést felhasznalva kapjuk, hogy:
A=1I2log (p1 — pa)*(ps — p2)° — I2log (P1 - P4)(P2 - P3) (53)

(p1 + P2)*(ps + pa)? (p1 - p2)(P3 - Pa)

Amely formula tehat megadja a pq,p2,p3,ps null vektorok altal kifeszitett hur szegmens
tertiletét AdSs globalis koordinatakban.

3.4. Statikus szegmensek a Poincaré modellben

A szegmentalt hurok teriileteire kapott eredményeket tovabb vizsgalhatjuk a Poincaré
felso térrész modellben. Ebben a fejezetben tovabbra is az x = 0 esetet vizsgaljuk, amely
a konstans, N = (0,0,0,1) normél vektort hir megoldast adja. Ekkor bevezetve a (4)
Poincaré koordinatékat egy AdSs beli X = (X1 X% X1.0) pont fels§ térrész beli z és ¢
koordinatai: . %0
z = L?, t= L? (54)
A kovetkezokben egy szemléletes geometriai mddszeren keresztiil megmutatom, hogy
egy szegmens teriilete hogyan fejezhetd ki a definialé null vektorok Poincaré koordinatéi
segitségével. Definidljuk azokat az e; : z = a;t + [3; egyeneseket, amelyek athaladnak
azon V, és Vj, pontok fels6 térrész beli megfelel6jén, amelyekre p; =V}, — V. Példaul az

e1: z = aqt + 1 egyenes oy és 31 paramétereit igy hatarozhatjuk meg, hogy az egyenes
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3. FEJEZET. SZEGMENTALT HUROK AdS;-BAN

athalad a kovetkez6é pontokon:

L V9 i L VD
(21,t1) = L (Vf’V}) és  (z2,t2) = L (V{’Vj‘) (55)

Hosszas algebrai atalakitasok utan belathaté, hogy aq és fy:

Vi — Vi
L 96
Ny v 0
VO _ VO
= Lt — 57
Bl V10V2— _ VQOVI_ ( )

Definialjuk ekkor a t; mennyiséget, amely az e; egyenes t tengellyel valé metszéspontjanak
t koordinatéja (6. abra). Az egyenes egyenlete alapjan t; = —f;/a;. Az a; koordinatara

példaul azt kapjuk, hogy:

VO _ vO p()
tp=L—=2—L1 -8 58
sy Ty T (58)
Hasonléan a tobbire: o
p.
t, =L+ 59
b; ( )

Vagyis t; val6jaban a p; null vektor idoszeri Poincaré koordinataja. Kihasznalva, hogy
t; - t; = 0 és, hogy t? = 0 kifejezhetjiik a ¢; vektorok koordinatdit az ¢; mennyiségekkel:

p;t LAt i L*+1¢

t;
p;, L p; 2L p; 2L?

(60)

Mostmar kifejezhetOk a szegmens teriiletére kapott (53) formuldban szerepld (p; + p;)?

kombinéciok az t; metszéspontok segitségével. Kihasznalva ismét, hogy p; - p; = 0 és
2

p; =0

i+ pi)? 1

—(t; — t;)? 61
o - Epli ) (61)

Az (53) logaritmusdnak argumentumat bévitve (pt —pi ') (ps—p3 ") (ps—p3 1) (L —pit)-tel

kapjuk, hogy a szegmens teriilete Poincaré koordinatakban [1]:

(ts —t1)(ts — t2)
(ts — t3)(ta — 1)

A=2L7 log‘ (62)
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3.5. RYU-TAKAYANAGI OSSZEFUGGES SZEGMENTALT HUROKRA

Vegyiik észre, hogy ez a kifejezés a kovetkezo alaki tagok Gsszegének és kiillonbségének a

kombinacidjaként all elo:

0 0
Aij) = 2% log fjf - 57 (63)
i j

3.5. Ryu-Takayanagi 0sszefiiggés szegmentalt hurokra

Lattuk, hogy a statikus, AdSs beli, U és V null vektorok altal meghatarozott egydimenzios
minimalis feliileteket feliiletek felszine a kovetkezoképpen szamithato ki:
Liv® vo

Awmin(U,V)) = 2L log HiEE (64)

A (25) Ryu-Takayanagi formula alapjén ez ardnyos a tér hataran él6, konform térelmélet

R

Amin o L L UO VO

T
1G® ~ 2G® Bos|u- T v

S(UV) = (65)

Lattuk azt is, hogy egy p1,pa,ps3,ps4 null vektorok altal kifeszitett, N = (0,0,0,1) normal

vektorral rendelkezé hir szegmens tertilete a kovetkezo:

A= A(14) + A(23) — A(34) — A(12) (66)
Ahol:
912100 | P Py
A(ij) = 2L"log P (67)

Hasonlitsuk 6ssze ezt a kifejezést a (65) egyenlettel. Lathatd, hogy a szegmens teriilete
hasnold, logaritmikus tagok osszegeként all el6, mint amit a hatar vakuum allapoti CFT
részrendszerének Osszefonodottsagara kaptunk. Ennek koszonhetéen a felirhatd egy, a
Ryu-Takayanagi 6sszefiiggéshez hasonlé formula, ebben az esetben azonban az AdSs;-ban
terjedo satikus, idOszerti hur szegmensek teriilete és a hatar bizonyos részrendszereinek

osszefonodottsagi entrépidja kozott.

A kapcsolat precizen a kovetkezd: Tekintsiink egy AdSs beli statikus (X? = 0) hir

szegmenst, amelynek cstcsait a V1,V5,V3,Vy € AdS3 vektorok hatarozzak meg. A hur éleit
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3. FEJEZET. SZEGMENTALT HUROK AdS;-BAN

7. dbra. Egy AdSs beli statikus hir szegmens (zold téglalap) 1,2,3,4 élei
a Poincaré modellben kipokat hatdroznak meg. Ezek az (a) dbran sziir-
ke, szaggatott vonalak, a (b) dbrdn pedig fekete vonalak. A (b) dbran a
kupok kozéppontjait a megfelel6 szamok jelolik. A kupok metszetei sta-
tikus, térszerti minimalis feliileteket jelolnek ki (piros szakaszok). Ezeket
a definial6é kipoknak megfeleléen az (12),(14),(23),(34) szamparosok je-
lolik. A szegmens csucsai ezeken a minimalis feliilleteken helyezkednek

el.

meghatarozé null vektorok:

p=Ve—-V pe="Vz—=V, (68)
p3=Vs =V, pa=Vi—V (69)

Tekintsiik ekkor azokat az X € AdSs vektorokat, amelyekre p; - X = 0 (7. abra). Ez a
négy kényszer négy darab kupot hatdroz meg a felsd térrész modellben. Mivel X1 =0

(igy * = 0), ezért ezen kipok egyenletei a kovetkezd alakuak:

0N 2

22— (t - Lpl_> +(z—10)* =0 (70)
D;

Ezek kozéppontjai az AdS tér z = 0 hataran helyeszkednek el, Minkowski tér beli koor-

dinataik pedig t; = Li—z, x; = 0. A p; null vektorok definicidja és a p; - X = 0 kényszerek

alapjan egyszeriien latszik, hogy a huar cstuicsai ezeken a kupokon fekszenek. A defini-
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3.5. RYU-TAKAYANAGI OSSZEFUGGES SZEGMENTALT HUROKRA

z
4
1
1

8. dbra. A hur szegmensek és az Osszefonodottsag kozotti kapcesolat
szemléltetése statikus esetben. Ez a 7. (a) és (b) dbra hdromdimenzi-
6s valtozata. A statikus hir szegmens (zold téglalap) csicsai az éleit
jellemz6 p; null vektorok &ltal meghatdrozott minimalis feltileteken (pi-
ros korivek) helyezkednek el. Ezen minimadlis feliiletek képei a hataron
(sziirke sik) részrendszereket jelolnek ki (kék intervallumok). A részrend-
szerek kauzdlis gyémaéntjait (fekete gyémantok, amelyek a p; - X kipok
hatérai) szintén a szegmens éleit jellemz6 p; null vektorok hatdrozzak
meg. A szegmens teriilete aranyos a kék részrendszerek Osszefonddott-

sdgi entrépidinak (73) kombinacidjaval.

ci6 alapjan latszik, hogy mindegyik csics pontosan két kiilonboz6é kupon helyezkedik el,

vagyis rajta van a két kip metszete altal meghatarozott minimaélis feliileten!

Ha feltessziik a 3.2. fejezetben emlitett feltételeket, akkor a p; vektorok dltal megha-
tarozott kupok metszetei térszertt minimalis feliileteket defindlnak, amelyek a dudlis CF'T

képben részrendszereket jelolnek ki (7. és 8. dbra). A minimélis felilletek egyenletei:

L2 [ 1° 02

z2+x2=<]’1—pi> (71)
4 \p; P;

Amelyek félkorivek a felsd térrész modellben. Statikus esetben a V; cstcsok ezen fél-
korivek legfels$ pontjai. A félkorivek tertiletei (hossza) a Ryu-Takayanagi osszefliggésen

keresztiil megadjak a minimélis felilettel homolég CFT részrendszerek (intervallumok)

e sz

27



3. FEJEZET. SZEGMENTALT HUROK AdS;-BAN

homolog CFT részrendszer 6sszefonddottsagi entrépidja:

. c L|p?
S(ij) = - log — |~ — L 72
(7) 5 108 o5 o pj‘ (72)

Innen méar konnyen lathato, hogy a hir szegmens tertilete eléallithatd az py,ps, po,ps,
P3,P4 €s p1,p2 null vektor parosok altal definidlt minimalis feliiletek felszineinek, valamint

CF'T részrendszerek Osszefonddottsagi entropiainak kombinacidjaként, vagyis:

A = L(Apin(14) + Apin(23) — Apin(34) — Apin(12)) =

(73)
= 4GP L (S(14) + 5(23) — S(34) — 5(12))

Ez a dolgozat legfontosabb eredménye, amely azt fejezi ki, hogy térszertt CFT részrend-
szerek vakuum édllapot 6sszefonddottsaga az AdS/CFT elrendezésben kapcsolatban dll az
AdS térben terjed6 idOszerl, szegmentalt hurok geometridjaval. A kapcsolat két oldalat
geometriailag a Ryu-Takayanagi 6sszefiiggésen keresztil az AdS tér minimalis feliiletei
kotik Ossze (7. és 8. abra).

3.5.1. Kolcsonos feltételes informacio

A (73) egyenlet jobb oldaldnak S(14)+S5(23) —S(34) — S(12) kombinécidja egy jol ismert
informéacidelméleti mennyiségként foghatd fol, mégpedig igynevezett kolcsonos feltételes
informécioként. A 3.2. fejezet 2. és 3. feltétele alapjan a hur szegmens oldalait meg-
hatarozo pi,p2,p3,ps null vektorok koziil az 1-es és 4-es null vektorhoz tartozé kupok
hatarai, illetve a 2-eshez és 3-ashoz tartozé kupok hatarai két, idoszertien szeparalt ka-
uzéalis gyémantot hataroznak meg a CFT képben. Jeloljiik az 1,4 kiapok altal kifeszitett
gyéméantban taldlhato részrendszert A-val, a 2,3 altal kifeszitettet pedig B-vel. A 3.2.
fejezet 4. feltétele alapjan:

pY/py < PY/ps < ph/pi < DP5/Py (74)

Vagyis A és B metszik egymast. Az S(ij) osszefonddottségi entrépidkat igy atcimkéz-

hetjik a kévetkezo mddon:

S(14) = S(A),  S(23)=S(B), S(12)=S(AUB), S(34)=S(ANB) (75)
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3.5. RYU-TAKAYANAGI OSSZEFUGGES SZEGMENTALT HUROKRA

Ahol A és B az 14 és 23 részrendszereket jelolik, AU B azt a részrendszert, amelyet A és
B kauzélis gyémantjainak kozos kiterjesztése hataroz meg, mig A N B a metszetiik altal

meghatarozott tartomany. Ekkor tehat felirhatjuk a kovetkezot:
S(14) + S(23) — S(34) — S(12) = S(A)+ S(B) — S(AUB) — S(AN B) (76)

Ez a mennyiség az ugynevezett kolesonos feltételes informacié, amely az A és B részrend-
szerkbél kinyerhet6 kozos informaciordl ad szamot. [13] alapjan bevezetve az F'(14,23) =
F(A,B) = S(A)+S(B)—S(AUB) —S(ANB) jelolést a hiir szegmens teriiletére kapjuk,
hogy:

A =4G® LF(14,23) (77)

Vagyis a szegmentalt hir teriilete a dualis CF'T képben egy kolesonos feltételes informaciot

hataroz meg.
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4. fejezet

Ryu-Takayanagi formula altalanos

helyzetii AdS3 hir szegmensekre

Ebben a fejezetben tovabb vizsgdlom az AdS3;/CFTy esetet tetszOleges, nem statikus
szegmentalt hurokkal és megmutatom, hogy az el6z6 fejezetben levezetett Osszefiiggés

altalanos esetben is fennall.

4.1. Minimalis feliiletek

Valasszunk két p; és p; null vektort, amelyek a Poincaré modellben egy-egy kipot haté-
roznak meg a p; - X = p; - X = 0 kényszereken keresztiil. A kupok egyenlete Poincaré

koordinatakkal kifejezve:

0N 2 2\ 2
22—<t—Lpi> —|—<x—Lp’_> =0 (78)

D; p;
0?2 2\ ?
22—<t—Lpi> +<x—Lpi> —0 (79)
p; p;

Ezen kipok metszete egy AdS; beli egydimenzidés minimalis feliiletet hataroz meg. Defi-

nidljuk a kovetkezo vektort:
0 Vo2 2
(a%Al) =1L (p" - R p]> (80)

Amely a két kiap kozéppontjanak kiilonbség vektora. Hosszas algebrai atalakitasokkal

megmutathatd, hogy a (78) egyenleteket dsszeadva és kivonva a minimalis feliillet mentén
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4.1. MINIMALIS FELULETEK

a z és x, valamint a t és x koordinatak kozott a kovetkezo Osszefiiggések irhatok fel:

AR? Al
2 2 2
2 +(A0)2(az—xo) = R~ tzﬁx-kto (81)
Ahol: ) 9
R? =2 ((A%? — (AY?) = = <’_—i —|=-== 82
4 (4% = (a%7) 4 (\pi pj pi D (%)
Valamint: ) ) 0 0
L ( p; pj > L (pi Pj )
0 2 (pi Dp; ’ 2 \p; Dj ( )

A két egyenlet egy (to,zo) kozépponti ellipszist hatdroz meg a t(x) Osszefiiggés éltal

meghatarozott sikban. A minimalis feliietet tehat a kovetkezdképpen paraméterezhetjiik:
z= RcosO
_ ! Asin ©
T = 3 sin © + xg (84)
1
t= §A1 sin © + tg

Az indukalt metrika kiszamitasaval és egy z > 9, 0 > R cutoff bevezetésével a minimalis

feliilet felszinére a kovetkezd adddik:

2 0 0 2 2 2\ 2
Amin(ij):2Llong:Llog§2{<pi—pf> = (pz—pi> } (85)

Pi  Dj Pi D

Amely = 0 esetben visszaadja a teriiletre kapott korabbi formulét.

A kapott eredményt tovabb alakithatjuk az igynevezett spinor formalizmus felhasz-

2

nalédsaval [1]. Definidljuk a o = (ioy, — 1,01,03) vektort (ahol o!,0?,0% a Pauli-matrixok)

c sz

kifejtve:

0, .2 .1, .-1

+ +

P = Zi p—l po pz (86)
p =D p =D

Mivel det(P) =p-p =0, P felirhat6 két vektor diadikus szorzataként, vagyis:

Pt = L))\ (87)
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4. FEJEZET. RYU-TAKAYANAGI FORMULA ALTALANOS HELYZETU AdSs
HUR SZEGMENSEKRE

Ahol a felsé index a vektor komponensét jeloli. At balra halads, At jobbra haladé

spinornak hivjuk. Megmutathatd, hogy a spinor komponensek aranyaira fennéll, hogy:

/\71 0+ p? 20— p?
)\2 P ) )\1 P

(88)

A tovébbiakban az elsé hdnyadosra bevezetem az a/L, a masodikra pedig az a/L jelolést.

A spinor formalizmust felhasznalva tehat egy p; és p,; null vektorok altal meghatérozott

minimélis feliilet méretét jellemzé R mennyiségre kapjuk, hogy:
L2 /A AL\ /a2 X2
R="|Z -2 2-< (89)
4\ A\ N
Igy a felillet felszine:

L\ M L(X X
Amin(ij) = Llog — (; - é) + Llog — (J - ﬂ) =
1 1
= Llog 5|ai —a;| + Llogg]di — a|

Vegytik észre, hogy a balra és a jobbra mozg6 komponensek szeparalédnak, vagyis: A, =
Aéin + A?}il’l'
A Ryu-Takayanagi 0sszefiiggést felhasznalva, a minimalis feliillet nagysagabdl kiindul-

va meghatarozhatjuk a feliilettel homolég, vakuum allapoti CFT részrendszer 6sszefono-

« s e

L a; — ay| L |a; — aj|

S(ij) = e log 5T eE log 5

(91)
Amely ismét szétesik balra- és jobbrra-mozgd komponensekre.

Fontos megjegyezni, hogy az AdS; tér SO(2,2) szimmetria csoportja a spinor for-
malizmusban felbomlik SL(2); x SL(2)gr szimmetriara [14], ahol az SL;(2) csoport a
balra-mozgd A, az SLg(2) csoport pedig a jobbra-mozgd X spinorokon hat kilén-kiilon.

Egy SL(2) transzformdci6 egy A vektoron a kovetkez6 médon hat:

)\/1 B a 5 )\1 B
(-LYE)
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4.2. HUR SZEGMENSEK ES A RYU-TAKAYANAGI MEGFELELES

Vagyis a a kovetkezoképpen transzformalodik:

Ta+ 3
'=LL 93
¢ Ta+9 (93)

Amely egy Mobius transzformécié. Ez hasonléan igaz az @ mennyiségekre is. a és a
null koordinatakat hataroznak meg a 0,,AdS; Minkowski térben. Megmutathatd, hogy a
Minkowski tér globalis konform transzformacioi az a és a mennyiségeken Mobius transz-
forméciokként hatnak. Mivel az AdS tér minimalis feliiletei csak az a-tol, a-t6l fiiggnek,
ezért a hatar konform transzformaciéi kapcsolatba hozhatok a dualis minimalis feltiletek
deformécidival. Kozvetlen térelméleti szamitdsokkal megmutathaté [8], hogy az entrépia
tetszéleges (globalis és nem globdlis) a — f(a) és @ — f(a) konform transzformécick

alatt a kovetkezOképpen valtozik [8]:

L (flai) = f(ay))* L (f(d:) = f(d))?
S() = 3gm o8 2 (a)f(ay) | 3G® log 52 /(@) F'(d;)

(94)

A lokalis konform transzformaciok a CFT nyelvén a vakuum &llapot gerjesztéseivel all-
nak kapcsolatban. A spinor formalizmusnak koszonhet6en tehat a késébbiekben lehetéség
nyilhat a minimalis feliiletek transzforméaciéinak és a CFT vikuum gerjesztéseinek ossze-

kapcsolasara.

4.2. Huar szegmensek és a Ryu-Takayanagi megfelelés

Lattuk, hogy egy p1,p2,ps,p4 null vektorok altal kifeszitett hir szegmens teriiletét altalanos

esetben a kovetkez6 formula hatarozza meg:

A =2 log [(pl —p4)2r _ 12 log (p1 —p4)2(p2 —p3)2 (95)

(p1 +p2)? (p1 + p2)?(p3 + pa)?
Mivel az (41) felhasznaldséval vezettiik le a kifejezést, valamint a formula SO(2,2) in-
varians, igy tetszéleges x # const. elrendezés esetén teljesiil. A spinor formalizmust

ismét hasznalhatjuk a kifejezés tovabb alakitdsara [1]. Definidljuk egy tetszéleges p null

vektorhoz a kovetkezo métrixot:

0,2 ol -1

+ +

P= Zi p—1 po pz (96)
p=pr p =P
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4. FEJEZET. RYU-TAKAYANAGI FORMULA ALTALANOS HELYZETU AdSs
HUR SZEGMENSEKRE

Mivel det(P) = p-p =0, igy a métrix felirhaté két vektor diadikus szorzataként:

Pt = L))\ (97)

Definidljuk a kovetkez6é SO(2,2) invaridns spinor belsd szorzatokat a balra-, illetve jobbra-

mozgd vektorokra:
Ax)=Mex,  ali=Mex (98)

Konnyt belatni, hogy ekkor a hir szegmens tertilete a kovetkezé alakba irhato:

(99)

A=1° log <<)‘17/\4>[5‘175‘4]>

(A1 A2) [A1,Aq]

Felhasznalhatjuk ekkor a p; +ps = p3+ps momentum megmaradést, amely spinor alakban

a kovetkez6 [1]:

4
S ATk — 0 (100)
=1

Ahol az als6 index a null vektorok cimkéjét, a felsé pedig a spinor komponensét jelolik.

Ekkor tehat: S
[)\17 )\4] [>\27 )\3}

[5‘17 5‘2] [5‘3’ 5‘4}

(A1, A1) (A2, A3)
(A1, A2) (A3, Ag)

« sz

A=17 10g| (101)

—|—L210g|

sokat rendre A2A3A2\3-vel és :\%:\éj\ﬁj\}l—gyel bévitve a szegmens teriilete [1]:

A= I?log (a1 — a4)(az — as) + L?log (6:11 - 6:14)(6:12 ~ 6:13) (102)
(a1 — az)(az — a4) (a1 — G2)(as — a4)
Ahol: ~
T 20
Y S il /S W o i el (103)
Ai D; Al D;

Vegyiik észre, hogy a szegmens teriilete is szétesik egy balra- és egy jobbramozgd részre.

Mostmar konnyt latni, hogy az altalanos AdS; esetben is teljesiil a hur szegmens

tertilete és a megfelel6 minimalis feliiletek nagysaga kozotti osszefiiggés:

A= L(Amm(14) + Amin<23) - Amin<34) - Amln(12)) (104)
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4.2. HUR SZEGMENSEK ES A RYU-TAKAYANAGI MEGFELELES

Ahol a szegmens cstcsait jellemz6 V; vektorok ismét a minimaélis feliileteken helyezkednek

el a kovetkezd kényszerek miatt:

pr-Vo=p - Vi =0 po- V3 =py-Vo =0 (105)
ps-Vs=p3- V=0 pa-Vi=ps-Vi=0 (106)

A Ryu-Takayanagi osszefliggést felhasznalva a kapcsolat tovabbra sem csak a hur szeg-
mens és a minimalis felilletek kozott all fenn, hanem a hatar részrendszereinek Gsszefo-
nodottsagara is:

A=4G®L(S(14) + S(23) — S(34) — 5(12)) (107)

Vagyis a levezetett Osszefliggéseink az altaldnos AdSs esetben teljestilnek (9. dbra). Ismét
bevezethetjik a F'(14,23) = S(14)+5(23)—5(34) —S(12) kdlcsonos feltételes informaciot.

Ekkor tehat altalanos elhelyezkedésii esetben is a szegmens teriilete:

A =4G® LF(14,23) (108)

Megegyezik a megfelel6 részrendszerek kolesonos feltételes informéacidival.
A balra- és jobbra-mozg6 tagok szeparalasa miatt a dualitas a két komonensre kiilon

kiilon fennall, vagyis:
AP — L(AGL (14) + ARh(23) — ALY (34) — A (12)) =

— 4GB (SL/R(14) + SUR(93) — SEIR(34) — SL/R(12)) (109)

Fontos megjegyezni, hogy mivel a szegmens teriilete is csak az a és a mennyiségektol
fiigg, amelyek a hatar konform transzformacidinak megfelelden transzformalédnak, igy a
késébbiekben lehetoség nyilhat a szegmentalt hirok és az dsszefonddottsag kapcsolatna-
nak vizsgalatara a CF'T vakuum gerjesztése esetén.

Végiil egy tablazatban Osszefoglaltam, hogy a dolgozat eredményei az AdSs/CFTy

megfelelésben melyik elmélet melyik mennyiségei allnak kapcsolatban: Az elsé oszlop

‘ Elmélet ‘ Objektum ‘ Mennyiség
AdS Szegmentalt har Felszin: A
AdS Minimalis feliletek Felszinek: Ain
I CFT Részrendszerek Kolesonos feltételes informacio: G

szinei a 7., 8. és 9. abrdkon lathaté kiillonb6z6 objektumok szineit reprezentaljak.
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4. FEJEZET. RYU-TAKAYANAGI FORMULA ALTALANOS HELYZETU AdSs
HUR SZEGMENSEKRE

9. dbra. A 7. és 8. abra nem statikus megfelel6je. Egy AdS; beli

tetszéleges helyzetii hir szegmens (z0ld téglalap) 1,2,3,4 élei a Poincaré
modellben ktpokat hataroznak meg. A (b) dbrdn a kiupok kozéppont-
jait a megfeleld szamok jelolik. A kupok metszetei, térszerti minimalis
feliileteket jelolnek ki ((a) dbra piros korivei és (b) abra piros szaka-
szai). Ezeket a definidlé kupoknak megfeleléen az (12),(14),(23),(34)
szamparosok jelolik. A szegmens csucsai ezeken a minimalis feliilete-
ken helyezkednek el. A feliiletek képei a hataron ((a) dbra sziirke sik)
részrendszereket jelolnek ki ((a) dbra kék intervallumok). A részrend-
szerek kauzdlis gyémantjait ((a) és (b) dbra fekete gyéméantok, amelyek
a p; - X kipok hatdrai) szintén a szegmens éleit jellemz6 p; null vekto-
rok hatarozzak meg. A szegmens teriilete aranyos a kék részrendszerek

osszefonédottsagi entrépidinak (107) kombinacidjaval.
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5. fejezet

Dualitas a hurok és az osszefonodas
kozott

Ebben a fejezetben tovabb vizsgalom az el6z6 fejezetekben levezetett kapcsolatot és muta-
tok néhany példat, hogy az Osszefiiggés hogyan alkalmazhato, hogy egy szétarat allitsunk

fel az AdS beli szegmentalt hiirok és a hatar osszefonddottsaga kozott.

5.1. Pozitivitas és az eros szubadditivitas

Az elso és legfontosabb ilyen példa az erds szubadditivitas, amely a szegmens tertiletének
pozitivitasabdl (és vissza) egyértelmiien kovetkezik.
Tegyiik fel, hogy egy hur szegmenst a p1,ps,p3,ps null vektorok hataroljak. Ekkor a

terilete:

2 2 2 2
A [2log 1 =P (p3 —p2)” _ o) l(pl — p4) 1 10
& (p1 + p2)?(p3 + pa)? & (p1 + p2)? (110)

Lattuk, hogy amennyiben a 3.2. fejezetben emlitett megkotések teljestilnek, akkor a Ryu-
Takayanagi 0sszefliggés miatt a hatar részrendszereinek entropidi és a szegmens teriiletei

kozott a kovetkezo Osszefiiggés all fenn:

A=4GPL(S(14) + S(23) — S(34) — S(12)) (111)

Ahol S(ij) azon részrendszer Osszefonddottsagi entrépidja, amelyet a p; és p; null vektorok

altal definidlt kiipok metszetének hataron vett képe hatdroz meg. A szegmens teriiletére
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5. FEJEZET. DUALITAS A HUROK ES AZ OSSZEFONODAS KOZOTT

azonban ki kell kotniink, hogy poziti legyen, vagyis:

A>0 < |p1 —pa| > |p1 + p2l (112)

Az osszefonddottsagi entropiak nyelvén ez a kovetkezd megkotést vonzza magéaval:

S(14) + 5(23) — S(34) — S(12) > 0 (113)

A 3.6. fejezetben lattuk, hogy amennyiben:

Pi/pT < ps/ps < ph/py <1ph/py (114)
Akkor bevezethetjiik a kovetkezo jeloléseket:
S(14) = S(A), S(23) = S(B), S(12) = S(AU B), S(34)=S(ANB) (115)

Ahol A és B az 14 és 23 részrendszereket jelolik, AU B azt a részrendszert, amelyet A és
B kauzélis gyémantjainak kozos kiterjesztése hataroz meg, mig A N B a metszetiik altal

meghatarozott tartomany. Ekkor tehat felirhatjuk a kovetkezot:
S(14) + 5(23) — S(34) — S(12) = S(A) + S(B) — S(AUB) — S(An B) (116)

Amely éppen az tgynevezett F'(A,B) kolesonos feltételes informéciot adja. A tertilet

pozitivitasa miatt elvarjuk, hogy:
F(A,B)=S(A)+S(B)—S(AUB)—-S(AnB) >0 (117)

Ez éppen az informaciéelméletbél jol ismert erds szubadditivitas [16], amely szemléletesen
azt fejezi ki, hogy ha nagyobb részrendszeren végziink mérést, akkor azzal csokkentjiik a

részrendszerekkel kapcsolatos bizonytalansagunkat.

Lathato tehat, hogy a szegmentalt hurok tertileteinek pozitivitasa és az erés szubad-

ditivitas kolesonosen kovetkeznek egymasbol.
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5.2. AZ INTERPOLACIOS ANSATZ KOVETKEZMENYEI

5.2. Az interpolacios ansatz kovetkezményei

Ahogy korabban lattuk a egy hur szegmens pontjainak ki kell elégiteniiik a (31) mozgas
egyenletet. Ez azt jelenti, hogy a szegmenst egyértelmiien meghatarozza harom adat: az
egyik cstucsanak Vi € AdSs vektora, valamint két, p; és py null vektor. Ekkor a maradék
harom csicsanak vektorai kifejezhetok a kezdeti adatok segitségével, vagyis Vo = Vi +py,

Vi = Vi + p4, valamint az (41) interpolaciés ansatz miatt:

L+ 1p - py L?
Vs = 2 Vi + p1+D 118
A maradék két null vektor:
1 2
5P1 - Pa < 2L )
py= 222 oy 4 4 p 119
P Ipp U T (119)
1 2
3P1 " P4
py = 2L P oy p +p> 120
° LQ—;P1'p4< R (120)

Mivel a ps és p3 vektorokat egyértelmiien meghatarozza py,ps és Vi, ezért a mozgas-
egyenletbol adéddéan mind a négy 14,23,34 és 12 minimalis feliilet, igy a hatar részrend-
szerek helyzete egyértelmi. A mozgasegyenlet és a kezd6 adatok tehat a dudlis képben

csak bizonyos CFT részrendszer elrendezéseket engednek meg.

Ez az érvelés forditva is igaz. Tekintsiink egy térszeri CFT részrendszert, amely
egy olyan kauzalis gyémantot hatdroz meg, amelyek mult és jovObeli cstcsainak (¢,r)
koordindtai (ai,by) és (aq,bs) (legyen —(a; — aq)? + (b — by)? < 0, hogy a két csics
idGszertien szeparalt legyen, valamint vélasszuk a; < a4). Vélasszunk tovabba két, Ay

and A, skéalafaktort. Ekkor az R*%-beli p; és py null vektorok legyenek:

A

D= TL12 (a2 — 0t — L?2Lay 0} — b} + L2 2L, ) (121)
A

= 2—;2 (a?1 — b2 — L*2Lay,a; — b3 + L2,2Lb4) (122)

Koénnyen lathaté, hogy ezen definiciokkal p; és py valoban null vektorok. Ezek a Poincaré
modellben egy-egy kipot hatdroznak meg a p;- X = 0 és py- X = 0 kényszereken keresztiil,
amelyek hatéra éppen a CF'T beli kauzalis gyémantot feszitik ki.

Az utolsé kezdeti adatnak a hatarbeli részrendszeren valaszthatunk egy pontot. Preci-

zen szolva ez a pont akkor helyezkedik el a részrendszeren, ha (¢,x) koordinatai kielégitik
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a (14) egyenletet, vagyis:

2t(a; — ag) — 2x(by — by) = (a® — b3) — (a3 — b3) (123)

Ezt a pontot AdS térbe egyértelmiien ravetithetjik a p; - X = 0 és py - X = 0 kipok
metszetére (a minimalis felilletre). Legyen az igy meghatarozott pont V. gy tehdt
sikeresen meghataroztuk egy hir szegmens kezdeti adatait. A tobbi AdS beli pont,
kip, minimalis feliilet és CF'T intervallum helyzete a mozgasegyenletbol az interpolacios

ansatzon keresztiil egyértelmiien kévetkezik.

5.3. Mérték szabadsag

A dualitas tovabbi fontos kérdése a mérték szabadsag. Ahogy korabban lattuk a minimalis

« sz

p; null vektorok p; — A;p; atskalazasaira invaridansak.

A hir szegmenseket a (41) interpoldciés ansatzon keresztiil definidltuk, amely alapjan
a szegmens meghatarozasahoz hiarom adat kellett: két p; és ps null vektor, valamint
egy Vi € AdS; vektor. Mivel ez a harom adat egyértelmilen meghatdrozza a py és ps
vektorokat, ezért a p;1 — Aipp és py — Ayps, A1A4 > 0 transzformaciok killonbozo po,ps
(illetve V5,V3,Vy) vektorokat definidlnak. Vegytik észre azonban, hogy a szegmens normél

vektora: b oy
€abed V1 DD}

P1 D4

Invarians marad ezekre a transzforméciokra. Vagyis a p; — A;p; mérték szabadsig a

N, = (124)

szegmentalt hiurok nyelvén elveszik, azonban a p; — Ayp; és py — Aypy transzformaciok

azonos normalvektoru hirokat szolgaltatnak.

5.4. Toda-egyenlet

El6zoleg lattuk tehat, hogy a hur mozgasegyenlete bizonyos kényszerek kozé szoritja az
AdS beli minimalis feliileteinek és a hatar részrendszereinek kolesénos helyzetét. A moz-

gasegyenletnek tehat az 0sszefonddottsag nyelvén is meg kell jelennie.
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L.

10. dbra. Egy szegmentélt hiirokbdl felépitett vilaglepedd. A szegmensek

oldalait a p;;,pit1j,Pi+1,j—1 €s pij—1 null vektorok hatarozzak meg.

Ennek vizsgalatahoz tekintsiink egy hir szegmensekbdl allo racsot. A hataroljak a

Dijs Di—1j, Pi—1j41 €8 p;j+1 null vektorok (10. abra). Egy adott szegmens teriilete ekkor:

(@im1j — @im1j41)(@s; — Qijyr)
(ai—lj - az’j)(aij+1 - ai—1j+1)

(@i-1j — Gi—1j+1) (G j&ij+1) (125)

+ L2 log —
(@i—1j — Qi) (@ije1 — Qim1j41)

A= L*log

Ahol a;; = L ”p Lt és a;; = Lp” _,p” A szegmensek tertilete felbonthat6 egy balra- és egy
jobbra-mozgd tagra Innentdl kezdve csak a balra-mozgét vizsgdlom (vagyis amelyik a
tilde nélkiili a valtozdkat tartalmazza), a masik tagra a kovetkezd levezetések hasonléan

elvégezhetok. A szegmensekbol all6 hur teljes tertilete:

az+1,j az-i—l,]

(126)

+L2210g

7.7

Atot = L Z].O

7.7

aw Qi j+1 aw Qi jt1
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Valogassuk ki a kifejezésbdl azokat a tagokat, amelyek az a;; véltozoét tartalmazzak,
vagyis:
A'ﬁ)t =..-+ L2 lOg \aij — ai+1j| -+ L2 lOg \ai,lj — aij|— (127)
— L2 log ’CLi]’ — aij—i—l‘ — L2 log \aij_l — aij| c.
A hur felilete ardnyos a Nambu-Goto hatassal (ugyanis a legkisebb hatés elve szerint a
felilletet kell minimalizdlnunk), vagyis ami kifejezést kaptunk az a Nambu-Goto hatas
diszkretizalt valtozata. A diszkretizalt mozgasegyenletet ekkor a d Ay /da;; = 0 variacid
szolgaltatja, amelybdl azt kapjuk, hogy [1]:
1 1 1 1
+ = + (128)

Aij — Qij+1 Qi — Qij—1 Qi — Qip1j  Qij — Gi—15

Amely egy Toda tipust egyenletek egyik fajtdja [17].

Tegyiik fel ekkor, hogy a szegmenst definidlé null vektorokra teljesiilnek a 3.2. feje-
zetben emlitett megszoritdsok. Ekkor teljestil, hogy a;; < aijy1,0:i5-1,0i—15,0i41; pozitiv
irdnyitasa ij élekre, illetve a;; > a;j41,0ij—1,0i—1;,0i+1; negativ irdnyitdsi ij élekre (és ha-
sonléan az a;; valtozokra). Ez szemléletesen azt jelenti, hogy példaul a pozitiv irdnyitast
élek esetén a p;; dltal meghatarozott kip jovobeli része metszi a pij1,Dij—1,Pi+15.Pi—1; altal
meghatdrozott kipok multbeli részét. Osszefoglalva tehat a (128) egyenlet a kdvetkezd

alakra irhaté:

1 1 1 1
+ (129)

+ =
|aij — aija| - layg —ai—1|  ay — gl layg — aizyyl

A dudlis CFT képben a p;; és pg null vektorok altal meghatarozott részrendszer

Osszefonodottsagi entrépidja a kovetkezo:

SE(ij kL) = & log 1% = %l (130)
6 )
Ezt felhasznédlva a (128) egyenlet atfogalmazhaté az 6sszefonédottsag nyelvére:
e~ ESPGIHY) | o~ ESM(iiI—1) _ o~ §SHiH1) | -5 (ihim 1) (131)

Vagyis szegmentalt hir esetén a hur mozgasegyenlete egy Osszefiiggést general a hatar

Osszefonddottsagi entrépidira.
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5.4. TODA-EGYENLET

A jobbra-mozgé ST komponensekre egy ezzel megegyezd Osszefiiggés vezethetd le.
Fontos megjegyezni azonban, hogy a két egyenlet nem fiiggetlen egyméstol a p; + ps =

ps + p4s momentum megmaradéds miatt [15].
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A megfelelés paros dimenzidban

A kovetkez6kben a magasabb dimenzids esetet vizsgalom és altalanositom az eredménye-

imet az AdSy1/CFTy megfelelésre d = paros esetben.

6.1. AdS;., tér és a Poincaré fels6 térrész modell

A d+ 1 dimenziés anti-de Sitter teret az R*? tér azon X = (X1 X% X1 ... X?) pontjai

alkotjak, amelyekre teljesiil a kdvetkezo kényszer:

X'XI:—(X_1)2—(XO)2+(X1)2+"'—|—(Xd)2: (132)
= (X2 + (X2 + -+ (X + XX =17
Ahol:
Xt=XxX'+Xx! (133)

Tovabba L az AdS sugar. Az AdSyy1 tér d dimenziés aszimptotikus hatarat a haromdi-

menziods esethez hasonléan a kovetkez6 halmaz hatarozza meg:

05 AdSy =P{U e R*|U -U =0} (134)

Ahol P projektivizalast jelent.
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6.1. AdS,.1 TER ES A POINCARE FELSO TERRESZ MODELL

A korabbi jelolésrendszeremet hasznéalva definialom a d + 1 dimenziés Poincaré felso

térrészt:
(Xfl,XO,Xl,XQ,...,Xd> _ —2? _xox—LQ,LE’ — 72 _a:ox—i-Lz’inl,.”,LE
2z z 2z z z
(135)
Ahol z > 0. Bevezettem tovabbd az z* = (t,z',... 2% Y), p = 0,1,...,d — 1 Minkows-
ki vektorokat és az z e & = —t2 + (z1)? + -+ + (2%71)? belsd szorzatot. A Poincaré
ivelemnégyszet a z és x* koordinatakban:
dz? +dred
ds? — L2w (136)
z

Az AdS tér hatara a Poincaré modellben a z — 0 hatareset. Ismét lathato, hogy eb-
ben a hataresetben az ivelemnégyzet konform ekvivalens lesz a d dimenzids Minkowski

metrikajaval.

Az x# és z Poincaré koordinatak az X globalis valtozok segitségével a kévetkez6képpen
fejezhetok ki:
L? X0 X2 X4
2= ~= ) x %= (137)
Fontos megjegyezni, hogy az altalam definialt Poincaré modellben azon AdS beli pontok
reprezentalhatok, amelyekre teljesiil, hogy X~ > 0. Végiil az AdS tér hatarat definialé

null vektorok fels6 térrész beli reprezentacioi:

L
$5 = (tu,xi,...,xfj_l) = F(UOJU27”'7Ud) (138)

Fontos megjegyezni, hogy két, U és V' null vektor esetén a vektorok x, és x, felso térrész

« /s

képpen fejezheto ki:
u-v
(Tu — 20) ® (T — @) = —ZLQW (139)

Ez azt jelenti, hogy z, és x, pontosan akkor iddszeriien szeparalt, ha U -V < 0 és

U V-<0,vagy UV >0é UV~ >0.
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6.2. AdS;,1 minimalis feliiletek

A korabbi eredmények altalanositasahoz bevezetem az AdSy, 1 tér kett6 kodimenzidju (d—
1 dimenzi6s) minimalis feltileteit és kiszamitom azok felszinét. A hdromdimenzi6s esethez
hasonléan ezeket a feliileteket két, U,V € R*? null vektor segitségével definidlhatjuk.
Tegytik fel, hogy:

U-V<0 and UV- <0 (140)

Ekkor a minimalis feliilet a kovetkez6 két kényszer altal meghatarozott halmaz metszete
8]:

U-X=0, V- X=0 (141)

Ahol X € AdSg+1. A (135) Poincaré koordinatédk hasznédlataval ezek az egyenletek a

kovetkezo alakuak:

P2 (r—x,)e(z—2,)=0 (143)
Ahol:
L 0 2 d L 0 2 d
xﬁ:F(U,U,...,U), xﬁ:F(V,V,...,V) (144)

Ezek az egyenletek olyan kuipokat hataroznak meg a Poincaré modellben, amelyek kozép-
pontjai a hatar x, és x, pontjai. Az altalunk keresett €4 minimalis feliiletet ezen kipok

metszete adja.

A kupok egyenletét kivonva egymasbol azt kapjuk, hogy a minimalis feliilet azon

sikban helyezkedik el, amelyre teljesiil, hogy:
2v e (x, —x,) +x, 00, — 1,01, =0 (145)
Bevezetve a kévetkez6 mennyiségeket:
1
A=z, — 1y, Ty = i(xu + ) (146)

A sik egyenlete:
Ae(x—1z9)=0 (147)
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6.2. AdS;; MINIMALIS FELULETEK

A kuapok egyenletébol latszik, hogy:
(x —x,) 0 (x—x,) <0, (x —x,) @ (x—x,) <0 (148)

Vagyis a minimalis feliilet hatarra vetitett pontjai idészeriien szeparaltak a kipok kozép-
pontjaitél. A (140) feltételek alapjan a (139) osszefiiggést felhasznalva lathatd, hogy z,
és x, idOszertien szeparaltak, ugyanis ebben az esetben A @ A < 0. Megmutathato, hogy
ekkor a minimalis feliilet egy ellipszoid. Ekkor tehat a A hatéara egy S?~2 gémbot jeldl ki
az AdS tér hatéran [8] (valdjaban altaldnos, nem statikus esetben ezek ellipszoidok). Az
AdSq1/CFT, megfelelésben az altalunk vizsgalt €4 minimalis felillet nagysdga ardnyos
az 1gy definidlt 0A gémb altal hatarolt A CFT részrendszer vakuum allapoti osszefo-
hatarold kauzalis gyémant. A kupok kozéppontjai a kauzalis gyémant milt és jovo beli

csucsait hatarozzak meg.

Irjuk fel most a kovetkezd azonossigokat:

A
T =Ty =T =T = o $—$U=$—$0+§ (149)

Ekkor a kupok mind a két (142) és (143) egyenlete a kévetkezo alakra hozhaté:

AeA

1 R? (150)

24 (x—x0) (v —10) = —

Ahol R? egy pozitiv mennyiség, ugyanis z, és z, idészerfien szepardltak. Az egyenletet

részletesen kiirva:
22— (t—t)? +|lx — x| = R*,  4R* = —[|A[]* + (A")? (151)

A kupok metszete éltal kijelolt minimélis feliletet ez, valamint a (147) egyenlet hataroz-

zadk meg, amely részletesen kiirva:
A(t —tg) = A(x — x0) (152)

Ahol a jobb oldalon a szokdsos R?~! norma szerepel.
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Vegyiik észre ismét, hogy az U és V' vektorok megvalasztasaban van egy mérték sza-

badsig, ugyanis a:

U AU, Vi AV, A, >0 (153)

transzforméciok ugyanazokat a kapokat, igy az U - X = 0 és V - X = 0 kényszereken

keresztiil ugyan azt a minimalis feliiletet hatdrozzak meg.

(151) és (152) egyenletek segitségével kiszamithaté a minimalis feliilet nagysaga. Al-
gebrai atalakitasok és a feliilet megfelel6 paraméterezése utan azt kapjuk, hogy a felszin

a kovetkezo integrél kiértékelésével szamithaté ki:

-3

1 1 — 2) 2
Amin - Ld_le—Q /5/R dy% (154)

Y

Ahol ismét bevezettem egy z > 9, d > R cutoffot. Az integral részletes kiszamitasat nem
tartalmazza a dolgozat!. A szamitds sordn azonban kideriil, hogy az integral jelentésen
eltéro kifejezéseket ad, ha d paros, valamint ha paratlan. d = paratlan esetben a felszinre
kapott végtelen sorban csak olyan tagok fordulnak el, amelyekben az R/0 hdnyados kii-
16nb6z6 hatvanyai szerepelnek. Azonban d = paros esetben részletesen kiirva a kovetkezo

eredményt kapjuk [4]:

1 Rd—2
_ rd-1
Amin =L Qd—Qﬁm"’
i (D@2 @ -3 (R
LR e TR S
(155)
+ Ly o Fy(1)+
o0 _1)k+1 —_ N d—(2k+2)
0, (—1) 1 (d—3)! (R)
s 2Kkl 2k —d+2)(d— (2k+3))!1'\§
k#(d—2)/2
Ahol tehat: '
R* = —Z(xu —,) ® (X, — ) (156)

A Kkifejezés elsé tagja ardnyos a felillet 9A hatdranak méretével, vagyis R7 20, _o-vel. A
masodik tagban a d = 2 dimenzids esettel megegyezd logaritmikus jarulék szerepel. A

harmadik tag egy konstans, amelyben az (154) kifejezésben szerepl6 integral fels6 hataron

LA részletes szamolds megtaldlhaté az intézményi TDK-ra nevezett dolgozat fiiggelékében, illetve a
végeredmény megtalalhaté [4] cikkben.
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vett kiértékelése szerepel. Ennek explicit értéke a kovetkezo:

CE (e (d—3)!
)= 2 S G dr ) A= @+ 9T
k(i)

(157)

Végiil az osszeg utolsé tagja R/6 killonboz6 hatvanyait tartalmazza. Amennyiben az
Osszegzésben k < (d — 2)/2, akkor azok a tagok § — 0 hataresetben nulldba tartanak.
Ha pedig k > (d — 2)/2, akkor R/§ pozitiv hatvanyai szerinti divergens tagokat kapunk.

Meghataroztam tehat az AdSgyq1 tér beli kettd kodimenziés minimélis feliileteinek
a nagysagat és azt kaptam, hogy minden d = paros esetben a teriilet formulajaban

megjelenik egy R/0-t tartalmazé logaritmikus tag.

6.3. Szegmentalt hirok

A 3. fejezetben elhangzottakhoz hasnoléan magasabb dimenziés AdS;y1 térben is de-
finialhatunk kétdimenziés hturokat. A kétdimenzids hturokra vonatkozé mozgasegyenlet
azonos a d = 2 esettel, vagyis a hur pontjainak a kovetkez6 egyenletet kell teljesitenitik

12].
0.0_X — (0_X -0, X)X =0 (158)

A paraméterek ismét ot és 0~. A hirra vonatkozd Virasoro kényszerek ismét:
0-X-0.X=0,X-0,X=0 (159)

A korabbiakhoz hasonléan definidljuk az AdSy.; beli hir szegmenseket a cstcsaikat

jellemz6 V; € AdSyy és az éleiket jellemzo:

p=V,—W pp=Vs =V (160)
ps=Vs—Vi pr=Vi—-Wi (161)

null vektorokkal. A szegmenst egyértelmiien meghataroz6 kezdeti adatoknak ismét va-

lasszuk a V,p1,ps vektorokat és a parametrizaciéra vonatkozé kovetkezé feltételeket:

X(e™,0)=Vi+0 pm (162)
X(0,07) = Vi + ot py (163)
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A hur pontjai ekkor meghatarozhatok az interpolacios ansatz segitségével [7]

L2+O'_O'+l . - + +
X(g_’UJF): _ %pl p4V1—|—L2 20 P 01]94
L? —o=0%5p1 - pa L*—o~0%5p1-pa

(164)

Amely pontok kielégitik a (158) mozgédsegyenletet. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a V;

és p; vektorokra tovabbra is teljesiilnek a 3.2 emlitett kauzalitasi feltételek.

A szegmens teriilete a 3. fejezettel azonos médon szamithaté. Igy tehdt az AdSyi

ben terjed6 kétdimenzids hurok teriiletére is teljesiil, hogy:

272 2 2
A=121o (p1 — pa) ] — 1210 (P — pa)”(Ps — p2) 165
& [(pl + p2)? s (p1 + p2)*(p3 + pa)? (165)

Ismét hasznalva a kordbban bevezetett Poincaré koordinatékat:

(xx0x X2 XY = —F—wer— Pt = owewt [Pt et
2z z 2z z
(166)
A p; vektorok felsd térrészmodell beli reprezentasai:
L
ol = —(p}pi, . ) (167)

7

Mivel p; - p; = 0, ezért ahogy korabban is lattuk a null vektorok AdS beli és Poincaré

modell beli belsoszorzata kozott fenn all a kovetkezd azonossag:

Di * Dj 1
(i) e (i — 168
Ll ) e ) (165)

fgy tehdt definidlva a kovetkez6 mennyiséget:

1 L?p; - p;
R-Q-:—* i — T i — Ti) = —_ =249 169
o 4(m xj) e (z; — x;) 2 i (169)

A szegmens teriiletét atirhatjuk a kovetkezd alakra:

2 D2
R14R23

A=17%1
"8 RLR2,

(170)
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6.4. SZEGMENTALT HUROK ES AZ OSSZEFONODOTTSAG KAPCSOLATA
PAROS DIMENZIOBAN

Ez tehat a d + 1 dimienzidés AdS térben terjedd kétdimenizés hur teriilete, amelyet a

p1,p2,p3 és py null vektorok definidlnak.

6.4. Szegmentalt hirok és az Osszefonddottsag kap-

csolata paros dimenziéban

Végiil a dolgozat korabbi eredményeit szeretném &altalanositani a magasabb dimenzios
AdSy11/CFT,; megfelelésre abban az esetben, ha d = péaros. Ehhez tekintstik a Ryu-
Takayanagi 6sszefiiggést magasabb dimenziéban, amely a d = 2 dimenziés esettel meg-
eggyezben, Osszekapcsolja az AdSg,, tér minimalis feliileteinek felszinét a hataron élo
d dimenziés konform térelmélet megfeleld részrendszereinek 6sszefonddottsagi entropia-
javal. A korabbiakhoz hasonldan, tekintsiink egy A C CFT, részrendszert, amelynek
hatara 0A, valamint €4 a vele homoldg, ketté kodimenzidji, minimélis AdSy, feliilet.
Az A részrendszer Osszefonodottsagi entrépidja S(A), ea felszine pedig Ani. Ekkor a

Ryu-Takayanagi 6sszefiiggés d dimeznidban:

Amin

S(A) = 4G+

(171)

Ahol G*Y a d 41 dimenziés gravitaciés allandé. [4] alapjan egy vakuumallapotid CFTy
részrendszer Osszefonddottsagi entrépidja d = péaros esetben a kovetkezo alakban irhato
fel:

A(DA R "
;d2) + 72 log 5 + Gtobbi (172)

Az kifejezés elsé S? tagja ardnyos a 0A feliilet A(OA) méretével. Esetiinkben, ellipszoid

S = S@ + Suni + Stébbi =m

alakt tartomanyra A(OA) ~ RY2Q4 5. A masodik S tag egy logaritmikus korrekcié,
amelynek v egyiitthat6ja univerzalis, vagyis nem fiigg a ¢ cutofftdl. [18] alapjan az elsé
és masodik tag v; és v, egyiitthatoja ardnyos a magasabb dimenzids a; trace anoméli-

Stijbbi

aval. olyan nem univerzdlis, fizikailag irrelevans tagokat tartalmaz, amelyek R/

alacsonyabb kitevojli hatvanyait tartalmazzak.

A (155) eredményt felhasznalva, a (171) Ryu-Takayanagi osszefiiggésen keresztiil 14t-
haté, hogy egy p; és p; null vektorok altal meghatarozott A C'F'T, részrendszer (amelynek

c /ey
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pen kaphaté meg:

Lo (=125 Ll (g 3)1) 2
uni — 1 g 1
ST = qanr (51 @-21 " \® (173)

Ahol az A részrendszerrel homolég €4 minimalis feliletet a p; - X = p; - X = 0 éltal

definialt kipok metszete adja. A feliilet méretét jellemzo R?j ekkor:

1

Ry = — (@i —wj) o (2; — ) (174)
Ahol:
L
= (2t = L0 ) (175)
b;

Vélasszunk ekkor ismét két R%? beli p; és py null, valamint egy Vi € AdSg,; vektort,
ahol d = paros. Ezek az elézd alfejezet alapjan egy AdSy.i-be dgyazott kétdimenzids
hiur szegmenst hatdroznak meg. A szegmens éleit a pq,po,p3,ps null, cstcsait pedig a
V1,V5,V3,Vy vektorok hatarozzak meg, ahol po,p3,V5,V3,Vy a p1,ps és Vi vektorokbol sza-

mithatok ki a (164) interpolaciés ansatz segitségével. A szegmens teriilete ekkor:

2 2
R14R23

A=17%1
8 R2,R2,

(176)

Tegyiik fel tovabbd, hogy a szegmenst definiald vektorokra teljestilnek a 3.2. fejezet fel-
tételei, vagyis ekkor egy idOszert szegmensrol beszéliink. A szegmens V;,V5, V3.V, cstcsai
tovabbra is a p; - X = 0 kiipokon helyezkednek el. Ezeknek a kupoknak a metszetei mi-
nimalis feliileteket hatdroznak meg, amelyek homolégok a hatdr S92 részrendszereivel.
Ezen részrendszerek osszefonddottségi entrépidja vakuum éllapotban (173) alaki. Innen
konnyen lathaté, hogy d = paros a szegmens teriilete és az 6sszefonddottsagi entropidk

kozott a kovetkezo kapcesolat all fonn:
AGHIP () (d-2)

A:<;mdW%%gﬁ3u_aﬁwm“®+5“@$—SMBQ—SWO%> (177)

Ez a dolgozatom legdltaldnosabb eredménye, amely d = paros esetén, az AdSq.1/CFT,
elméletben Gsszekapcsolja az idOszerti szegmentalt hirok geometridjat a hataron élo, va-
kuumaéllapotit CFT térszerii részrendszereinek Osszefonodottsagaval. A kapcsolatot az
AdS tér minimalis feliiletei adjék, amelyeket a p; - V; = 0 kényszerek definidlnak. A CFT
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6.4. SZEGMENTALT HUROK ES AZ OSSZEFONODOTTSAG KAPCSOLATA
PAROS DIMENZIOBAN

részrendszerek ezekkel a minimalis feliilettel homologok, a hur szegmens csicsai pedig

ezeken a feliileteken helyezkednek el.
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7. fejezet

Osszefoglalas

Dolgozatomban tehat az AdS térben terjed6 hurok, az AdS tér minimaélis feliiletei és a
hataron él6 CFT vakuumallapotanak sszefonddottsaga kozott allitottam fel kapcesolatot,
amely egy egyszerti példat arra, hogy bizonyos esetekben a téridé geometridja valoban
kapcsolatba hozhaté a kvantumos 6sszefonddottsaggal. A kapcsolat szerint az AdS térben
terjed6 kétdimenziés hirok teriilete aranyos az AdS tér hataran é16 vakuum allapota CF'T
az informacidelméletbol jol ismert kolesonos feltételes informaciot adja. Megmutattam,
hogy az Osszefliggések fenndlnak a statikus és nem statikus AdS3/CFT,, valamint az

AdSy11/CFT,; megfelelésben is abban az esetben, ha d = paros.

Mutattam tovabba példakat arra vonatkozoan, hogy a dolgozatban levezetett kapcso-
lat hogyan alkalmazhat6 a szegmentalt hurok és az Osszefondédottsag nyelvén. Ilyen volt
példaul a szegmensek teriiletének pozitivitasa és az erds szubadditivitas, valamint a huar
hatas varialasabol ad6dé Osszefliggés az osszefonddottsagi entrépidkra.

Dolgozatom eredményeit témavezetommel tovabb szeretnénk &altalanositani. A har
szegmenseket null vektorok definialjak, amelyek szoros kapcsolatban allnak a hatar ka-
uzalis gyémantjainak terével, az tgynevezett kinematikus térrel [19, 8]. Jelenleg a ki-
nematikus tér Gjrainterpretalasan dolgozunk a twisztor geometria segitségével. Ennek a
nézépontnak a segitségével lehetoség nyilik a hir szegmensek geometridja és az Gsszefo-
nodottsag kapcsolatanak mélyebb megértésére.

Az AdS/CFT megfelelésben a hatéron é16 C'FT vakuumadllapotdnak gerjesztéseit a
hatar konform transzformaciéi tartjak kézben. A dolgozatom eredményei alapjan lehetd-
ség nyilik megvizsgalni, hogy ezen gerjesztések hogyan hatnak az AdS tér beli szegmentalt

hirokra. [6] cikkben olyan szegmentalt hirokat vizsgaltak, amelyek egy kiilsé B térben

o4



mozognak. FEz a hatasban egy plusz tagként jelenik meg. Lehetséges, hogy a hatar
transzformaciéi a dudlis képben kapcsolatba hozhatok a hur hatasban szereplé tovabbi
jarulékokkal.

Az entrépiara vonatkozo egyenlétlenségeket is érdemes lehet tovabba megvizsgalni. In-
formacidelméletben kiillonb6z6 réndszerek osszefonddottsagi entropidinak bizonyos egyen-
16tlenségeket kell teljesiteniiik. Ilyen példaul a szubadditivitéas, erés szubadditivitas, vagy
az Araki-Lieb egyenl6tlenség [16]. Erdemes lehet megvizsgalni, hogy az egy szegmens
pozitivitasaval kapcsolatban allo erds szubadditivitdson kiviil milyen egyenl6tlenségek
allithatok kapcsolatba a szegmentalt hiarokkal.

Dolgozatom eredményeit a kari TDK utan publikalni szeretnénk. Tovabba az ered-

ményeit a [1, 6, 15] cikkek szerzéjével, Végh Daviddal szeretnénk kozosen altalanositani.
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Fiiggelék

A. Példa egy hur szegmensre

A kovetkezokben ismertetek egy példat egy AdSs beli hirszegmensre, amely teljesiti a

3.2. fejezet kauzalitasi feltételeit. Legyenek a kezdeti adatok:

Vi = L(—1,0,0,0)
P1 = L(O,C, - 670)
Ps = L(O757670>

(178)

Ahol ¢ € (0,1) és ¢ > 0. Ezek a vektorok kielégitik a Vi~ > 0, p; - psy és pyp; < O

feltételeket. Az (41) interpolaciés ansatzot felhaszndlva a maradék két null vektor a

kovezketo:
cc 1 1
—L -2, — - ———c0
b2 1+ cc ( T to “ )
cc 1 1
—L —2,—=—+4+¢=-+¢0
bs 1+c5< ’ N+C’6+C’)
A py ,p3 koordinatak:
c c
=1 —1)2 - _ 51 1)2
Ezek teljesitik a kovetkezo feltételeket:
cc cc
D, = —L2 — 2 < O T — 2 2 < 0
TPy = L? a (Gc+1)2>0 S © (c—1)>>0
P1Ps 1+ cc ’ P2 P4 1+ cc

(179)

(180)

(181)

(182)

(183)
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A. PELDA EGY HUR SZEGMENSRE

Tovabba a V5,V3,V, cstucsok:

Vo = L(—1,¢, — ¢,0) (184)
1

V3 = L1 n Cé(c,é +¢,¢ — ¢,0) (185)

Vi=L(1,6,0) (186)

Amelyekre hasonléan:

Vi =Ll—0)>0, Vi

=171 t90-9>0, Vi =LE+1)>0 (187)

A null vektorok felsd térrész beli iddszerti koordinatai:

0 1 0 c—1 0
P ot R R S A T

! 2 | g
j2 c—1 D3 c+1 Dy

iz

=L

Amelyek pedig kielégitik az utolsé feltételt, vagyis p?/py < p3/ps < pY/py < 05/p3 .

Erre a példara egyszerien meghatarozhatjuk a p; vektorok altal, a p; - X = 0 kény-
szeren keresztiil definidlt felsd térrészbeli kiipok kozéppontjait is. Ezeket éppen a p?/p;

hanyadosok adjak meg, vagyis a kozéppontok koordinatai:

c+1 c—1

ai ) az C_la as 6+17

ay, =L (189)
Ekkor a kupok altal meghatarozott 14,23,12,34 minimalis feliiletek idobeli elhelyezkedése
a t;; = 3(a; + a;) képlet alapjan a kovetkezo:

C
tag = L 1
=L (190)

1 /c—1 c+1
=0, ¢ :L( - > frp= —L—C
H “U27\e+1 -1 " c—1
Hasonléan meghatdrozhaték a minimalis feliiletek R;; = $|a; — a;| sugarai is:

1
Riy=L,  Rp=gL

1 1

c—1 c+1
c+1 c¢—1

Ez a példa jol szemlélteti azt, hogy mind a szegmentalt hirok, mind a minimélis feliiletek,
mind pedig a hatar nyelvén elegendé megadni hdrom kezdeti adatot (példaul a Vi,p1,ps
vektorokat) az altalunk vazolt megfeleltetésben. A maradék adatot pedig egyértelmiien

meghatarozza a hir mozgéasegyenlete a (41) interpolacis ansatzon keresztiil.
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FUGGELEK

A fejezetben emlitett példa a [6] cikk alapjan sziiletett, azonban a cikkben olvashatd
kezdeti feltételek alapjan meghatarozott szegmensnek a V) csiicsa més (az itteni példa

(—1)-szerese), igy az nem teljesiti a kauzalitasi feltételeket.
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