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1. Bevezetés

Napjaink fontos kutatési teriiletét képezi az alacsonydimenziés kvantummezo-elméletek
statisztikus vizsgalata, melyekben a kvantumos integralhatésag sokrétii kovetkezményei
tanulmanyozhatdk. Az integralhatosag szamos megkotést ad a rendszer egyenstilyi és
nemegyensulyi dinamikajara, melyek az integralhatosag megsértésével megsziinnek, és
kaotikus viselkedés lesz megfigyelhetd. Gyengén perturbalt rendszerek kaotikus dinami-
kajanak megértéséhez célszerti az adott perturbacio integralhatésdgsérto tulajdonsagait
megvizsgalni és karakterizalni.

Egy kvantumos rendszer integralhatosaganak lenyomatai megjelennek az energia-
spektrum statisztikus tulajdonsidgaiban. Az energiaspektrum integralhaté esetben Po-
isson [1, 2], nem-integralhat6 esetben (id6titkrézésre invarians Hamilton-operatort felté-
telezve) Wigner-Dyson eloszlast kovet [2, 3].

Véges térfogatban (L) egy integralhatdsagsértd perturbéciét bekapcsolva a Poisson és
Wigner-Dyson statisztikdk kozti atmenet folytonosan valosul meg, azaz arra szamitunk,
hogy van egy folytonos crossover a két statisztika kozott. A térfogatot névelve a cros-
sover egyre élesebb lesz, végtelen rendszerméret esetén akarmilyen kis nem-integralhato
perturbaciot bekapcsolva az atmenet hirtelen megtorténik. Véges térfogatban a statiszti-
kus atmenethez tartozik egy crossover csatolds. Ezen statisztikus atmenetet racsmodellek
esetén mar tanulméanyoztdk, mely soran megvizsgaltak a crossover csatolasokat a térfo-
gat fiiggvényében. Altaldnos vizsgdlatok mutatjék, hogy gap nélkiili rendszerre tipikusan
L—3-as térfogatskalazas adddik [1, 5], azonban 0j kutatdsok sordn taldltak olyan pertur-
bacidkat is, ahol ennél gyengébb, L2 illetve L '-es skdlazast tapasztaltak [0, 7]. A [0]
cikkben ezen feliill a gap-es esetet is megvizsgaltak, ahol szintén taldltak kiilonbséget bi-
zonyos perturbaciokhoz tartozo crossover csatolas véges-méret skaldzasai kozott. Mindez
motivalja, hogy az adott elmélethez tartozé perturbaciok integralhatésagsértésének erds-
ségét jellemezziik. Ezen dolgozat hasonld megfontolasok utjan halad, ijdonséga azonban,
hogy racsmodell helyett térelméletet vizsgalunk.

Alacsonydimenzios kvantumtérelméletek paradigmatikus példaja az 141 dimenzids
tomeges bozonikus mezéelmélet, mely egyszeri megfogalmazhatosaga ellenére mély bete-
kintést enged a kvantumtérelméletek komplex egyenstilyi és nemegyensulyi dinamikajaba.
A vizsgalataim alapjaul két nem-integralhaté perturbacio, a ¢* és ¢°® kdlesonhatésok szol-
galnak, melyek mind numerikus, mind analitikus eszkézokkel eredményesen kezelhetok.
A vizsgalt térelméletek spektrumanak kiszamitasahoz az tgynevezett csonkolt Hamiltoni
moédszert (Truncated Hamiltonian Approach, THA) haszndlom, mely egy, a Hilbert-tér
csonkoldsan alapulé nemperturbativ numerikus eljaras. A renormalasi csoport elgondola-
sait kovetve a THA pontossiga javithat, az erre vonatkozé szamitasok ¢*-elmélet esetén
a [3, 9] szakirodalmakban megtaldlhatok. Ezen szdmitasok kiterjesztése a ¢%-elméletre
fontos részét képezte a kutatdsomnak [10].

A dolgozat célja a ¢* és ¢ perturbacidk integralhatésdgsértésének osszehasonlita-
sa [11] a crossover csatolas véges-méret skalazdsa alapjan. Ehhez el6szér a 2. fejezet-
ben o6sszefoglaljuk az integralhato és nem-integralhato spektrumstatisztikakra vonatkozo
fobb gondolatokat, illetve kitériink azok numerikus karakterizélasara is. Fzt kdvetoen
a 3. fejezetben bemutatom a csonkolt Hamiltoni médszert és roviden szét ejtek annak
tobbek koézt bemutatom a renormélasi csoport megkozelitéssel meghatarozott ellentago-
kat és numerikusan demonstraljuk azok hatékonysagat. Végiil az 5. fejezetben végigjarjuk
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az integralhatosagsértés karakterizaciojara iranyulé modszertan 1épéseit, és ezeket meg-
valdsitva bemutatom és diszkutdlom a kapott eredményeket.
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2. Spektrumstatisztika

A kvantumos integralhatosag és kdosz vizsgalata egy aktivan kutatott, de, a klasszikus-
sal ellentétben, kevésbé kiforrott teriilet, és bar szdmos megkozelitése 1étezik [12], nincs
egységes, altalanosan elfogadott definiciéja. Dolgozatomban, Michael Berry elgondola-
sait kovetve, az integralhatésagot az energiaspektrum statisztikus tulajdonsagai alapjan
jellemzem. Ebben a fejezetben bemutatom az integralhato elméletek esetén jellemzo Ber-
ry—Tabor sejtést, valamint a kaotikus rendszerek statisztikus leirasara alkalmas random
matrix elmélet alapjait. A fejezet masodik részében sz6 lesz harom olyan mérdszamrol,
melyekkel a kvantumos integralhatdsag karakterizalhato, és melyek késébb a numerikus
vizsgalatok alapjait fogjak képezni.

2.1. Kvantumos integralhatésag és kaosz

A spektrumstatisztika vizsgalata érdekében mindenekel6tt kiilon kell valasztanunk a mo-
dellre jellemz6 szimmetridkhoz tartozd szimmetriaszektorokat. A vizsgalataink alapjaul
egy, a ,trividlis” szimmetridktdl (transzlacié-invariancia, diszkrét szimmetridk) mentes
szimmetriaszektor szolgal.

A kvantumos integralhatésiag - a klasszikushoz hasonléan - Osszefiiggésbe hozhaté
megfelel6 mennyiségli mozgéasallando jelenlétével. Ezek megléte miatt a spektrum egyes
energiaszintjei - mint valdszintiségi valtozok - nem csatolodhatnak, tehat statisztikus érte-
lemben fiiggetlenek. Kis energiaablakban vizsgalodva, ahol kozel allandé az allapotstiri-
ség, az egymastol fliggetleniil, véletlenszertien elhelyezett energiaszintek Poisson eloszlast
mutatnak - ez a Berry—Tabor sejtés [1, 2]. Ekkor a szomszédos energiaszintek tavolsaga
(AFE) exponencidlis eloszlasi

Proi(AE) oc e “AF, (2.1)

ahol w az allapotstiriiség. Megjegyezziik, hogy bar a Berry—Tabor sejtés nem bizonyitott,
mégis a legtobb sok szabadsagi fokt kvantumrendszerre jé statisztikus lefrast ad.

Nem-integralhaté modellek vizsgalatahoz Wigner és Dyson megkozelitését kovetjiik.
Tekintsiink egy kis energiaablakot, ahol az allapotsiiriség jo kozelitéssel allandd. Ek-
kor, egy altaldnosan valasztott bazisban felirva (tipikusan pozicié, vagy impulzus bézist
valasztva) a Hamilton-operator egy random maétrixként modellezhets. Mas szavakkal,
azt varjuk, hogy a spektrum statisztikus tulajdonsagai leirhatok random matrix elmélet
segitségével.

Az altalam vizsgalt tomeges bozonikus térelmélet Hamilton-operatora impulzus bazis-
ban felirva egy valds szimmetrikus matrix (idétiikrozésre invaridns). Kézenfekvo (széles
korben hasznélt, a bazisvektorokra nézve rotacio-invarians és numerikusan is jol kezelhe-
t6) valasztas a matrix (H) elemeinek, mint valdszintiségi valtozoknak egytittes eloszlasara
az ugynevezett normdalis ortogondlis sokasdg (Gaussian Orthogonality Ensemble, GOE)

1 2
P(H) x exp [_Qaz Tr (H ) : (2.2)
ahol egy a konstans, mely karakterizilja az energiaspektrum skalajat [2, 3]. Ekkor kisza-
mithat6 az energiaspektrum elemeinek ({£;}) egyiittes eloszlasa
P({E;}) o< [T1E: — E;| [T e ", (2.3)
i<j k
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melyet Wigner-Dyson eloszlasnak neveziink. Ennek ismeretében a szomszédos energia-
szintek tavolsidganak (s = wAFE) eloszlasara az alabbi kozelité képletet irhatjuk fel

Poog(s) = Ts exp (—W.SQ) , (2.4)
2 4
mely formulat Wigner-surmise-nak ( Wigner-feltevésnek) hivunk.

Megjegyezziik, hogy a (2.3) eloszlas szdamos kvantumos rendszerben megfigyelhets. A
legismertebb, természetben is fellelhet6 példaja a nehéz atommagok spektrumai. Emellett
szamos olyan kvantumos rendszerre, melynek klasszikus megfeleloje kaotikus, megmutat-
tak, hogy szintén Wigner—Dyson spektrumstatisztikat mutatnak. Mindezek alapjan jol
motivalt, hogy (valés Hamilton-operatorokkal leirhaté rendszerekre) ezen spektrumsta-
tisztikat azonositsuk a nem-integralhato viselkedéssel.

A leirtak alapjan vildgos, hogy lényeges kiilonbséget varunk integralhaté és nem-
integralhaté elméletek spektrumainak statisztikus tulajdonsdgai kozt. Erdemes kiilon
megemliteni a (2.1) és (2.4) eloszldasok AE — 0 hatéresetét, ahol elébbi 1-hez, utébbi
0-hoz tart. Integralhaté esetben ugyanis az energiaszinteket egy, a rendszerre jellemzo
paraméter (példdul a térfogat) fiiggvényében dbrazolva - mivel egymadstdl fiiggetlenek -
szint-keresztezddéseket (level-crossings) kapunk. Azonban, nem-integralhaté perturba-
ciét bekapcesolva ezen degeneralt pontok felhasadnak, és szint-elkeriilések lesznek megfi-
gyelhetdk.

Végezetiil szot kell ejteniink a (2.2) eloszlas, mint kozelités helyességérél és teljesi-
toképességérol. A vizsgdlt kvantumtérelméletben a Hamilton-operator lokalis operéato-
rok integraljaként all el6. A lokalitas miatt tehat - legalabbis koordinata bazisban - a
Hamilton-operatort egy ritka madtrizként (sparse matrix) reprezentalhatjuk, azaz az ele-
mei tilnyomé tobbsége nulla értéket vesz fel. A [3] cikkben megmutatték, hogy ezen
feltétel mellett a (2.3) eloszlas csak a spektrum ,kézepén” hasznélhaté, a spektrum szélei
ettdl eltérnek. Ezen megkotés ugyanakkor vildgos, hiszen lokalis elméletek legalacso-
nyabb gerjesztései kvazirészecskék formajaban valésulnak meg, melyek struktirdja nem
a GOE-eloszlast koveti. A spektrum fels6 hatarat - mint azt késobb latni fogjuk - egy,
a numerikus szamitdsokhoz sziikséges levagasi energia fogja meghatarozni, melyhez ko-
zeli energiaszintek a pontatlansdguk miatt nem megbizhaték. Igy ezek tudatdban kell a
vizsgalando energiaablakot megvalasztani.

2.2. A spektrumstatisztika vizsgalata

Az el6zo fejezetben lathattuk az integralhaté és nem-integralhatoé rendszerekre elvart
spektrumstatisztikat. A vizsgalédasunk koézéppontjaban az integralhatésag megsértése
all, melyre a spektrumstatisztikdk nyelvén egy Poisson és Wigner—Dyson kozti crossover-
t varunk. Ezen crossover karakterizalasara olyan mérdszamokra van sziikség, melyek egy
spektrumhoz hozzarendelnek egy, az adott rendszer integralhatésagara jellemzo szamot.
Ezen mérészam definidlasa nem egyértelmii, ezért a kiértékelés sordan harom kiilonb6zot
is alkalmazok, melyeket most roviden ismertetek.

2.2.1. Brody-eloszlas

A probléma egyik kézenfekvo megkozelitése a szomszédos energiaszintek kozti tavolsag
eloszlasanak vizsgalata. Ehhez a spektrum szinttavolsagaibol hisztogramot készitiink,
melyet (2.1) és (2.4) eloszlasokkal vetiink Ossze.
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A hisztogram értékelésének egy modja lehet az ugynevezett Brody-eloszlas illesztése
[1], mely alakja a kovetkez6:

Ps(s) = (B + 1)bs” exp (—b36“> : (2.5)
ahol
B B_+_2 B+1
r(22)” -

A Brody-eloszlas a § paraméter fliggvényében interpolal a Poisson és a Wigner-surmise
kozott (elébbi = 0, utébbi = 1-nek felel meg), mely paraméter fiiggvényillesztéssel
meghatarozhato.

2.2.2. Az n paraméter

Az el6z6 gondolatmenethez hasonlé moédon itt is a szinttavolsigok eloszlasat vessziik
alapul, melyet jeloljunk P(s)-sel. Ekkor vezessiik be kévetkez6 paramétert [1, 13]

)= Jo© ds|P(s) — Ppoi(s)]
Jo© ds|Paor(s) — Prai(s)]

A Brody-eloszlas g paraméteréhez hasonlé médon, n = 0 a Poisson, mig n = 1 a Wigner-
surmise-nak felel meg.

(2.7)

2.2.3. Egymast kovet6 szintaranyok

Az egymast kovetd szintaranyok (consecutive level ratios) vizsgélata egy mésik megko-
zelités, melyet a [11] cikk motival. Jelolje az egyes (normalt) szinttavolsdgokat s, =
w(FE,)AE,, ekkor bevezetjik a kovetkez$ mennyiségeket

Sn

Ty 1= , Tpi=min(ry, 1/r,). (2.8)
Sp—1

Az 7 paramétert az Osszes energiaszintre kidtlagoljuk, és az igy kapott (7) paraméterrel
jellemezziik a spektrumot; vilagos, hogy 0 < (7) < 1.

Integralhaté esetben, exponencidlis eloszlast feltételezve, () érték kénnyen szédmolha-
to

(Fpoi) = 2log(2) — 1 ~ 0.386. (2.9)
Nem-integralhat6 esetben a szamitasok kevésbé trividlisak, (2.3)-bdl levezethetd [15]
(Faor) = 4 — 2v/3 ~ 0.534. (2.10)

Ezen mérészam tehat szintén karakterizalja az integralhatd - nem-integralhatd atmene-
tet, mely hatéresetek az (Tpy;) illetve (Fgog) értékeknek felelek meg. Az [(Tpoi), (Tpoi)]
tartomanyt a [0,1] intervallumra affin médon leképezhetjiik, az igy kapott (7) értékek
az el6z6 két paraméterrel jol 6sszehasonlithatok. Megjegyezziik, hogy () a spektrumbdl
direkt médon szamolhaté, elénye, hogy nem kell hisztogramot késziteni (melyb6l szamolt
mennyiségek figghetnek a bin-szélességtol).
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3. Csonkolt Hamiltoni modszer

Ebben a fejezetben roviden ismertetem az dltalam hasznalt kvantumtérelméleti modellt,
illetve azt a numerikus eljarast, mellyel az szamitasokat végeztem. El6szor bemutatom
a szabad tomeges skalarmezo-elméletet és a hozza tartozo, a numerikus szamitasokhoz is
haszndlt bozonikus bazist. Sz6 lesz a csonkolasi eljarasrol, illetve a szimmetriaszektorok
megfelel6 megvalasztasarol. Végezetil roviden Osszefoglalom a numerikus eljaras fobb
elemeit és sarokkoveit. Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban természetes mértékegy-
ségekben dolgozunk: ¢ = h = 1.

3.1. Szabad bozonikus bazis és csonkolas

A szabad tomeges skalarmezd-elmélet Hamilton-operatora

Hy = ;/dx : ((8¢)2 + m2¢2) - (3.1)

Annak érdekében, hogy diszkrét spektrumot kapjunk, az elméletet véges térfogatban (L)
tekintjiik, ekkor az elébbi kifejezésben szerepld integralt a [0,L] intervallumon értjik. A
térfogatra periodikus hatarfeltételeket szabunk ki, mellyel az egyrészecske sajatallapotok
' /\/L alakiiak leszenek, ahol p, = 27k /L és k € Z. Véges térfogatban a kvantummezé-
operator a kovetkezo alakba irhato

¢<x>=2#

D (akeip’“r + aLe_ip’“z> , (3.2)
P

ahol w, = v/m? + p?, valamint az az és ay a szokasos bozonikus kelto és eltiinteté opera-
torok:

[ak,al] = O, [ak,aﬂ = 5kl- (33)

A (3.1) kifejezésben a : - : ezen ay, és az operatorokra vonatkoz6 normalrendezést jelo-
li, mellyel a szabad elmélet Hamilton-operatora atirhaté Hy = >, wpkaLak alakba. Az
a,t illetve ap operatorra tekinthetiink tigy, mint amely egy p, impulzustu részecskét kelt
illetve eltiintet. Ekkor a Hamilton-operator sajatallapotai felirhatok a betoltési szam
reprezentacio segitségével

|...,n_1,n0,n1,...>, (34)

ahol n, € N (és k € Z). Egy ilyen allapoton a kelt§ és eltiinteté operatorok hatésa a
kovetkezo

VNgl,ng — 1,...) , hang >0,
g |-ey Mpyen) = { “ (]k / ha n::O (3.5)

illetve
ablo ) = Vg + 1o + 1,0, (3.6)

A numerikus megkozelités alapvetd elgondolasa, hogy a Hamilton-operatort a Hy sa-
jatbazisaban, mint matrix kezeljiik. Hogy a matrix numerikusan kezelheto legyen, a
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bézisbdl csak véges sok elemet tartunk meg. Ehhez kijeloliink egy tgynevezett levagasi
energiat (A), és csak azon baziselemeket tartjuk meg, melyek H, sajatenergiajuk kisebb,
mint A, azaz (3.4) alakt vektorok esetén

Ey =Y ngwy, < A (3.7)
k

Tehat ezen levagasi energia alapjan csonkoljuk a Hilbert-teret. A csonkolt bazisban
a Hamilton-operédtort egy (véges) matrixként reprezentalhatjuk, melyet diagonalizilva
megkapjuk az energiaspektrumot. Megjegyezziik, hogy a csonkolas értelemszertien vala-
melyest befolyasolja a spektrumot, ennek pontossagaval és fejlesztésével az 5. fejezetben
foglalkozunk.

A rendszer rendelkezik bizonyos szimmetridkkal, melyek felosztjak az &allapotteret
szimmetriaszektorokra. Ezen szimmetriaszektorok kozt a Hamilton-operator nem koz-
vetit, azaz a szektorokra nézve blokk-diagonalis. A diagonalizalast célszeri egyetlen ilyen
blokkra elvégezni, ezért a tovabbiakban kivalasztunk egy szimmetriaszektort, melyben
vizsgalédunk. Megjegyezziik, hogy az el6z6 fejezet spektrumstatisztikaval kapcsolatos
megfontolasai is csupan egy, teljesen redukalt szimmetriaszektorra alljak meg a helyii-
ket. A tovabbiakban azon szimmetriaszektort vizsgaljuk, melynek a szabad vakuum
|0) =...,0,0,0,...) is eleme.

Az altalunk vizsgalt Hamilton-operatorok felirhatok a kovetkezo alakba

Hy+ Y g0V, (3.8)

ahol n péaros (egész) szam (a numerikus vizsgalatok sordn 0 < n < 6), a g,-ek az tgyne-
vezett csatoldsok (couplings), melyek karakterizaljak a V;, kolcsonhatasok erdsségét, mely
kolesonhatasokat a kovetkezoképpen definialjuk

Vo = /d:z: ()" - (3.9)

Az igy kapott teljes Hamilton-operatorhoz harom kiilénb6z6 szimmetria tartozik.
Az els6 az impulzusmegmaradas, mely felosztja a szabad bézist a

k

sajatértékekhez tartozo impulzusszektorokra. A szamolasok soran a P = 0-ds szektorban
dolgozunk.

A masodik szimmetria a paritds, mely az x — —x szimmetriabdl adodik, és melyhez
tartozo reprezentans operator a baziselemeken

P|...,n,1,n0,n1, > = |...,n1,n0,n,1, > (311)

médon hat. Ezen operator két sajatértéke a +1, melynek megfelelden az allapotteret két
részre, egy szimmetrikus (+1) és egy antiszimmetrikus (—1) részre osztja. A szdmolasok
soran a szimmetrikus altérben dolgozunk.

Az utolsé szimmetria a ¢ — —¢, az ugynevezett Z, szimmetria, mely abbdl adodik,
hogy a ¢ mezonek csak paros hatvanyai jelennek meg a Hamilton-operatorban. Ehhez
a szimmetridhoz is két sajataltér tartozik: a paros és paratlan részecskeszamu szimmet-
riaszektor. A szamitdsok soran a paros részecskeszamu altérben dolgozunk, kivéve a 4.3.
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fejezetben, ahol a fizikai tomeg korrekcidjanak szamitasahoz mindkét szektort figyelembe
kell venniink.

Végiil megjegyezziik, hogy a végtelen térfogatil elmélet fizikai szempontbdl ekvivalens
megszoritasa véges térfogatra maga utan von bizonyos véges-méret korrekciokat, melyek
hozzdad6dnak a (naiv) Hamilton-operatorhoz [3, 10]. Ezen korrekcidk azonban a rend-
szerméret novelésével exponencidlisan lecsengenek, az altalunk vizsgalt térfogatokon a
jarulékuk elhanyagolhato.

3.2. Numerikus megvalésitas

A numerikus implementacié els6 1épése a szabad bozonikus béazis generalasa. Adott rend-
szerméret (L) és levagasi energia (A) mellett a megfelel6 szimmetriaszektor csonkolt ba-
zisanak meghatarozasa egy kombinatorikai feladat. A 3.1. tdblazatban Osszefoglaltuk a
szabad bozonikus béazis méretét néhany levagasi energian és térfogaton. Lathato, hogy
mind a térfogattal, mind a leviagési energidval a bazis szamossaga jelentésen (kozel expo-
nencidlisan) né.

mL \ A/m 6 9 12 16 20
8 10 40 152 792 3774
12 19 | 112 617 5267 38617
16 30 | 263 | 2031 25484 259434
24 69 | 1076 | 13846 | 314359 | 5406267
30 116 | 2550 | 44817 | 1449230 | 34289883

3.1. tablazat. A szimmetrizalt szabad bozon bézis szdmossdga kiillonb6z6 levagasi ener-
gidkon és térfogatokon.

A kovetkezd 1épés a Hy és a V,, operatorok matrixainak meghatarozasa. A Hy matrix a
sajatbazisaban - értelemszertien - diagonalis, igy annak inicializdlasa trividlis. A futasido
optimalizalasa érdekében V,, kolcsonhatasok matrixelemeinek meghatarozasahoz elészor

3 () B SR S | LN |

k1<...<kj kp41<...<kn I1; QLkai j=l+1
(3.12)

kifejezés matrixelemeit hatarozzuk meg, ahol f(ky,....k;) a ki,...,k, indexek lehetséges
permutaciéinak szama, valamint oy = 1/2, ha [ =n/2, és a = 1 egyébként. Ekkor

V, =V, + V! (3.13)

alapjan a V,, matrix mar egyszertien adodik. Megjegyezziik, hogy ezek tgynevezett ritka
(sparse) matrixok, vagyis elemeinek tilnyomé része 0.

A bézisgenerdlasra és a Hy valamint az dltalanos V,, métrixelemek inicializédlasara cpp-
ben kédot irtam. A kapott matrixok diagonalizalasdhoz Matlab-ot hasznaltam. Megje-
gyezzik, hogy a szamitasok idéigény szempontjabol dominans része a diagonalizalas (még
a Vg matrix inicializalasa mellett is).
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4. THA konvergenciajanak vizsgalata és fejlesztése

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a csonkolt Hamiltoni mddszer pontossagat a levagasi
energia fliggvényében. ElOszor szot ejtek a ¢"-tipust elméletek szuperrenorméalhatosa-
gardl és a divergenciak elkeriilésérdl. Ezt kovetéen a renormélasi csoport elgondolasait
kovetve megvizsgaljuk, hogyan lehet az eredmények levagasi energiatol valo fiiggését csok-
kenteni a Hamilton-operatorhoz hozzaadott ellentagok segitségével. Végezetiil a modszert
numerikus tesztelésnek vetjiik ala, mely soran megvizsgaljuk a vakuumenergia-siiriiség és
a fizikai tomeg korrekcidjanak pontossidgat a levagasi energia fiiggvényében.

4.1. Renormalhatésag

A 3. fejezetben bemutattuk a szabad elméletet és azt a bozonikus bazist, mellyel a nume-
rikus szamitdasok soran dolgozunk. A vizsgalatunk célja feltérképezni a szabad Hamilton-
operatorhoz (Hy) hozzdadott nem-integralhaté perturbéciok (V) hatasat az energiaspekt-
rumra. FEzen a ponton azonban érdemes ramutatni, hogy szamos kvantumtérelméleti
modell esetében naivan 6sszeadva a Hy és V' operdtorokat bizonyos fizikai mennyiségek-
re az elmélet divergens értéket josol. Ezen divergenciak kikiiszobolésére szamos eszkoz
és modszertan 1étezik melyeket 6sszefoglalva renormalasnak neveziink. A modell renor-
malhatésaganak megértése tehat alapveto fontossagi, hogy a szamitasok soran értelmes
eredményre juthassunk.
Tekintsiik a kdvetkezd kolecsonhatast n pozitiv egész szam esetén

V, = /d:c (b)) : . (4.1)

Ezen operatorral perturbalt bozonikus térelméletet ¢™-elméletnek nevezziik. A numerikus
szamitasok soran az n = 4 és n = 6 esetekkel foglalkozunk, egyelére azonban vizsgalod-
junk altaldnosan. Perturbativ megkozelitést alkalmazva, a modell renorméalhatésagat
karakterizalhatjuk a divergens Feynman diagrammok klasszifikalasaval [16]. A diagram-
mokban a divergencia abbdl adddik, hogy a d*p integrdlok jaruléka az UV (|p| — o0)
tartomanyban nem konvergens. (Tomeges mezdelméletben IR divergencidk nem lépnek
fel.) Tekintstink egy altaldnos Feynman-diagrammot, jelélje V' a csticsok, P pedig a pro-
pagatorok szaméat. Ekkor a diagramban 1év6 hurkok szama (azaz a kényszerfeltételek
mellett megmaradt d?p integralok szdma)

L=P—-V+1. (4.2)

Az integralok az impulzus masodik (azaz a téridé dimenzidjaval), mig a propagatorok az
impulzus —2. hatvanyaval skalazodnak (a csicsok és kiils6 labak jaruléka nem befolyasolja
a konvergenciat). Adott diagram esetén definialjuk az tgynevezett divergencia-mértéket
(D) (degree of divergence) az integralokra és propagéatorokra osszegezve a skalazo hatva-
nyokat:

D =2L—2P=2-2V. (4.3)

Egy Feynman diagram pontosan akkor konvergens, ha a ra és minden al-diagramjara
jellemzo divergencia-mérték kisebb, mint nulla. Lathatjuk tehat, hogy azon diagrammok,
melyekben a cstucsok szama legalabb kettd, konvergensek maradnak. Egyediil azokban
fordul el6 divergencia, melyekben egy cstcs van és legalabb egy hurok. Ez azt jelenti,
hogy csak azon diagrammok lesznek divergensek, melyekben van olyan propagator, amely
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onmagaval kot Ossze egy cstuicsot. Vegytiik észre azonban, hogy éppen ezen diagrammokat
zarjuk ki, ha, (4.1)-nek megfeleléen, normalrendezést irunk el a ¢" operatorra. FEz
esetben tehat nincs divergens diagram, igy joggal varhatjuk, hogy a V,, kdlecsonhatasok
véges korrekcioval jarulnak hozza a kiszamitani kivant fizikai mennyiségekhez.

Azon kvantumtérelméleti modelleket, melyekben a divergencidk csak a perturbacio-
szamitas véges rendjéig fordulnak elo, és igy a ¢ tetszoleges hatvanyat, szuperrenormal-
haténak nevezziik. Megjegyezziik, hogy ezen tulajdonsiagban fontos szerepet jatszik, hogy
1+1 dimenziés mezdelmélettel dolgozunk.

A ¢"-elméletek szuperrenormalhatosaga ekvivalens azzal, hogy az adott V,, a renor-
maldsi csoport értelmezésében egy relevins operator. A leviagasi energia novelése, az
elmélet fizikai tulajdonsagait megtartva, korrekciokat ad a kolcsonhatashoz; ezen proce-
didra a csatolasok terében egy folyamot indukél (renormalization group flow). A levagasi
energia valtoztatasa tehat a csatolasok atskalazasaval ekvivalens, melyek vezet6 rendjérol
megmutathato, hogy fiiggetlen a kiszamitasara alkalmazott sématol. A tovabbiakban a
végtelen levagasi energidhoz tartozo elméletet tekintjiik egzaktnak. A véges levagasbol
adddo vezeto rendii korrekcidokat a kovetkezo fejezetrészben mutatjuk be.

4.2. Vezetd rendii korrekcidk a ¢* és ¢° elméletben

Térjiink most ra tehat a THA levagasfiiggésének vizsgalatara. A csonkolt Hamilton-
operator spektruma dltaldban (ha van csatolds az alacsony- és nagyenergias baziselemek
kozott) eltér az egzakt spektrum alacsonyenergids részétol. Az eléz fejezetrészben azon-
ban lathattuk, hogy a szamitasok konvergensek az UV tartoméanyban, igy arra szamitunk,
hogy, a levagasi energiat (A) novelve, a kapott sajatenergidk valamilyen véges értékek-
hez tartanak. Ebben a fejezetrészben megvizsgaljuk ezen konvergencia sebességét, és
bemutatok egy eljarast annak fejlesztésére.

Jelolje H a teljes Hilbert-teret, melyet a csonkoldssal két részre, egy alacsony- (H;) és
nagyenergias (Hy,) részre osztunk: H = H; ®Hy,. Jelolje tovabba H a teljes Hilbert-téren
haté Hamilton-operatort. Ekkor a

Hig = Ee (4.4)

alaku sajatértékegyenletet a H; és H;, alterekre felbontva a kovetkezo alakba irhatjuk

Hy Hp\ (e ey
Tl =£ . 4.5
(th Hyp ) \Yepn Ve n (4.5)
Vildgos, hogy Hj nem mads, mint a csonkolt Hamilton-operator (Hiyu,). Most tegytik fel,

hogy H-t felirhatjuk Hy+V alakba, ahol Hy diagonalis. Ekkor, az el6z6 egyenletrendszert
az alacsonyenergias spektrumra rendezve, a kovetkezot kapjuk

(Htrun + AH)wE,l = 52/}5,17 ahol (46)
AH = —Viy,(Hy+ Vi — E) Wiy = —Vin(Ho — ) Vi + O(V3). (4.7)

Tehat, hogy visszakapjuk az eredeti £ sajatértéket, a csonkolt Hamilton-operatorhoz
hozzé kell adnunk egy korrekciés tagot (AH).
Tegyiik fel, hogy a kolcsonhatas

V=> g.Va (4.8)

10
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alakid, ahol a V,, operatorokat a (4.1) egyenlet definidlja. Ekkor a AH operator vezet&
rendi jaruléka a kovetkezo

- Z Rk Vk y ahol

(4.9)
K = Zgngm/ dEunmk )

n>m

A ¢?, ¢ és ¢° kolesonhatdshoz tartozd pim., fiiggvényeket (4.10)-ben foglaltuk dssze ([10]-
nak megfelelden). A részletes szamitdsok és a fin,x fliggvények dltaldnos definiciéja meg-
taldlhato [] és [10]-ben.

1
M220(E) = TE2
jaso(E) = 7r33Ez [6(log B/m)? — 7;2 ] |
675 4 T 9 m
) = 54 Q0w /)’ = T o Bfm)? + 20(3) o B +
12
M422(E) = TE2
faaz(E) = 772 ]igg;/m7
pea2(E) = W?%Q [6(log E/m)? — W;]
tes2(E) = ;fzg [2(logE/m)3 7;2 log E/m + ((3 )1 (4.10)
30
pe2a(E) = 7%%27
prasa(E) = <E2
peas(E) = 72071T(;gE§/m’
pees(E) = 72722 [6(log E/m)? — 7;2] ,
180
peas(E) = TE2
pess (E) = 180()73;)25/7”,
225
poes (E) = TE2

Vegytik észre, hogy AH fiugg E-t6l. Egyetlen sajatérték kiszamitasa esetén E-t (itera-
tiv médon) meghatarozhatjuk, azonban nincs direkt analégia abban az esetben, ha tébb
sajatértéket szeretnénk egyszerre kiszamolni. Azonban az eljards azon sajatértékek meg-
hatarozasahoz is jol hasznalhatd, melyek £ kozelében vannak, ezért, amikor a szamitasok
soran egy vékony energiaablakban 1év6 sajatértékeket szeretnénk meghatarozni, £-t az
energiaablak kozepének valasztjuk.

11
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Lathatjuk, hogy a AH vezetd rendi jaruléka O(g?/A?) szerint skalazodik. Megje-
gyezziik azonban, hogy a (4.9)-ben megadott kifejezés nem a teljes O(g?)-es korrekcié. A
csonkolds sérti a lokalitdst, igy ez a tulajdonsag (€-n til is) megjelenik az ellentagokban
is: esetiinkben a vezet$ rendil taghoz képest egy m/A rendii jarulékként. Azonban ezen
extra korrekciok a levagési energidhoz kozeli tartomanyon komplikacidkat okoznak (A ko-
zelében divergdlnak, lasd: [10]), ezért a szdmitdsaim sordn ezeket nem vettem figyelembe.

4.3. Az ellentagok numerikus ellenorzése

Az el6zéekben lathattuk a csonkolt Hamiltoni médszert és annak fejlesztési lehetéségeit.
Ebben a fejezetrészben a THA-t numerikus vizsgalatnak vetjiik ald demonstralva annak
pontossdgat és az ellentagok sziikségességét. A ¢-elmélet esetén a csonkolt Hamilto-
ni médszert mar részletesen megvizsgaltdk [, 10, 17], ezért most a ¢ perturbaciéval
foglalkozunk.

A ¢° elmélet Hamilton operatora

H:H0+g6/dx:(¢(x))6 . (4.11)

A csonkolt Hamiltoni médszerrel kiszamoltam m L = 10-es térfogatban a vakuumenergiat
(a spektrum legkisebb eleme, Ej) és a fizikai tomeget (a vakuumenergia és a legkisebb
gerjesztett allapot kozotti gap, M) a g¢ csatoldsi dlland6 fiiggvényében. A szémitdso-
kat elvégeztem az ellentagok nélkili, ,csupasz” (bare), illetve az ellentagokkal javitott
Hamilton-operatorral is. Az eredményeket a 4.1. abran szemléltettem. A vakuumener-
gia és fizikai tomeg korrekciéjat analitikus modon, perturbacidészamitas segitségével is
megkaphatjuk. Az A. fliggelékben bemutatom a vezetd rendii korrekciok kiszamitasa-
ra vonatkoz6 szamolasokat, az igy kapott eredmények szintén szerepelnek az abran. A
perturbacioszamitast elvégezhetjik tovabba numerikusan is, a ggVs és az ellentagokat
tekintve perturbal6 operatornak (V). Ekkor V-t numerikusan inicializaljuk, de Hy + V/
egzakt diagonalizalasa helyett az

@ _ 5(0) [(er|V]es)
B =BT +lelVied+ 2 TG o
k

k:E,iO)<A J

(4.12)

méasodrendi perturbdciészamitas szerint szamoljuk ki az energiakorrekcidkat (ahol A a
levagési energia, E](O) a j-edik H, sajatérték és |p;) a hozza tartozoé sajatvektor). Az igy
kapott vdkuumenergia és témegkorrekeiét szintén feltiintettiik az dbran (O(g?)).

Lathatjuk, hogy a renormalt THA, illetve az analitikus és numerikus perturbaci6sza-
mitas eredményei j6 egyezést mutatnak, mely meger0Ositi a szamitasaink helyességét. A
nem-renormalt eset azonban jelentds eltérést mutat, mely indokoltté teszik az ellentagok
hasznalatat, illetve jelzi azok teljesitOképességét.

Végezetill 6sszehasonlitjuk két kozeli leviagasi energian (A; = 24m és Ay = 25m)
kapott vakuumenergiak és tomegkorrekciok kozotti kiilonbségeket renormalt és nem-
renormalt THA mellett. Az mL = 10-es térfogaton szamolt kiillonbséget a kolesonhatas
erossége fiiggvényében a 4.2. dbran szemléltettem. Lathatjuk mindkét esetben, hogy a re-
normalt THA-bOl kapott eredmények kortilbeliil egy nagysagrenddel kevésbé érzékenyek
a levagési energia valtoztatasara, mint a nem renormaéltak.

Tehat numerikusan is megerdsithetjiik, hogy, az el6z6 fejezetrészben leirtakkal 6ssz-
hangban, a renormalasi csoport megkozelitéssel kapott ellentagok javitjak a levagasi ener-
gia fiiggvényében vett konvergenciat és igy novelik a kapott eredmények pontossigat.

12
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4.1. abra. A vdkuumenergia (Ej) és a fizikai tomeg (M) renormalt (Renorm) és nem re-
normélt (Bare) THA-val, illetve analitikus (Pert) valamint numerikus (O(g?)) perturbé-
cidszamitassal a gg csatolds fiiggvényében. Rendszerméret: mL = 10, THA levagasi ener-
gia: A = 25m, numerikus perturbacidészamitasnal hasznalt levagési energia: A = 7.5m; £
paramétert 0.0m és 1.0m-nek valasztottuk a megfelel sajatértékek szamitasahoz.

1075 = ‘
|- Bare 1 E - Bare E
106 || @ Renorm | | -®- Renorm :
10701
£ &2 z
< 107 L s f
< 1 <1007 E
1078 1 E E E
1078 1 E
| (| B | (| B
1073 1072 1073 1072

96/m2 96/m2

4.2. abra. Ay = 24m és Ay = 25m levagasi energidk mellett szamolt vikuumenergia és
tomegkorrekcié killonbségek (AE, = |ES? — E)Y| és AM = |M*2 — M™|) renormalt
(Renorm) és nem renormalt (Bare) THA-val szdmolva a gg csatolas fiiggvényében.

13



TDK dolgozat Fitos Bence

5. Spektrumstatisztika numerikus vizsgalata

A 2. fejezetben targyaltuk az integralhatosag és a spektrumstatisztika kapcsolatat, mely
megfontolasokra alapozva most megvizsgaljuk az integralhatosag sérilését. A numerikus
szamitasokhoz az el6z6 fejezetekben targyalt csonkolt Hamiltoni modszert hasznalom.
El6szor ismertetem az integralhatosagsértés kvantitativ leirdsara vonatkoz6é megfonto-
lasokat, alkalmazva a 2.2. fejezetben bevezetett mérészamokat. A kozponti kérdés az
integralhatosagsértd viselkedés rendszerméret-fiiggése, mely karakterizalasahoz tobb 1é-
pésben jutunk el. Ezt kévetéen bemutatom a kapott eredményeket, melyek segitségével
osszehasonlitjuk a ¢* és ¢° perturbacidk integralhatdésagsértésének erdsségét. Végezetiil
diszkutalom a modszer hatékonysagat és teljesitoképességét ezen problémakor vizsgala-
tara vonatkozoan.

5.1. Mddszertan

A 2. fejezetben lathattuk, hogy integralhaté elméletek spektruma Poisson, mig nem
integralhato elméleteké Wigner-Dyson statisztikat kovet. Véges rendszerekben, nem-
integralhato perturbéaciot bekapcsolva, a két statisztika kozotti atmenet folytonosan va-
l6sul meg. A [6] cikk motivéalja, hogy ezen perturbaciok integralhatdsdgsértésének erds-
ségét karakterizaljuk, melyet a Poisson és Wigner-Dyson statisztikak kozti atmenetek
rendszermérettel vald skaldzésa alapjan tesziink meg.

Ezen atmenet térfogatfiiggésének karakterizaldsa tobblépéses folyamat, melyet az 5.1.
folyamatabra szemléltet. El6szor a spektrumbdl kiszamoljuk a 2.2. fejezetben bevezetett
B, n és (') paramétereket. Ezt kovetéen meghatarozzuk az adott térfogathoz tartozé cros-
sover csatolast (g.), melynek a térfogatfiiggését vizsgdlva megkapjuk a térfogat-skalazést
karakterizal6 b paramétert (melyet az (5.2) egyenletben definidlunk).

@@
[ THA ]—{ Spektrum ]—{Hisztogram]—{ n ]—: gl H b |
{oH o H v ]

5.1. abra. A b skalazasi paraméter meghatarozasanak folyamatabraja.

Els6 1épésként tehat a THA segitségével kiszamoljuk a spektrumot egy adott energia-
ablakban. Az ellentagokhoz hasznalt £ paramétert az energiaablak kozepének valasztjuk,
igy maximalizalva a pontossagot. Lathatjuk, hogy egy vizsgaland6 spektrum a kdvetke-
76 paraméterektdl fiigg: a rendszermérettdl (mL), a csatoldsi allandotol (gy/m? illetve
gs/m?), a levagasi energidtol (A/m) és a valasztott energiaablaktdl ([Ey/m,FEy/m]). Meg-
jegyezziik, hogy a spektrum szamolasanal elsé 1épésként a vakuumenergiat hatarozzuk
meg, a tovabbiakban ezt tekintjiik a 0 szintnek. Tehat a definialt energiaablak hatarai a
vakuumenergidhoz viszonyitva értenddk.

Elevenitsiik fel a 2.2. fejezetben bevezetett mérészamokat. A Brody-eloszlas és az
n paraméterek kiszamitasahoz el6szor egy hisztogramot kell késziteniink a szomszédos
energiaszintek tavolsagabdl. Megjegyezziik, hogy az energiaablakra vonatkozé homogén

14



TDK dolgozat Fitos Bence

allapotstiriiség kozelités nem lesz tarthatd. Ennek oka, hogy ellenkezo esetben vagy olyan
szik tartomanyt kéne valasztanunk, melyben nincs elegendo6 allapot a statisztikus vizs-
galatokhoz, vagy olyan magas energiaszinten kéne vizsgalodni, amely numerikusan nem
kivitelezhet6. Mindazonaltal szélesebb energiaablak esetén is elkészitheté a statisztika,
ekkor azonban a hisztogramot a w(E;)AE; értékekbdl kell késziteni, azaz az egyes szint-
tavolsagokat (AE;) normalni kell a lokalis allapotstirtiséggel (w(E;)). Az allapotstirtiség
kiszamitasdhoz a diszkrét spektrumot egy Gauss fiiggvénnyel kisimitjuk. A Gauss fiigg-
vény szélességét (o = 0.3m) gy véalasztjuk meg, hogy annak kis valtoztatasara a kapott
hisztogram és az abbdl szamolt értékek ne véaltozzanak. Az 5.2.a dbrdn mL = 10-es
rendszerméret mellett szemléltettiik a szabad elmélet simitott allapotstiriiségét. Latha-
t0, hogy az allapotsiirliség a nagyenergias limeszben kozel exponencidlis karakterisztikat
mutat. Az 5.2.b abran két hisztogram lathaté, egyik egy kozel integralhatd, a masik egy
kaotikus spektrumot szemléltet. Az abran feltiintettiik tovabba az integralhato és kaoti-
kus spektrumstatisztikakhoz tartozo exponencialis és a Wigner-surmise fiiggvényeket is,
melyekkel az elébbi szintstatisztikak jo egyezést mutatnak.

i ] s — 7
s — g4 = 0.024
103 | E s
_ 0s) M. % =01
KN 1071 ERR
5 % 04l ]
10| - 0.2]
L \ \ \ \ \ L
4 6 8 10 12 14 16 0°~ : : :

E/m s

5.2. dbra. (a) A szabad elmélet &llapotstirtisége mL = 12 rendszerméret mellett 0.3m
szorasu Gauss fiiggvénnyel simitva. Jol lathaté a nagyenergias limitben az exponencia-
lis skélazas. (b) Normalt szintstatisztika (s, = w(E,)AE,), kékkel a szabad térelmélet
gyenge ¢* perturbaciéval (kozel integralhatd), pirossal az erésen perturbalt (nem integral-
hato) ¢ elmélet (g; = g;/m?). Mindkét esetben mL = 12-es rendszerméretet, A = 20m-es
levigési energiat és [Ey/m, Ey/m| = [12.0,16.0]-0s energiaablakot hasznéltunk. Feltiin-
tettik tovdbbé az exponencidlis (szaggatott vonal) és a Wigner-surmise (pontozott vonal)
eloszlasokat is.

Az 5.3. dbra a szabad elmélet szintstatisztikdjat szemlélteti mL = 12-es rendszer-
méret és [E1/m, Ey/m| = [12,16]-0s energiaablak mellett. Lathat6, hogy a kapott sta-
tisztika nem exponencialis eloszlast kovet, a hisztogramot a 0-ban 1évo cstics dominal-
ja. Ennek oka, hogy a szabad elméletnek vannak extra szimmetridi (£, = E_,, ahol
E, = v/m? + p?), melyek tébblet degeneraciot okoznak. Azonban, az 5.2.b dbran lathaté
moédon, mar kis perturbacié hatasara ezek a szimmetriak felhasadnak, és, a Berry—Tabor
sejtésnek megfeleléen, tényleges exponencidlis eloszlast latunk (az integralhatosdgsértd
szintstatisztika a csatolds fiiggvényében sokkal lassabban jelenik meg).

Az &llapotstiriiséggel normalt spektrumstatisztikdbdl az n paramétert (2.7) alapjan
direkt médon, a Brody-eloszlas § paraméterét pedig a (2.5) figgvény illesztésével kap-
juk. Az illesztett Brody-eloszlasokat az 5.4. abrdval szemléltetjitk, ahol a ¢° elmélet
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5.3. abra. A szabad térelmélet szintstatisztikdja (Free) mL = 12-es rendszerméret és
[Ey/m, Ey/m| = [12,16]-0s energiaablak mellett. Viszonyitds képpen feltiintettitk a Ber-
ry—Tabor sejtésnek megfeleld exponencidlis eloszlast is (Ezp).

kiillonb6z6 spektrumaibdl kapott adatok lathatok. Az 5.4.a, b és ¢ abrak illusztraljak
az integralhatosagsérto perturbacié bekapcsolasat koveto Poisson - GOE atmenet folya-
matat, lathatd, hogy a Brody-eloszlas jol illeszkedik az atmeneti hisztogramokra. Az
5.4.d dbran egy alacsonyabb térfogatbdl kapott, és igy kisebb elemszambol (N ~ 650)
készitett spektrumstatisztikat szemléltetiink, mely lathatéan ingadozébb az elobbieknél
(melyekhez tartozo elemszam: N = 4600). Itt megjegyezziik, hogy a Brody-eloszlds kozel
érzéketlen a hisztogram volatilitasara és igy a bin-szélességre, hiszen az illesztést d-csticsok
esetén is meg lehet tenni. Ezzel szemben hangsilyozzuk, hogy az n paraméter érzékeny a
hisztogram ingadozasara (kiilonosen az exponencidlishoz kozeli eloszlasok esetén), ezért
az 1 szamitdsa soran igyekeztem széles bin-eket valasztani (As ~ 0.2). Ennek tovabbi
kovetkezménye, hogy a szabad elméletre a n paraméter tipikusan GOE-kozeli értéket ad,
ugyanis az eloszlas jelentésen eltér az exponencialistél. A 5 paraméterre azt a konvenciot
alkalmazzuk, hogy csak a [0,1] intervallum értékeibdl valogatunk az illesztés soran, igy a
szabad elméletre (minden vizsgalt térfogaton) 0-at kapunk, a megszoritas nélkiil azonban
negativ értéke adodna.

Eddig lathattuk a spektrumbdl készitett hisztogram hasznédlatdanak sarokkéveit, va-
lamint szot ejtettiink a 3 és n paraméterek meghatarozasinak folyamatardl. Az (7)
mérészam a spektrumbdl (2.8) alapjan direkt mdédon szamolhaté, igy annak meghatéro-
zasahoz nem kell hisztogrammot késziteniink.

Megjegyezziik, hogy a spektrumot jellemzé 3, n és (7') paraméterek rendelkeznek
valamekkora hibaval, mely alapvetden két okbdl adédhat: egyrészt a véges levagas mi-
att a kapott spektrum valamelyest eltér az egzakttol, masrészt a spektrumot jellemzo
mennyiségek statisztikus jellegiiek, igy rendelkeznek valamekkora statisztikus hibaval. A
statisztikus hibat mérsékelhetjiik a vizsgalt energiaszintek szamanak ndvelésével. Lat-
hattuk azonban (5.2.a dbra), hogy az allapotsiirtiség az energiaval kozel exponencidli-
san skaldzodik, igy az allapotszam novelése sziikségszertien azzal jar, hogy a spektrum
nagyenergias részében kell vizsgalédnunk. Vilagos tovabba, hogy a csonkolt allapottér
bézisdnak szdmossaga is (kozel) exponencidlisan fiigg a leviagési energiatdl, mely, a vé-
ges szamitdsi kapacitds miatt, egy éles felsé hatart szab a vizsgalhatd tartomanynak.
Tehat, adott szamitasi kapacitas mellett, a levagasi hiba és a statisztikus hiba csak egy-
mas rovasara valtoztathato, ezért a megfelel energiaablak megvalasztasa nem trivialis
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5.4. abra. ¢®-elmélet esetén kapott spektrumokbdl készitett hisztogramok (Data), illet-
ve az illesztett Brody-eloszldsok (Fit). Paraméterek: az energiaablak [E;/m, Ey/m| =
[12,16] és a levagasi energia A = 20m minden esetben; (a) mL = 12, g5 = 0.004, 5 = 0.096;
(b) mL = 12,95 = 0.032,8 = 0.508; (c) mL = 12,95 = 0.1, = 0.830; (d)
mL =8, gs = 0.032, 3 = 0.264.

feladat. Iranyelvként, érdemes olyan ablakot valasztani, hogy a kivett allapotok szama
ezres nagysagrendbe essen.

Adott (véges) térfogatban egy nem-integralhaté perturbaciot (példéul ¢* vagy ¢° kol-
csonhatast) bekapcsolva a spektrumstatisztika folytonos atmenetet mutat a Poisson és
Wigner—Dyson eloszlasok kozott (szemléltetésként: 5.4.a, b és ¢ dbrak). Most ratériink
ezen dtmenet karakterizalasa. Ehhez az el6bb targyalt 5, n és (') paraméterek valtoza-
sat vizsgaljuk a csatolas allandé fiiggvényében; egy erre vonatkozd szdmitas eredményeit
szemlélteti az 5.5. dbra ¢% perturbdcié mellett mL = 12 térfogaton. Vildgos, hogy ezen
méroszamok egy spektrumhoz egy, varhatéan 0 és 1 kozotti szamot rendelnek, ahol 0 a
Poisson, 1 pedig a GOE eloszlasnak felel meg. Empirikus megfontoldsok alapjan a kapott
adatsorokra

flg)=1—¢e 9/ (5.1)

fliggvényeket illesztiink, melyekbol kapott g, értékek karakterizaljak az adott térfogathoz
tartozo integralhato - nem-integralhato crossover skaldjat. A valasztast indokolja, hogy
tomeges elméletek szamos aszimptotikus viselkedése exponencialis karakterisztikat mutat.
Lathatjuk, hogy az illesztett gorbék jo egyezést mutatnak a szamitott értékekkel, amit
szémos méasik paramétervilasztas mellett is leellendriztem. Altaldnossdgban elmondhatd,
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hogy ezen illesztés minden vizsgalt tartomanyban kielégitéen miikodik, egyediil egy-két
alacsony elemszamu spektrumstatisztikdhoz tartozé n — g illesztésben lathato eltérés, de
még ott is alkalmasnak mondhatd az atmenet karakterizdlasara. Megjegyezziik végil,
hogy ezen fiiggvény érzéketlen a g = 0-hoz tartozé adatpontra, igy a szabad elméletben
fellépo degenerancidk nem befolyasoljak a kapott g, értékeket.

ge/m* 1072

5.5. abra. Spektrumstatisztikat jellemz6 3 (a), n (b) és (#') (c) paraméterek a ¢° pertur-
bacié gg csatolasa fiiggvényében mL = 12 térfogaton és A = 20m-es levagasi energian.
Az &brakon feltiintettik az (5.1)-nek megfeleld illesztéseket (Fit) és az ebbdl ad6do g,
értékeket. Megjegyezziik, hogy a (c) 4bran nem lathaté az adatsor a 0-hoz tartozé pontja,
mely (7') = —1.35 értéket vesz fel.

Végezetiil térjink ra a térfogatfiiggés kvantitativ targyalasara. Ismeretes, hogy tome-
ges elméletek véges-méret skaldzasa exponencialis karakterisztikat mutat a térfogat (mL)
figgvényében [0, 18]. Ennek megfeleléen az L — g, adatsorokra

log(g./m?) = a+b- (mL) (5.2)

alakt egyenest illesztiink, melybol az a és b paramétereket meghatarozzuk. Itt megjegyez-
ziik, hogy a csatolasi allanddkat egy konstans szorzé erejéig atparaméterezhetjiik, példaul
szamos esetben a gy = A\y/4! és gg = Ag/6! konvenciét hasznaljak. Vilagos, hogy az a pa-
raméter fiigg, a b paraméter fiiggetlen ezen konvenciétol, ezért a ¢ és ¢° kolesonhatdsokat
ésszerti a b paraméter alapjan osszevetni. Masképp fogalmazva, a b paraméter jellemzi
a véges méret skalazasat a crossovernek, amely fiiggetlen attol, hogy milyen konvencié
szerint definidljuk a csatolasokat.

18



TDK dolgozat Fitos Bence

Az 5.6. dbra a 3,7 és (i) paraméterekbdl szdmolt L — g4, grafikonokat abrazolja a ¢*-
elmélet esetén A = 20m levagési energia és [E1/m, Eo/m] = [12,16] energiaablak mellett.
Az adatsorokra (5.2)-nek megfelel6en egyeneseket illesztettem, melyekbél a b értékeket
kiszdmoltam. Lathat6, hogy a (3 és (7') mérészamokbdl kapott gy, értékek jol illeszkednek
egy egyenesre, azonban az 7 alapjan szamolt értékek kevésbé meggyézoek (5.6.b abra).
Ennek oka, hogy az n értékek erdsen fiiggnek a szinttavolsdgokbdl készitett hisztogram
ingadozasatol. Ez az allapotszam novekedtével mérséklodik, viszont az alacsonyabb tér-
fogatokon kapott, kisebb statisztikabdl szamolt értékek kevéshé megbizhaték, ami az n
mérdszam hasznalatanak jelentos hatranya.
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g g
> >
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5.6. abra. A ¢*-elmélet esetén szamolt L — g4, grafikonok és az illesztett egyenesek
A = 20m és [Ey/m, Ey/m] = [12,16] energiaablak mellett a (a) 8, (b) n és (c) (7)
paraméterek alapjan. (A b paraméter hibdja az egyenesillesztésbél adddik.)

A szamolt b értékeknél feltiintetjiik az egyenesillesztésbdl szamolt hibat is (zaréjelben
az utolso tizedesjegy hibédja (10)). Megjegyezziik, hogy ezen naiv hiba csupén irdanyadd
érték, a pontos statisztikus hiba meghatarozasahoz végig kell kovetniink a teljes hibater-
jedést a hisztogram egyes oszlopainak szérasatol kezdédoen. A kutatas tovabbi megvalé-
sitando feladatai kozé tartozik a pontos hibaterjedés szamolasa és ezaltal a b értékek és
azok hibainak pontositasa.

Végezetiil essen sz6 a levagdsbol adodd hibardl. Ezen hibat nem lehet statisztikus
megfontolasok alapjan meghatarozni, ezért nehéz numerikus becslést adni ra. A véges
levagas vezeto rendben a csatoldsnak ad korrekciot, ez lényegében egy atskélazasa a csato-
lasnak, igy erre a b érték érzéketlen. A spektrumstatisztikat a lokalitést sért6 korrekciok
valtoztatjak meg relevans médon. Ezen korrekcidk egy tovabbi m/A faktorral el vannak
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nyomva, azonban a levagas kozelében jarulékuk jelentossé valik. A csonkolt Hamiltoni
modszer a spektrum aljan kiilonosen pontos, azonban a levagasi energiahoz kozeledve a
lokalitas sérto korrekciok domindnssa valnak. Ezért torekedni kell a minél nagyobb tavol-
sdgra a levagdsi energia és az energiaablak teteje kozott (azonban ez éppen az allapotszam
csokkenésével, és a statisztikus hiba novekedésével jar).

5.2. Eredmények

Az el6z6 fejezetrészben bemutattuk, hogy a 2.2. fejezetben bevezetett méroszamokbdl ho-
gyan hatérozzuk meg a b skaldzasi paramétert. Most térjiink ra a ¢* és ¢% kolesonhatésok
Osszehasonlitasara ezen b érték alapjan.

El6szor jegyezziik meg, hogy a valasztott energiaablak behatarolja a vizsgalhaté tér-
fogattartomanyt. Tulsdgosan alacsony térfogat esetén nincsen elegend6 allapot a kiva-
lasztott ablakban, til nagy térfogat esetén a numerikus feladat meghaladja a szdmitasi
kapacitast (ugyanis a térfogat novelésével az dllapotszam megkozelitéleg exponencidlisan
n6). Hasonloképpen behatarolt a relevans levdgasi energia is: alacsony A esetén a kapott
spektrum pontatlan, til nagy A esetén nem tudunk elegendéen széles térfogattartomanyt
vizsgalni (ugyanis a térfogat novelésével hamar elérjiik a szamitasi kapacitasunk hatéra-
it). Természetesen a futdsidét novelve valamelyest novelheté a levagasi energia és/vagy a
vizsgalt térfogattartomany, de az exponencidlis karakterisztika miatt korlatosak a lehe-
tOségek.

Az 5.1. illetve 5.2. tablazat a ¢*- illetve ¢5-elmélettel szamolt b skaldzasi paramétereket
foglalja 6ssze kiillonbozd energiaablakok és levagasi energiak mellett.

[Ey/m, Ey/m] | A/m v’ b b"
[12.0,16.0] | 20.0 | -0.124(11) | 0.166(11) | -0.072(16)
[8.0,10.7] | 14.0 | -0.050(7) | -0.053(6) | -0.020(8)
8.0, 10.7] | 13.0 | -0.055(10) | -0.061(10) | -0.034(6)
65,9.1] | 115 | -0.039(4) | -0.039(4) | -0.020(2)
65,9.1] | 105 | -0.045(3) | -0.063(6) | -0.042(4)

5.1. tdblazat. A ¢l-elmélet véges-méret skdlazasi paraméterei a 3, n és (7') mérészamokkal
szamolva kiilonboz6 energiaablakok és levagasi energidk mellett. Az egyes energiaabla-
kokndl vizsgalt térfogattartomanyok: [12.0,16.0] : mL = 8,8.5,...,12; [8.0.0,10.7] : mL =
16,17,...,23; [6.5,9.1] : mL = 24,24.5,...,30.

[Ey/m, Ey/m] | A/m b? b b"
[12.0, 16.0] | 20.0 | -0.212(10) | -0.231(14) | -0.195(10)
8.0,10.7] | 14.0 | -0.078(5) | -0.101(13) | -0.067(4)
[8.0,10.7] | 13.0 | -0.077(4) | -0.094(13) | -0.068(4)
65,91] | 115 | -0.046(3) | -0.049(6) | -0.041(4)
65,9.1] | 105 | -0.049(5) | -0.050(8) | -0.037(4)

5.2. tdblazat. A ¢%-elmélet véges-méret skdlazasi paraméterei a 3, n és (7) mérészamokkal
szamolva kiilonb6zo energiaablakok és levagasi energiak mellett. Az egyes energiaabla-
koknal vizsgalt térfogattartomanyok: [12.0,16.0] : mL = 88.5,...,12; [8.0.0,10.7] : mL =
16,17,...,23; [6.5,9.1] : mL = 24,24.5,...,30.
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A szamitdsokat a kutatécsoport! dltal tizemeltetett klaszteren végeztem. A legtébb
adatsor (adott energiaablakhoz és levagasi energidhoz tartozé véges-méret skalazds meg-
hatdrozasa) egyetlen napig, de a leghosszabb szamitasok (5.2. tablazat els6 két sora) is
legfeljebb harom napig futottak.

Osszehasonlitva a 3, n és (') mérészamokbdl kapott eredményeket, azt lathatjuk,
hogy amig b® és b" nagyjabdl egyiitt mozog, addig 7 - kiilénésen ¢? esetén - idénként
komoly eltéréseket mutat. Ennek oka, hogy az n paraméter kevésbé megbizhaté alacsony
allapotszam, és igy (relativen) alacsony térfogat esetén. Az 1 mérdszam a statiszti-
kus fluktuaciokat a Wigner—Dyson statisztika irdnyaba tett elmozdulasként interpretalja,
ennek kovetkeztében kisebb térfogatokon hamarabb latja a crossovert, és igy a véges-
méret skalazdst karakterizdlo b paramétert (tévesen) csokkenti. Megjegyezziik tovabba,
hogy a ¢*-elméletben a csatoldst névelve az energiaablakban 1év6 allapotok szama je-
lentdsen csokken (a kolesonhatas felfelé sopri” az éllapotokat), a vizsgélt (legnagyobb)
gs = 0.6 csatolds esetén (alacsony térfogat és magas energiaablak mellett) akar kozel
40%-os allapotszam-csokkenés is tapasztalhaté (5.1. tablazat elsé sordhoz tartozd ada-
tok), ezzel ellentétben a ¢° perturbacié esetén ilyen mértékii csokkenést nem figyelhetiink
meg. Ennek kévetkezménye, hogy a ¢%-elméletbdl kapott paraméterek statisztikus bi-
zonytalansiga tipikusan kisebb (és b" is konzisztensebbnek tiinik), mint a ¢?-elmélet
esetén.

Végiil hasonlitsuk dssze a ¢*- és ¢®-elméletekre kapott értékeket. Azt latjuk, hogy a
legmagasabb energiaablak mellett, a legmagasabb levdgasi energian (és igy a legkisebb
térfogatokon) kapott b értékek kozt jelent6s kulonbség mutatkozik. Azonban az ener-
giaablakot valamint a levagasi energiat csokkentve és a térfogatot novelve kezd kozeledni
egymashoz a két perturbaciohoz tartozo véges-méret skalazas értéke. Hogy értelmezziik a
kapott eredményeket, elevenitsiik fel (a 2.1. fejezetben és [3]-ban leirtaknak megfeleléen),
hogy az elméletek lokalitdsa miatt (nem-integralhat6 esetben) a Wigner-Dyson eloszlast
csak a spektrum kézepén varjuk, a spektrum széleire nem lesznek igazak a random maét-
rix elmélet joslatai. Ugyan nem egyértelmii, hogy mit tekinthetiink még a spektrum
kozepének, arra azonban szamithatunk, hogy a levagasi energiadhoz kozelitve a crossover
elromlik. Ennélfogva feltételezhetjiik, hogy a legalacsonyabb levagasi energiahoz tartozo
eredmények (5.1. és 5.2. tabldzat utolsé sora) nem relevansak. Fzen megfontolds alapjin
a két leginkabb megbizhat6 adatsor az 5.1. és 5.2. tablazat els6 két sora (ezek a legmaga-
sabb levagasi energiak és alacsonyabb térfogatok, valamint itt van a legnagyobb tavolsag
a levagdsi energia és az energiaablak teteje kozt). Fzen adatsorok - egymadssal konzisz-
tens médon - azt mutatjak, hogy van kiilonbség a ¢*- és ¢S-elmélet integralhatésagsértése
kozt, melyek koziil elobbi gyengébben, utébbi erésebben sérti az integralhatosagot.

Feltételezésiink, hogy a két elmélethez tartozé b értékek hanyadosa (kellden nagy
levagési energian) egy konstans értékhez tart. Perturbativ megfontolasokra alapozott
sejtésiink, hogy a ¢* és ¢° perturbiciékhoz tartozé véges-méret skdldzasi paraméterek
ardnya by /bgs ~ 1/2. Ezt motivalja, hogy egy Feynman-diagrammban egy ¢%-os cstics
helyettesithetd két ¢*-es csticesal (6sszeadva az dsszes permutéciot) [19], vagyis egy meg-
felel gg oc g7 atskdlazassal a ¢%-elmélet Gsszes diagrammja megkaphaté ¢i-es csiicsokbdl
osszerakva. (Megjegyzend6 azonban, hogy forditott irdnyban nem miikédik a gondolat-
menet, nem minden ¢*-elméletbdl kapott diagramm rekonstruélhaté ¢®-os csticsokbdl.)
Hasonléképpen motivélja az 1/2-es ardnyszamot a szorasi amplitidok vizsgélata. A ve-
zeté nemtrividlis szérdsok a 2 — 4 és 3 — 3 folyamatok, melyeknek gg-ban elsérendii,
gs-ben viszont masodrendili a vezeto jaruléka.

!BME Lendiilet Statisztikus Térelmélet Kutatécsoport
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A kapott eredmények ugyan jeleznek bizonyos mértéki kvalitativ kiillonbséget a két
perturbacié kozott, azonban jelenleg a kvantitativ feltételezéstink ellenorzésére nem al-
kalmasak. Pontos konkluzi6 levonasahoz és a sejtés ellenorzéséhez illetve pontositasahoz
tovabbi vizsgdlatok és szamitasok szitkségesek. Egyik fejlesztési lehetdség (a mér em-
litett) preciz statisztikus hibaterjedés szdmitdsa, és ezaltal a b értékének és hibdjanak
pontositasa. Megvalositando tervek kozott szerepel tovabbi, nagy levagasi energian - és
igy sziikségszertien alacsony térfogatokban - végzett szamitasok, ugyanis, tapasztalataink
szerint, ott kevésbé feszitett a paramétervalasztas és pontosabb a THA. Arra szamitunk,
hogy ezen pontositasok és eredmények tiikrében a jelenlegi kép tisztulni fog, és varhatéan
kvantitativ kijelentéseket is tehetiink.
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6. Osszefoglalas és kitekintés

Ezen dolgozatban az integralhatésag megsértését vizsgaltam két onkolesonhatéd kvantum-
mezo-elméletben a spektrumstatisztikak nyelvén. El6szor szot ejtettiink a kvantumos in-
tegralhatosdgrol és kdoszrol, és ezek lenyomatairdl a spektrumstatisztikdban. Erveltiink a
Poisson és Wigner—Dyson eloszlasok mellett, valamint bevezettiink olyan paramétereket,
melyekkel a két statisztika kozti atmenet folytonosan mérhets. Ezt kovetéen ratértiink a
csonkolt Hamiltoni médszer targyalasara, bemutattuk a médszer alapveté elgondolasait
és sz6t ejtettiink a numerikus megvaldsitasrol is. Kilon targyaltuk a THA levagasfiiggését
és annak javitasat az ellentagok bevezetésével, melyek sziikségességét és hatékonysagat
numerikusan is igazoltuk. Végezetiil ratértiink a crossover numerikus vizsgélatara és
bemutattuk azt az eljarast, mellyel az adott perturbéacié integralhatosagsértését karakte-
rizaljuk, azaz a Poisson - GOE statisztikdk kozti atmenet véges-méret slalazéasi paramé-
terének meghatérozasat. Legvégiil osszefoglaltuk az eredményeket és dsszevetettiik a ¢
és ¢% perturbécidkat.

Azt talaltuk, hogy bizonyos adatsorok kiilonbségre, bizonyos adatsorok azonossagra
utalnak a ¢ és ¢ perturbécidk integralhatésdgsértésének eréssége kozott. Erveltiink
amellett, hogy mely adatsorokat tekinthetjik elfogadhaténak, és azokra alapozva vilagos
kiilonbség latszott a két perturbacié kozt. Megjegyeztiik ugyanakkor, hogy ezen kiilénbség
kvantitativ jellemzésére tovabbi pontositasokra és szamitasokra van sziikség, ide tartozik
tobbek kozt a preciz hibaterjedés végigkovetése illetve az alacsony térfogatok tovabbi
numerikus vizsgalata.

Végiil megjegyezziik, hogy mas utakon is megkozelithetjiikk az integralhatosagsértés
problémakorét. Egyik érdekes lehetdség a tomeg nélkiili skalarmez6 vizsgalata. Kérdés,
hogy a gap nélkiili rdcsmodellekhez [1, 5, 6, 7] hasonléan itt is hatvanyfiiggvény-tipusi
térfogatfiiggés jelenik-e meg, és ha igen, akkor mi a kitevo. Megjegyezziik azonban, hogy
a tomegtelen elmélet megfogalmazasa az IR divergencidk miatt nehézségekbe iitkozik.
Megoldas lehet példaul Dirichlet-hatarfeltétel eloirasa, mellyel a degeneralt alapallapot
kikiiszobolheto. Tovabbi, széles korben alkalmazott modszer a nem-egyensulyi dinamika
vizsgalata, melyben a relaxaciés id6 alapjan kovetkeztethetiink az integralhatosag sériilé-
sére. A kvantum kvencsek relaxacigjanak vizsgalatara a THA egy hatékony mddszer [17],
a szamitasok pontos megvaldsitasa és kidolgozasa a tovabbi kutatasom részét képezi.
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A. Perturbativ korrekciék a ¢° elméletben

Ebben a fejezetben meghatarozzuk a vezeté rendli tomeg- és vikuumenergia-siirtiség kor-

rekciot a ¢ elméletben. Ehhez el6szor, a Feynman paraméterezés felhasznélasaval, egy

altalanos formulat vezetiink le (lasd: (A.10)), mely segitségével az emlitett korrekcidkra

adodo kifejezéseket hatékonyan le tudjuk egyszertisiteni és numerikusan meghatarozni.
A ¢% elmélet Hamilton-operatora

H= Ho+—/dx 0. (A1)

A perturbaciészamitast Feynman diagrammok segitségével tehetjiik szemléletessé, me-
lyekre vonatkozé szabalyok a kovetkezok:

A perturbativ megkozelités soran kapott integralok kiszamitasahoz hasznos formula az
un. Feynman paraméterezés. Legyenek Aj,...A, tetszbleges nem nulla komplex szamok,
ekkor igaz, hogy

ﬁljl :ilﬁll(/oldxi)é(éxi—l) (ixA>_n (A4)

specidlisan, A,B € C\ {0} szamokra

AB / xA+ 1—x)B] ' (A-5)

Ezen oOsszefliggést alkalmazva atirhatjuk a kovetkezo integralt

d?’k 1 1 k1 1
/ 212 _ 02 14 12 _ 2:/ Q/deQ_ V20 (A.6)
(2m)2 k2 —m?2 +icc(p — k)2 —m (2m)2 Jo  a?(1?2 — A +ig)

ahol =1 —z(1 —¢), I = k" — Lpt és A = m? L — p?2¢ (1 - %) Ekkor kiszdmolhatjuk
a d*k integralt, felhasznédlva egy Wick-forgatdst az [° komponensre

/ d?l 1 /dQZ 1
2m)2 (2= A+ie)? 27r HGEWNE
7 o0 g
= dlp—r
27T/0 YN
i

= (A7)
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amibol a kovetkezo Osszefiiggést kapjuk

/ d*k 1 1 N /1 i 1
(2m)2 k2 —m2 +icc(p— k)2 —m2  4r 2A

2
lzlc —m

Vegytik észre, hogy a kapott eredmény (A.6)-ban szerepl kifejezéshez hasonlé alaki: az
integrandust felirhatjuk 1/(cp* — m?) formaban, ahol

, cx(l—x)
=" A9
1—2z(1—c¢) (A.9)
Az eddigieket rekurziv médon felhasznalva a kovetkezo Osszefiiggéshez jutunk
7 ]{Z N -
M1 (/ o) 8 (S0 M »
NE (I
O\ 4r 1 \Jo g ) cuop? —m?
ahol
o, = 1-— JTZ(]. - Ci—1)> (A]_l)
és {¢;} szimb6lumokat a kévetkezo rekurziv kifejezés definidlja
(1 —
co=1 és ¢ = M (A.12)
Q;
Az els6 néhany ¢; a kovetkezo:
co=1, (A.13)
C1 2271(1—1‘1), (A14)
1-— 11—
o = M mm)as(l = 2s) (A.15)
1-— .172(]_ — ZEl(l — ZL‘l))
1— 1— 1-—
ST R o S, S R
1-— .Tg(l — .fEl(l - xl)) 1— 23 (1 _ zi(l—m)zs( ff2))

1—z2(l1—z1(1—21))

A vakuumenergia-siiriiség vezetd rendii korrekciéjanak meghatdrozasahoz a kovetkezo
diagrammot kell kiszamolnunk,

amely nem maés, mint

. 2ﬁ</ &k >2ﬂ>5><zk)nk (A.17)

1=
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A (A.10) osszefuggés segitségével az el6bbi kifejezés a kovetkezd alakra egyszertisodik

A2 /m? /1 dzidzodxsdrsdrs
0 )

2-6!(4m)p (A.18)

Q1 a3y Oy

ahol az «a; szimbdlumokat a (A.11) és (A.12) egyenletek definidljak. A megmaradt 6t-
dimenzids integralt a Wolfram Mathematica segitségével végeztem el. Végeredményiil a
vakuumenergia-striiség

Ao /61)?
co = —0.267002266958 ¢/ +OM). (A.19)

m2

A vezet6 rendfi tomegkorrekciét az alabbi diagram hordozza p? = m? esetén,

N
p \—J »

mely a kovetkez6 alakba irhato

—iXg)? L d*k; 252 [ : !
e H</ <z7r>2>(27” 5()<;ki_p>gm

=1

(A.20)

p2=m2

A (A.10) osszefliggés segitségével - az el6zéekhez hasonlé médon - leegyszertisithetjiik a
vizsgalni kivant kifejezést, igy a (fizikai) tomeg a vezetd rendii korrekcidval

A2 /m? /1 dxidxadrsdr,
0

M2 — 2
T B4

+ O\). (A.21)

041042043044(04 — 1)
Az integralt a Wolfram Mathematica segitségével szamoltam ki, melyre

(Ae/6!)

2 __ 2
M? = m?® —6.63(5)"~" 3

+O(N}) (A.22)

adodik.
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