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Bevezeto

Jelolések, konvencidok

A tovabbiakban k egy algebrailag zart testet jelol, A pedig egy véges dimenzids
k-algebrat (azaz egy egységelemes, asszociativ algebrat a k test f6lott). Az édlta-
lanossag korlatozasa nélkiil feltehet6, hogy A bazisalgebra, vagyis regularis modu-
lusanak direkt felbonthatatlan direkt 6sszeadanddéi paronként nem izomorfak. A
végesen generalt jobb, ill. bal A-modulusokat mod-A ill. A-mod jeldli, és a tovab-
biakban modulusokon végesen generalt jobbmodulusokat értiink, hacsak méashogy
nem rendelkeziink. A kés6bbiekben a homomorfizmusokat jobbrol hattatjuk, és
kompozicidjukat balrél jobbra irjuk: f: X — VY, g:Y — Z akkor fg: X — Z az
f és g kompozicidja.

Részkategoria alatt mindig teljes, izomorfiara zart részkategoriat értiink.

Motivacio

A véges dimenziés algebrédknak (vagy altaldnosabban: Artin-algebrdknak) egy fon-
tos, sokat vizsgalt osztdlya a kvazioroklodo algebrak, és azok természetes altala-
nositasai. Ezen algebrak megjelennek az algebrai csoportok, ill. féligegyszerii
Lie-algebrak reprezentacidelméletében. Az altalunk vizsgalt témakor az in. CPS-

rétegezett algebrak (E. Cline, B. Parschall és L. Scott utédn) témakorébe tartozik.



Az algebrak rétegezettsége lehetévé teszi, hogy sok homologikus jellegli kér-
dést az egyszerii modulusok szaméra vonatkozé indukciéval oldjunk meg. Fzt
hasznédltdk példaul néhdny specidlis CPS-rétegezett algebra (1d. [4], [6]) esetén
a finitisztikus dimenzié végességének bizonyitasara, azaz hogy a végesen generalt
véges projektiv dimenzi6éji modulusok projektiv dimenzidja korlatos.

Ebben a dolgozatban a CPS-rétegezett algebrak finitisztikus dimenzidjanak ki-
szamitasahoz vezetiink be egy segédeszkozt, a modulusok ferde feloldasat, illetve
egy ebbdl szarmaztathatd ekvivalenciat, amely lehetoséget ad arra, hogy kevesebb
modulus projektiv feloldasanak vizsgalataval a faktoralgebra finitisztikus dimenzi-
6jabol az eredeti algebraéra korlatot tudjunk adni.

Egy X € mod-A modulusra projdim X, (ill. injdim X)) jeloli az X modulus
projektiv (ill. injektiv) dimenzidjat. Altaldnosan S részkategérisra projdim S =
sup{projdim X | X € S}, hasonléan az injektiv dimenziéra. Egy S részkategéria

finitisztikus dimenzidja
findim S = sup{projdim X | X € S, projdim X < oo}.

Specidlisan, ha § = mod-A, akkor findim mod-A-t, egyszeriien findim A-val jel6l-
jiik. Hosszu ideje megvalaszolatlan az a kérdés, hogy egy tetszdleges véges dimen-
zi6s k-algebranak véges-e a finitisztikus dimenzidja. A Finitisztikusdimenzié-sejtés
igazoldsa egy sor tovabbi algebrai sejtést vilaszolna meg ([2]). A sejtést eddig csu-
péan specidlis algebraosztalyokra igazoltdk (1d. pl. [4], [5]). Az &llitas igazolasanak
nehézségét példaul az okozza, hogy nehéz , ranézésre” megmondani, melyek a véges

projektiv dimenziés modulusok, és milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek.



1. fejezet

Eloismeretek

1.1. CPS-rétegezett algebrak

Definicié. Az e € A idempotens elemet er6s idempotensnek nevezziik, illetve

AeA erds idempotens ideal, ha

Ext!, (X,Y) & Ext4(X,Y)
minden ¢t > 0 és X,Y € mod-A esetén, ahol A = A/AcA.

Rogzitsikk az A primitiv ortogondlis idempotenseinek egy teljes (eq,...,e,)
rendszerét, ekvivalensen az A feletti egyszerii modulusok (izomorfia-osztélyainak)

(S(1),...,8(n)) rendezését. Legyen tovabba e; = e; + €411 + -+ + €, és €41 = 0.

Definicié. Az A algebrat CPS-rétegezett algebranak nevezziik az (eq, ..., e,)

rendezésre nézve, ha e; képe az A/Ae; 1 A faktorban erés idempotens minden i-re.

Definici6é. Ha X modulusoknak egy halmaza, valamint M egy modulus, akkor az
X nyoma M-ben az X-belick homomorf képei altal generalt 74 (M) részmodulus,

azaz

TX(M) = Z Im f

feHom(X,M)
Xex
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Ha X = {X}, akkor 7{x}-et egyszerlien 7x-szel jeloljiik.

Specidlisan, ha e € A idempotens, akkor 7.4 X = XeA.
Jelolje S(e) az e € A idempotenshez tartozé féligegyszerti modulust, azaz

S(e) =eA/radeA.
Definici6. Legyen e € A idempotens. Ekkor bevezetjiik a kdvetkezo jeloléseket.

M. ={X € mod-A | Hom(X,S(1 —¢)) =0} ={X € mod-A | X = XeA}
P, = {X € mod-A | Ext’,(X,S(1 —¢)) =0Vt > 0}

1.1. Lemma. P, zdart a bovitésekre, epimorfizmusok magjdra, monomorfizmusok

komagjara, direkt dsszegre és direkt dsszeadandokra.

Bizonyitds. Az els6 harom allitas konnyen latszik a 0 - X — Y — Z — 0 egzakt
sorozaton alkalmazott Hom(—,S(1 — e))) funktor altal indukélt hosszu egzakt

sorozatbol.
= Bxty (Z,5(1 —e)) — Ext’y (Y, S(1 —e)) — Ext, (X, S(1 —e))
— ExtfN(Z,5(1 —¢)) — ...
Mivel legalabb két modulus P.-beli, a fenti hosszi egzakt sorozatban sziikségsze-

riten minden elem 0, azaz a harmadik modulus is eleme P.-nek. A masik két allitas

pedig kovetkezik abbdl, hogy az Ext funktor felcserélheto a direkt osszeggel. W

A P, részkategoria jellemezhet6 a kovetkezovel: X € P, akkor és csak akkor,

ha az X minimélis projektiv feloldasaban szerepl6 projektivek Add(eA)-beliek.

1.2. Allités. (1d. [1]) Egy AeA idempotens idedl akkor, és csak akkor erds idem-
potens idedl, ha AeA € P,.

Kovetkezmény. Egy A algebra pontosan akkor CPS-rétegezett az (eq,...,e,)
rendezésre nézve, ha Ae, A € P, , és A/Ae, A CPS-rétegezett az (ey, - ,e,_1)

rendezésre nézve.



Az[1.1)lemma és az[1.2] 4llitds kovetkezménye, hogy ha P € mod-A projektiv,
akkor PeA € P,.

Egy adott (eq,--- ,e,) rendezésre jelolje P(i) = e;A az S(i) = e;A/rade; A
egyszerli modulus projektiv fed6jét. A P(i) legnagyobb A(7) faktorat, amely nem
tartalmaz nagyobb indexti egyszerii modulust kompozicidfaktorként, . standard
modulusnak nevezziik. A A(i) legnagyobb A(i) faktora, amelyben S(i) pontosan
egyszer szerepel kompoziciéfaktorként, az i. valédi standard modulus. Lat-
hat6, hogy A(i) & e;A/e;Aei 1 A, illetve A(i) = e;A/e;(rad A)e; A. Vegyiik észre,
hogy A(n) = P(n).

Legyen S egy részhalmaza mod-A-nak. Ekkor F (S ) jeléli az S-filtralt modu-

részmodulusoknak olyan
O:X0CX1C"'CXtCXt+1:X

lanca, hogy X;i1/X; izomorf egy S-beli modulussal minden i-re. Legyen A =
(AQ)... . A}
Definicié. Az A algebra standardul rétegezett, ha Ay, € F(A). Egy A algebra

kvaziorokl6ds, ha standardul rétegezett, tovabba End A(7) egyszerii minden i-re

(ekvivalensen, ha A(i) = A(4)).
Ismert, hogy A4 € F(A), akkor és csak akkor, ha A%%, € F(A).

1.3. Példa. Legyen A = kQ/I grafalgebra, ahol ) az aldbbi
7 b
aC 1 % 2 —— 3

graf, és I = (a?, af, 30, va,vB). Az A regularis modulusdnak Loewy-diagramja

ﬂz o a /i




Ekkor a pirossal bekeretezett részek a A modulusok. J6l lathatd, hogy A4 € F(A),

de A nem kvaziorokl6ds, mert End(A(1)) nem egyszeri.

A A-filtralt és A-filtralt algebrak kozos altaldnositdsai a szigoriian rétegezett
algebrak ([3]). A A(1),...,A(n) modulusokat rétegez6 modulusoknak nevez-

ziik, ha az aldbbiak teljesiilnek:
1. A(i) homomorf képe A(i)-nek;
2. P(i) e F(A(R),A(t+1),...,A(n)).

Azt mondjuk, hogy az A algebra szigortan rétegezett, ha léteznek ilyen
A(1),...A(n) rétegez6 modulusok.
Ismert (1d. [6]), hogy ha A szigortian rétegezett, akkor A°P finitisztikus di-

menzioja véges.

1.4. Allitas. ([9]) Ha A szigorian rétegezett algebra a (A(1),---,A(n)) rétege-
26 modulusokra nézve, akkor A CPS-rétegezett algebra az (es, ..., e,) rendezésre

nézve.

Bizonyitds. Mivel P = P(n) € F(A(n)), van egy 0 — X — P — A(n) — 0 egzakt
sorozat, ahol X € F(A(n)). Ebbél adédik az alabbi hosszi egzakt sorozat.

0 — Hom(A(n), S(1 —e,)) - Hom(P, S(1 —e,)) — Hom(X, S(1 —e,)) —
— BExt(A(n), S(1 —e,)) — BExth(P,S(1 —e,)) = Ext}(X,S(1 —e,)) —
— Ext3(A(n), S(1 —e,)) = Ext3 (P, S(1 —e,)) — Ext3 (X, S(1 —e,)) —

0

Az X € F(A(n)) feltételbdl kovetkezik, hogy Hom(X,S(1 —e,)) =0. To-
vabba, ha Ext%(A(n),S(1 — e,)) = 0 teljesiil valamely t-re, akkor X ¢
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F(A(n)) miatt Ext’y(X,S(1 —e,)) =0, vagyis a hosszii egzakt sorozatbdl:
Ext ' (A(n),S(1 —e,)) = 0. Azaz A(n) € P.,, és altaldnosabban a A(i) modulu-
sok A/Ae; 1 A felett P, -beliek.

Mivel Ae, A € F(A(n)), és A(n) € P,.,, azt kapjuk, hogy Ae,A € P,,. Induk-
ci6val n-re kovetkezik az allitas, mert az A/Ae, A faktoralgebrara is teljesiilnek az

allitas feltételei. [ |

1.5. Példa. Legyen A regularis modulusdnak Loewy-diagramja

1 2
NE v A
AA = 2 ) 1 2
RS 1 (1.1)
1 2 2 /
Y
1 2

Ez az algebra CPS-rétegezett, sét szigortian rétegezett, de nem standardul rétege-

zett. (Viszont AP nem szigortan rétegezett. )

1.6. Példa. Legyen A regularis modulusanak Loewy-diagramja

Ay =

W~ W< —
—_
N
v
w
W+ =
%4

Ez az algebra CPS-rétegezett, de nem szigortan rétegezett.

1.7. Példa. Legyen A reguldris modulusanak Loewy-diagramja A4 = é & 12% .

Ekkor A nem CPS-rétegezett az egyszertieck semelyik rendezésére sem, mert

AesA ¢ Pe,, és Aet A & Pe,.



2. fejezet

Ferde feloldas

2.1. El6zmények

Rétegezett algebrak korében szamos homologikus kérdés megvalaszolatlan. Mint
emlitettiik, a standardul rétegezett algebrak mindkét oldali finitisztikus dimenzidja
véges, de pl. mar szigortian rétegezett esetben is csak az egyik oldali finitisztikus
dimenzié végessége ismert (a ,rétegezett” oldallal ellentétes oldalon).

Standardul rétegezett algebrak (illetve a méasik oldalon szigortan rétegezett
algebrak) esetében egy X € mod-A véges projektiv dimenziés modulus els6 szi-
zigijében az e, A nyoma mindig P, -beli. Ez tette lehetové azt, hogy becslést le-
hessen adni az A finitisztikus dimenziéjara az A/Ae, A finitisztikus dimenzidjanak
ismeretében. Ez CPS-rétegezett algebrakra altaldban nem teljestil.

Tekintsiik az . példa algebrajat. Itt az X = i € mod-A modulusra
projdim X = 2, és Q(X)esA = QX) = 2 ¢ P.,. Az 912()() = P(1) modulus-
ra viszont P(1)esA € P.,.

Az indukciés 1épéshez az is elegend6 lenne, ha tudnank egy algebratol fliggd
korlatot, hogy az azon tul vett szizigikben a P(n) nyoma mar P, -beli legyen.

Ezért a tovabbiakban a szizigiknek erre a részére koncentralunk.



2.2. Ferde feloldas

Definicié. Legyen e € A erés idempotens. Az X modulus ferde szizigije (az
e-re nézve) az a K modulus, melyre létezik 0 — K — P — XeA — 0 egzakt

sorozat, ahol P € P,.

Definicié. Legyenek X és Y modulusok. Bevezetjiik a kovetkezd jelolést: X MY
ha létezik egy
0=-X—=Y—=2-=0

egzakt sorozat, hogy Z € P,. Vegyik az ¢ szimmetrikus, tranzitiv lezartjat,
amit ~-mal jeloliink. Ha az X és Y modulusokra X =~ Y teljestil, akkor az X és

Y modulusokat erdsen ekvivalensnek nevezziik.

Vilagos, hogy ,~” ekvivalencia relacié. Erdemes észrevenni, hogy X $'Y és

Y "7 esetén X ¢ Z automatikusan teljestl.

2.1. Lemma. Ho 0 - X — Y — Z — 0 egzakt, valamint Y € M., Z € P,
akkor X € M,.

Bizonyitds. Alkalmazva a Hom(—, S(1 — e)) funktort, az aldbbi egzakt sorozatot

kapjuk.

. — Hom(Y, S(1 —e)) — Hom(X,S(1 —e)) — Exth(Z,5(1 —e)) — ...,
ahol az els6 és utolsé tag 0. [ |
2.2. Lemma. Ha X Y, akkor XeA YeA.

Bizonyitds. A feltétel szerint 1étezik egy 0 — X — Y — Z — 0 egzakt sorozat,

ahol Z € P.. Ebbdl az eA nyomaira az alabbi

0—=>XNed) >YeAd—Z7Z—0
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egzakt sorozatot kapjuk. Mivel Z € P, és YeA € M., az el6z6 lemma szerint
XN((YeA) € M., vagyis X N (YeAd) = (X N(YeA))eA = XeA. [

2.3. Allitas. Legyen
0—+K —P—XeA—0 (2.1)

az XeA minimdlis projektiv feloldasainak elsé lépése (azaz P = P(XeA) az XeA
projektiv feddje, valamint K1 = Q(XeA) az XeA elsd szizigije). Valamint legyen

0= Ky =Y — Xed—0 (2.2)

egzakt, aholY € P.. Ekkor K ~ K.

Bizonyitas. Vegytik a
/ — P

L

Y —— XeA
pullback diagramot. Mivel P — XeA, valamint Y — XeA epimorfizmusok, igy
a visszahtzottjaik, Z — P és Z — Y is azok, valamint Ker(Z — P) = K, és
Ker(Z — Y) = K, azaz adédik az aldbbi két

0->Ki—-2Z2—->Y —>0
(2.3)

0>Ky—~2Z—>P—0

egzakt sorozat, ahol a masodik a P modulus projektivitasa miatt felhasad, azaz
ZgKQEBP MivelYEPe, igYKl 7K269P7 és K2 VKQEBP, tehat K1%K2
teljestil. |

Kovetkezmény. A ferde szizigi erds ekvivalencia erejéig egyértelmi, sot tetszole-
ges

0O—-—K—P—>X—0

projektiv feloldas els6 1épésére K N (PeA) az X ferde szizigije.
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Tébb is kovetkezik a bizonyitasbol. A egzakt sorozatokra alkalmazva a
Hom(—, S(1 — e)) funktort az alabbi

Ext'(K1,S(1 —e)) 2 Ext'(Z,5(1 —e)) = Ext' (K, S(1 —¢))
izomorfizmusokat kapjuk minden ¢ > O-ra, amibdl specialisan
Hom(K7,S(1 —e)) =2 Hom(K,, S(1 —e))
adodik.

Definicié. Egy X € mod-A modulus ferde feloldasa (az e idempotensre nézve)
egy olyan

=2 Y=Yy =X =0

komplexus, ahol Y;eA € P, és a komplexus homoldgidit e annullalja. Az X 1.

ferde szizigije a fenti ferde felolddsban a Ker(Y; — Y;_1) modulus.

2.4. Allitas. Ha X ~ Y, akkor Kx ~ Ky, ahol Kx, ill. Ky az X ill. Y ferde

szizigije.

Bizonyitdas. Feltehetjiik, hogy X Y. Legyenek P, ill. P” az XeA, ill. ZeA
projektiv fedoi, és Q' ill. Q" a szizigijeik. Ekkor a patké lemma szerint adédik egy

P projektiv modulus és P — YeA epimorfizmus, aminek a magja K, hogy az

0 0 0

0 —— XeAd —— YeAd —— ZeA —— 0

0 P P P 0 (2.4)
0 94 K Q" 0
0 0 0



diagram kommutativ, egzakt sorokkal és oszlopokkal, és mivel ZeA € P., ezért

Q" e P,, azaz Q K. [ |

Kovetkezmény. Erds ekvivalencia erejéig egy X modulus ferde feloldasa meg-

kaphaté a minimélis projektiv feloldds 7.4 (—) képével.

Az 1. ferde szizigi megkaphato a ferdeszizigi-képzés i-szeres alkalmazasaval.

Azaz az 1. ferde szizigi er6s ekvivalencia erejéig szintén egyértelmii.

Definicié. X € mod-A esetén legyen v;(X) = dimy Hom(K;, S(1 — ¢)), ahol K;
az X 1. ferde szizigije, tovabbd v(X) = (v;(X))i>1. Ha X, Y € mod-A olyanok,
hogy v(X) = v(Y), akkor az X és Y modulusokat ekvivalensnek nevezziik és ezt

X ~ Y-nal jeloljik.
Vilagos, hogy ,,~" ekvivalencia relacié.
2.5. Allitds. X ~Y esetén X ~ Y.

Bizonyitds. X 'Y esetén Hom(X,S(1 —e)) = Hom(Y,S(1 —e)). A[2.4 4llitas
szerint X = Y esetén K;(X) ~ K;(Y) minden i-re, ahol K;(X), ill. K;(Y) az X,
ill. az Y ferde szizigije. Ekkor

Hom(K;(X),S(1 —e)) = Hom(K;(Y),S(1 —e))
minden i-re, azaz v;(X) = v;(Y) teljestil minden i-re. [ |
2.6. Lemma. Ha v(X) = (v1,v2,v3...), akkor v(Q(X)) = (va,v3,...).
Bizonyitds. Az el6z6 allitasokbdl kovetkezik. |
2.7. Allitas. v(X) = (0,0,...) pontosan akkor teljesiil, ha XeA € P,.

Bizonyitds. Ha XeA € P, akkor nyilvan v(X) = (0,0,...). Vegyik X-nek egy
ferde feloldasat. A v(X) = (0,0,...) feltétel miatt ez egzakt, és a magjai (a K

ferde szizigik) M,-beliek. Ennek tetszoleges
0= Kipn— P —-K,—0
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rovid egzakt Osszetevéjébol azt kapjuk, hogy
Ext' (K1, S(1 —e)) = Ext™ (K;, S(1 —¢))

minden t-re. De akkor

Ext'(XeA, S(1 —e)) = Ext" ' (K, S(1 —¢)) &

>~ . 2 BExt' (K, 1, S(1 —e)) = Hom(K,,S(1 —¢€)) =0
|
Bevezetjik még a kovetkezo jelolést. Y e\, Z, ha létezik egy
0=-X—=Y—=2-=0

egzakt sorozat, ahol X € P,.
2.8. Lemma. Ha Y e\ Z, akkorY ~ Z.

Bizonyitds. A allitds mintdjara a patkélemma segitségével lathatd, hogy
K(Y) e\ K(Z), azaz Hom(K(Y),S(1 — e)) = Hom(K(Z),S(1 — e)), amibdl
v1(Y) = v1(Z) kévetkezik, és indukciéval v;(Y) = v;(Z) minden i-re.

[

Definicié. Az X modulus ferde feloldasanak hossza az a legkisebb N > 0,

hogy v¢(X) = 0 minden ¢ > N-re.

Kovetkezmény. Az X modulus ferde feloldasanak hossza az a legkisebb N index,

amelyre QY (X)eA € P,.

2.3. Ferde feloldas alkalmazasa CPS-rétegezett al-
gebrakra

2.9. Lemma. Ha e € A primitiv idempotens, akkor
findim P, = 0, és findimeAe = 0.

14



Bizonyitas. Legyen X € P,. Ekkor X minimélis projektiv felolddsdban a mo-
dulusok Add(eA)-beliek, kovetkezésképpen azonos Loewy-magassdguak, igy nem
fordulhat el6, hogy a feloldas egy 0 — P;y1 < rad P; bedgyazassal érjen véget,
vagyis projdim X vagy 0 vagy oo.

Mivel e € A primitiv idempotens, igy eAe lokalis algebra, tehat ugyanaz a

gondolatmenet érvényes, mint feljebb, azaz findim eAe = 0. [ |

2.10. Allitas. Legyen e € A erds idempotens X € mod-A véges projektiv di-
menzids, és XeA € Pe.. Ekkor projdim .4 X/XeA < oo és projdim X <
1 + findim A/AeA.

Bizonyitas. Legyen
O—-FPj—--—>P—-F—>X—0
az X minimalis projektiv feloldasa. Ekkor
0— Qi1 N (PeA) — PeA — QieA— 0

is egzakt, de a feltétel és az . lemma szerint ;11 N (PeA) = Q;11€A, ahol Q;

az X modulus ¢. szizigije. Vagyis a
0 — P, A— - — Pe,A— Pye,A— Xe,A— 0

sorozat is egzakt. A kigyé-lemma alkalmazdasaval

0 — Q1eA —— PeA —— QieA —— 0

J | |

0 —— Qin P Q; 0
00— Oy P, o2 0

kommutativ diagramot kapunk egzakt sorokkal, igy a
0P =P 1— =P —=-X—=0
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sorozat is egzakt, ahol P; = P;/PieA, és X = X/XeA, ami valjdban X minimalis
projektiv felolddsa A = A/Ae, A f6l6tt, azaz projdimz X < oco. Mivel findim A
véges, mondjuk N, igy N > d, azaz P, = 0 minden t > N + 1 esetén. Ez azt
jelenti, hogy Qni1(X) € P, de a lemma értelmében projektiv is, vagyis
projdim X < N + 1. |

Ebbodl kozvetlenil adddik a kovetkezo tétel.

2.11. Tétel. Legyen A CPS-rétegezett. Ha minden X € mod-A wvéges projekt-
v dimenziés modulusnak a ferde felolddsa az Ae, A-ra nézve legfeljebb N hosszii,
akkor

findim A < N + findim A/Ae, A + 1

2.12. Példa. Eléfordulhat, hogy aéllitésbeli konvencidkkal projdimy X = oo,
ahol A = A/Ae,A, és X = X/Xe,A. Ugyanis legyen A regularis modulusa-
nak Loewy-diagramja A, = 112 @ 2, és tekintsiik az X = ] modulust. Ekkor
projdim X = 2. Vildgos, hogy A CPS-rétegezett (hiszen standardul rétegezett
is), A/AesA = 1 lokélis algebra, és X/Xes A = 1, azaz A/AesA felett végtelen
projektiv dimenziés. Ellenben Q(X)/Q(X)esA projektiv dimenzidja véges!

2.13. Példa. Legyen az A az[1.5 példdban szereplé algebra:

Ay =

Lattuk, hogy A CPS-rétegezett (sét, szigorian rétegezett: A(1) = 1, A(2) = %).

Mivel a szizigiként eléforduld 2 modulusok sziikségszertien Add(rad A)-beliek, igy
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P(2)-vel vett nyomuk: Qes A C X € Add(,% @& % 2%,). Demivel 2,2, =23,
igy valojdban Qe, A C X € Add( %, @ 2 @ 3).

Az X modulus a B = 1 @ 2, algebra olott is, ezaltal QesA is az. De B
véges reprezentacid tipusid, és a direkt felbonthatatlan modulusok osztalyainak
reprezentansai: 1,2, 2 3% . Azaz Qes A€ Add(2 @302 D %),

Kiszamoljuk az X = 2, Y = 2, Z = 2 modulusokra a v(X), v(Y), v(2)
értékeket.

Az XY, Z ferde feloldasainak elsé 1épései rendre

0—>1®d2—= % — 2 =0,

0—2— 2% =250,

0—1—= 2% =20,
ahol 1 @ 2 ~ 2,és 1 ~0, igy
v(X)=(1,1,...),
o(Y)=(0,1,1,...),
v(Z) =(1,0,0,...).
Az is lathaté, hogy
O—=2—=1@&3 =% 0

egzakt, vagyis 2 ~ 2 @ 2, tovdbbd %, € P.,, ezért %, ~ 0, igy Qe A ekvivalens
az Add(X @Y @ Z)-nek egy olyan elemével, amelyben Y és Z koziil legfeljebb az
egyik szerepel.

Tehat a szizigiket tartalmazo ekvivalencia osztalyoknak teljes reprezentans
rendszerét megkapjuk 0, X", Y™ @& X™, Z" @ X™ alakban, ahol n > 1,m > 0,

ugyanis
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v(X™) = (n,n,...),
v Y"® X™) = (m,n+m,n+m,...),
v(Z" B X™)=(n+m,m,m,...)

mind kilénbo6zoek.

Ezek koziil csak a Z™ (és a 0) rendelkezik véges hosszu ferde feloldassal (ép-
penséggel véges hosszii minimalis projektiv felolddssal), aminek hossza 1, széval az
osszes modulusra legfeljebb 2 a ferde feloldas hossza. A = A/Aey A lokélis algebra,
azaz findim A = 0, igy findim A < 3 addédik.

Megjegyzés. A dolgozat témajaul szolgalo ferde feloldés, illetve az ebbdl szar-
maztatott v fliggvény egy masik motivacidja a K. Igusa és G. Todorov altal [5|-ben
definialt ¢ fiiggvény, amely azt méri, hogy a mod-A direkt felbonthatatlan nem pro-
jektiv modulusainak izomorfiaosztalyai altal generalt K, szabad Abel-csoportban
egy X modulusra Add(X)-en mikor stabilizalodik a szizigiképzés hatvanyainak a
magja. Ez a ¢(X) minden végesen generalt modulusra véges, nemcsak a véges pro-
jektiv dimenzidsokra, azaz ezen értékek szuprémuma felilrol becsiili a finitisztikus
dimenziot.

Ez az eredmény és alkalmazéasai harminc éve nagy visszhangot keltettek, és
maig is aktivan vizsgaljak az Igusa—Todorov-fiiggvényeket (1d. pl. [7, [8]).

Mivel a dolgozatban definialt v leképezés is szizigi-invaridns homomorfizmus
Ky-bol Z>*-be, az ennek magjaval vett faktorcsoporton is hatnak az Igusa—Todorov-
fiiggvények, és ebben a formaban hasznos eszk6zok lehetnek a CPS-rétegezett al-

gebrak finitisztikus dimenzidjanak vizsgalataban.
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