BUDAPESTI MUSZAKI ES GAZDASAGTUDOMANYI
EGYETEM

Gépészmérnoki kar

Algoritmus fejlesztése hibrid periodikus
palyak kovetésére
TDK dolgozat

Horvath Roland

Konzulens: 1klodi Zsolt

Muszaki Mechanika Tanszék

l!!llllllllllll ::: :m: :::Illlllllllll I:I

MUEGYETEM 1782

2022



Absztrakt

A szakaszosan sima rendszerek alkalmazdsa a mérnoki gyakorlatban igen széles korben
elterjedt. Legyen sz6 akar egy harang és harangnyelv mozgésarol, vagy akar egy fogaskerék
Osszedllitdsnak a modellezésérdl, mind szakaszosan sima differencialegyletek segitségével
irhato le. Ilyen rendszer segitségével lehet leszimulalni egy labakon kozlekedd robotot is [1],
ugyanis nem ugyanaz az egyenlet vonatkozik egy lab mozgasara, amikor a talajon van, mint
amikor a levegOben. Tovabba az elektronikaban is taldlkozhatunk ilyen tipust rendszerekkel,

ilyen példaul egy DC-DC Buck konverter [2].

Ha egy szakaszosan sima rendszerben impulzus szer(i hirtelen ugrasokat (pl.: {litk6zést) is
modelleziink, Ugynevezett hibrid dinamikai rendszerre jutunk. Az A4ltalam fejlesztett
algoritmus, ezen hibrid rendszerekhez keres periodikus megoldasokat a belovéses modszer
(shooting method) segitségével, majd ezeket a periodikus palydkat koveti egy, illetve akar két
paraméter fliggvényében, a pszeudo-ivhossz modszerrel. A paraméter kovetés eredményeként
a hibrid rendszerekre jellemzd ,,grazing” és ,sliding” bifurkacidkat is identifikalni lehet,

valamint a palyak stabilitasa is egyszeriien meghatarozhato.

Az algoritmus implementaldsa MATLAB kornyezetben tortént, és a rendszerek numerikus

szimulacioja a beépitett eseménydetektald rutinok segitségével lett megvaldsitva.

Az algoritmus, tetszéleges szamu kapcsolofeliiletet megenged, amelyek mindegyikén

értelmezhetd egy ugras szerl leképzés, illetve egy vektormezo valtas is.

Ennek az algoritmusnak a miikodését két egyszert példan keresztiil mutatom be. Egy iitkozéses
oszcillatoron, ahol jellemzden ,,grazing” bifurkaciokat varhatuk. Illetve egy surlddasos

oszcillatoron, ahol ,,sliding” bifurkacidkra szamithatunk.
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1. Bevezetés

A szakaszosan sima rendszerek kulcsfontossagu szerepet jatszanak a mérnoki gyakorlatban
el6forduld rendszerek modellezésében. Ha egy szakaszosan sima rendszerben ugrasszerd,
hirtelen fellépd hatasokat is figyelembe vesziink (pl.: iitkdzést) akkor beszélhetiink hibrid
dinamikai rendszerrél. Ezen hibrid dinamikai rendszerek segitségével lehet leszimulalni
labakon kozleked6 robotot [1], DC-DC Buck konvertert [2], harang és harangnyelv mozgasat
vagy a figgdleges ugralast is [3]. Igy egy lehetéleg minél altalanosabb algoritmus, amely
megenged tetszéleges szamu kapcsolofeliiletet és vektormez6t, nagy segitség lenne ezen hibrid
rendszerek periodikus palyainak feltérképezésében, illetve a specifikus bifurkacidinak (un.
grazing ¢és sliding) lekdvetésében. Thota, P. és Dankowicz, H. [4] munkassaga szolgal alapjaul
a kovetkezokben bemutatott algoritmus elméleti hatterének. Az algoritmus kettd, a
szakirodalomban jol ismert, rendszeren lesz prezentalva. Az egyik az iitk6zéses oszcillator,
amelyr6l szamos analitikus ([5]), numerikus ([6]) és kisérleti eredmény ([7],[8]) all a
rendelkezésre, a masik rendszer pedig egy surlodasos oszcillator, ami szintén igen széles kdrben
kutatott téma ([9],[10],[11]). A késGbbiekben bemutatott periodikus palyakon jol lathatoak
lesznek a bifurkaciok specialis tulajdonsagai, és lathaté lesz példa is a megsziinésiikre. Maga
az algoritmus implementalasa MATLAB kornyezetben tortént, ahol beépitett eseménydetektalo

rutinok segitségével lettek a hibrid rendszerek leszimulalva.



2. Matematikai 6sszefoglalo

2.1. Szakaszosan sima rendszerekkel kapcsolatos osszefliggések és jelolések

Jelolje x(t) € R", az allapotvaltozok vektorat, illetve f;(x(t)): R" - R" az i-edik mo6dban
1évo vektorteret, i = 1,...m, véges szamu madd lehetséges. Az i-edik modban a rendszert leird

autonom differencialegyenlet a kovetkezo:

%) = £,(x(D), (1)

ahol, a kezdeti feltétel mindig X; = X(ty;) az i-edik médba valo belépés allapota.

A kiilonb6z6 modok kozott értelmezhetd j = 1, ...1 tipust esemény fliggvény g;(x): R" —
R™ és mindegyikhez egy hozzi tartoz6 kapcsolofeliilet h;(x): R® - R, ami a j-edik modbol
val6 kilépést egy 1j modba valo belépéssel koti 0ssze. Ha h;(x) eldjelet valt akkor atlépiink a
kovetkez6 modba, illetve ekkor az adott eseményfiiggvény altal definialt leképzést is el kell
végezniink, ami megadja az 0j modba val6 belépes kezdd allapotat. Ha h; az j-edik és az j + 1-
edik modot koti dssze, akkor az j + 1-edik modban a kezd6 (kilépd) allapot a belépd allapot

fliggvényében a kovetkezo lesz
Xki = 8(Xpe)- (2)

A kapcsolofeliileten vald athaladas nem feltétleniil jelent mod valtast, jelenthet csak egy
leképzést példaul iitkozést (vagy ugy is értelmezhetjiik, hogy az esemény ugyanabba a modba

valt at).

Jelolje R; € R™*™ az adott eseményhez tartozo leképezés g; (x(t)) linearizalt alakjahoz tartozo
matrixot. Ebben az esetben a korrekciot az adott kapcsolofeliileten kovetkezd moddon

szamolhatjuk ki [4]:

_ Fi(xpe) Ohi(Xpe) A3)
ahi(xbe) fi(xbe)’

Pi:

ahol I az n X n-es egység matrix, dh;(Xpe) pedig a kapcsolofeliilet derivaltja x szerint Xy,
helyen. Az utobbi formula egy nala bonyolultabb Gsszefiiggés egyszerisitése [4], ami akkor
hasznalhato, ha a megoldas nem garantalt, hogy kapcsolofeliileten fog véget érni, de mivel a
késdbbiekben bemutatott algoritmus biztositja, hogy a megoldas vége kapcsolofeliileten lesz,

igy elég haszndlni a (3)-t.



Tekintsiink egy tetszéleges megoldas szakaszt X¢g a vValamely kapcsolofeliileten h(xvég) =0

talalhato utols6 allapot €s X, a rendszer kezdeti allapota kozott. Ezen a szakaszon torténjen n
pillanatszeri esemény ahogy a megoldas palyaja keresztezi a kapcsolofeliileteket. Ekkor [4]

szerint

ox (4)

n

vég

X = 1_[ Rat1-kPri1-k Jnt1-w0
0 k=1

ahol a k index nem az események tipusat jeloli, hanem azok sorszamat. (pl.: R, a masodik

OXpe k

eseményhez tartozo leképzési matrix, nem a masodik tipusu eseményhez tartozo), J, = P
ki k

Ha nem egy kapcsolofeliileten szeretnénk kiszdmolni a derivaltat, hanem valamilyen két

esemény kozt, akkor az el6z06 egyenlet alakja igy fog modosulni [4]:

(5)

OXypzbiilss

m
0x ]m+1 | | Rm+1—kpm+1—k ]m+1—k'
0 _

k=1

ahol, m a kozbiils6 pontig elért események szama, J,,,, az utolsé elért kapcsolofeliilet utani

axkézbﬁlsé)

szakasz végso pontjaban a Jacobi-matrix (J,,41 = "
ki,m

2.2. Szakaszosan sima rendszerekben fellép6 specialis bifurkaciok (Grazing, Sliding)

Grazing bifurkaciorél akkor beszélhetiink, ha x(t) megoldas pont érinti valamely

kapcsolofeliiletet [4], tehat
h(Xpe) = 0 és h(Xpe) = 0. (6)

Sliding bifurkécio pedig, akkor fordulhat eld, ha van két olyan vektormezd, amelyek a kettd
kozotti kapesolofeliilet mentén egymas felé mutatnak, és ekkor a ketté hatdran egy harmadik

vektormezObe ,,beragadhat” a megoldas. Ennek a bifurkacionak kiilon kapcsolofeliilete van [4]:

_ 0h(Xpe)fpe(Xpe) + I (Xpe) fii(Xpe) (7)
~1 = ha(Xpe) = Oh(Xpe)fyi(xpe) — Oh(Xpe)fpe (Xpe) =1

ahol h(xy,.) az f},. és az fy; vektormez&ket 6sszekots kapcesoldfelilet.

Ha mindkét egyenlétlenség teljesiil, akkor 1ép fel sliding bifurkacio.



2.3. Felhasznalt numerikus médszerek
2.3.1. Newton-Rhapson modszer
Legyen x € R™ és F(x): R™ — R™ egy megoldani kivant nemlinearis egyenletrendszer ahol

F(x) = 0. (8)

Egy megfeleléen pontos becslésbol x, kiindulva a kovetkezd iteracios eljaras egy

megoldasahoz fog konvergalni
Xis1 = X = JTHX)DF(xX)), ©)

dF o .
ahol J(x) = %, a nemlinearis egyenletrendszer Jacobi matrixa.

2.3.2. Pszeudo-ivhossz mddszer:
Legyen ismét x € R™ és F(x): R" -» R"

F(x) =0 (10)

a megoldani kivant implicit nemlinearis egyenletrendszeriink. A moédszer segitségével a
kovetkez6 megoldast (X;,,) az el6z6 megoldasbol (x;) kiindulva keressiik v iranyba, ahol v
(10) szintvonalanak érint6jével parhuzamos egységhossz oszlopvektor. Ennek a vektornak a

meghatarozasa, az Un. prediktor 1épés a kovetkezo egyenletrendszer megoldasaval kaphato:

Jv =0 (1)
vl =1,

ahol J(x) = dzix). Ezutan v segitségével a kovetkezd egyenletrendszert kell szimultan

megoldani:

F(x;41) =0 (12)

Xj41 —X;)v—As =0,

ahol, As a 1épés hossza, a masodik egyenlet pedig azt fejezi ki, hogy a kovetkezé megoldast az

érintd vektorra merdlegesen keressiik.



3.Az algoritmus felépitése

3.1. A hibrid periodikus palydk peremérték feladatként valo megfogalmazasa

Alljon a rendszeriink (1) és (2) alapjan m moédbol és | kapcsolofeliiletbol és legyen T a
vektormezokbdl eredd periodicitas periddus ideje, ekkor a kovetkezd egyenletnek keressiik a

megoldasat, ami nT periodus ideji:
X(to, Xo) = x(ty + nT,X,), (13)

ahol x, € R™ (ny arra utal, hogy az allapotvektor dimenzidja fiiggetlen a palya hosszlisagat

jelzd n-t6l) a kezdeti allapot x, = x(t,, X,), ahol x(t,X() a hibrid rendszer megoldéasa.

(13)-hoz tartozo differencialegyenlet rendszert autonomma tehetjiik (ha nem volt mar eleve
autonom) egy 1Uj valtozd bevezetésével: x, = t, valamint a differencidlegyenleteket is
kiegészithetjiik egy x.(t) = 1, sorral. Ekkor a kovetkezd lesz a peremérték feladat az x,

allapottal kiegészitve (keriiljon x, a kiegészitett allapotvektor utolsé soraba):

0 (14)

Xvég(nT:XO) —Xp — =0,

0
nT
ahol x¢g(nT, X,) a palya végsd pontja, X, a kezdeti allapot fiiggvényében (itt mar az allapot
vektorok ny + 1 dimenzidsak)

Ha nT hosszasagu palyat keresiink, nem pedig valamely esemény n-szer vald bekovetkezését
(ez utdbbi esetben (14)-ben nT helyett szerepelhet barmilyen m € N mT). Es megkdtjiik, hogy
egy x;(0) = 0 sikrol indulé megoldast keresiink (valamelyik allapot valtozot mindenképp meg
kell ko6tni), akkor definialhatunk egy olyan eseményt, amely T-nél visszaképezi x,-t 0-ba, de a

tobbi allapot valtozot Gnmagaba képezi, illetve vektormezdt sem valt, tehat:
hy(xX)=x,—T (15)
I 0
gT(Xbe) = RTXbe = [OT 0] Xbe!
ahol, I az ny X ny -es egység matrix, 0 pedig ny, X 1-es csupa 0-bol allé matrix

fgy (14)-t atirhatjuk egy vele ekvivalens alakra, ahol hy(x) n-szer valé elérését irjuk el6:



Xysg(nT, X)) — X = 0. (16)

3.2. Belovéses modszerrel torténd megoldas

Latszik, hogy (16) egy nemlinearis egyenletrendszer x,-ra, ezt megoldhatjuk Newton-Rhapson
modszerrel (jelen esetben ez a belovéses modszer). Ehhez azonban kell (16) derivaltja x,,
szerint, amit (4) segitségével ki lehet szamolni, viszont (4)-hez kellenek az ott definialt Jacobi
matrixok, amelyeket a kdvetkezd modon lehet megkapni: vegyiik egy tetszéleges mdodban a

rendszert leird differencidlegyenletet (méar autondém esetben)
%(0) = £(x(D), (17)

ahol a kezdeti allapot a modba valo belépés allapota. Ennek a megoldasa fiiggeni fog x,-tol,

tehat:
x(t) = x(t,x,), (18)

(17)-t derivalva x,, szerint és a lancszabalyt alkalmazva:

0x(t,Xo) af(x(t,x,)) 3 of(x(t,xo)) 9x(t, Xo) (19)
ox, 0%, ox ox,
bevezetve a J(t, xo) = 2o jelolést (19) alakja a kivetkezs lesz:
Xo
. f(x(t,x,) (20)
J(t,x,) = % -J(t,%0)

Tehat J(t, x,)-ra egy linearis differencialegyenlet rendszer adodik, aminek a kezdeti értéke a

megfeleld dimenzioju egység matrix (minden kapcsolofeliileten), hiszen:

0x(to,Xo) _ 0%
0x, 0%,

—1 (21)

Jelolje a (4) szerint kiszamolt matrixot & , ami egyben az un. monodromia matrix. Ennek
segitségével lehet kiszamolni az adott periodikus palya stabilitasat [4], ami az algoritmus egyik
legnagyobb elénye. Akkor stabil a palya, ha komplex sikon minden sajatértéke d-nak az egység

sugart koron beliil marad [4].

Igy a (16)-0s egyenlet kezdeti feltételek szerinti derivaltja a kovetkezoképpen fog alakulni

(elhagyva az argumentumokat):



0 vég
(Xveg —Xo) _ 1 (22)
0x,

Tehat a Newton-Rhapson modszer alakja a kovetkezo lesz:
Xis1 = X; — (@ — D71 (Xyeq(nT, x;) — X). (23)

Mindig, valamelyik kapcsoléfeliiletrdl kell inditani a megoldast, hogy (4) alkalmazhat6 legyen,
¢s a bevetetett idovaltozd lehetdvé teszi azt, hogy idében barhonnan elinditva a megoldast
mindig ezen a hy-t fog végzOédni a megoldas. Tetszbleges t,-rol ugy lehet megoldast inditani,
hogy a fent definidlt (15)-ben szereplé h;(x)-t kiegészitjik: hy(X) =x,—T —t,, a
hozzatartozo leképzés 6nmagaba képez minden éallapotvaltozot, kivéve x,-t: gr(x.) = x, —T.
Igy a linearizalt R; alakja a kovetkezd lesz: Ry =1, ahol I az ny+1 X ny + 1-es

egységmatrix, valdjaban t, = 0-val visszakapjuk a fent definialtakat.

3.3. Paraméterben valo lekovetése a hibrid periodikus palyanak pszeudo-ivhossz modszerrel

Miutan (23) alapjan van egy hibrid periodikus palyank, aminek a kezdeti értéke x, ¢és a
vektormezokben szereplé paraméterek vektora p, tovabba a kovetni kivant paraméter p. (11)

¢és (12) alapjan le tudjuk kovetni ezt a palyat p-ben a kovetkez6 modon.

Az allapotvektorunkhoz flizziik hozza ezt a p paramétert és a vektormezokhoz pedig egy 0 sort.
Illetve minden R matrixot egészitsiink ki, diagonalisan egy 1-el (az 0] keletkezett helyekre pedig
0-k keriilnek). Ezaltal azt a formalizmust kovettiik el, hogy p, mint egy idében allandé allapot
van jelen, amelyet mindegyik leképzés 6nmagéba képez. Igy (4) hasznalhat6 lesz a paraméter

szerinti derivalt kiszdmitasara is.

(10) jeloléseit kovetve:

X = [’;0]’ (24)

F' X1 () = Xvég(nT'XHl(p)) —X;41 =0,
(Xj,; —X;) - v—As =0,

ahol, *jeldli a paraméterrel kibovitett vektort, X;, 4, jelenti a paraméter nélkiili allapotvektor,
hiszen a paraméter konstans végig, igy az a sor 0 nulla lenne amugy is F(x;,,(p))-ben.

A prediktor 1épésként a kdvetkezd egyenletrendszert kell megoldani (11) szerint:



Jx,Vx, T Jpp =0 (25)
Vo |l + 0] = 1,
ahol, J, (16)-hoz tartoz6 Jacobi-matrix X, szerint, amelyet (22)-szerint mar ki lehet szamolni,

Jp (16)-hoz tartozé Jacobi-matrix p szerint, vagyis a kibOvitett rendszer Jacobi-maétrixdnak
utolso oszlopa amelyet (4)-szerint kell szamolni, vy a v-ben x,-hoz tartoz6 rész,v, a v-ben p-
hez tartozo rész. Mivel x; dimenzidja a kibévités miatt 1-el nagyobb, mint F(x;(p))
dimenzidja, ezért keriil bele még egy sor (a norma megszabasanak feltétele) az
egyenletrendszerbe, hogy véges szamt megoldas legyen.

(25)-ben az elsd egyenlet azt fejezi ki, hogy F(x;(p)) szintvonalanak érintéjével parhuzamos
v. A masodik egyenlet pedig azt biztositja, hogy egység hosszi legyen a vektor.

(25)-t Newton-Rhapson moddszerrel nagyon gyorsan meg lehet oldani v-re.

Masodik 1épésként (24)-t kell megoldani, amelyet szintén a Newton-Rhapson moddszerrel

@ kiszamolasa (22) szerint torténik, mig E’F(xg;pl(p))
i+1

a bevezetett formalizmus miatt (4) alapjan. Illetve a mer6legességet biztosito feltétel derivaltja

pont v-vel fog megegyezni, mint sorvektor:

O((Xiyy —X]) -V —As)
0Xi41

konnyedén meg lehet tenni. Hiszen a

(26)

vT,

3.4. Grazing bifurkaci6 megtalalasa
3.4.1. Grazing ,,kozeli” allapot azonositasa a hibrid periodikus palyan

Mivel eseménydetektalas rutinok segitségével van a kapcsolofeliiletek elérése biztositva, ezért
az a probléma mertilhet fel, hogy ha a palya nem éri el a kapcsolofeliiletet, de kozel van egy

grazing eseményhez az detektalatlanul marad. x akkor jar kozel a grazinghez, ha a (6)-alapjan

h .
képzett vektor hg, = [ hgg] normajara igaz, hogy:

[hee| < e, (27)
ahol € > 0 egy ,,megfeleléen” kicsi szam.

Erre a problémara egy lehetséges megoldas egy 0j esemény létrehozasa lehet, ami nem csinal
semmi egyebet csak leallitja a szimulaciot, kimenti az értékeket, majd folytatja a numerikus
szimulaciot. Ez az esemény legyen az, amikor (27) teljesiil, ha teljesiilt akkor csokkentsiik e-t
g-szorosara (q < 1). Igy folyamatosan csokkentve a grazing esemény koriili gomb sugarat

mindig elérjiik azt az utolsd eseményt, amelyre mar annyira kicsi lesz a sugar, hogy nincs a



péalyanak olyan pontja, ami elérné azt. igy a keresett grazing eseményhez legkozelebbi pont
Xpontos Valahol az utolsé és az utolsoeldtti sugart gémbfeliiletek kozott helyezkedik el, viszont
eszerint a megoldas szerint a megtalalt Xy ,0; pont az utolsoeldtti gombfeliileten helyezkedik

el. Elég kicsi €-al és 1-hez elég kozeli q értékkel jo kozelitéssel mondhatjuk, hogy Xyszeli =

Xpontos:

Ez a megoldas akkor is jO, ha a palya eléri a h(x) kapcsolofeliiletet, ugyanis addig folyamatosan

vannak x-ek detektalva, igy a sugar is folyamatosan csokken, és ha elérte a palya a

h(Xbe)
h(xbe)

sugar ez lesz, illetve Xy, lesz az 0 detektalt vektor, majd innentdl folytatodik tovabb ez a

kapcsolofeliiletet és

] ” Kisebb mint az el6z6 (nem az aktualis) sugar, akkor az 0j

megoldasi mddszer az 0) sugarral és az 1j kezdeti allapottal (mar az Xy;-re is ellendrizve a

feltételt).

3.4.2. Kritikus grazing bifurkacids paraméter meghatarozasa

X
Hasonloan a 3.3-hoz * jeldli a kibovitett kezdeti vektort: x; = [po]. Miutan kiegészitettiink

minden vektormez6t egy 0 sorral és minden R matrixot a 3.3.-al megegyezé modon. A (16)-0s

egyenletet a

Xvég(p) - XO] -0 (28)

FX0) = | mers )

alakban kiegészitve kapunk még egy sort, ami miatt ez mar megoldhaté lesz a nemlinearis
egyenletrendszer x; paraméterrel kiegészitett allapot vektorra is. Itt Xys,0;; @ 3.4.1.-Szerint, a

periodikus palya grazing bifurkdciohoz legkdzelebb esd pontja.

(28)-ban az utolsd sorba h(Xysyer) is keriilhetne, mivel ennek is ugyanagy 0-nak kell lennie,

mivel Xys,e1 biztositja azt, hogy ha A(Xysgzeri) = 0 akkor A(Xysze1) = 0 és forditva.

0(Xysg _XO)_
Xo

(28)-t Newton-Rhapsonnal meg lehet oldani, hiszen (elhagyva az argumentumokat)

0(Xyeg —Xo)

t (22)-szerint ki lehet szamolni, illetve a meghatarozhato (4) alapjan, hasonléan 3.3.-

OhGicoeli) _ IMCKicozell) | IXkozeli op ot kiszamolni
ax} 0Xkszeli 0xg ’

oh ozeli y y r 4
hoz. A %—t a lancszabaly segitségével:
0

ahol ha x;,e1; NINCS rajta kapcsolofeliileten (5)-t alkalmazzuk ra:



m
OXkszbiilsé kozeli (29)
ox* - ]m+1 Rm+1—kPm+1—k ]m+1—k)
Xo
k=1
ha rajta van akkor (4) szerint kell %-t meghatarozni.
0
Tehat (28) derivaltja x;, szerint a kdvetkezd lesz:
Xvég(p) — Xp a(xvég(p) - XO) (30)
h(xkézeli (p)) — axs
0x;, Oh(Xiozeli (P))  OXkszeli ()
axk(‘jzeli (p) aXB

fgy (28) konnyen megoldhaté Newton-Rhapson médszerrel (30) segitségével

3.5. Paraméterben valo kdvetése a grazing bifurkacionak

Hasonloan eljarva, ahogy 3.3.-ban, miutan 3.4. alapjan van egy xg kezdeti allapotbol és egy
paraméterbdl allo vektorunk, ahonnan kiinditva a megoldast egy olyan hibrid periodikus palyat
kapunk, ahol fellép grazing bifurkacio, ezt az x; vektort is ki tudjuk egésziteni egy ujabb p,
paraméterrel, majd minden vektormez6t egy jabb 0 sorral, illetve minden R matrixot a 3.3.-al
megegyez6 modon. Xj* jeldlje a két paraméterrel kiegészitett kezdeti allapotot. Igy a kovetkezd

egyenletrendszer irhato fel a 3.3. és a 3.4. kombinalasaval, illetve (12) jel6léseit hasznalva:

. X
xi =[50 = [p"
t pZ pz

) = vaég,i+1(p» P2) — Xo,i+1
h(Xyszeli,iv1(P) P2))

Xjy; —Xx{") - v—As =0,

(31)

Fr(xiiq

ahol, az i + 1 index a kovetkez6 kezdeti értékbol valo inditast jelzi.

(31) derivaltjat x;}, szerint 3.3. és 3.4.-el analdg mddon ki lehet szamolni, igy Newton-
Rhapson mddszerrel meg is lehet oldani. v kiszamitasa (25)-el analdg modon torténik. Ezaltal

egy olyan x;}, lesz a megoldas, ahol szintén fellép grazing bifurkacio, mas p és p, mellett, igy

a bifurkaci6 2 paraméterben lekdvethetd.
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3.6. Sliding bifurkacié megtalalasa
3.4.1.-hez hasonloan akkor vagyunk kozel sliding bifurkaciohoz (a hatarahoz), ha

[lhs(xpe) | — 1] < &, (32)
ahol: € > 0 egy ,,megfeleléen” kicsi szam.

Ekkor 3.4.2.-vel analog mddon ki tudjuk egésziteni (16)-t egy j sorral, illetve a kezdeti vektort
X
IS egy p paraméterrel, jelolje x; a kiegészitett kezdeti érték vektorat, tehat xg = [ po]. Ekkor a

kovetkezo alakot fogja (16) dlteni:
Xvég (p) — Xp (33)

F00) = | g (e = 1) =

0,

ahol, x, a sliding bifurkacio kozelében 1évé allapotvaltozok vektora. A vektormezok, illetve
az R matrixok 3.4.2.-vel megegyez6 modon lettek kiegészitve.

0(xysg (P)—%0(D))
0xg
kiszamithato, illetve mivel |hg(Xpe)| 1 kozeli értéki, igy itt derivalhatd az abszolut érték

fliggvény. Tovabba a lancszabaly felhasznalasaval:

(33)-t Newton-Rhapson modszerrel meg lehet oldani, mert (22) és (4)-szerint

0| hg(Xpe)l _ he (Xpe) ) 0hg(Xpe) (34)
0xg lha(Xpe)| 0%
A (34)-ben szerepld % tagot szintén lancszabaly segitségével lehet kiszamolni, mivel
0
hg(Xpe) nem fligg explicit X,-tdl, csak Xpe = Xpe(Xp)-on keresztiil, igy:
0hg (Xpe) _ 0hg (Xpe) ) 0Xpe (35)
0x; 0Xpe 0xg
Amiben 225.%b¢) ¢ i lehet szamolni analitikusan (6) alapjan, illetve OXve pedig, (5) alapjan,

Xpe 0xo
mivel igaz, hogy Xy, rajta van a kapcsol6 feliileten, de nincsen még leképezve, igy nem kell
ra korrekciot alkalmazni.

Tehat (33) derivaltja X szerint a kdvetkezo6 lesz:

Xyeg () — Xo 0(Xyeg () — Xo) (36)
|hsl(Xbe(p))| —1 — aXB
0xg hs(Xpe)  Ohg(Xpe) 0Xpe .
lhg(Xpe)|  0Xpe 0%

Tehat (33)-t meg lehet oldani Newton-Rhapson modszerrel (36) segitségével.

11



3.7. Paraméterben valo kdvetése a sliding bifurkacionak

Hasonldan eljarva, ahogy 3.3.-ban, miutan 3.6. miatt van egy X, ,kezdeti allapotbol és egy
paraméterbdl allé vektorunk, ahonnan kiinditva a megoldast egy olyan hibrid periodikus palyat
kapunk, ahol fellép sliding bifurkacio, ezt az x,, vektort is ki tudjuk egésziteni egy ujabb p,
paraméterrel, majd minden vektormez6t egy jabb 0 sorral, illetve minden R matrixot a 3.3.-al
megegyez6 modon. X§* jelolje a 2 paraméterrel kiegészitett kezdeti allapotot. gy a kovetkezd

egyenletrendszer irhat6 fel a 3.3. és a 3.6. kombinalasaval, illetve (12) jel6léseit felhasznalva:
<1 [Xo (37)

X?* = [XO] = lp

P2 P2

Xyegi+1(PyP2) — Xoi+1] _ 0

F*(X’f‘* = =
g |hsl(xbe(pl Pz))| -1
Xj3, —X{") - v—As =0

(37) derivaltjat x;i, szerint 3.3. és 3.6.-al analog modon ki lehet szamolni, igy Newton-
Rhapson modszerrel meg is lehet oldani. v kiszamitasa (25)-el analég mddon torténik.. Ezaltal
egy olyan x;7 ; lesz a megoldas, ahol szintén fellép sliding bifurkacio (pontosabban a bifurkacio

hataran lesziink), mas p és p, mellett, igy a bifurkaciot 2 paraméterben is le lehet kdvetni.

12



4. Az algoritmus mitkodésének bemutatasa két egyszerii példan

4.1. Az iitkozéses oszcillator modellje
4.1.1. A mozgast leird egyenletek

A vizsgalt modell a kdvetkez6 abran lathato:

p
v
s
-
/
A
/
o~ .
Ed o
A~ SN
P ™
o ~ S
/ ™
s ..
e I' S
o
- .,
e N
/ N
s .
>

1. abra: Az iitkozéses oszcillator sematikus rajza

A pontszerinek tekintheté test mozgasat a kovetkez6 jol ismert masodrendi

differencialegyenlet irja le:
mx(t) + cx(t) + kx(t) = F(¢t), (38)

ahol, x(t) a pozicio, m a tdmeg, ¢ a viszkozus csillapitasi tényezd, k a rugodallando, F(t) =
A cos(wt), A a gerjesztés amplitidoja, w pedig a szogsebessége, d a faltol valo tdvolsag a 0
pozicidtol mérve, r az litkozési tényezo.
- . . . : e gtiar k
Bevezetve dx = x és wit = t mennyiségeket (dimenziodtlanitas céljabol), ahol w, = \/;,
n

dx(t) _ d(x(D) . d_f

. = wy x'(f), ahol ' jelenti a ¢ szerinti
dt dt dt

illetve felhasznalva azt, hogy x(t) =

derivaltat, (36) alakja a kovetkezo lesz a ~-k elhagyasa utan:

w
dw?mx" (t) + wydex'(t) + dkx(t) = Acos (a)_ t), (39)

n

13



. a1 A
Leosztva x"' (t) egyiitthatdjaval és bevezetve a { = ch — f=——.llletveal = wﬂ
n n

n

dimenzidtlan paraméterket (39) a kovetkezdre fog egyszertisddni:
x"(t) + 27 x'(t) + x(t) = f cos(At). (40)

Cauchy atirassal, illetve autonomma téve (40)-t megkaphatjuk a vektormez6t. Legyen x4 (t) =

x(t), x,(t) = x'(t) és x3(t) = At. Lathato, hogy ekkor (40) a kovetkezd alakra modosul:

x1 () x,(t) (41)
x, ()] =x'(0) = lf cos(x3(t)) — 2x, () — x1(t) | = £(x(t, X0)).
X3,(t) A

fgy (41) (1)-el megegyez6 formajt lett, ahol (19) alapjan J kiszamolasa végett kifejezendd

0 1 0 (42)
w - [—1 —2¢ —fsin(x3(t))]'
X 0 0 0

4.1.2. A szakaszosan sima rendszert leiro egyenletek, az {itk6zés modellezése

(41) alapjan lathato, hogy itt 6sszesen 1 mod (vektormezd) lesz jelen. Illetve 1 ,,hagyoményos
értelemben vett” kapcsolofeliilet, ahol az iitkdzés torténik, ami nem valt modot, viszont a

sebességet modositja, formalisan: h(x(t)) = x(t) — d, aminek a dimenzi6tlan formgja:

h(x(t)) = x,(t) — 1. (43)

A kapcsolofeliileten a leképzés fiiggvénye:

8(Xpe) = Xy = [T7 * Xzbe

[ X1,pe ] (44)

X3,be
(44) linearis leképzéshez tartozd R matrix (a kovetkezokben bemutatott eredményeknél r =

0.95 mindenhol):

1 0 O (45)
R=1|0 —r 0]
0 0 1

14



4.1.3. Belovéses maddszer, illetve pszeudo-ivhossz modszer prezentalasa, adott iitk6zés szami

periodikus palyakon

Ebben a részben nem adott idétartamu palyak lesznek bemutatva, hanem adott iitkzés szamot
elérd T hosszu palyék. [2] jeloléseivel: (1,n), ahol az elsé szdm az mutatja meg, hogy hany

gerjesztési periddust tartalmaz a palya, a masodik szam pedig az iitk6zések szamat.

Itt most T = 2m, a cosinuszos gerjesztés miatt (persze lehetne ennek paros egész szamu
tobbszorose is). Illetve a peremérték feladat a kovetkezd képpen fog kinézni (14) alapjan:
0 (46)
Xvég(ZT[, xo) —Xo — 0=0.
2T

X,-t a falrdl inditva és ott is allitva le a szimulaciot niitkozEs utan azt fogja eredményezni, hogy
olyan megoldast fog talalni a belovéses modszer, ami a falrél van inditva. Ilyen periodikus

palyakra lathatok példak a kdvetkezd abrakon (v = x,(t) és x = x,(t)):

Periodikus palya

0.5¢

v

-05¢

1.5

2. abra: (1,1) periodikus palya (x, = [1,—1.4785,12.1519]7, = 0.1443,f = 1,A = 0.7)
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Periodik al
- _Periodikus palya

1.5¢

051

v
(=}

051

157}

-25

w
N
)]
N
N
;]
L
-
o
;]
o
o
)]
-

1.5

3. abra: (1,2) periodikus palya (x, = [1,—2.2950,5.6019]7,{ = 0.1443,f = 2,1 = 0.7)

Periodikus palya

v
o

X

4. abra: (1,3) periodikus pélya (x, = [1,—4.4774,6.4183]7,{ = 0.1443,f = 5,1 = 0.6)

A pszeudo-ivhossz modszerhez (a 3.3.-ban leirtak miatt) (41) ,(42) (44) és (45) is modosulni
fognak (itt most mind 3 paraméterrel ki lesz egészitve, mert implementalas céljabol egyszeriibb
utana kiszedni a megfeleld sorokat és oszlopokat a kibdvitett nemlineéris egyenletrendszer

Jacobi-matrixahoz):
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%' (O] x,(t) T (47)
*2 E? f cos(x5(8)) = 282,(8) — 21 ()
I X3’ t
Xgj = 4O = 61 :f(xflj(t'XO.ﬁj))
f1(® 0
[ A@) 1t 0
r 0 1 0 0 0 01
-1 -2 —fsin(x3(t)) —2x,(t) cos(x3(t)) 0
0f (x (£ X0)) o o 0 0 0 1
ax o o0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
- 0 0 0 0 0 0-
1 0 0 0 0 O
O —r 0 0 0 O
R [0 0 100 0
u—l0 0 0 1 0 0
O 0 0 0 1 O
O 0 0 o0 0 1
(47) tfelhasznaléasaval 3.3. alkalmazhato:
JxoVx, T Jpp =0 (48)
[[vso |l + || = 1,
mint prediktor 1épés, majd
« _ [Xo (49)
X = ['p]

0
F'(X;41(0)) = Xysg (T, X 41 (P)) — Xj41 — [ 0 ] =0,
2m

(Xj,; —X;) - v—As =0,

egyenletrendszer kell megoldani. Az eredményeket szemléltetik az alabbi abrak:
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Paraméter kovetés pszeudo ivhossz modszerrel
15.5 T T T : .

stabil palya instabil pélyal

151

145}

14

135}

[0l

131

1257}

121

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
A

5. 4bra: (1,1) periodikus pélya (xo = [1,—1.4785,12.1519]7,{ = 0.1443,f = 1,14 = 0.7)

lekovetése A-ban

Jol lathat6 az el6z6 abran, hogy gorbe visszaforduldsanal stabilitds vesztés tortént. A stabilitas
a monodromia matrix segitségével lett egyszerii sajatérték szamitassal meghatarozva a 3.2.-ben
leirtak szerint. Az implementalt pszeudd ivhossz modszer mindig figyeli a megtalalt palyak

stabilitasat és kijelzi, hogy ha valtozas tortént.

Paraméter kovetés pszeudo ivhossz modszerrel
T T T T

13.6

1347

13.2}

137

[Ioll

12.8 |

126

124

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

¢

6. abra: (1,1) periodikus palya (x, = [1,—1.4785,12.1519]7, = 0.1443,f = 1,A = 0.7)
lekovetése ¢-ban
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Parameéter kovetés pszeudo ivhossz modszerrel

12.9

1287}

12507

125}

1247}

0.5

1

7. &bra: (1,1) periodikus palya (x, = [1,—1.4785,12.1519]7,¢ = 0.1443,f = 1,1 = 0.7)
lekovetése f-ben

4.1.4. Adott nT periddus idejii palyak keresése
Mivel az algoritmus barmennyi kapcsolofeliiletet megenged, ezért (15) alapjan kiegészithetjiik

a rendszert a kdvetkezd kapcsolofeliilettel (ahol szintén nem torténik mod valtas):

hT(x(t)) = x3(t) — 2mn (50)
1 0 O
Rr=[0 1 0].
0 0 O

Igy ha hyp-rél van inditva a megoldas, illetve hp-t n-szer elérve allitjuk le a szimulaciot akkor,
a belovéses modszer 2mn periddust palyat fog talalni ilitkdzések szamatol fliggetleniil. A

peremérték feladat a kovetkezo alakt lesz ebben az esetben:
Xysg (27N, X)) — Xy = 0. (51)

Példa ilyen periodikus palyakra (*-al jelolve a palya kezdetét):
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Periodikus palya

0.8

06

0.4r

027

v

021

-04 1

06

-08 1

8. abra: (1,1) periodikus palya (x, = [0.7456,—0.1073,0]7,{ = 0.1250,f = 1,1 = 0.5)

Periodikus palya

15}

0.5

v

051

15 : : : :
3 25 -2 45 -1 05 0 05 1 15

oy

9. abra: (1,3) periodikus palya (x, = [ 0.8768,1.3837,0]7, = 0.1250,f = 2,42 = 0.5)
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Periodikus palya

v
(=}

10. 4bra: (2,1) periodikus palya (x, = [ —0.3141,1.5581,0]7,{ = 1.5,f = 5,1 = 1.5)
Az utolsdé példan egy olyan palya lathatd, ahol grazing kozelében vagyunk, és emiatt [2]
talalhato egy ilyen kiilonleges tulajdonsagu palya, ahol nem ugyanannyi az iitk6zés szama, mint
a periodus hosszanak a szama, ugyanis ennél a rendszernél a (n, n) tipusa periodikus palyak a
gyakoribbak. Példanak okaért ennél a konkrét palyanal is megsziinik ez a tulajdonsag ha a
paramétereken csak kicsit valtoztatunk is (nagyon sziik tartomanyban marad ilyen tulajdonsagu

a palya), ugyanis a grazing kozelében nagy a paraméter érzékenysége a rendszernek.

Ennél a fajta palya keresésnél el6fordulhat nagy f és kis A értékre az un. chattering jelenség,
amely végtelen szamu litk6zést jelentene véges id6 alatt (eddig az iitkdzés szam limitalas miatt
ilyen nem fordulhatott el6), vagyis a test feltapadna a falra. Ez itt ebben a modellben nincsen
kezelve, de egy 1) vektormezd, illetve kapcsolofeliilet bevezetésével megoldhatd lenne ez a
probléma. Chattering esetében a koncentrikus korok az (1,0) pont koré gytilnek és ebben a
pontban lenne vége az iitk6zési sorozatnak. Példa a chattering jelenség kozelében 1évd

periodikus palyarol:
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06 Periodikus palya Periodikus palya a chattering kozelében

0.4

0.2

-0.2

-04

-0.6

-0.8 : *
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

11. 4bra: (1,15) periodikus palya a chattering kdzelében (x, = [ 0.9936,0.3086,0]7,¢ =
0.125,f = 2,1 = 0.2)

4.1.5. Grazing bifurkaci6 keresése

Ha egy periodikus palya kozel van egy grazing bifurkaciohoz, akkor 3.4. alapjan eljarva

X
meghatarozhat6 az a paraméter, ahol fellép a bifurkacio (47) segitségével X, = [po]:

Xysg(P) — Xo (52)

h(xkézeli (p))

- )

F*(xp) = [

illetve R kib6vitésével, megoldhaté Newton-Rhapson modszerrel az el6z6 egyenletrendszer.

100 0 0 0 (53)
010000]

R..—|0 000 0 of

% =0 0o 0o 1 0 of
l000010J
000 00 1
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A 3.4.1.-ben leirt Xy,0;; megtalalasanak folyamatat (x-el jelolve az abran) szemléltetik a
kovetkezd abrak grazing bifurkacio kozelében 1évo periodikus palydknal, 1. eset, amikor palya

nem éri el a kapcsolofeliiletet:

Periodikus palya

1.5¢

051

v

051

15 . . A " . .
2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

12. 4bra: (1,2) periodikus palya grazing kozelében (x, = [0.2094,1.67031,0]7,{ = 1.5, f =

5,1 =0.79)
w1073 Periodikus palya
5 .
0 D
= st
10
-15 1

0994 0996 0.998 1 1.002 1.004 1.006

13. &bra: Xy;,e1; alakuldsa, ahogy kozeledik a palya a kapcsolofeliilethez (az el6z6 dbra
nagyitasa)
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Latszik, hogy igen nagy pontossaggal megtaldlja a 3.4.1.-ben leirt folyamat Xy;,e;i-t-

2. eset, amikor eléri a palya a kapcsolofeliiletet (ebben a konkrét példdban Xysze1i = Xpontos )-

Periodikus palya

0.8

0.6

0.4

0.2y
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14. 4bra: (1,1) periodikus palya grazing kozelében (x, = [0.3477,0.6728,0]7,{ = 0.95,f =
1.45,1 = 0.71)

Belenagyitva latszodik, hogy Xyszeli = Xki-
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15. &bra: X;,.;; alakulasa, ahogy kozeledik a palya a kapcsolofeliilethez (Xj4,¢1i =
[1,—0.0898,1.0862]" lett)

Miutdn meg van Xy;.e1i, @ kritikus palya keresésénél felszabaditjuk a gerjesztési frekvencia
paraméterét €s talalunk egy pontos grazing eseményt tartalmazo palyat erre a A-ra. 1. esetben
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igy fog kinézni a példaban bemutatott palyahoz kozeli periodikus pélya, ahol grazing bifurkéacio
fellép:

Periodikus palya
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16. 4bra: (1,3) periodikus palya grazing bifurkéacioval (x, = [0.2099,1.6703,0]7,{ =
1.5,f =5, = 0.7897)

A 2. eset példajaban pedig a kovetkezo lesz (szintén A a felszabaditott paraméter):
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17. &bra: (1,1) periodikus palya grazing bifurkécioval (x, = [0.3323,0.6789,0]7,( =
0.95,f = 1.45,1 = 0.7198)
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4.1.6. Paraméterben vald kovetése a Grazing bifurkacionak

Minden adott, hogy a 3.5. alapjan a kovetkezd egyenletrendszer felallithato legyen és meg is

oldhato:

. X
o = [X¥0] = po (54)
' p
2 %)
Xvég,i+1(p; P2) — Xo,i+1

h(Xiozelii+1 (P P2)) B

xXj3, —X;")-v—As =0,

Fr(xj1) = [

ahol, v-t a prediktor 1épés hatarozza meg:

Jxg Vg +Jp,vp, = 0 (55)

vl + 125, | = 1.
A legutobbi abran lathato grazinget tartalmazo periodikus palya kovetése f illetve A-ban (azért

ez a két valasztott paraméter, mert ezt a gerjesztés hatarozza meg):

Bifurkacio kovetése
1.45 " .

1.05 ' : ; :
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

A

18. abra: (1,1) periodikus palya grazing bifurkaciéval (x, = [0.3323,0.6789,0]7,( =
0.95,f = 1.45,1 = 0.7198) A-ban és f-ben valo kovetése

A legals6 pontban a periodikus palya kovetkezd képpen fog kinézni, ahonnan mar kisebb A és f

parositasa mellett nincsen grazing bifurkaciot tartalmazo periodikus palya ezen az agon:
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- . Periodiklus pé]yal
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19. 4bra: (1,1) periodikus palya grazing bifurkacioval (x, = [0.8445,0.1624,0]7,{ =
0.95,f = 1.0753,4 = 0.3031)

Amikor f-ben keressiik meg a grazinget és A-ban kovetjiikk azt (eddig pont forditva volt),
ugyanezen ¢ = 0.95 érték mellett, egy masik grazinget tartalmazé agat is megkapunk, ami az
bekovetkezni, mig eddig 1 litkézés tortént. Szakirodalmakban [2] sok olyan példat lehet latni
erre a jelenségre, ahol egy grazing eseménybdl tobb ag is kiindul egyszerre. Példa a masik agra

a kovetkezo abran lathato:
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Bifurkacio kovetése
1.55 T "
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20. 4bra: (1,2) periodikus palya grazing bifurkéacioval (x, = [ 0.7847,0.4970,0]7,{ =
0.95,f = 1.5328,1 = 0.5) f-ben és A-ban valo kovetése

Ezen ag legals6 pontjahoz tartozo periodikus palya a kovetkezd abran lathato, ami jol be is
mutatja, hogy miért van vége ennek az agnak, ugyanis egy pontta zsugorodik a hurok és igy
eltlinik a grazing bifurkacio, megsziinik a 2. iitkozés:

s Periodikus palya
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21. 4bra: (1,2) periodikus palya grazing bifurkéacioval (x, = [0.9335,0.1442,0]7,( =
0.95,f = 1.1374,1 = 0.2742)

28



Egyiitt dbrazolva a két agat:

Bifurkacio kovetése
1.55 T : y
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22. 4bra: (1,2) és (1,1) grazing bifurkacidval rendelkezd palyak kovetése
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4.2. A strlodésos oszcillator modellje
4.2.1. A mozgast leird egyenletek

A vizsgalt modell a kdvetkez6 abran lathato:

,,,,,,,,

/////////////

23. 4bra: A surlodasos oszcillator sematikus rajza

(38)-hoz hasonl6an a mozgas egyenlete:

mix(t) + kx(t) = F(t) — mgusign(x(t)), (56)

ahol,u a surlodasi egyiitthatog a nehézségi gyorsulas, a tobbi jelolés a (38)-ban (litkozéses
oszcillatornal) szerepld jelolésekkel megegyezik

A
wim

Bevezetve a dimenziotlan id6t: wif =t és f = A= wi illetvea F, = Z—‘Z mennyiségeket,
hasonloan (39)-hez, (56) igy fog kinézni a ~-k elhagyasa utan:
x"'(t) + x(t) = f cos(At) — E;sign(x'(t)). (57)

4.2.2. A szakaszosan sima rendszert leird egyenletek, a sirlodds modellezése

Cauchy atirassal, illetve automma téve (57)-t, a kovetkezé modon: x,(t) = x(t),x,(t) =

x,(t)
x'(t), x3(t) = At, x(t) = |x,(t)|. (57)-t 2 vektormezdvé bontva:
x3(t)
x,(t) ] (58)
f,(x(t,x,)) = fcos(xs3(t)) — %, (t) — K|,
A
x,(t)
f, (x(t,xo)) =\f cos(x3(t)) —x,(t) + E|
A
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ahol £, (x(t, x,)) tartozik az x,(t) > 0 és az f,(x(t,x,)) az x,(t) < 0-hoz
Illetve mivel a kettd kozotti kapcsolofeliilet egy szakaszan egymas felé mutat a két vektormezd,

ott ahol |f cos(x3(t)) — x,(t)| < F,, ezért egy harmadik, koztes vektormezét is definialni kell

0
a sliding bifurkacié miatt (aminek a fizikai jelentése a letapadas), fo(x(t,x,)) = [0
A

Osszesen 2 mod lesz jelen, amelyek kozott 1 kapcsolofeliilet fogja biztositani a valtast, illetve a

. Tehat

sliding bifurkaciohoz is fog tartozni egy kapcsolofeleiilet (7) alapjan, valamint egy vektormezd.
Formalisan a 2 mod kozott valtd kapesolofeliilet: h(x(t)) = x(t), dimenziotlan id6vel és x(t)-

vel kifejezve:

h(x(1)) = x,(b). (59)
1 0 0

Ehhez tartozo linearis leképzés matrixa: R=|0 1 0], ugyanis minden allapotvaltozo
0 0 1

onmagaba lesz leképezve.

4.2.3. A beloveéses modszer bemutatasa adott n gerjesztési peridodus hossza palydkon

Mivel nem a modvaltasok szdma van rogzitve a periodikus palyak keresése soran, ezért
sziikséges a (50)-el megegyez6 hT(x(t)) ¢s az R bevezetése, amely kovetkeztében a
peremérték feladat (16)-al fog megegyezni (a végallapot modjanak is meg kell, hogy egyezzen
a kezdeti allapot modjaval, de itt ez automatikusan teljesiil, mivel az allapotvaltozok vektora
egyértelmiien meghatarozza a modot). A gerjesztési periodus tovabbra is T = 2m, mint 4.1.-
ben. (n, m) jelolje szintén a 4.1.-hez hasonléan az n peridodust, m-szer modot valté megoldast.
Példak periodikus palyakra a kovetkezé abrakon lathatoak (v = x,(t), x = x,(t) és ¢ =
x3(t)):
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Periodikus palya Periodikus palya

vm/1]
z[m|

o) plrad]
24. abra: (1,2) periodikus palya (x, = [1.2707,1.4936,0]7, F, = 0.9810,f = 1.4,A = 0.7)

Az utdbbi példan latszodik, hogy nem tapad le a tomeg, amelyet a kelléen nagy frekvencia és

amplitudo biztosit.
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25. 4bra: (1,2) periodikus palya sliding bifurkacioval (x, = [1.4413,0.6499,0]7,F, =
0.9810,f = 1.4,4 = 0.5)

Ezen az abran pedig jol 1athato a letapadas jelensége, amelyet az alacsony gerjesztési frekvencia
idézett el6, ugyanis a 24. abran latott palyahoz képest minden paraméter ugyanaz maradt csak

a A csokkent.
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4.2.4. Pszeudo-ivhossz modszer bemutatasa adott nT periddus idejii palyakon

4.1.3.-a megegyez6 moddon a kovetkezok kellenek a modszerhez:

%, ()]
x,'(t)
/] _ x3,(t)
%=1
f'@®
LA'(t)
x,(t)
fcos(x3(t)) — x4 (t) — Fy
3’ = fl (X(t, XO,ﬁj))
0
0
x,(t)
f cos(x3(8)) — x,(t) + F,
A = .
0 =f, (x(t, Xo,u]))
0
0
0
0
A
fo (X(t, Xo’ﬁ]‘)) = 0
0
0
r0 1 0 0 0
-1 0 —fsin(x3(t)) £1 cos(x;3(t))
oz (X(t'xolﬁi)): 0 0 0 0 0
ox 0 O 0 0 0
0 O 0 0 0
0 O 0 0 0
1 0 0 0 0 O
01 0 0 0 o
R o001 00 0
u 0 0 01 0 of
0O 00 01 O
0O 0 0o 0 0 1

ahol: +-nal a+ az f,-re vonatkozik, a - el6jel az f;-re

(60) kibovitett rendszerrel 3.3.-ban leirt pszeudo-ivhossz modszerrel alkalmazhato:

33

oo OO

(60)



Jx,Vx, T Jpp =0 (61)

v [l + 1] = 1,

ami megadja v-t, majd

x1(t) (62)
_ [x(®
x3(t)

F (Xi41(P)) = Xueg(nT, X141 (P)) — Xi11 = 0,

(Xj;1 —X]) v—As =0,

aminek a megoldasa megadja a kovetkez6 periodikus palyat. Példak a megoldasokra az alabbi
abrakon lathatoak:

Parameéter kovetés pszeudo ivhossz modszerrel
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26. abra: (1,2) periodikus palya sliding bifurkacioval (x, = [1.4413,0.6499,0]7,F, =
0.9810, f = 1.4,1 = 0.5) lekovetése f-ben
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Parameéter kovetés pszeudo ivhossz modszerrel
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27. 4bra: (1,2) periodikus palya sliding bifurkacioval (x, = [1.4413,0.6499,0]7, F, =
0.9810, f = 1.4, 1 = 0.5) lekovetése A-ban

4.2.5. Sliding bifurkaci6 hataranak megtalalasa

Ohg) (Xpe)
6Xbe

Oh(Xpe) =[0 1 0 0 0 O0],ezért:

3.6. alapjan csak a -t kell kiszamolni (mert a tobbi mar rendelkezésre all), mivel

P (ah—(xbe)fbe(xbe) + 0h(Xpe ) fii (Xpe) ) (63)
0hg(Xpe) "\ 0R(Xpe) fii Xpe) — IM(Xpe) Fre Xpe)
aXbe N axbe
1 afbe(xbe)
= Oh(Xpe) ————
(0h(Xpe) fii (Xpe) — ah(xbe)fbe(xbe))z << ’ 0Xpe

0fi Xpe
+ 0h(Xpe) %) (Oh(Xpe) fii(Xpe) — 0R(Xpe)fpe (Xpe) )
0fyi Xpe 0fpe Xpe
- <ah(xbe) % — 0h(Xpe) %) (Oh(Xpe)fpe (Xpe)
+ 0h(Xpe)fki (Xpe) ) |,

. ; of tXg ui of X0 4 B
ahol, % , |IIetveaf‘;‘;—(Xbe) (60)-ban leirt 1(x(axx°‘ ) vagy 2(x(x0) -val egyezik meg
be

Xbe ox

Xpe helyen, attol fiiggben, hogy melyik modbol melyik modba 1épiink be.

Ez alapjan mar megoldhato a 3.6.-ban leirt peremérték feladat:
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Xvég(p) — Xp —
|hsl(xbe(p))| -1

F(x;) = 4

0,

példa sliding hataran 1évo6 periodikus palyara:

Periodikus palya 1 periédusa

v[m/1]

p[rad]

28. abra: (1,2) periodikus palya sliding bifurkacié hataran (x, = [1.2918,1.4447,0]7, F, =
0.9810,f = 1.4, = 0.6866)

Ez az abra jol szemlélteti a sliding bifurkacié specialis alakjat, ugyanis itt a v = 0 helybdl
,kilép6” gorbe szép siman halad tovabb 0 kezdeti meredekséggel (jobb oldali derivalttal). Ha
nem lépne fel sliding bifurkacio nem 0 kezdeti meredekséggel haladna, ahogy a 24. abran is
torések vannak a gorbéken , illetve ha nem a hataran lenne a sliding bifurkacionak a palya,
akkor nem pontszerti lenne a 2 gorbe kozti valtas, hanem megjelenne egy vizszintes szakasz is,

ahogy a 25.4bran is.
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4.2.6. A sliding bifurkacié hataranak kovetése

Minden adott, hogy 3.7.-ben leirtak teljesiiljenek és megoldhaté legyen az egyenletrendszer:

x1(t) (65)
x,(t)
Xo" = |x3(t)
p
p,

. X
xi =[50 = [p"
t p2 pz

Xyegi+1(PP2) = Xoi+1] _ 0

F*(x** = =
(1) = [ ey oo (0, o)) = 1

xXj3,—Xj")-v—As =0,

illetve a prediktor 1épéshez adott a kovetkezd egyenletrendszer:

Jxg Vg +Jp,vp, = 0 (66)

oy | + [op,| = 1,

igy az (1,2) sliding hataran 1évé periodikus palyat (x, = [1.2918,1.4447,0]",F, =
0.9810, f = 1.4,4 = 0.6866) lehet kbvetni A-ban és f-ben:

- Sliding bifurkacio hataranak kovetése
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29. abra: (1,2) sliding bifurkacié hataran 1évo periodikus palya (x, =
[1.2918,1.4447,0]", F, = 0.9810, f = 1.4,1 = 0.6866) kdvetése A-ban és f-ben
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5. Osszegzés és jovobeli kitekintés

Ahogy lathat6 volt az algoritmus képes a grazing, illetve sliding bifurkacidkat tartalmazé
kritikus periodikus palydk megtalalasara, illetve azokat képes 2 paraméterben kdvetni. Ezen
algoritmus felhasznalasaval akéar az iitkdzéses oszcillator és a surlédasos oszcillator
dinamikajanak teljes feltérképezése megvalosithato. Illetve barmilyen altalanos szakaszosan
sima rendszeren képes ezen bifurkaciok megtalalasara és kovetésére 2 paraméterben, mert az
irt kod teljesen fiiggetlen a rendszertdl €s az algoritmus felépitésében is végig meg van tartva
az altalanositas. A rendszer, mint bemeneti adat van jelen a szamitasok soran. Jovobeli tervként
mindenképpen beépiteném a chattering jelenség kezelését, mint kiilon bemeneti
kapcsolofeliiletet és a hozzatartozd vektormezot, bar a kod jelen formajaban is van lehetdség a
chattering kezelésére is, de az egyszertibb hibrid rendszer definialas érdekében egy kiilon

bemeneti rész szolgalhatna erre.
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