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1. Bevezetés

Manapsag a korszerii informatikai eszkozok elterjedésével és a szamitasi teljesitmény ro-
hamos névekedésével (1d. Moore-torvény) elengedhetetlen a mérnokdk szamara, hogy
els6 kézbdl tudjak kihasznalni az ebben rejld lehetéségeket. A kozismert és népszeri
mesterséges intelligencia és optimalizaciés modszerek, példaul mesterséges neuralis halok,
genetikus algoritmusok, fuzzy szakért6i rendszerek (Ibrahim, 2016) kozott hattérbe szo-
rul néhany kevésbé ismert, am annal nagyobb potenciallal rendelkez6 megoldas. Ezek
felhasznalasahoz jol kell ismerni a valdsziniiségszamitas alapjait, ezt a mérnoki képzés
soran gyakran méltatlanul hattérbe szoruld teriiletet. A széban forgd technikak alapjat
a Gauss-folyamat (Rasmussen, 2003) adja. Az egyik legalapvet6bb miiszaki feladat a
dinamikai rendszerek modellezése és identifikaciéja. A hallgaték mar képzésik elején
is talalkoznak a probléma egyszertsitett valtozataival labormérések soran, az Osszetett
rendszerek minél pontosabb modellezése pedig kutatds targyat képezi még ma is. A li-
nearizalt modellek j6 tulajdonsigaik ellenére (egyszeriiség, konnyii implementalhatdség)
egyre kevéshé bizonyultak elégségesnek az iparban, hiszen az elobb emlitett mddszerek
képességei tulszarnyaljak a linearis regressziot. A nemlinedris regresszidval a linearisnal
jobb megoldas is elérhetd, hiszen barmilyen fiiggvényt lehet illeszteni a mérési pontok-
ra, feltéve, hogy ismert a fiiggvény jellege. Ekkor a megoldas a mar emlitett, dontden
parametrikus médszerek. Ha azonban a mérések célja éppen a jelleg, azaz a fiiggv meg-
talalasa, akkor nem parametrikus technikdkat kell alkalmazni, hogy a modellfeltevés ne
zarja ki azonnal az Osszes tObbi fiiggvényt. A nemlinearis dinamikai rendszerek identi-
fikdcidja nem parametrikus médszerekkel a leirtak miatt aktivan kutatott tertilet.

Dolgozatomban nemlinearis dinamikai rendszerek identifikdcidjara alkalmas algoritmust
valdsitok meg egy tjonnan publikalt, Gauss-folyamat alapu technikaval. A moddszer az
LEFM-bdl (Latent Force Model) indul ki és azt a nemlinedris rendszerekre alkalmazhaté
formara alakitva hasznalja. Ez a megoldds magasszintii valdsziniiségszamitasi és mecha-

nikai ismereteket egyesit.



2. Elméleti attekintés

A fejezet a legfontosabb matematikai Osszefliggéseket taglalja, melyek a dolgozatban fel-
hasznalasra keriiltek. Nem minden lépés kertilt lefrasra, a leirt pontok koziil nem mind
kertilt részletes kifejtésre; a dolgozat nem potolhatja szakkonyvek behaté tanulmanyozasat.
Az itt szereplo 1épések azonban esszencialisak a teriileten hasznélt technikak elsajatitasahoz

és egyfajta mérfoldkonek tekinthetok a megértés szempontjabol.

2.1. Matematikai alapok

2.1.1. Frekventista és bayesianus statisztika, Bayes-tétel, bayesianus kovetkez-

tetés

A statisztika két megkozelitést alkalmaz a valdszintiségszamitast illetéen, a frekventis-
ta és a bayesianus megkozelitést. A frekventista esetében a valésziniiség egy esemény
hosszutdvi megfigyelése soran tapasztalt eléfordulds (példaul kosarlabddban a pontszerzés
esélye kiszamithaté sok kosdrra dobds esetén a sikeres és az Gsszes kisérlet ardnyabdl). A
bayesidnus statisztika ezzel szemben a bizonytalansag mérését célozza meg a valdszinliségi
valtozét illetéen. Ez a megkozelités igen hasznos, ha az el6fordulas sokszori és ismételt
megfigyelése draga (példdul toréstesztek), vagy éppen lehetetlen (Bajnokok Ligdja 2022/23
gyOztes csapata). A valdsziniiségszamitas Osszefliggései mindenesetre mindkét esetben
hasznalhaték. Természetesen nem kizardlagos a kétfajta megkozelités, hanem egyazon
dolognak két kiilonboz6 szemléletmodja. A dolgozatban hasznalt technikdakhoz a baye-
sianus megkozelités alkalmazasa célszert, a tovabbiakban erre alapul az elmélet donto
része.

A Bayes-tétel a feltételes valészintiség definicijabdl vezethet6 le. Legyen (£2, F,P) harmas
egy Kolmogorov-féle valdszintiségi mez6, (£2, F,P rendre az eseménytér, o-algebra az
eseménytéren és valészintiségi mérték). Ekkor a feltételes valdszinliség az A, B € F

eseményekre a kévetkezé médon definidlt, ha P(B) > 0:

P(AN B)

PIAIB) = —5 5

(2.1)
Amennyiben P(A) > 0 is teljesiil, felirhaté P(B|A) feltételes valészintiség is. Feltéve,
hogy Ai,..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak, P(B) kifejezhetd a teljes
valészintiség tételének megfeleléen. Ezekbol mar felirhaté a Bayes-tétel:

P(B|Ap)P(Ax)

FAlB) = S BBl R4 (2.2)

ahol Ay, € {Ay,..., A, }. A feltételes valdszintliség definiciéjaban alkalmazott kikotést
itt is alkalmazni kell, tehat P(A4;),P(B) > 0, Vi. A Bayes-tétel folytonos valtozdkra is
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altalanosithato, illetve arra az esetre is, ha A és B valdszintliségi valtozdk kozil az egyik

diszkrét, a masik pedig folytonos eloszlasi. A feltételes siirtiségfiiggvény definicidja a

feltételes valoszintliség sturuségfiiggvényekre vett altalanositdsaval kaphaté meg, a zéréoszto

elkertilése végett itt is kikotés, hogy a nevezdé nem lehet nulla, tehat a nevezoben szereplo

marginalis eloszlas mindig nagyobb, mint 0. Az X és Y folytonos valészintiségi valtozdkra

a kovetkez6 formaban frhato fel az el6z0 tétel, valoszintiségek helyett stirtiségfiiggvényekkel:
frix(ylo) fx ()

v (@) = T ) o) 23

A bayesianus kovetkeztetés lehetové teszi ismereteink frissitését egy valoszintiségi valtozorol
egy masik valésziniiségi valtozé kimenetelének ismeretében. Ez azt jelenti, hogy a val6szin{i-
ségi valtozok szitkségképpen nem fiiggetlenek (kiilonben az egész médszer értelmetlen). Az
egyenletben fy(x) jelenti a kiindulési feltételezésiinket a valészintiségi valtozordl (prior),
fyix(y|z) az eléfordulast (likelihood), fx|v(z|y) pedig a kovetkeztetés utani feltételezést
(posterior). A nevez6ben szerepld kifejezés valdjaban fy(y) a teljes valdsziniiség tétele
szerint kifejtve, ezért margindlis (marginal) eloszldsnak is nevezik (1d. még evidence). A
(2.3) egyenlet mér ebben a forméban is hasznalhaté Osszefliggés, de a gépi tanulasban

bevett jelolésekkel ez a kovetkezo kompakt alakra hozhato:

f(6|D) = f(D|6)(6). (2.4)

A modellben @ a paraméterek vektora, D a megfigyelések halmaza. A likelihood, azaz

f(D|0) fiiggetlen mérések esetén az egyes mérések valdszintiségének szorzataként szamithato:

f(D16) = ] f(xil6). (2.5)

z, €D

Ekkor a paraméteres mddszerek esetén 6 ezen szorzat maximalizaldsaval optimalizalhato.
Ezt nem szokas alkalmazni, sokkal elterjedtebb a szorzat negativ logaritmusanak minima-

lizalasa, ekkor az el6fordulas logaritmusanak neve log likelihood.

2.1.2. Tobbvaltozds normaleloszlas

Az X = (X3, ..., X,,)T folytonos valészintiségi vektorvaltozé n-dimenzids norméleloszlasi!

p € R™ varhato érték vektorral és 3 € R™*™ kovariancia métrixszal, ha stirtiségfiiggvénye:

1 1

s O | T e B e e (26)

f(z1,.xy) = f(x) = o

LA normaél eloszlas a legfontosabb eloszlas mind gépi tanuldsban, mind jelfeldolgozasban. A centralis
hatareloszlas-tétel szerint azonos szorassal és atlaggal rendelkez6 kiilonb6z6 eloszlasok atlaga normal el-
oszlashoz tart. A mérési zajt pont ilyen eloszldst zavarok eredményezik, ezért kozelitik igy a gyakorlatban.
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Ennek jelolése a kovetkezd: X ~ N(u,X). Az n-dimenziés norméleloszlds n-dimenzids
vektorokat generdl.
Ha az el6bb lefrtaknak megfelels X = [X,X,]", akkor az eloszlés a kovetkezé médon

irhaté fel:

Xa Ha Eaa Z]ab
~ N , . 2.7)

Xy oy e Db

A kés6bbiekben hasznalt fontos Osszefiiggés, hogy amennyiben X a (2.7) egyenletben
lathato eloszlast koveti, akkor az X, | X}, feltételes valészintiségi valtozo eloszldsa az alabbi

modon irhaté fel:

Xa|Xb ~ N(I‘l’a + EGGE&)I (Xb - I-'l’b)a Eaa - 2)(1()2]1)_()1231;_{)1)- (28>

2.1.3. Kernel fiiggvény

Sok teriilet hasznal kernel fliggvényeket, az értelmezések jelentosen eltérhetnek egymastol
és az egzakt matematikai fogalomtdl is. Itt céliranyosan a Gauss-folyamathoz sziikséges
szemléletmodot alkalmazom.

Ak :R™" — R kernel fiiggvény egy R" vektortér x, x* elemeihez rendel skalar értéket:

k(x, %) = (¢p(x), p(x7)). (2.9)

A ¢ : R" — R/ bazisfiiggvény az eredeti térbdl az tn. feature térbe transzformalja a
vektorokat, (-,-) pedig a skaldris szorzatot jeloli®2. A bézisfiiggvény lényege, hogy ma-
gasabb dimenzidjui térbe képezi le a vektortér elemeibol all6 mintat, melyek az eredeti
térben nem lennének linedrisan szeparalhatok, az 1j dimenzidkkal azonban ez mar le-
hetséges (Id. 2.1. dbra), nem mellékesen ez az SVM-ek (Support Vector Machine) alapel-
ve. Magasabb dimenzidji feature tér esetén egyre nagyobb mennyiségii szamitast igényel
a bazisfiiggvénybdl kapott pontok kiszamitdasa. Ennek a szamitasigénynek a csokkentésére
hasznalhaté an. kernel triikkk: alkalmazasdval nem kell transzformalni a vektorokat a ma-
gas dimenziéju feature térbe, a kernel fliggvény kifejezheté az eredeti térbdl szarmazo
vektorok skaldris szorzatanak segitségével. A kernel fiiggvény célja a bemenetként kapott
vektorok ,, hasonldsdganak” mérése, ez intuitiv magyarazatot ad a kernel triikkre, 1évén a
skalaris szorzat eredménye is egyfajta ,hasonlésag” mértékének tekintheto. Minél maga-
sabb a feature tér dimenzidja, annal magasabb hatvanyai sziikségesek a vektorok skalaris

szorzatanak a kernel fliggvény kiszamitasahoz. Végtelen dimenzids feature tér esetére is

2A matematikusok kevésbé partikuldris meghatdrozasokat alkalmaznak, pl. R™ helyett Hilbert-teret.
A fogalmak mogott rejlo elv megegyezik, de a bemutatott alkalmazasokban nincs sziikség ilyen mértéki
absztrakciéra.
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2.1. dbra. Bazisfliggvény hatasa, piros és zold szinnel jelolve a kiilonbozé osztalyokba
tartozé vektorok. Balra a kétdimenzids eredeti tér, jobbra a hdaromdimenziés feature tér,
ahol mar linedrisan szeparalhaté a minta

fel lehet irni a kernel fliggvényt a kernel triikkel, ekkor az eredeti skalaris szorzat altalaban
nem latszik explicite. A fontos gyakorlati kérdések azok, hogy milyen fliggvények alkal-
mazhatok kernelként és hogyan lehet 1j kerneleket 1étrehozni mar ismert kernelekbdl.
Mercel elmélete (Minh et al., 2006) szerint a sziikséges és elégséges feltétel a fliggvény
pozitiv definitsége és a paramétereire vett szimmetria. Nagyon fontos tulajdonsag, hogy
kernelek linearis kombinacidja és kernelek szorzata is kernel, ekkor kiilonb6z6 kernelek
elényos tulajdonsagait lehet kombinalni. A kernelek fontos tipusa az Un. stacionarius
kernel, ekkor a kernel nem kozvetleniil a vektoroktdl, hanem azok kiilonbségétél fligg (ez
akkor teljesiil, ha a kernel eltolds invaridns). Matematikai eszk6zokkel levezették és bemu-
tattak a fontosabb kerneleket (Genton, 2001). Néhény, a kés6bbiekben hasznélt kernel:

Gauss RBF (radial basis function) a, o paraméterekkel:

||z — x*||*

k ) = —_ . 2.10
(@2 = aoxp | -2 (2.10)
Itt és a tovdbbiakban a || - || jelolés L2-normét, kozismert nevén euklideszi normét jelent.

Laplace RBF kernel «, o paraméterekkel:
k(x,x*) = aexp [—M} . (2.11)

o
Matérn 3/2 kernel «, o paraméterekkel:
k(x,z*) = a1 + v/3r) exp [—\/gr} , T = M (2.12)
o



Az elébb felsorolt kernelek jol lathatéan mind stacionariusak. A 2.2. abran lathatok a

kernelek azonos paraméter kombinacidra.
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2.2. abra. Kernel fiiggvények azonos, a = 1, 0 = 2 paraméterekkel. Balra Gauss RBF,
kozépen Laplace RBF, jobbra Matérn 3/2

2.1.4. Kernel hatasa n-dimenzios normaleloszlasbdl szarmazo vektorokra

Az n-dimenziés normaleloszlas esetén a kernel fliggvény simitésra hasznalhaté. A kovari-
ancia matrix egyes elemeinek a sordban és oszlopaban 1év6 valdszintiségi valtozo kernelét
valasztjuk. Ekkor az egyes kovarianciak olyanok lesznek, hogy minél kisebb az eltérés két
valtozo kozott, annal nagyobb lesz koztiik a kovariancia.

Egy f : R" — R fiiggvény simasiganak fogalmara tobb definicié is létezik, de mind-
egyik valahdnyadik rendii (esetleg végtelenedik) derivaltig koveteli meg a derivéltak foly-
tonossagat. Egy diszkrét értelmezési tartomanyu fiiggvény esetén a folytonossag magara
a fliggvényre sem teljesiil. Mégis, mivel az értelmezési tartomany kardindlis szama N,
sorba rendezhetok a fiiggvény pontjai, és ekkor eldirhatok osszefiiggések szomszédos pon-
tok kozott, amelyek a folytonos fliggvények simasaganak feleltethetok meg diszkrét esetre.
A kernel fiiggvény éppen ilyen Osszefliggéseket ir le, tovabba kapcsolatot teremt a folyto-
nos és diszkrét eset kozott, ugyanis a kernel fliggvény barmekkora dimenzidji kovariancia
matrixot meghatarozhat (hataresetben végtelen is lehet, 1d. kovetkezd szakasz).

Ha az X n-dimenzids folytonos valészin(iségi valtozé X ~ N (u, X) és 3 diagondlis, akkor
az eloszlas n darab fliggetlen egyvaltozds normaleloszldssa egyszeriisodik, azaz az el6z0
eloszlds helyett az X; ~ N(u;,02), i € {1,...,n} eloszldsokat kapjuk. Az egyszeriiség
kedvéért legyen p; = p és 02 = o2, A 2.3. &bran 25-dimenzids eloszlashdl vételezett
vektorok lathatok.
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2.3. abra. Gauss-eloszlds diagonalis kovariancia matrixszal, standard egyvéltozds
normaleloszlasi komponensekkel

A vektorok koordinatéit egyenes szakaszokkal 6sszekotve megfigyelheto, hogy az egymas
utan kovetkezd szakaszok meredeksége nagy mértékben eltérhet az el6z6étol, csakugy,
mint az egymas utan kovetkezo koordinatak értéke.

Ha a kovariancia métrix nem diagonalis, azaz a magasabb dimenzidji eloszlds nem ve-
zetheto vissza kozvetlentl egydimenzidsakra, akkor a vektorok generalasa az eloszlasbdl
nem trividlis. Pozitiv definit kernelek esetén alkalmazhaté a Cholesky-felbontas, tehat
az eddig bemutatott és leggyakrabban hasznalt kernelek esetén a felbontds hasznélhaté.
Ekkor a ¥ n-dimenziés kovariancia matrixra ¥ = R”R, ahol R” € R™" és R € R™*"
rendre alsé és felsé haromszogmatrix, ebbél pedig adédik S = RT tn. skéldzdsi matrix.
Ha az eldéllitani kivant Y ~ N (u, X) eloszlast tetszéleges varhato érték vektor és pozitiv
definit kovariancia métrix jellemzi, akkor az megkaphaté egy X ~ N(0,1) eloszlasbdl,

ahol az egyes valészinliségi valtozé komponensek egyvaltozos standard normaleloszlasuak:
Y =p+SX. (2.13)

Ezzel a médszerrel magasabb rend normaleloszlasok visszavezethetok egyvaltozés stan-

3. A kernel fiiggvény hatdsa az eredetileg diagondlis kovariancia

dard normal eloszlésra
matrixszal generalt, 2.3. abran szerepl6 vektorokra a 2.4. abran lathato. Jél lathato,
hogy a kernel csokkentette a szakaszok meredekségének nagymértékii valtozasat, tehat a
vektorok simasdga ilyen értelemben nott. Az itt tapasztalt Osszefiiggések adjak az alapjat

a kovetkezo szakasznak.

3A standard normal eloszlds pedig visszavezethetd 0 és 1 kozotti egyenletes eloszlasra, ezt az eloszldst
pedig pszeudo-véletlen szamok generdlasaval a szamitégépek mindig el6 tudjdk allitani.
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2.4. abra. Vektorok 25-dimenziés norméleloszlasbél, Laplace RBF (=1, 0 = 70)
kernellel, standard egyvaltozds normaleloszlasb6l Cholesky-felbontédssal generalva

2.1.5. Gauss-folyamat

A Gauss-folyamat mogott egy nagyszeri otlet all, amely 1ényegében az n-dimenziés normal-
eloszlas altalanositasa: ha a dimenzidszam a végtelenhez tart, akkor az igy generalt
végtelen dimenzids vektor valéjaban fiiggvénynek tekintheté. Ekkor a varhato érték
vektor és a kovariancia matrix végtelen sok elemet foglal magaban, ezért ezeket rend-
re a varhaté érték fliggvénnyel és a kétvaltozos kovariancia fiiggvénnyel kell helyettesiteni
(utébbi a kernellel valdsithaté meg célszertien). Az igy generdlt f : R — R fiiggvények
jelolése f(x) ~ GP(m(x), k(z,x*)), m(x) varhaté érték fliggvénnyel és k(x, 2*) kovariancia
fliggvénnyel! (m(z) egy m : R — R fiiggvény). Az 2.5. dbrdn lathaték Gauss-folyamatbdl
szarmaz6 figgvények, kiilonbozé paraméterek esetén. Az a priori varhaté érték m(z) és
kernel k(x,z*) fiiggvények ismeretében tehat generdlhatok fliggvények. Ha f az a priori
eloszlast jelenti mar megfigyelt pontokban, fi pedig a kiszamitando eloszlast tetszéleges

pontokban, akkor az eloszlas a (2.7) egyenlet alapjan a kévetkez6képp irhaté fel:

X X
o 1] 1. (2.14)

I 7 P S

Az 6sszefiiggésben szerepld i, py, vektorok m(x) varhaté érték fiiggvénybél, 3, 3y, X1
Yer matrixok k(x,x*) kernelbél irhatok fel. Az fi|f feltételes eloszlis a (2.8) egyenlet

1Az el6z6 szakaszban bemutatott diagondlis kovariancia matrixi normaleloszlds is dltalanosithaté
fiiggvényekre. Ekkor a kernel Dirac-fiiggvénnyel nullézza a més pontokkal vett kovariancidt. Az igy
generalt fliggvény nem folytonos, sot végtelen sok helyen van szakaddsa. Ez az an. fehér zaj, amely a
pontok fiiggetlensége miatt a teljes spektrumon azonos spektrélis stiriiséggel rendelkezik.
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2.5. dbra. GP 4ltal generdlt fliggvények Matérn 3/2 kernellel, kiilénboz6 « és o
paraméterekkel

alapjan szamithato:
Felf ~ N (e + 2027 (=), S — E0E7'S) . (2.15)

Az igy kapott Osszefiiggéssel tehat tetszoleges pontban kiszamithaté az eloszlds, amennyi-
ben az néhany pontban ismert. Ez nagyon hasonlé médszer a krigeléshez®.

A (2.15) egyenletben vektorok n-dimenziés norméleloszldsa keriilt kiszdmitdsra ismeretlen
helyeken, az a priori eloszlast felhasznalva. Ez atalakithaté tgy, hogy az eloszlast az 1]
pontokban ismertnek tekintjiik, tehat ez lesz a D tanitéminta. A (2.14) egyenlet atirva

fp tanitémintdhoz tartozé eloszlasra és f(x) a priori eloszldsra tetszbleges x-re:

I Up YXpp  Xp
~N , . (2.16)

() m(z)| | Zp  k(r,27)
Ekkor a (2.15) egyenletnek megfeleld Osszefiiggés a kovetkezdképpen alakul:
[@)[D ~ N (m(2) + SEERY (fo — po), k(w,a") — SEEpLSp) . (217)
Ekkor az a posteriori Gauss-folyamat D tanitominta ismeretében:

f(@)|D ~GP (mp(x), kp(x,z)), (2.18)

5A krigelés geostatisztikdban hasznélt eljards. Segitségével két mérési pont kozott megbecsiilhets egy
1j pontban valamely valtozé értéke. Ha ez a felszin alatti réteg széntartalma, amely két mérési pontban
ismert, akkor becsiilhet6 a széntartalom egy 1j pontban, ahol fizikai korldtok miatt nem mérhetd.
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ahol a frissitett atlag és kovariancia fiiggvények egyértelmiien adédnak (2.17) egyenletbél:

mp(x) = m(z) + Z5(D, 2)2pp(D)(fp — ko)
(2.19)

kp(z,7*) = k(z,2*) — 25(D, 2) 255 (D)Ep(D, 7).

A szamitasok sordan fontos, hogy a matrixok fiiggnek-e D tanitémintatol és x valtozotol,
ezért a fliggések is fel lettek tiintetve. A Gauss-folyamat alkalmazasakor a mérési zaj na-
gyon konnyen figyelembe vehetd, feltéve, hogy az egyes mérések fiiggetlenek egymastdl (a
klasszikus mechanikdban szinte kizarélagosan el6fordulé eset®). Ekkor, az egyes mérésekre
ugyanakkora, o, nagysagu szorast feltételezve, az eddig haszndalt ¥pp kovariancia matrix
helyett Xpp+02 I matrixot kell alkalmazni, a tobbi 1épés megegyezik az elézéekkel. A 2.6.

abran lathatok tanitomintakkal frissitett Gauss-folyamattal generalt fiiggvények. Fontos

2.6. dbra. Gauss-folyamat tanitdsa zajos mérésekkel (o, = 1.1). Feliil az a priori
(m(x) = 0, Matérn 3/2 kernel « = 1, 0 = 1 paraméterekkel), alul az a posteriori
folyamatbdl generalt 40 figgvény, D = {(4,—5), (11,5), (15,1)}

megjegyezni, hogy a méréseket fliggetlennek és zajmentesnek (0 szérdsinak) tekintve nem
miikodik az elébb ismertetett modszer, ekkor ugyanis ¥pp nullmétrix lenne, ami nem
invertalhato. Tl alacsony széras esetén pedig numerikus problémék adédhatnak, ezért

ezeket a jelenségeket az implementacio soran figyelembe kell venni.

2.1.6. Sztochasztikus differencialegyenletek, Gauss-folyamat atirasa

Ebben a szakaszban a jelolések a szakirodalomnak megfeleléek (Sarkka & Solin, 2019).

Itt részletekbe menden is lehet olvasni a sztochasztikus mddszerekrdl, bar a szerzok sajat

5Ez természetesen klasszikus mechanikai problémsk esetén is fiigg a mérés médjatdl, kvantummecha-
nikaban pedig nagyon gyakran nem teljesiil. A kérdés mindig az, hogy a mérés hatasa a mért folyamatra
elhanyagolhatdé-e.
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bevalldsa szerint is ez még csak nagyon kis szelete a teriiletnek és inkabb intuitiv, mint
matematikailag szigoru.

A sztochasztikus differencidlegyenletek (SDE) legnagyobb kiilonbsége a hagyomanyos (de-
terminisztikus) DE-khez képest, hogy tartalmaznak valamilyen sztochasztikus folyamatot,
ezaltal a megoldds mindig més és mas trajektoriat ad. Egy determinisztikus n-ed rendi
explicit DE (éltalaban) felirhat6 a kovetkezé alakban:

(t) = f(x(t),t) + L(x(t), t)w(t). (2.20)

Itt x(t) : R — R™ az éllapotvéltozdk idéfiiggd vektora, f(x(t),t) : R — R™ és L(x(t),t) :
R > R™* tetszéleges fiiggvények, w(t) : R — R* pedig a gerjesztés idéfiiggd vektora.
Lathatd, hogy a (2.20) egyenlet jobb oldaldn az Gsszeg két tagja Osszevonhaté lenne a
determinisztikus esetben. Sztochasztikus esetben viszont nem, itt ugyanis a w(t) ger-
jesztés helyére valamilyen sztochasztikus folyamat keriil. A differencidlegyenletek analiti-
kus megoldésa legegyszeriibb esetben integraldsra vald visszavezetéssel torténik’. Megmu-
tathaté (Sarkkéd & Solin, 2019), hogy egy sztochasztikus folyamat megoldaséhoz egészen
1j moédszerek sziikségesek, a kordbban hasznalt integral fogalmak (Riemann-, Riemann-
Stieltjes-, a mértékelméleti szarmaztatasa miatt dltalanosan hasznélhaté Lebesgue-integral)
nem elégségesek a lefrashoz. A matematikailag latszélag nehezen kezelheté SDE-k az It6-
integrallal oldhaték meg, a tertilettel pedig részletesen az Ito-kalkulus foglalkozik. A sza-
batos matematikai levezetés nagyon hosszi lenne, intuicié szintjén viszont elmondhatd,
hogy a B Brown-mozgas szerint kell integraldst végezni, ami, lévén egy sztochasztikus
folyamat, kiilonbozik a hagyomanyos helyettesitéses integral megoldasatol. A Brown-
mozgas itt tényleg a fizikabol is ismert mozgést jelenti. A novekményei az egyes tagok
kozott a folyamat soran 0 atlagi normaleloszlasbdl szarmaznak, ami tényleg jol modellezi
a részecskék véletlenszertinek tind mozgdsat.

A dolgozat szamara legfontosabb eredmény az SDE-k elméletébdl, hogy bizonyos esetek-
ben a Gauss folyamat atirhato sztochasztikus differencidlegyenletté. Ha a kernel spektru-
ma racionalis tortfiiggvény, akkor az atiras mindenképp elvégezheto. Ennek belatasa nem
trividlis® (Sarkka & Solin, 2019). A cél tehdt egy f ~ GP (0, k(t,t*)) folyamat atirdsa egy
n-ed rendt SDE-vé. Az SDE-k a kdévetkezo egyenletbdl indulnak ki:

dx = Fadt + Ldg. (2.21)

"Még determinisztikus esetben is csak ritkdn lehet zart alakd megoldést taldlni, ezért sziikségesek a
numerikus mdédszerek. SDE-k esetén is vannak ilyen médszerek, pl. Euler-Maruyama mddszer.

8B4r ez is bonyolultnak t{inhet, itt kimondatlanul is a legegyszertibb eset 4ll fenn, csak idéadatokat
hasznél ugyanis a kernel. Az éltaldnos eset tér- és idSbeli adatoktdl egyardnt fiiggd (in. spatio-temporal)
kernelek alkalmazasa, ezek parcialis sztochasztikus differencidlegyenletekre vezetnének.

13



Ez egy jobban kezelhet6 alakra hozhaté a dt operatorral valé formalis osztas utan:
z = Fx + Lw. (2.22)

Itt w az Gn. fehér zaj folyamat (a teljes spektrumon mindenhol megegyezik a spektralis
stirliség). Az f ~ GP(0,k(t,t*)) folyamat altal generélt egyvaltozds f fliggvénybdl
képezve az allapotvektort f = ff . fh ! és derivaltjat f = [f f ..f(")]T, illet-
ve egy egydimenzios w fehér zaj folyamatot S(w) = ¢ spektrélis stirtiségfiiggvénnyel (g

konstans) valasztva a (2.22) egyenlet alapjan a kovetkezd Osszefliggés irhaté fel:
f=Ff+Luw. (2.23)

Az f allapotvektorbdl egyértelmiien megkaphaté maga f, célszerli viszont ezt is métrixos
formalitassal felirni az esetlegesen hipermatrixos alakban figyelembe vett csatolas kife-
jezésének megkonnyitése érdekében. Ekkor H = [10...0] jeloléssel f = Hf. Az F és
L matrixok, illetve ¢ spektralis stirtiségfiiggvény a kovetkezoképpen alakulnak a hasznalt
kernelek esetén:

Laplace RBF «, o paraméterekkel:
1 2
F= [——] JL=[1],q="2 (2.24)

Matérn 3/2 a, o paraméterekkel:

3
0 1 0 3
F = , L= , ¢ =4« £ . (2.25)
3 _2V3 1 o

o2

A szakirodalomban sok eltérd jelolés hasznalatos, az olvasé ilyen szellemiségben kell, hogy
értelmezze a paramétereket. Az el6bb bemutatott atirasokra a kovetkezo alfejezetben lesz

sziikség.

2.1.7. A posteriori eloszlas, Markov Chain Monte Carlo

A (2.4) egyenletben bemutatésra keriilt a bayesi-kévetkeztetés gépi tanuldsban hasznalatos
alakja. Az Osszefiiggés az a posteriori eloszlast nem fejezi ki direkt mddon, csak az
aranyossagot adja meg. A nevezObdl tehat hidnyzik a normalizaciés konstans, az f(D)

marginalis eloszlas, aminek a kiszamitésa elviekben a kovetkez6 moédon lehetséges:

/@f(D|0*)f(0*)d0*. (2.26)
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Az Osszefliggés kiszamitasa az esetek donto tobbségben nagyon nehéz, ezért bevett gya-
korlat olyan algoritmusok hasznélata (pl. rejection sampling), amelyek a prior és likeli-
hood ismeretében becstilni tudjak az a posteriori eloszlast. A Markov Chain Monte Carlo
(MCMC) algoritmus erre a célra kivéléan hasznalhato.

Az MCMC két masik modszert egyesit, a Monte-Carlo-mddszert és a Markov-lancokat.
Az el6bbi alatt 1ényegében az Gsszes olyan szamitogépes szimulaciot értjlik, amely nagy
mennyiségl véletlen mintavételezéssel a valodi megoldashoz konvergédlé megoldassorozatot
ad. Ez frekventista, a gyakorisag megfigyelésén alapulé médszer. A masik rész, a Markov-
lanc, bonyolultabb, ezért bemutatast igényel.

A Markov-lanc olyan sztochasztikus folyamat (legegyszer(ibb esetben diszkrét idejii és
véges allapoti), amely Markov-tulajdonsdgi. Diszkrét idejii és véges dllapotu esetben az
X1, Xy ... valdszintiségi valtozok sorozatédnak tagjai az S = {A;,..., A,} édllapothalmaz
elemeinek értékét vehetik fel. Az allapotok kozotti atmenet valdszintisége a sorozat két

egymast kovetd tagja kozott a p;; egy-lépéses atmenet-valdszintiséggel definidlt:
pij =P (X1 = A5 X = 4y) . (2.27)

A p;; egy-lépéses adtmenet-valdszintiségeket indextik szerint métrixba rendezve kaphato
meg a P € R™" atmenetmatrix definicidja, tehat P(i, j) = p;;. A Markov-tulajdonsédg a

kovetkezot jelenti:

]P)(XkJrl = 37k+1’Xk = ﬂUk) = ]P(Xk+1 = $k+1\Xk = Tp, Xp—1 = Tpp—1,..., X9 = xo) .

(2.28)
ahol z; € §, Vi. Tehat a sorozat kovetkezo tagja kizardlag az elozo tag fiiggvénye. Ha
az atmenetmatrix staciondrius, akkor, bizonyos feltételek teljestilése mellett, stacionérius
eloszlds értelmezheté az allapotokon, azaz Jlmw € R™ diszkrét eloszlas az édllapotokon
értelmezve, amihez a lanc korabbi allapotaitdl fiiggetleniil tart az n 1épéssel késobbi, egyes
allapotokban val6 tartézkodas striiségfiiggvénye. Ekkor w = 7P, tehat a staciondrius
eloszlas vektora az atmenetmatrix bal oldali normalizalt sajatvektoraként kaphatd meg.

Ekkor tetszoleges A; € S allapothoz tartozé stacionarius érték:

m =Y mP(i,j). (2.29)

ies
A Markov-ldnc altaldnositasa megtorténhet az id6, illetve az allapottér kiterjesztésével
is, a dolgozatban hasznalt MCMC technikahoz ez utébbi sziikséges, méghozza folytonos
esetre. Ekkor az S allapothalmaz nem véges elemszamu, tehét S # {A4,..., A, }, hanem
egy folytonos tartomény, a dolgozatban célszertien S = R. A véges szamu allapot esetére
definidlt &tmenetmétrix a folytonos esetben p(x,y) dtmenetfiiggvénnyé alakul (hasonléan,

mint a kovariancia matrix és kovariancia fiiggvény esetén). A (2.27) és (2.28) egyenletek
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a kovetkez6 modon alakulnak a folytonos esetre:

p(z,y) = f (Xpt1 = y| Xy = )

J (X1 = o1 |[ X = 21) = [ (Xir = T | Xo = @, Xpm1 = Tp—1, ..., Xo = 20) -
(2.30)
Itt is teljesiil, hogy z; € S = R, Vi. A véges allapoti esethez hasonldan itt is definialhaté
a staciondrius eloszlas. Ekkor a (2.29) egyenlet a kovetkezé alakban irhaté fel tetszéleges

y € S esetére:

w(0) = [ ml@pla.)de (2:31)

Tehat a stacionérius eloszlds folytonos stirtiségfiiggvényét m(y) adja meg.

A mintdk az dtmenetfiiggvénnyel generalhaték, a Markov-lanc inicializalasa utén (az elsé
tagnak val6 értékadds utdn). Egy minta csak jelolt, nem lesz automatikusan eleme a
lancnak, erre elfogadasi szabélyt kell definidlni. A mintavételek folytonos allapothalmazu
Markov-lancot alkotnak, ami staciondrius eloszlassal rendelkezik. A stacionarius eloszlas
itt éppen a keresett eloszlast jelenti, hiszen az abbdl generalt mintdk visszaadjak magat az
eloszlast. Az elobb leirtaknak megfeleléen a Markov-lanc a korabbi allapotoktol fiigget-
lentil tart a stacionarius eloszlashoz. A staciondarius eloszlashoz tartozé mintak a Markov-
lancbdél megkaphatdk, ha az elsé néhdany elemét, amely még nem a staciondrius eloszlast
kovette, eldobjuk (ez az in. ”burn-in” fazis). Az dtmenetfiiggvény (altaldban egy kern-
el fiiggvényt hasznalnak) felirdsa és a mintavételezés pontos mddja (elfogadés-eldobés
szabalya) hatdrozza meg, hogy milyen mintdkat kapunk a véletlen bejaras sordn, illetve
milyen gyors a konvergencia a staciondrius eloszlas felé. A legtobb MCMC méddszer az
utobbiakban tér el valamilyen médon egymastél. A kovetkezo szakaszban bemutatasra

keriil a dolgozatban hasznalt megoldas.

2.1.8. Metropolis-Hastings és Metropolis MCMC

Az egyik legnépszertibb MCMC médszer a Metropolis-Hastings MCMC. Ekkor az al-
goritmus a kovetkezo: elso 1épésben tetszoleges értékkel inicializaljuk a lancot, példaul

zo ~ N (0,1). Minden zo-t kovetd zx-ra a kovetkezd szamitast kell elvégezni:

A:mm(LfQEQﬁQ). (2.32)

m(ze)p(zn, y)
Itt ™ a staciondrius eloszlas, =, az el6z6 tag, y a k + 1l-edik tagra egy jelolt, p pedig
az atmenetfiiggvény. Ekkor A valdszinuséggel elfogadjuk a jeloltet az 1j tagnak, azaz
Tpr1 = vy, ellenkezd esetben az el6z6 tagot valasztjuk, ekkor zp.; = zj. A szamitds

sokat egyszeriisodik, ha p fiiggvény valtozdiban szimmetrikus. A (2.10), (2.11) és (2.12)

egyenletekben bemutatott kernelek a@ = 1 paraméterrel tokéletesen alkalmasak egy ilyen
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atmenetfliggvénynek. Ekkor:

A = min (1, () ) . (2.33)

()
Ehhez hasonld formdban lett kidolgozva az eredeti® Metropolis MCMC is (Metropolis et
al., 1953). Mivel a 7 staciondrius eloszlds ismeretlen, sét éppen ezt probéljuk eléallitani
az algoritmussal, nem hasznalhato a képlet ebben az alakban. Viszont rendelkezésre all a
(2.4) egyenletben felirt 6sszefiiggés, a keresett eloszlds (posterior) ardanyos a likelihood és

prior szorzataval. Ekkor tehat az elfogadasi valoszintiség, Metropolis-algoritmus mellett:

—in (1 SWOF©) N L ( fWl6)
4= (1’f(xk\9)f(0)) (1’ f@k;e))' (2.34)

Lathaté, hogy csak a likelihood szamit, mivel a prior a szamldléban és a nevezoben is

megegyezik.

2.1.9. Kalman-sziro

A Kalman-sziiré Kédlman Rudolf Emil magyar-amerikai villamosmérnokrol elnevezett elja-
ras. A modszer lényege, hogy egy valamilyen Gsszefliggéssel iteralt, de mérésekkel kor-
rigalt idosor esetén az a priori és a mérési adatokhoz tartozé szérasok aranyaban silyozza
a becslést és a mérést a kovetkez6 idoponthoz tartozé allapot eloszlasara vonatkozodan.
Az eloszlasokat rendszerint normaleloszlassal kozelitik, az egyes allapotokrodl valé isme-
retet a pp € R™ varhatd érték vektor és 3 € R™" kovariancia matrix irja le a k-adik
idolépésben. Legegyszeriibb esetben a kiindulasi egyenletek a kovetkezo, diszkrét ideji
allapottér modell (ATM) alakban megadott egyenletek:

zlk]=Auz[k—1]+Bgu k] +w[k], w[k] ~ N (0,Qu)
(2.35)

y k] = Cyz [k] + Dgu [k] + v [k], v [k] ~ N (0,Ry).

ttzeR", ueR*, yeRY A; € R B; € R Cy € RV*" Dy € RV“ a w és v
diszkrét ideji fehér zaj folyamatok rendre Qg € R™™ és Ry € RY*Y difftizios métrixokkal.
Az elébbi alak olyan szempontbdl is egyszertisitett, hogy az Ay, By, Cy4, Dy, Qq és Ry,
matrixok idofiiggetlenek, a modell stacionarius.

A Kalmén-szird inicializdldsa (azaz a po vektornak és a ¥y méatrixnak valé értékadas)
utan rendre két 1épést iteral: a becslést (prediction step) és a mérést (measurement step).

A becslés tisztan az allapotegyenlettel kozeliti a kovetkezd, k-adik idolépésbeli varhato

9Ezen egyszeriinek tiind algoritmus kidolgozdsan nem kisebb személyek dolgoztak Metropolis mellett,
mint Teller Ede és felesége, Harkanyi Méria Auguszta.
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értéket és kovarianciat:

k-1 = Agpr—1 + Bau [K]
(2.36)

Skt = AgZp 1AL + Qq

A pry—1 és Bpp—1 jelentik a £ — 1-edik idSlépés utan, de k-adik idSlépésbeli mérés el6tt
a legjobb becslést a k-adik idolépésbeli py varhatd érték vektorra és 3, kovariancia

matrixra. A mérés a becsléssel kapott értékeket frissiti a k-adik mérés alapjan:

i = pppr—1 + Kgry
(2.37)

3k = (I - KpCy) g1

Az 7, vektor a becstilt és a mért kimenet kiilonbsége, a K matrix pedig az un. Kalman-

erosités matrixa:

T = Y [K] — Yk, Y = Captipp—1 + Dau (k] (2.38)

K, = Zp1CYS Y, Sy = CuZyp—1C + Ry,

Az algoritmus soran tehat mindig az allapotvektor k-adik idolépésbeli kozelitése torténik
pr vektorral és 3 métrixszal. A részletekbe mend levezetés (Murphy, 2012) nem bo-
nyolult, lényegében a megfelel6 matrixmiiveleteket kell helyes sorrendben végrehajtani.
A Kalman-sziir6 célja a szamitdasi komplexitas és ezaltal a szamitdsi id6 csokkentése.
A k-adik id6lépésbeli kozelitéshez nem feltétlen sziikséges Kélman-sziiro, kiszamithato
kizarélag bayesianus kovetkeztetések sorozataval. Ekkor azonban barmely idélépésben
sziikség van 0Osszes korabbi idolépéshez tartozé mérésekre is; nem nehéz belatni, hogy
ez konnyedén valhat rendkiviil szamitasigényes folyamatta. A Kalman-szlirének nincs

0

szitksége az Osszes allapotra, kizardlag az el6zére!?, amiben kddolva van az Osszes azt

megel6zonek a hatasa.

2.2. Nemlinearis dinamikai rendszerek

2.2.1. Duffing-oszcillator

A legegyszeriibb nemlinearis dinamikai rendszer a Duffing-oszcillator, mas néven kobos
oszcillator. A maéasodrendl differencialegyenlet a linearis tagokon kiviil egy poziciétol

fiiggd kobos nemlinearitdst tartalmaz. A differencidlegyenlet a kovetkezo:

mi + ct + kx + da® = U(t), (2.39)

0A7 elsé tirhajok idejében még nagyon kezdetleges szamitégépek alltak csak rendelkezésre, ezért
szamitott forradalmi Gtletnek ez a Markov-tulajdonsagra hasonlité iterdcio.
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ahol m a tomeg, c a csillapitasi tényezo, k a rugémerevség, d pedig a nemlinearitas egyiitt-

hatoja.

2.2.2. Van der Pol-oszcillator

A Van der Pol oszcillator szintén masodrendii differencidlegyenlettel leirhaté dinamikai
rendszer, de a Duffing-oszcillatornal Gsszetettebb, ugyanis ebben az esetben a nemline-
aritas kiilonbozo6 rendi tagok szorzataként all el6. A rendszert leiré differencidlegyenlet a
kovetkezo:

i—p(l—a)i+az=U(). (2.40)

A p paraméter a nemlinearitds egytitthatdja.

2.3. Latent Force Model
2.3.1. Az LFM eredeti megkozelitése

Az LFM (Latent Force Model) 6tlete ujkeletii (Alvarez et al., 2009) és hibrid model-
lezési szemléletmodot alkalmaz. Hagyomanyosan kettordl lehet beszélni, a tisztan adat-
vezéreltrél, illetve a tisztdn gépészeti megkozelitésrél. Az el6bbi 1ényegében black-box-
ként tekint a rendszerre és egyaltalan nem modellezi azt. Ez rugalmas rendszert biz-
tosit, azonban a kevés megkotés miatt sok adat kell az identifikdciéhoz, ami, ha nem
all rendelkezésre, pontatlan modellhez vezet. A masik nagy hatulité extrapolacié esetén
jelentkezik, itt ugyanis olyan tartoméanyon kellene becsiilni a kimenetet, ahol nincs rendel-
kezésre allo adat, marpedig ez a megkozelités csak erre tamaszkodik. A tisztan gépészeti
megkozelités ezzel szemben figyelembe veszi a fizikai kényszereket, méghozzd olyannyi-
ra, hogy attol a modell nem képes elszakadni. FErre jo példa egy parametrikus opti-
malizacios technikaval tanitott, linearisan modellezett oszcillator: ha az oszcillatorban
valéjaban nemlinedaris tagok is vannak, a modell és az algoritmus képtelen lesz azt figye-
lembe venni és rossz mindségli linearis modellt eredményez. A két modellezés egyesitése
kikiiszoboli a mésik hidnyossagait. Az LFM mogotti motivacié a rejtett (latent) valtozok
és fuggvények vizsgdlata a rendszerben. A téma mestereinek kedvenc példdja a marionett
bab: a babjatékos kevés fajta mozdulattal tudja irdanyitani a babot, de a néz6 a drotokat
nem, csak a bab mozgasat latja. Ez viszont nagyon Osszetett lehet, hogyan lehet mégis
a babjatékos mozdulatait vizsgalni, ha csak a babut latjuk? Az LFM erre a kérdésre ad
valaszt.

A babjaték analdgidjara a kovetkezé Osszefliggés irhaté fel a valtozokra:

X =FW +E. (2.41)
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Az X € R™? a megfigyelt n db g-dimenzids valtozé matrixa, F € R™*" az n db redukalt,
r-dimenzios rejtett valtozé métrixa, W € R"™*7 a silymaétrix, E € R"*? pedig Gauss-zaj (0
vérhaté értékii g-dimenzids eloszlas altal generalt n db vektor). A 2.18 egyenlet dinamikai

egyenletté alakithaté a megfigyelt valtozok elso és masodik derivaltjanak felhasznalasaval:
FW = XM + XC + XD + E. (2.42)

Ekkor M € R?*7 a tomeg, C € R9*? a csillapitas, D € R9*9 pedig a rugéomerevségek dia-
gonalis matrixa. Az eddig olvasottak alapjan lathaté, hogy ebben az esetben is elvégezheto
a Gauss-folyamatra val6 altaldnositdas. Az ebben szakaszban leirt, eredeti megkozelités

lényegében a Gauss-folyamat frissitésére épiil. Egy egyszert példa a kovetkezo:
mzZ+cz+kz=U(t), U(t) ~GP (0, (k,k")). (2.43)

Ez egy 1 DoF linearis oszcillator egyenlete, ami egy ismeretlen Gauss-folyamattal van ger-
jesztve. A cél ennek a (rejtett) gerjesztésnek a meghatdrozasa a megfigyelhet6 valtozdok
ismeretében. Itt tehdt Gauss-folyamatok kozotti frissités szikséges, ami O(n?) szdmitdsi
komplexitast és O(n?) tarhely igény(i. Ezek csokkentésére szdmos jol hasznalhaté algo-
ritmus létezik (ezek a simitds és a sziirés teriiletéhez tartoznak), népszerii az in. RTS,
azaz Rauch-Tung-Striebel simité (Sarkka, 2008), de ilyen példaul az el6z6 fejezetben be-
mutatott klasszikus Kalman-szlir6 is. Kutatok megvizsgaltak ezek hatasat kiilonbo6zo
kernelekkel kombinalva (Hartikainen & Sarkké, 2010).

Az eredeti mi szerz6i ramutattak néhany alkalmazési tertiletre, ahol nagyon jol hasznalhato
az LFM megkozelités. Ilyen volt példaul egy orvostechnikai alkalmazas, ahol kiilonb6zo
sejteket és DNS szekvencidkat elemezve probaltak megtalalni a rejtett valtozokat és fiiggvé-
nyeket, melyek tampontot adhatnak a kutatd orvosoknak a kutatas irdnyat illetéen. Az
eredmények igéretesek voltak, de a mechanikai alkalmazéasok vizsgalata elmaradt. Ebben
az alkalmazasban nem is latszik igazan, hogy pontosan milyen mdédon lenne alkalmazhato
ez az elmélet, hiszen a mérnoki gyakorlatban elég ritkan fordul el6, hogy a rendszer teljes
mértékben ismert. Ha utébbi igaz, akkor lényegében egy mérémiiszerrol lehet beszélni,
ekkor viszont nem tlinik célravezetonek a gerjesztés Gauss-folyamattal valé modellezése.

Egy jo otlettel, kis modositassal azonban nyilvanvaléva vélik az ebben rejlé potencial.

2.3.2. LFM nemlinearis dinamikai rendszer identifikacigjahoz

Az LFM felhasznalasa nemlinedris dinamikai rendszerek identifikdlasahoz egy 11j kutatasi
teriiletet jelent, az egyetlen, a témaval foglalkozé szakcikk 2022-es (Rogers & Friis, 2022).
A szerzok az el6z0 szakaszban bemutatott modszerbdl indultak ki. Egy ponton azonban
drasztikus modositast hajtottak végre: mivel a dinamikai rendszerek identifikacidjanal

ismert a gerjesztés (hiszen ezzel kaphaté meg a rendszer valasza és lehet kovetkeztetni a
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frekvencia tartomanybeli viselkedésre), ez determinisztikus ebben az esetben. Ekkor vi-
szont a sztochasztikus folyamat beépithetd a rendszer modelljébe. Ez nagyon jé modellezést
tesz lehetové és sok elonnyel jar més tipusu megoldasokhoz képest. A kovetkezdkben a
modszer részletes bemutatasa kovetkezik. Az oOtlet a szerzoké, azonban a kifejtés és az
alkalmazott algoritmus teljes mértékben sajat készitési.

Egy egyszabadsagfoku rezgérendszer adja a kiindulasi alapot:
mE+ i+ kz+ f(2,2) = U(®). (2.44)

Itt f (2, z) olyan 2-tdl és z-tél fiiggd nemlinedris tag, amely nem tartalmaz linedris tagokat,
tehdt ezek kizarodlag c és k paraméterekben jelennek meg. A tobbi tag jelolése a mecha-
nikdban szokédsos konvenciét koveti. Az elsd fontos 1épés az f (2, z) nemlinearitds Gauss-
folyamattal valé kozelitése, tehdt f(z,2) ~ GP (0, k(t,t*)). A (2.44) egyenlet felirhaté
ATM alakban, @ = [z ]" jeloléssel:

0 1 0 . R
i = z+ <U(t) — (e 2)) Cf(22) ~GP (0K, (2.45)

1

Ez az egyenlet kiegészitheto a szokasos, rendszertechnikdban haszndalatos kimeneti egyen-
lettel:
y=Cz+D (U(t) — (e z)) . (2.46)

~

Az f(z, %) ugyan nem gerjesztés, mégis azzal egylitt kell kezelni, hiszen a z, Z fiiggések
és a sztochasztikus folyamat volta miatt nincs egzakt alakja. Tehat f (z, 2) nem bonthaté
szét tovabbi meghatarozott szamu parametrizalt egységre, ezért egyben kezelend6 és ero
dimenziéju. A gerjesztéssel ellentétes elGjelli, ezért latent restoring force az elnevezése,
azaz rejtett visszatérito erd.
A C és D maétrixok kivélasztdsa nagyon fontos, mert itt doél el, hogy milyen fizikai
mennyiség mérése sziikséges. Sebesség és pozicié mérése esetén @ = [z 2] allapotvektor
bévitése sziikséges, hiszen lényegében a (2.44) kiinduld egyenletet kell atrendezni és akkor
a gyorsulas is az allapotvektorban kell, hogy szerepeljen. A gyorsuldas mérése esetén erre
nincs sziikség, ez ugyanis az allapotvektorral kozvetlentl kifejezhetd. Ekkor a C és D
matrixok:

C- [_ﬁ _£] D= H (2.47)
A dolgozatban a gyorsulds mérésére van visszavezetve a kimeneti egyenlet, mivel ez a
sebesség vagy pozicid mérésénél méréstechnikai szempontok miatt is kedvezobb, tovabba
a késobbiekben a nemlinearitdas meghatarozasahoz ebben az esetben csak a tomeg isme-

rete lesz szlikséges, mig a masik két esetben a csillapitas vagy a rugémerevség, melyeket
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szintén nehezebb mérni, mint a tomeget.
A (2.45) egyenletben f(z,2) ~ GP (0, k(t,t*)) 4tirhaté SDE ATM alakba a kernel isme-

retében. Matérn 3/2 esetén a, o paraméterekkel a kovetkez6 mddon alakul (2.25) alapjan:
f= f+| |w (2.48)

V3

3
A w fehér zaj folyamat ¢, = 4« (7> konstans spektralis stirtiséggel, az allapotvektor

pedig f = [ f (z,2), f (z, z)] Az Osszecsatolt hipermatrixos alak bevezetéséhez sziikséges

jelolések:
0 1 0 0 1 ,0 0 0
Ac,s: ; Bc,s: ) Ac,f: 5 Bc,f: ; L=
-5l s g I S B
(2.49)

A kimeneti egyenlet felirhaté a kibSvitett [z f]” allapotvektorral:

Zr
y=C,| | +D.U). (2.50)

f

Ekkor a médositott matrixok a kovetkezoképp alakulnak:
Chn=|-k _c _1 0} , Dy = [—} : (2.51)

A hipermétrixos felirdsban Lw kifejezés [0 L]" w kifejezéssé béviilne. Ehelyett beve-
zethetd w ~ N (0,Q), a kimeneti egyenlethez pedig, mint mérési zaj, hozzdadhaté
v~N(0,R). A Q és R diffiziés métrixok ekkor:

Q= , R=[q,]. (2.52)
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A hipermatrixos allapotegyenlet a kimeneti egyenlettel kiegészitve, a bevezetett jelolésekkel

a kovetkezd:

T Ac,s Bc,f €T BC,S

f 0 Al |f 0
—_———
A, Bm
(2.53)
x
y=0C, + D, U(t)+v
f

w~N(0,Q), v~N(0,R).

A Kéalman-sziir6 diszkrét 1épésekkel dolgozik, ezért ennek alkalmazisahoz a rendszert

diszkretizalni kell. Ez a kovetkezo osszefiiggésekkel végezheto el T idolépés esetén:

Ay = eXP<Ast)’ B, = Ar_nl (Ad - I) B, Qi= fTEO eXp(AmT)QeXp(A:’T;LT)dT,

C,=0C,, D, =D, Ry = RTLS.
(2.54)
A Qg kiszamitasa nehéz lehet a matrixintegralas miatt, kiilonosen szimbolikus matematika
haszndalata esetén. A Qg egyszeriibben is kiszamolhat6 P, ismeretében. A P, a Ljapuno-
egyenlet megoldasa A,,-re és Q-ra, P, az egyes kernelek esetére levezethetd (Sarkka &
Solin, 2019). Megmutattédk (Rogers et al., 2020), hogy ekkor:

Qs =P, — AP AT (2.55)

Ez lényegében a (2.54) egyenletben szerepld integralformula egyszeriisitett valtozata. A

P, meghatarozasa nélkiil is kiszamithaté Qg a kovetkezo segédmatrix alkalmazéasaval:

_Am Q
S =exp T. (2.56)
0 AT
Belathaté, hogy ekkor S a kovetkezo alaku:
. A'Qq
S = ‘ . (2.57)
0 Al

Ekkor Qg egyszeriien (AdT)T (A;le) = Q, médon kaphaté meg. Ennek implementaciéja
lényegesen egyszeriibb, mint az el6z6 két modszernél. Az el6zo alfejezetben bemutatott

Kalman-sziir6é igy mar alkalmazhato.
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A gépi tanuldshoz hasznalt hiperparaméterek vektora ® = [c, k, a, 0, q,] Az algoritmus

MCMC részéhez (Rogers et al., 2020) alapjan un. energiafiiggvény alkalmazhato:

1 1
0r (©) = pr_1 (O) + 3 log [27Sk] + ér,fS;lrk, (2.58)

ahol az S; matrix és az rp vektor a Kalméan-szlir6 iterdlashoz hasznalt segédmatrix és
segédvektor.

A matematikai levezetés a megvaldsitando algoritmus minden sziikséges 1épésére ismert
tehdt. Azonban az implementacié soran kiilonos figyelmet kell szentelni a numerikus
szamitdsbol adodé hibak elkertilésére (1d. a Gauss-folyamat esetén emlitett problémék).
Célszerti ezért az elmélet és megvaldsitas kérdéskoreit szétvalasztani. Ez alatt azt kell
érteni, hogy nem feltétlentil érdemes példaul a diszkretizalt matrixokat paraméteresen
megadni, itt az is elégséges, ha menet kézben ki vannak szamolva egy adott értékre.
Tehat ekkor nem kell bonyolult szimbolikus matematikaval paraméteres matrixintegralast

végezni. A 2.7. abran lathatok azok a 1épések, amelyeket mindenképp meg kell tenni az

SDE ATM modell Eredeti [erest sema Algoritmus
alkalmazésa

felirasa . implementalasa
(gyorsulds mérése)

—  Sebesség mérése

SDE ATM modell
modositasa

o Pozicid mérése

2.7. abra. Az implementalds megkezdése el6tti elméleti 1épések. Az SDE ATM modell
felirdasa utan harom elagazas valaszthaté

algoritmus programozasa elott. Ezek a 1épések a folytonos idejit modell 1étrehozasat jelen-
tik a mérési séma (a dolgozatban gyorsulds mérése) fliggvényében. A 2.8. dbran lathatdk
az implementalt algoritmus egyes 1épései. Megfigyelheto, hogy érvényesiil az el6bb leirt

elorelatd elrendezés a leghonyolultabb miiveletek elvégzésének megkeriilése érdekében.

3. Eredmények bemutatasa

Ebben a fejezetben az eredmények bemutatasa kovetkezik. A témakor bonyolultsagéara és
ujdonsagara valo tekintettel, a dolgozatban numerikus szimulacioval generalt adatsorokra
alkalmazom a modszert. fgy az eredményiil kapott paraméterek megfeleléen Gsszeha-

sonlithatok az ismert rendszerek paramétereivel.
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Hiperparaméter prior L : . ,
PeIP cterp Meresi adatok Atmenetfiiggvény Markov-lanc
eloszlasok | ; | A > S =
C beolvasasa definialasa inicializalasa
inicializalasa -
. o | SDE ATM rendszer . , Kalman-sziiré
Minta generilasa a . . Energiafiiggvény . .
— s —> diszkretizaciojaa [—* LSS — algoritmus futtatisa a —
Markov-lanchoz S inicializalasa S
mintaval || mérésiadatokkal
Elfogadasi arany [ |, .. , Iteralas az eloirt
s Minta elfogadasa vagy _ . .
— kiszamitasa az — eldobésa 1 elemszamu Markov- —  Adatfeldolgozas
energiafiiggveénybol lanc eléreséig

2.8. abra. A megvaldsitott algoritmus f6bb 1épései

3.1. Algoritmus tesztelése szimulalt linearis oszcillatorral

Az algoritmus Osszetettsége miatt érdemes megvizsgalni a mikodés helyességét teljesen
linedris rendszer esetére (ebben az esetben harmonikusan gerjesztett linedris oszcillator).

A linearis harmonikusan gerjesztett oszcillator egyenlete:
mi + ci + kx = Fysin (wt) . (3.1)

A szimuldlt adatok a kovetkezd paraméterek mellett lettek generdlva: m = 10 [kg],
¢ = 0.1[Ns/m], k = 100[N/m], Fy = 300[N], w = 4[rad/s], dsszesen 5000 mintét generalva.
Az algoritmus a Markov-ldanc 50000 tagjéanak eléréséig fut, a burn-in arany 10%. A mérési
séma szerint a mért kimendjel a gyorsulds, a gerjesztés ero, a tomeg pedig ismertnek tekin-
tett. A 3.1. abran lathatok a fizikai jelentéssel biré hiperparaméterek a priori és a posteri-
ori eloszlasai kiillonb6z6 médon megvalasztott a priori eloszldsokra. A c¢ a priori eloszlasa
rogzitett. A hiperparaméterek a priori eloszlasanak megfelel6 kivalasztdsa rendkiviil fon-
tos 1épés. A nagy bizonyossdggal (tehéat alacsony szdrdssal) rosszul megvalasztott atlag
drasztikusan csokkenti a modszer hatékonysdgat. A 3.1. abra fels6 harmadéan a k a priori
eloszlasanak atlaga megegyezik k valédi értékével, a széras pedig alacsony. Ez lathatoan
gyors konvergenciat és alacsony posterior szérast jelent. A kozépsé harmadban a szoras
tovdbbra is alacsony, de nagy eltérés van a prior atlag és k valédi értéke kozott. A viszony-
lag hossziunak valasztott Markov-lanc miatt az ebbdl fakad6 hiba nem annyira feltiing,
de még igy is lathatd, hogy szélesebb az eloszlds'!, ami magasabb szérdsra utal és még a
viszonylag magas aranyu burn-in fazis utan is toébb helyen outlier ldthaté. Az alsé har-
madban a rendkiviil magas széras a paraméter teljes ismeretlenségét indikalja; lathato,
hogy még ez is jobb, mint egy nagyon rossz atlaggal megvalasztott prior.

Az elobb leirtakbdl fontos kovetkeztetések vonhatok le, de ami a legfontosabb: a linearis

oszcillatoron keresztiil sikeriilt igazolni az algoritmus miitkodoképességét.

HHasonlé eltérés figyelhetd meg, mint a norméleloszlds és a Student-eloszlds 6sszehasonlitdsanal.
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3.1. dbra. A ¢ és k hiperparaméterek a priori és a posteriori eloszlasa. Feliil az alacsony
szérassal (Oprior = D), helyesen megvélasztott (fiprior = 100 = k), k6zépen az alacsony
szérdssal (oprior = D), helyteleniil megvélasztott (iprior = 70 # k), alul a nagy szérdssal
(0prior = 100) megvélasztott k prior

3.2. Szimulalt Duffing-oszcillator

A paraméterek, a gerjesztés és az egész mérési séma megegyeznek a linedaris oszcillator
esetén vizsgalttal. Az egyetlen kiilonbség az itt megjeleno kobos nemlinearitds paramétere,

melynek értéke d = 4 [SI]. A 3.2. dbréan lathaték az a priori és az a posteriori hiperpa-
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Postenor . [ Posterior
.05
=
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3.2. dbra. Hiperparaméterek a priori és a posteriori eloszlasa szimulalt Duffing-oszcillator
esetén

raméter eloszlasok. Az elsd, ami rogton feltiinik, hogy az «, o, g, paraméterek a pos-

teriori eloszlasa lassan konvergdl. Ennek oka, hogy mindharom esetben nagy szérasu,
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azaz ismeretlennek tekintett a priori eloszlds a kiindulasi eloszlas. Ennél azért tobb in-
formaciora van sziikség a gyorsabb konvergencidhoz. Egy paraméter kisebb szdérasi meg-
adasa gyorsithatja mas paraméterek konvergenciajat is. A masik feltiind jelenség, hogy
a linearis esethez képest eltolodtak a paraméter eloszlasok. Ezt az ebben a modellezési
fazisban még figyelembe nem vett nemlinearitas okozza, az algoritmus prébélja valami-
lyen médon railleszteni az adatokra a linedris rendszert (ebbdl is latszik a paraméteres
technikdk héatranya).

A kovetkezd 1épés a rejtett erd kiszamitdsa, amibél (1évén a médszer nonparametrikus),
barmilyen tipusu nemlinearitdas meghatarozhaté. Ez azonban egy nagyobb 1élegzetvételi
munka, ami jelen TDK dolgozat keretein beliil nem valésulhatott meg, de a cél éppen

ezen nagyobb projekt alapjainak lerakasa volt.

4. Tovabblépési lehetoségek, célkitiizések, trendek

Ebben a fejezetben a szerz6 meglatasai olvashatok a témaéval kapcsolatban, elsésorban
a projekt tovabbfejlesztési lehetdségeit bemutatva. A teriilet interdiszciplinaris jellege
és univerzalis alkalmazhatésaga miatt rendkiviil gyiimolesozé ez a modszer, azonban a
kezdetben nagy mennyiségii és a mérnokok szamara kevésbé ismert matematika konnyen
elriaszthatja a vallalkozo szellemi kutatdkat. A dolgozatban szerepl6 technikakat azonban
érdemes hasznalni és tanulmanyozni, mivel még nagyon kevés cikk jelent meg és ezért egy-
egy Uj publikdcié konnyen sokat hivatkozott munkava valhat. Akadémiai szempontbdl
tehat nyilvanvalé az elony, de ipari szempontbdl is megéri foglalkozni a modszerekkel.
Az eredmények konfidenciaintervalummal kaphatdok meg, ez pedig hatalmas mértékben

meg-konnyiti a szabvanyokkal'? és jogszabdlyi el6irdsokkal valé dsszekapesoldst.

4.1. Ipari szereplokkel valé kooperacio

Az eddig megjelent publikaciok kozott nem taldlhato valédi felhasznédlast bemutatd, ez
is arra utal, hogy a szerzok még csak az elmélet kidolgozasanak fazisaban vannak. A
val6s mechanikai rendszeren végzett méréssel kapott adatokra torténé alkalmazasa a kon-
cepcio igazi erOprobaja, de a szimulaciés és benchmark adatok esetén kapott eredmények
igéretesek. Az iparban szamtalan helyen alkalmazhaté lenne a modszer, mivel a szenzo-
rok egyre jobbak és olcsébbak, tehat mindenképp rendelkezésre dllna a kell6 mennyiségi
adat, melyek feldolgozasdhoz hasznalhatdk az egyre nagyobb teljesitményii szamitogépek.
A lehetOség mellett az igény is megvan a nemlinedris rendszerek modellezésére, ugyanis

egy lassi, de biztos paradigmavaltas sordan a munkaponton linearizalt modelleket egyre

12Példaul csavarok gyartdsanal az ISO 286 szabvany szerinti tiirésmezd és a maximélis selejtardny
egylittesen meghatarozzak a konfidenciaintervallumot. Ez alapjan is nyilvanvald, hogy sokkal hasznosabb
a konfidenciaintervalummal ellatott paraméter, mint egy szimpla valds szam.
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inkabb felvaltjak a nemlinearis modellek.

A kooperécio elsésorban olyan ipari szereplékkel valésithaté meg, melyek maguk is foglal-
koznak olyan teriilettel, ahol a valésziniiségszamitas ilyen szintli ismerete sziikséges. Az
onvezetd autokban is nagyon gyakran alkalmazott szenzorfizio a teriiletnek egy mar ki-
forrott és rendkiviil sikeres aga. Magyarorszagon a thyssenkrupp Components Technology
Hungary Kft. és a Robert Bosch GmbH egyarant foglalkozik K+4F keretein beliil autoném

jarmiivekkel, igy 6k potencidlis partnernek szamitanak.

4.2. Kalman-Bucy filter

A bemutatott moddszer esetén a rendszert diszkretizalni kellett, hogy a K&alman-sziiro
alkalmazhaté legyen. A Kalman-sziironek azonban 1étezik folytonos idejii altalanositésa,
ez az un. Kalman-Bucy filter (Ruymgaart & Soong, 2013), (Mitter & Newton, 2005). A

diszkretizalas elhagyasa elvileg novelheti a pontossagot.

4.3. Extended Kalman filter és unscented Kalman filter

A Kéalman-sziir6 egy masik probléméja, hogy kimondatlanul is linearis rendszerekre volt
hasznalhaté. Ez nem szamitott probléméanak az implementacié soran, hiszen az Osszes
nemlinedris tag f(z,2) ~ GP (0, k(t, t*)) sztochasztikus folyamattal keriilt modellezésre.
Azonban ha valamilyen nemlinearitasrél tudjuk, hogy benne van a rendszerben (példaul
egy pontos analitikus levezetés altal), akkor az eredeti mddszer szerint ezt nem tudjuk
kihasznalni, mivel ez is ismeretlen nemlinearitasként keriil modellezésre. Ha a determi-
nisztikus, eddig teljesen linearis részhez hozzavessziik az ismert nemlinearitast, akkor a
modszer sokkal pontosabban és gyorsabb konvergencidval taldlja meg az ismeretlen nem-
linearitast ahhoz képest, mintha e kettot egyiittesen kellene vizsgalni. Ehhez azonban a
Kalman-sziir6 nemlinearis valtozatait sziikséges hasznalni, ezek az EKF, azaz extended
Kalman filter (Ribeiro, 2004) és UKF, azaz unscented Kalman filter (Wan & Van Der
Merwe, 2000). A kiilénb6z6 tipust Kalmén-sziirékrol és alkalmazasukrél remek Gsszefog-
lalé tanulmany is sziiletett (Sarkké, 2013). Ebben az irdnyban nagyon nagy potencidl

van, egyaltalan nem tartozik hozza megjelenés az elérhet6 szakirodalomban.

5. ésszefoglalé

Munkém soran alapos szakirodalom kutatds végeztem a témakor behatd tanulmanyozasa
érdekében, a nemlinedris rendszerek, sztochasztika és gépi tanulds teriiletein egyarant.
Elméleti bemutatot készitettem, hogy latszodjék, mely 1épéseket kovetik a témaval fog-
lalkozé kutatdk (és jomagam is). Igyekeztem ebben a részben megtaldlni a matematikai

szigor és az intuicié kozotti egyenstlyt. Ugy gondolom, hogy ezt a célt maximalisan
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sikeriilt elérni, ennek eldontését az Olvaséra bizom. Az egész dolgozatban, kiilondsen
az elméleti Osszefoglald részben, igyekeztem megtorni a monotonitast tudomanytorténeti
érdekességekkel és ramutatni a kapcsolatra mas teriiletekkel.

A dolgozat megirasa elott kittizott célokat sikeriilt elérni. A dolgozat keretein beliil
elvégzett munka lehetové teszi az eredeti médszer tovabbfejlesztését, ami mar eddig is
uttorének szamitott. Sikeresen implementaltam az identifikdciét végrehajté algoritmus
magjat, miikodését teszteredményekkel bizonyitottam. Kijeloltem a tovabbfejlesztés le-
hetséges iranyait mind az ipari felhasznalas, mind az elméleti levezetés teriiletén.
Minden abra sajat készitést, ezek elkészitéséhez és a szamitasok, algoritmusok végrehajta-
sahoz MATLAB szoftvert hasznaltam.
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