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1. Bevezetés

A mechatronika egyik f6 célja a poziciészabdlyozas, mely sordn egy objektumot egy
eldirt helyzetbe kell eljuttatni, vagy egy adott palyan kell mozgatni. Ilyen feladatok
egyardant megjelennek a robotikaban [1-3], haptikus eszkdzdkben [4-7] és a mérnoki

tevékenység szdmos egyéb tertiletén.

A mechatronikai rendszerek f6 jellemzdje, hogy integréltan jelennek meg benniik
a mechanikai rendszerek, a kiilonféle villamos eszk6zok (szenzorok, aktuatorok), va-
lamint a szamitégépes jelfeldolgozds és iranyitds eszkozei. Ennek eredményeként
mintavételes rendszerek jonnek létre, melyekben az irdnyitott rendszer folytonos idejt,
mig a szabdlyoz6 diszkrét id6ben irhat6 le [8-10].

Minden szabdlyozasi rendszerben, igy a poziciészabdlyozasban is a legfontosabb
tervezési kritérium a stabilitds, ami azt biztositja, hogy a m{ikodés soran kialakul6
lengések korlatosak legyenek és lecsengjenek. A szabalyozok digitalis megvaldsitasa

sordn id6késés jelenik meg, ami stabilitasi problémékat okoz [1, 9, 11].

Mintavételes rendszerek stabilitdsvizsgélatra kiilonféle médszerek alkalmazhatok
[12-14], azonban ezek tobbsége linedris rendszerekre vonatkozik. A szdraz strlédas
nemlinedris jellegébdl adédéan nem vehetd figyelembe ezen médszerekkel, ezért a

legtobb esetben elhanyagolasra kertil, ami igy pontatlan eredményekhez vezethet.

A szaraz surl6dds és a mintavételezés egytittes hatdsainak preciz matematikai leirdsa
problematikus, csak kozelité moédszerekkel tehetd meg [15, 16]. A stabilitdsvizsgalat
egyik alternativ megkozelitése egzakt szimulédcidk futtatasan alapszik. Azonban egy
kiterjedt paramétertartomanyon beliil a stabil m{ikodést biztosité zéndk azonositasdhoz
szimuladciok sokasagat kell elvégezni, ami a nagy szdmitdsi igény miatt nem tehet6 meg
hatékonyan.



Jelen dolgozat fokuszdban a mintavételezés és a szdraz surlédas hatdsainak vizsga-
lata 4ll, kiilonos tekintettel a mechatronikai rendszerek stabilitdsdra. A f6 célkit(izés
egy olyan numerikus médszer implementaldsa és bemutatdsa, ami mindamellett, hogy
a szdraz surlédds és a mintavételezés hatésait precizen képes figyelembe venni, nagy
hatékonysédggal futtathat6 kiilonféle optimalizalasi médszereknek koszonhet&en.

27

A dolgozat felépitése a kovetkezs: A 2. fejezet a vizsgélt rendszer modelljét mutatja
be és a szimuldciok megval6dsitdsdhoz sziikséges levezetéseket. A 3. fejezetben a sta-
bilitasvizsgalat kiilonféle megkozelitései keriilnek bemutatasra, valamint a dolgozat
t6 célkittizésében szerepld numerikus médszer, melynek optimalizdldsi lehet6ségeit
a 4. fejezet targyalja. A kapott eredményeket az 5. fejezetben leirt mérések igazoljak,

végiil a 6. fejezet roviden Osszefoglalja a munkat.



2. Mintavételes rendszerek modellezése

Egy mechatronikai alkalmazédsban kulcsfontossdgu szerepet kapnak a mintavételes
rendszerek. Az ilyen rendszerek kozos jellemz&je az, hogy egy valos fizikai folyamat
feltigyeletét vagy irdnyitdsat egy digitalis alrendszer végzi. Ebbdl kifolydlag a rend-
szerben egyarant megjelennek a valds fizikai alrendszerhez tartoz6 analég mennyiségek,
és az irdnyitashoz kapcsol6do digitdlis jelek. A tovabbiakban a poziciészabélyozés
példajan keriil bemutatdsra a mintavételes rendszerek modellezésének f6bb kihivasai
és megkozelitései.

2.1. A poziciészabalyozas alapmodellje

A pozicidszabélyozas célja egy adott objektum el6irt palydn torténd, vagy egy célhelyzet-
be valé mozgatdsa. Jellemz&en robotikai alkalmazasokban, gépgydartastechnologidban

illetve kiilonféle haptikus eszkdzok teriiletén kap kiemelt jelentSséget.

Leggyakoribb esetben 6sszetett, tobb szabadsagi fokt mechanizmusok alkotjak
a szabalyozott rendszert, példdul egy robotmechanizmus, ahogy azt a 2.1. dbra is
illusztrdlja. A vézolt rendszer kinematikdja a @173 csukloszogekkel, mint fiiggetlen
valtozokkal irhat6 le. Két kinematikai tagot kiemelve és az egyiket rogzitve elkészithet
a csukl6 hajtasdnak egyszeri, egy szabadsagi fokt modellje.

Ebben a modellben a ® tehetetlenségi nyomatéku tag meghajtasat az M koncentralt
nyomaték végzi. A modell tovdbb egyszerfisithetd a zavaré hatasok elhanyagoldsaval
egy egyenértékli transzlacids rendszert feltételezve, melyben egy m tomegii testet
a villamos hajtasbol ered6 f, beavatkoz6 er6 mozgat, valamint a strléddsi hatdsok

figyelembe vehet6k az fs erén keresztiil.

Ezéltal az egy szabadségi foku transzlaciés rendszer a tovabbiakban demonstrativ
eszkozként fog szolgalni a poziciészabalyozas f6bb modellezési kihivasainak bemutata-

sdban és a kapcsolodo alapjelenségek elemzésében.



robotmechanizmus csuklé 1DoF modellje a szabdlyozds alapmodellje

2.1. dbra. A robotmechanizmus redukélt, egy szabadsagi foka
modellje.

A kiinduldsi dinamikai modell a mozgdasegyenlet felirdsaval kaphaté meg az alabbi

modon
m-x%(t) = fu(t) — fs(¢) (2.1)

ahol x(t) a test kitérése, azaz a kivant cél pozici6tol valo eltérése. Ebben a dinamikai
modellben az f, beavatkozo er6 és az f; surlédasi erd még nincs specifikalva, ezen
jelenségek modellezésének legfontosabb megkozelitései a tovdbbiakban kertilnek tar-

gyalasra.

2.2. A digitalis szabalyozas jellemzdi

Vizsgaljuk els6ként az alapmodell (2.1) egyenletében szerepld f, beavatkozo ert, ame-
lyet a szabdlyoz6 rendszer allit el6. Napjainkban a szabalyozas szinte kizdrdlag digitalis
modon keriil megval6sitdsra, ebbdl kifolydlag kulcsfontossagu szerepet kapnak a digi-
télis jelek jellemz6i.

A jelek osztalyozdsanak egyik legfontosabb aspektusa a folytonossdg, ami egyrészt
id6ben, masrészt értékkészletben (térben) is értelmezhet6. Az iddbeli diszkretizalast

mintavételezésnek, a térbeli diszkretizalast kvantdldsnak nevezzik.

Ezek alapjan négy csoport kiilonboztetheté meg, ahogy azt a 2.2. dbra is illusztrélja.
Ebbdl kiemelt szerepet jatszik az id6ben és értékkészletben is folytonos jelek csoportja,

ezek az analog jelek, melyek jellemz&en valos fizikai mennyiségeket reprezentdlnak.

Ezzel szemben a masik legfontosabb csoportot az idében és értékkészletben is
diszkrét jelek alkotjak, melyeket digitalis jeleknek neveziink. A szamitégépes irdnyitas

hardveres eszkozei és szoftveres algoritmusai kizdrélag digitalis jelek feldolgozdsara



folytonos értékkészlet diszkrét értékkészlet
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2.2. dbra. 1ddbeli és értékkészletbeli diszkretizalas hatésai.

alkalmasak, ugyanis a mikroprocesszorok fizikai megvaldsitdsa magdban hordozza a

jelek id6beli és térbeli reprezentaldsanak korlatait.

2.2.1. Kvantalas hatéasai

Az értékkészlet szerinti diszkretizdlas, azaz a kvantdlds miértje digitélis jelek esetén
a szdmdabrézoldsban keresendd. Egy mikroprocesszor mfiveletvégzé egysége, az arit-
metikai és logikai egység (ALU) egy logikai d&ramkor, ami bindris szdmokon képes
alapmftiveleteket végrehajtani. A bitek, azaz a kettes szamrendszerbeli szamjegyek sza-
ma korldtozott, igy a szdmabréazolas véges tartomanyon és véges pontossdggal torténik.

A kvantalasra keriil6 jel
X(t) < [0 Vref) (2-2)

tartomanyon vehet fel értékeket, ahol Vi azt a referencia értéket jeloli, ami idedlis
esetben a kvantalando jel fels6 korlatja. Ha a szdmabrazolds N darab biten torténik, gy
2N kiilénboz6 digitalis érték kiilonboztethetd meg. A bemend jel intervallumat egyenls
részekre osztva megkaphato a legalacsonyabb helyiértékii bit (least significant bit, LSB)

értéke az aldbbiak szerint:
Vref

LSB = 3.

(2.3)

Ez az érték egyfeldl a legkisebb, nullatél kiilonbozs jelszintet mutatja, masrészt a teljes
tartomdnyon a legkisebb megkiilonboztethetd jelszintkiilonbséget is. Figyelembe véve,
hogy az N biten 4brazolhat6 legnagyobb bindris érték 2V — 1, meghatdrozhaté a teljes



értéktartomany (full scale range, FSR) az aldbbiak szerint
FSR=LSB- (2N —1) = V- (1—=27N), (2.4)

amibdl jol latszik, hogy a maximalis referenciaérték méar nem abrazolhatd, mert ahhoz

mar sziikség lenne az N + 1-edik bitre is. A kvantalds matematikailag leirhat6 az alabbi

ol = |10 158 @5

formula szerint

ahol |.] a floor vagy padlofiiggvényt jeloli, amely minden valés szdmhoz a legnagyobb
néla kisebb egész szamot rendeli. A kvantalads hatésait és az el6bbiekben bemutatott
jellemzdket a 2.3. dbra szemlélteti.
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2.3. dbra. A kvantalas hatasai és a kvantélasi hiba N = 4 bites
szdmdbrazolds esetén egy szinuszjelen.

A kvantdlas ugyan precizen leirhaté matematikailag a (2.5) egyenlet alapjén, de a
nemlinedris és nem folytonos jellege miatt dinamikai rendszerekben val6 modellezése
problémékhoz vezet. Erre egy lehetséges megoldast jelent, ha a dinamikai modellekben
a jelek folytonos értékkészlettel szerepelnek, viszont a 2.3. dbran is szerepld kvantélési
hiba kiils6 zajforrasként, igynevezett kvantdldsi zajként szerepel.

A kvantaldsi zaj jol meghatdrozott médon a [0 LSB) intervallumon vesz fel értéket és
altalaban jol modellezhet6 egyenletes eloszldssal. Amennyiben a hasznos jel csticsértéke
Viet, UgY a jel-zaj ardny (signal-to-noise ratio, SNR) az alabbi médon szamithat6

SNR =20 -log ( Xsé) = 20-log(2V), (2.6)

ami a logaritmus azonossagait felhasznalva tovabb egyszertisithett az

SNR = N -6,02 dB (2.7)

10



alakra. Fontos megjegyezni, hogy a jel-zaj aranyt ehhez képest nagy mértékben ront-
hatja, ha nincs kihaszndlva a teljes [0 V,ef) bemeneti jeltartomany, igy erre kiilonos
tekintettel kell lenni a méréstechnikai eszk6zok méretezésénél.

A napjainkban széles korben elérhet6 digitalis eszkdzok mellett jellemz8en a kvanta-
lasi zaj nem okoz jelent8s problémat. Egy 32 bites egész tipust valtoz6 esetén a jel-zaj
arany (2.7) alapjan 192, 64 dB, ami mellett mar elhanyagolhat6 a kvantdlasi zaj. Ha
példédul egy 1 méter hossztisagn ttado szenzor jelét dbrazoljuk 32 biten, akkor a kvanta-
lasi hiba csuicsértéke 1/232 méter, ami koriilbeliil 0,23 nanométer. Természetesen ezen
a tartomdnyon mdr inkdbb a szenzor és az anal6g-digitalis dtalakit6 felbontésa jelent
korlatot, azonban j6l latszik, hogy maga a szamébréazolas kelléen pontos szamitasok

elvégzését teszi lehet6vé.

Bizonyos esetekben mégis sziikség lehet tovabbi sziirésre és jelkondicionaldsra,
ugyanis a kvantélasi zaj feler6sodhet, példdul numerikus differencidlds kovetkeztében.
A tovabbiakban azonban ezen hatdsok elhanyagolésra keriilnek, mert a gyakorlat-
ban a szenzorok, anal6g-digitélis dtalakitok és a szdmdbréazolas felbontasa jellemz&en

elegendben nagy.

2.2.2. Mintavételezés hatdsai

Az id6 szerinti diszkretiz4lds sordn a vizsgalt rendszerrél csak bizonyos id6kozonként
all rendelkezésre 1j informéci6. Leggyakoribb esetben egyenletes T id6kozonként a
vizsgélt jelek pillanatnyi értéke ismert. A pozicié mintavételezése felirhat6 az aldbbi
alakban

x[k] = x(kT) k=0,1,2,.. (2.8)

ahol T a mintavételi id6, k az id6lépés szdma, és az x k| jelolés a mintavételezett pozici6
jelsorozatét jelenti. Tegytik fel, hogy hasonl6 médon lehet6ség van a sebességet is mérni,
igy el6allithato a

v[k] = x(kT) k=0,1,2,.. (2.9)

mintavételezett sebességjel is, ahogy az a 2.4. dbrén is szemléltetésre keriilt. Egy digitalis
szabdlyozasi algoritmus szamadra kizarélag ezek a diszkrét idejii jelek érhetSk el, és a

beavatkozéas mértéke is ezekbdl szamolhato.

Tekintsiik az aldbbi egyenlettel leirhat6 szabalyozasi torvényt
fu(t) = —kp - x[k] — kg - v[K] kt<t<(k+1)t (2.10)

amely minden mintavételi pillanathoz a poziciéval és a sebességgel aranyos beavatkozo

11
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2.4. dbra. A pozicié és a sebesség mintavételezése.
er6t szamol a kp és kq szabdlyozasi paramétereknek megfeleléen. Két mintavételi
pillanat kozotti id6ben a beavatkozo erd dlland6 marad, azaz a beavatkozas zérusrendii
tarton keresztiil torténik. Minden mintavételi pillanatban az ij ismert pozici6 és sebesség

értéknek megfeleléen f,(t) is Gj értéket vesz fel, igy egy szakaszosan folytonos, 1épcsGs

jellegti beavatkoz6 er6 4ll eld.

Amennyiben a surlodasi hatdsok elhanyagolhaték a poziciészabélyozasi feladat
modelljében, tgy a (2.1) egyenlet az

m-%(t) = fult) @11)

alakra egyszertisodik, melybe behelyettesitve a (2.10) egyenlettel leirt szabalyozasi

torvényt az aldbbi mozgésegyenlet adodik
m-X(t) = —kp - x[k] — kg - v[K] kt <t<(k+1)7, (2.12)

mely jobb oldalon szakaszosan 4llando, és integréldssal el6allithat6 az alabbi altaldanos

megoldas

_kp - x[k] + kg - 0[K] 2
2m

x(t) = + Cit + Co kt <t<(k+1)7, (2.13)

ahol Cy és C; val6s értékii konstansok a kezdeti feltételektdl fliggenek. A sebesség

id6fiiggvénye ennek derivélasaval allithato elo:

kp - x[k] 4 kq - v[k] .

x(t) = — +G kt <t<(k+1)t (2.14)

12



Amennyiben ismertek a k-adik mintavételi id6pillanatra vonatkozé x[k] = xi és v[k] =
v kezdeti feltételek, agy eldéllithaté a mozgdsegyenlet specidlis megoldésa az alabbi
alakban

kp-xk—i-kd-vk

. (t —kT)? + o (t — k) + x4 kt <t< (k+1)T,

(2.15)

azonban ez a megolddasfliggvény csak a k 4 1-edik mintavételi pillanatig érvényes.

x(t) = —

Ekkor 4j mérés torténik és a szabdlyozo6 1j beavatkozé er6t szdmol, igy egy tjabb
kezdetiérték-problémat kell megoldani. Az Gj mintavételi itervallumra vonatkoz6
kezdeti érték az el6z6 mintavételi intervallum végén felvett pozici6 alapjan szamolhat6
az alabbiak szerint

kp-xk+kd-vk 5

xk+1] =x((k+1)1) = — T+ Uk T + X, (2.16)

2m

valamint az Gj kezdeti sebesség

kp-xk+kd-vk
— T

vk+1] =x(k+1)7) = + vy (2.17)

A linedris dinamikai viselkedés miatt az 1j pozicié és sebesség felirhat6 linearis leképe-

kpT? 2
Yerr| _ (1— % T4 [x (2.18)
o ka de ’
Uk+1 —— 1= |V

m m

zésként

7 2z

alakban, és igy minden tovabbi mintavételi pillanatban eldallithaté a pozici6 és a

sebesség az alabbi
k

kpT? kg2
Xkl _ 1= Fm TS| |%o (2.19)
Uk S LI G L vo

m m

leképezéssorozattal a kezdeti [xg vg] T allapotbol.

Kovetkeztetésképp megallapithatd, hogy a mintavételezés a rendszer dinamikajdban
kapcsolt dinamikai viselkedéshez vezet, hiszen minden mintavételi pillanatban 1;j
kezdetiérték-problémdval irhat6 le a mozgas kovetkez6 szakasza. A fentiek alapjan
lathato, hogy a modell diszkrét id6ben egy linedris leképezéssorozatta egyszertisodik,

amely a kizarélag mintavételi pillanatokban irja le a mozgast.

13



2.3. A szaraz surl6das hatasai

A kiilonféle mechanizmusok gyakorlati megval6dsitdsdban a mozg6 alkatrészek kozott,
illetve a kozeggel val6 kolcsonhatasok sordn stirlodasi jelenségek 1épnek fel, amelyek a
mechanikai energiat h6 formajéban disszipaljak. Az aldbbiak rovid attekintést nytjtanak
a fébb surlédasi hatasokrol, kiillonds tekintettel a szaraz sarlédésra és a Coulomb-féle
surlédasi modellre.

2.3.1. Fontosabb disszipaciés jelenségek

Attol fliggben, hogy egy test milyen kozegben mozog, kiilonb6z6 strlédasi jelenségek
lépnek fel. Az f sarlédasi er6 fligghet a rendszer minéségét leird, jellemzden alland6
paraméterektdl, példaul geometriai jellemz8ktdl, anyagtulajdonsagoktol. A dinamikai
viselkedés szempontjabdl azonban lényegesebb az id6ben valtoz6é mennyiségektdl vald
tiggéseket vizsgélni, ami a stirl6dési jelenségeknél a kozeghez képesti v relativ sebesség
hatésat jelenti.

A 2.5. dbra a legalapvet6bb stirlodasi jelenségekhez tartozé karakterisztikakat mu-
tatja. Mindhdrom bemutatott eset kozos jellemzé&je, hogy a karakterisztika pératlan
fiuggvénnyel irhat6 le, ugyanis gyakran a rendszer szimmetridja miatt a mozgdsirany
megvaltoztatdsdval a stirlédasi erd csupan elgjelet valt. Fontos tulajdonsag még az
is, hogy a karakterisztikdk az I. és a III. siknegyedben htizédnak, igy a pillanatnyi
teljesitmény f; - v szorzata mindentitt pozitiv értéket vesz fel, ami a (2.1) egyenlet
eldjelkonvencidja alapjan disszipdciot jelent.

s T/ s T/ fs A
> > B
/ fsocv - vl /‘ fsoxv s o< sgn(v)
\

kozegellenéllas viszkozus csillapitas szaraz surlodas

2.5. dbra. A legf6bb stirlodasi fajtak és jellemz6 karakterisztikdik.

Gaz halmazallapott kdzegben a 2.5. dbra bal oldaldn lathat6 kozegellenallas 1ép fel,
amit az alabbi, abszolut értékében a sebességgel négyzetesen ardnyos karakterisztika ir
le

1
fs = ECePA‘U|U|/ (2.20)

ahol ce a kozegellendllasi tényez6, p a kozeg stirlisége és A a kozegben mozgo test
feliiletének a mozgasra merdleges irdnyba vett vetiilete. Ez a modell feltételezi, hogy az
aramlasba helyezett test szimmetrikus, ellenkezd esetben a kiilonb6z6 mozgasiranyok-
hoz mas és mas c. kozegellenallasi tényezd tartozna.
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A kozegellendllas nemlinedris dinamikai hatdsokat eredményez, melynek vizsgala-
tdhoz specialis matematikai eszkdzokre van sziikség, példaul stabilitdsvizsgalathoz a

Ljapunov-moédszerre vagy kozponti sokasagi tételre.

A 2.5. dbra kozépsd részén a viszkézus csillapitas esete lathatd, ami folyadék halmaz-
allapott kozegekben léphet fel. A stirlédasi eré nagysdga ebben az esetben az aldbbi
ardnyossaggal szdmolhat6

fs=1b-v, (2.21)

7

ahol b a viszkézus csillapitasi tényezd. Ez a modell newtoni folyadékok esetén érvényes,
ahol a folyadék mechanikai fesziiltsége egyenesen ardnyos az 6t éré deformdciésebesség-
gel. Viszko6zus csillapitas a kenéssel rendelkezd alkatrészeknél, példaul csapagyakban,
lineéris vezetékekben fordul elf, illetve rezgéscsillapité elemekben is alkalmazzdk

energiaelnyelés céljabol.

A viszkézus csillapitas linedris rendszereket eredményez, bevezetésével érvényesek
maradnak ugyanazok a médszerek, amelyek a 2.2.2. fejezetben kertiltek bemutatésra.
Id&beli diszkretizalds esetén a (2.19) egyenlethez hasonl6an linedris leképezéssorozattal

irhatdk le az ilyen rendszerek.

Szilard testek feliileteinek kozvetlen érintkezésekor szdraz sturlédasi jelenségek
lépnek fel, amit a 2.5. dbra jobb oldala illusztral. A szdraz stirl6dasi er§ nagysdga nem
fiigg a sebesség nagysagatol, iranya azonban mindig a mozgést gatlo, disszipativ hatasu,

amit legegyszertibben az alabbi fliggvénnyel lehet lefrni

fs = uN - sgn(v) (2.22)

7

ahol y az érintkez6 anyagpdrra jellemzd stirlodasi tényezd, N a feliileteket 6sszeszoritd

normadlis er8, valamint sgn(.) az elgjelfiiggvény.

A széraz surlodas jelensége rendkiviil Osszetett, a (2.22) egyenlet csak nagyobb
sebességek esetén ad pontos eredményt. Alacsony sebességnél a sturlédasi eré mar
nem alland6 nagyséagt, valamint a v = 0 statikus allapotban letapadasi, megcstiszasi
jelenségek is el6fordulnak, akar hiszterézissel is. Ebbdl kifolydlag a 2.5. dbran ez a
tartomdny sziirke drnyalattal ki lett takarva, az itt jatsz6do jelenségeket a kiillonb6z6

széraz surlodasi modellek kiilonbdzéképpen irjak le.

A széraz strlodés a kozegellenédlldshoz hasonldan szintén nemlinedris dinamikai
hatdsokat eredményez, azonban ezen feliil a stirlédasi karakterisztika szakaddst is
tartalmazhat. Ennek modellezése és preciz matematikai kezelése specialis médszertant

igényel, amit a késébbiekben a 2.3.3. fejezet mutat be.
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2.3.2. A Coulomb siirl6dasi modell

A szaraz surlodas egyik legelterjedtebb modellje a Coulomb-modell, melynek karakte-

risztikdja az alabbi médon irhaté le

fs = fc ha >0
fs=—fc ha v<0, (2.23)
fs € [—fc fc] ha v=0

ahol fc paraméter a strlodasi eré nagysaga. Az elsd két eset a cstiszds, mig a harmadik
eset a letapadds jelenségét irja le. Letapadds esetén a strléddsi eré — fc és fc kozott
barmilyen értéket felvehet annak megfeleléen, hogy a test nyugalomban maradjon.
Eppen ezért a v = 0 helyen a karakterisztika nem egy egyértelm(i hozzarendelés, ahogy

azt a 2.6. dbra is illusztralja.

fs A
fc

y*©

—fc

2.6. dbra. A Coulomb surlédasi modell karakterisztikdja.

A Coulomb-surlédasi modell karakterisztikdja az el6z6ek alapjan nem nevezhet6
szigoru értelemben véve fliggvénynek, azonban ennek kikiiszobolésére bevezethett a
halmazértékii fiiggvény fogalma, amely megengedi, hogy a v = 0 helyhez egy intervallum

tartozzon értékként.

2.3.3. Nemsima dinamikai hatdsok modellezése

Az el6z6ekben bemutatott Coulomb-stirlédasi modell mindamellett, hogy az egyik
legegyszer(ibb és legelterjedtebb szaraz strlédasi modell, dinamikai hatdsai 0sszetettek
lehetnek. Ennek egyik oka a stirlédasi karakterisztika nem folytonos tulajdonséga,
ami miatt a mozgasegyenlet jobb oldalon nem folytonos differencidlegyenletté valik.
Masrészrol problémat okozhat letapadas jelensége is, mert ilyenkor a starlddéasi karakte-

risztika nem egyértelmii hozzarendelést tartalmaz.

Az alkalmazott modellek tigynevezett nemsima dinamikai viselkedést mutatnak,
mely sordn bizonyos fizikai mennyiségek (példaul a sarlédasi erd) ugrasszertien véltoz-
hatnak. A mozgésegyenlet a tovdbbiakban nem kezelhet6 klasszikus értelemben vett
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differencidlegyenletként, hiszen a Lipschitz-tulajdonsdg nem teljesiil, igy a megolddsok

létezése és egyértelmiisége nem garantalt.

A Coulomb-strlédéds dinamikai hatdsainak preciz matematikai leirdsdhoz egy 4j
eszkozre, a Filippov-rendszerekre van sziikség. Egy Filippov-rendszer [17] 4ltaldnos

alakban felirhat6 az aldbbi forméban

o {Fl(x) ha H(x) >0 (2.24)

F>(x) ha H(x) <0

ahol a rendszer x € R" allapotdnak derivaltjat két kiilonbo6z6 Fy, : R” — R" vektor-
mez§ irja le annak megfelel6en, hogy a H : R" — R skalarmezd pozitiv vagy negativ
elgjelti az adott pontban. A H(x) = 0 egyenletet kielégitt halmazt kapcsolofeliiletnek

vagy kapcsolévonalnak nevezziik, jelolése:
X ={x: H(x) =0}. (2.25)

A Filippov-rendszerek fontos tulajdonsdga, hogy a kapcsoléfeliileten a két vektormez6

eltérd, azaz

F1(x) # Fa(x) ha  H(x) =0, (2.26)

ahogy azt a 2.7. dbra is mutatja. Jol lathat6 tovabba az is, hogy a (2.24) egyenletben
alkalmazott elgjel-konvencié miatt a kapcsolofeliileten a H(x) fliggvény gradiense
mindig az F1(x) vektormezo6vel leirhat6 dinamikaja féltér felé mutat.

.Z’QA
X Fl(X)

\(%H(x)
>

X = Fg (X)

2.7. dbra. A Filippov-rendszerek fazisportréjanak szemléltetése
két dimenzidban.

Mindaddig, amig egy trajektdria szigortian csak az egyik féltérben htzédik, a rend-
szer klasszikus differencidlegyenletként kezelhetd és integralhatd. Amint egy trajektoria
eléri a ¥ kapcsoldfeliiletet, tovabbi megfontoldsok vélnak sziikségessé a megoldas foly-
tatdsdhoz. Héarom f6 eset kiilonithet6 el a két vektormezd kolcsonds irdnyitottsdga

alapjan, ahogy azt a 2.8. dbra is szemlélteti.
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Fs(x) F»(x) F»(x)
athajto taszito vonzd

2.8. dbra. A Filippov-rendszerekben kialakul6 ¥ kapcsoléfeliiletek
(kapcsolévonalak) fajtéi.

Amennyiben a derivéltmez6 az egyik oldalrdl a kapcsoléfeliilet felé mutat és a
masik oldalrdl a kapcsoléfeliilettél elfelé mutat, agy dthajto feliiletrdl van sz6. Ennek
matematikai feltétele leirhat6 a

F1<X) . Fz(X) >0 (2.27)

egyenl6tlenséggel, hiszen a skaldaris szorzat akkor pozitiv, ha a két vektormez azonos
irdnyitottsdgl. Amint eléri egy trajektoria az athajto feltiletet, a dofésponttdl kezdve
tovabb szamolhat6 a dinamika az ellentétes oldal vektormezeje alapjan. Mivel a rend-
szer infinitezimélisan rovid ideig van a kapcsoléfeliileten, igy nem sziikséges kiilon
kikotéseket adni a derivalt kapcsolofeliileten felvett értékére.

Amennyiben a derivaltmez6 mindkét oldalon a kapcsolofeliilettdl elfelé mutat,
ugy taszité feliiletrdl van sz6. Koénnyen beldthat6, hogy barmelyik féltérrél indul egy
trajektoria, az soha nem fogja elérni a kapcsoléfeliiletet, mert annak kornyezetében
mindenképpen tavolodni fog tole.

Amennyiben a derivaltmez6 mindkét oldalon a kapcsolofeliilet felé mutat, tigy vonzd
feliiletr6l van sz6. A derivaltak irdnyitottsdgat a 2.8. dbra és a derivaltmezd segitségével
az

Fi(x) - VH(x) <0 és Fy(x)-VH(x) >0 (2.28)

egyenl6tlenségek irjak le. A trajektoridk barmely oldalrdl el tudjék érni a kapcsoléfeliile-
tet, és amennyiben ez megtorténik, tigy rajta is maradnak, tigynevezett csiisz6 megoldast
eredményezve. A kapcsoldfeliiletet ebben az esetben csiiszdfeliiletnek is nevezziik, a

rendszer viselkedését pedig csiiszomddnak.

A cstisz6 megoldédsok soran a rendszer huzamosabb ideig tartézkodik a kapcso-
l6feliileten, igy sziikséges valamilyen médon a derivéltakat is definidlni. A Filippov-
rendszerek esetén a cstiszomod dinamikdjat a két vektormez6

% = (1— a)F;(x) + aFa(x) (2.29)

konvex kombindcidja irja le, ahol az « € [0 1] paraméter értéke garantélja a trajektoriak
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kapcsolofeliileten maraddsat. Ennek matematikai feltétele

(1 — @)F1(x) + aFa(x)) -VH(x) = 0 (2.30)

(.

~\~
X

ugyanis a derivalt akkor érint6 irdnyt a kapcsoldfeliilettel, ha mer6leges V H(x)-ra. Az

« paraméter kiemelésével
a(Fp(x) —F1(x)) - VH(x) + F1(x) - VH(x) =0 (2.31)

adodik, amit rendezve ) )
B Fi1(x)- VH(x
“~ X -FEK)- VAR (232

alapjan a csuiszoéfeliilet minden pontjan kiszdmolhat6 az « egytitthat6. Ezzel a cstisz6

megoldasok mér egyértelmtien meghatarozhatok.

2.4. A mintavételezés és a Coulomb-strlddas egyiittes ha-

tasai

A tovabbiakban a cél egy olyan modell levezetése, amely a 2.2.2. fejezethez hasonl6éan
diszkrét id6ében irja le a vizsgélt poziciészabalyozasi feladatot, azonban figyelmebe

veszi a Coulomb-stirl6dés hatasait is a 2.3.3. fejezetben targyalt eszkdzokkel.

2.4.1. Szakaszosan folytonos megoldasok

Mind a mintavételes szabdalyoz¢ éltal elballitott f,(t) beavatkozo6 erd, mind az fs(t)
Coulomb-strlodasi er6 szakaszosan dlland6 értékd, igy a (2.1) egyenlet felirhat6

m-x(t) = f (2.33)

alakban, ahol f = f,,(t) — fs(t) konstans er6 a beavatkoz6 er6 és a surlodasi ers eredéje.
Ez a mozgasegyenlet olyan id6intervallumokon érvényes, ahol a két er6 alland6. Adott
x(to) = xt és x(tg) = v; kezdeti feltételek esetén a megoldas a négyzetes attorvény

alapjan meghatarozhat6

x(to+ At) = xpipnr = %Atz + v At + x4, (2.34)
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valamint
v(to+ At) = vppr = %At + vy (2.35)

alakban. Az egyszertibb jelolés céljabol vezessiik be a

D(xt, vy, f, At) = (Xeyar Virat) (2.36)

altalanos megoldésfiiggvényt, ami megmutatja, hogy (x:,v;) kezdeti feltételek és f
ered6 er6 hatasdra At ido elteltével milyen pozicié és sebesség értékeket vesz fel a
rendszer. A beavatkozo erd és a surlodasi erd is ugrasszertien véltozhat, azonban az
ugrasok kozott dllando értékiiek, igy P-vel vald leképezések sorozataval leirhaté a
rendszer viselkedése.

2.4.2. A trajektoridk egyenlete

A cél egy olyan diszkrét idejli modell eldallitdsa, ami a mintavételi idSpillanatok-
hoz kototten irja le a rendszer viselkedését. Ezen leképezés meghatdrozasdhoz az f,
beavatkoz6 erd allando6 értékiinek vehets, azonban lehetséges, hogy a mozgasirdny
megvaltozdsaval az fs strlodési erd ugrdsszertien valtozik. Ennek hatasai a fazissikon
konnyen vizsgalhatok. A (2.1) mozgésegyenlet atirhat6 elsérendd alakba az x = [x v] "

allapot bevezetésével az aldbbi médon

H - [%(fuv— fs)] (237)

ahol a v = x a sebesség. Az x — v fazissikon torténd analizishez a megoldasgorbék
(trajektoridk) egyenleteit kell meghatérozni. Tekintsiik az x(v(t)) poziciét, mint a

sebesség fliggvényét, melynek id6 szerinti derivaltja kifejezhet6 a ldncszabdly szerint

. dx dx do
== =0 (2.38)
=~
0
valamint behelyettesitve a sebesség derivaltjat a
dx 1
o (fu—f) =0 (239)

szétvalaszthato6 véltozoju differencidlegyenlet adodik. A szétvélasztds elvégzése utdn

dx - %(fu —fs) =v-dy, (2.40)
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valamint mindkét oldalt integrdlva

v (fufi) = 24 C @41)

adédik, ahol C tetsz6leges vals paraméter. Az egyenlet rendezhet6 a poziciora

2
x = ﬁ e (2.42)
alakban, ahol C szabad paraméter, és igy el6dll a trajektoéridk egyenlete. Ez egy parabo-
lakbol all6 gorbesereg, ami C paraméter fliggvényében x iranyban eltolhaté. Az x — v
tazissikon abrazolva a paraboldk jobbra nyilnak, ha az f, — f, kiilonbség pozitiv, vala-
mint balra nyilnak, ha negativ. Minél nagyobb abszolut értékben az f,, — fs kiilonbség,
a parabolak annal laposabbak lesznek.

2.4.3. Coulomb-stirlédas okozta Filippov-dinamika

A Coulomb-stirlédés hatdsara (2.23) egyenletbdl kiindulva a rendszer viselkedése ketté-

valik az
X v
L] [%(fu _fC)]
- —
X Fi(x)
és az

ha v<0 (2.44)

[J_[%ﬁ+k)
N~~~

X Fz(x)

kozonséges differencidlegyenlettel leirhaté dinamikéra, ami igy egy Filippov-rendszert
eredményez, ahol a kapcsolévonalat a H(x) = v fliggvény zérushelyei alkotjak. A
kapcsolévonal irdnyitottsagat a

) o
VH(x) = ot | = |4 (2.45)
Jv

gradiensvektor jeloli ki.

A v = 0 kapcsolovonal (2.27) egyenlet alapjan athajto jellegti, ha F; - F, > 0, ami
jelen esetben az

Lir-gyso (2.46)

\,./mZ

l%(fu —fc)] ' [%(fu +fo)
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egyenlGtlenséghez vezet. Fizikai megfontolasok alapjan m > 0 és fc > 0, igy az
egyenl6tlenség a

ful > fe (2.47)

alakra egyszertisodik.

A kapcsolovonal vonzoé (cstiszo) jellegti (2.28) egyenlet alapjén, ha F; - VH < 0 és
F, - VH > 0. Az elsé feltétel

0 1
[;(f i fc)] ' H = (fu—fc) <0, (2.48)
ami egyszer{ibb alakban
fu < fe (2.49)

moédon irhato6 fel. A (2.28) egyenlet masodik feltétele

L(fui fo)] m = i+ e >0 (2:50)
fu>—fc (2.51)

alakra egyszertisithets. A (2.49) és (2.51) feltételek egytittesen teljesiilnek, ha az

ful < fc (2.52)

egyenl6tlenség teljesiil, ekkor a kapcsolévonal cstiszo jellegfi.

A 2.9. dbra a Coulomb-stirlédasos rendszer miikodését mutatja a fazissikon, a jel-
legzetes trajektoridk feltiintetésével. Az el6z6ekben levezetett feltételek az athajto és a
cstisz6 dinamika kialakuldsdra minden esetet lefednek, taszito jellegii kapcsol6vonal

nem alakulhat ki.

A cstisz6 megoldadsok dinamikdjat leiré x = (1 — a)F; + aF, konvex kombindcié «

v 0
F1(x) - VH(x) B [%(fu - fc)] | 1]

"‘(Fl(x)Fz(x))-VH(x)([ : ]_[ 0 )H
alfu—fo)|  [(futfo) 1

egyiitthatdja (2.32) egyenlet alapjan

(2.53)
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2.9. dbra. A Coulomb-strlédéas okozta nemsima dinamika hatésa
a fazissikon. A kapcsolévonalon &thajt6 (balra) és cstisz6 (jobbra)
dinamika is kialakulhat.

ahol a skaldris szorzasokat elvégezve az
1
LA (2.54)

eredmény adodik. Ezt behelyettesitve a (2.29) egyenletbe

x(t) = (1 —wa)F(t) +aFy(t) =
1 fu
( Jr2fc)

adodik, ahol jol lathatéan a konvex kombindciéban résztvevd vektorok csak a Ffc

(2.55)

Q

ERVAY IR
+ (fu —fc)] " (2 2fC) [%(fu + fc)

tagban térnek el, igy elegendd csak ezen tagokon alkalmazni a kombindciét az aldbbi

modon
0
x(t) = 1 (fu - ( ti%) fo+ (% }jff—”) fe ) = H (2.56)

ami a v = 0 kapcsolévonalon a

x(t) = [8] (2.57)

nullvektort eredményezi. Ez azt jelenti, hogy a megoldésfiiggvények amint elérik a kap-
csolévonalat, statikus egyenstlyi helyzet 4ll be. A 2.9. dbran ez abbdl a megfigyelésbol
is kovetkezik, hogy a trajektériak mindkét oldalrél merSlegesen esnek a kapcsolovo-
nalra, igy a cstisz6 megoldasok nem mozognak el a kapcsolévonal mentén, hanem a

metszéspontban maradnak.
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A kapott eredmények Osszeegyeztethet6k a mechanikai tapasztalatokkal is: ha egy
mozgo testet egy, a surldddsnal nagyobb erShatas lassit, akkor az a megallds utan az
ellenkezd irdnyba fog tovdbb haladni. Ekkor mindvégig cstiszdsi stirlédés hat, viszont
ennek irdnya megvéltozik. Abban az esetben, ha a kiils6 er6 kisebb a stirl6dési erénél, a
megdéllds utdn a test letapad, és a tapadasi strl6dasi er6 egyensulyt fog tartani a kiils

erbvel.

2.4.4. Diszkrét idej{i modell

Az el6z6ekben bemutatott megfontoldsok alapjan elkészithetd az diszkrét idejti modell,

amely az aldbbi leképezést adja meg

x X
L [T (2.58)
Uk Uk+1
ahol x és vy a pozici6 és a sebesség a k-adik mintavételi pillanatban (t = kt id6pillanat-
ban), valamint xj 1 és vx 1 a kovetkez6 mintavételi pillanathoz tartoz6 értékek. Ezek a
véltozok egyiittesen irjak le a rendszer allapotat diszkrét idében. A leképezés megha-

tdrozdsa sordn a mozgasegyenleteta t € [kt (k4 1)7] intervallumon kell megoldani.
Ehhez kovetkezd f6 megfontoldsokat sziikséges figyelembe venni:

1. A rendszer a vizsgalt mintavételi id6intervallumon elérheti a v = 0 kapcsol6vona-
lat.

2. Lehetséges, hogy mar a kiindulasi allapot is a kapcsolévonalon van.
3. A kapcsolévonalon meg kell kiilonboztetni a cstisz6 és az athajtéd viselkedést.

4. Lehetséges, hogy a vizsgalt mintavételi intervallum soran a rendszer nem éri el a

kapcsolévonalat.

Ennek megfelel6en 5 eset kiilonboztethetd meg, melyeket a 2.1. tablazat és a 2.10. 4b-
ra foglal ssze. Ezen esetek kezeléséhez sziikséges formuldk a tovdbbiakban kertilnek

bemutatéasra.

Minden mintavételi id6pillanatban a szabalyozo kiszdmolja és el6éllitja az 1j
fu = —kpxk - kdvk (259)

beavatkozo jelet, amit a zérusrendi tart6 allando6 értéken tart a teljes mintavételi in-

tervallum soran. Ezen id6 alatt sziikséges vizsgdlni, hogy a rendszer 4tlépi-ea v = 0
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2.1. tabldzat. A diszkrét idejli modell leképezésének esetei.

Eléri-e a rendszer

. Kapcsolas jellege Eset neve
a kapcsolévonalat? P jeties

igen, méar a kezdeti pillanatban vonzo statikus egyensuly
athajto megcsuszas

igen, a mintavételi vonzo letapadas

intervallum sordn késbb
athajto irdnyvaltas

a mintavételi intervallum sordn nem - egyiranyu mozgas

tstop

|ful < fc'/ \‘\ful > fc |ful < fg/ \Iful > fo  cevirdnyll mozgds

x T

X

statikus egyensuly megcsuszas letapadas iranyvaltas

2.10. dbra. A diszkrét idejti modell leképezésének esetei.

kapcsol6évonalat. Jeldlje tsop azt az id6tartamot, amennyi elteltével ez az esemény

bekovetkezik. A (2.35) egyenlet alapjan felirhat6

U(kT + tStOp) - %tstop + O = 0, (260)

ahol cstiszasi strl6dast feltételezve az eredd erd f = f, — fc sgn(vy) értékd, igy a tsiop
megdlldsi id6 kiszdmithato az alabbi alakban

mo
tstop = f £ (2-61)

csgn(ox) = fu’
igy ennek értéke alapjan eldonthetd, hogy még a vizsgdlt mintavételi intervallumban
eléri-e a rendszer a kapcsolovonalat. Ezt a szdmitast azonban célszer(i kiegésziteni
tovabbi esetekkel

0 ha O = 0
tstop = % ha v #0 és fcsgn(vg) — fu #0, (2.62)
) ha v #0 és fcsgn(vg) — fu=0
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igy a tsiop = 0 feltétel a kapcsol6vonalrdl indulést vizsgalja, valamint a tsop = o0 azt az
esetet is lefedi, amikor a mozgas megallas nélkiil torténik. Ezzel a 2.10. dbran felsorolt

esetek matematikai feltételei is megadhatok.

Statikus egyenstly

Statikus egyenstly sordn a rendszer a kapcsolévonalrél indul, ahol vonzé dinamika

van érvényben. Ennek feltétele az alabbi moédon irhat6 le
tsiop =0 & |ful < fo, (2.63)
amibe (2.62) és (2.10) egyenleteket behelyettesitve
o =0 és | —kpxp —kqur| < fc (2.64)

adodik. Mivel a gyakorlatban a ky, és kg szabalyozasi paraméterek pozitivak, igy az
alabbi

O = 0 és |xk| < ;{E (2.65)
p

feltételek mellett lesz a rendszer statikus egyenstlyi helyzetben, amint azt a 2.11. dbra

is szemlélteti.

2.11. dbra. Az allapottér statikus egyenstilyi helyzeteket tartalma-
70 része.

Mivel a vonz6 jellegii kapcsoléfeliileten (2.57) egyenlet alapjan statikus nyugalom

van, igy a mintavételi intervallum végén a felvett allapot

Xks1 = Xk €S Upy1 = v = 0. (2.66)

Megcsuszas

Megcstszés esetén a rendszer a kapcsolévonalrél indul, azonban dthajté dinamika

érvényesiil. Ennek feltétele az aldbbi médon irhato le

tstop =0 és |ful > fc, (2.67)
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ami az xy és vy valtozokkal kifejezve a

=0 és |xk| > 'IC—C (2.68)
p

alakban irhato6 fel. Ezt a feltételt a 2.12. 4bra szemlélteti.

Vg

2.12. dbra. A megcsuszas feltétele az allapottérben.

A fellépd surlodasi erd
fs = fcsgn(fu) (2.69)

szerint szamithatod, ahol f, eljele hatdrozza meg a megfeleld iranyt, ugyanis a kapcso-
l6vonalon pozitiv beavatkoz6 er6 mindig a v > 0 félsik felé inditja a trajektoridkat. Az
inditas pillanata utdn a teljes mintavételi intervallum alatt dlland¢ a stirlodasi erd, igy a
végso allapot

(%11, Ok1) = @ (%, Ok, fu—fs, T) (2.70)

segitségével szamithato.

Letapadas

Letapadas esetén a rendszer nem a kapcsolévonalrél indul, azonban még a kovetkez6
mintavételi pillanatig eléri a kapcsolévonalat, ami vonz6 jellegti. Ennek feltétele az
alabbi médon irhato le:

tstop € 0 7] és |ful < fc, (2.71)

melybe (2.62) egyenletet behelyettesitve

moy

fC sgn(vk) _fu

adodik. Beldthato, hogy a tortkifejezés biztosan nagyobb nulldndl, ugyanis szamlaléja

0< <t e |fl<fe (2.72)

és nevezéje is v -val megegyezd elsjelfi. Igy a feltételek egyszertisithet6k, azonban vy

elGjele szerint az alabbi

fe—fu és |ful < fc (2.73)

mvk <
R ST ha v, <0

{mvk <7t ha v,>0
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esetszétvalasztast kell megtenni. Az egyenl6tlenségeket rendezve

moy < Tfc— 7T ha v, >0 |
pETe T MU e Rl < o
mvg > —Tfc —71fy, ha v <0
adodik, melyekbe behelyettesitve a (2.10) egyenletet
moe < Tfc + Thpxp + Thquk ha v, >0
J P és | — kpxp —kqvr| < fc
mog > —Tfc + Thpxi + Thquy ha v <0

és tovabbi 0sszevondsokat elvégezve a

—Tfc < Thpxi + (thkg —m)vr ha v >0
{ fo < Thpxi + (Tkg — m)ovy k és  |kpxx + kqor| < fc

Tfc > Thpxi + (Thg —m)vr ha v <0

feltételrendszer adodik, melyet a 2.13. dbra illusztral.

Vi A

2.13. dbra. A letapadés feltételéhez tartozo dllapotok.

A kezdetben érvényes cstiszési strlodasi erd

fs = fc sgn(or)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

szerint szdmithat6, ami a megallas (letapadas) pillanatdig érvényestil. Ekkor a rendszer

4j, koztes allapota

(x*/ v* ) = q)(xk/ Ok, fu _fs; tstop)/
=0

(2.78)

ami utdn a fennmarado6 T — tstop id6ben mar statikus egyensly 4ll be. fgy a kovetkezd

mintavételi pillanatban a rendszer allapota

Xpp1=X° és v =0"=0.
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Irdnyvaltas

Irdnyvaltds esetén a rendszer nem a kapcsolévonalrdl indul, azonban még a kovetkezé
mintavételi pillanatig eléri a kapcsol6vonalat, ami 4thajté jellegi. Ennek feltétele az
alabbi modon irhato le:

tsop € (0 7] és [ful > fc, (2.80)
melybe (2.62) egyenletet behelyettesitve

moy

fc sgn(vx) — fu

valamint vy elGjele szerint esetszétvalasztast végezve

0 < <t & |ful > fo, (2.81)

S és |ful > fo (2.82)

{O< ™r_ <t ha v>0
0<_fc_fu§T ha v, <0

adodik. Itt a tortkifejezések szamlal6janak eldjelét v, hatdrozza meg, azonban a nevezd
eljele f, elGjelével egyezik meg. Emiatt tovdbbi esetszétvalasztasok sziikségesek az
alabbiak szerint

0>muy >7tfc—7fy ha v >0 és f, >0
0< < - h >0 é <0
0>mo, > —7fc—7fy ha v, <0 és f, >0

0<mup < —7fc—7fy, ha v, <0 és f, <0

azonban j6l lathato, hogy az els6 és a negyedik esetek nem teljesiilhetnek. fgy az alabbi
két
< — s <0 h >0
mog < Tfe = Tfu ?s Ju a és |ful > fc (2.84)
mog > —Tfc—7Tfu é f, >0 ha v <0

feltétel marad. Az |f,| > fc egyenlStlenség felhasznaldsaval tovédbbi egyszertisitések
végezhettk el

moy < Tfc —Tfu és fu<—fc ha v >0 (2.85)
mog > —Tfc—Tfy é fu>fc ha v, <0’ '
ahol (2.10) felhasznalasaval
mop < Tfc + Thpxy + thquy € —kpxp —kgqup < —fc ha v >0 (2.86)
mug > —Tfc+ Tkpxk + Ttkqur és —kpxk —kqur > fc ha v, <0 '
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alakban irhato fel, valamint az egyenl6tlenségek rendezésével el6éllithat6 az alabbi

_TfC < Tkpxk + (de - m)vk és kpxk + kqug > fC ha v, >0 (2.87)
TfC > Tkpxk + (de — m)vk és kpxk + kqui < —fC ha v, <0 .
feltételrendszer, melyet a 2.14 4bra is szemléltet.
Uk A
Zr
2.14. dbra. Az irdnyvaltast eredményez6 kiindulési dllapotok az
allapottérben.
A kezdetben érvényes cstiszasi strlodasi erd
fs = fc sgn(vy), (2.88)

ami tstop ideig érvényes, igy a megallasig a rendszer az alabbi koztes dllapotba kertil

(x*l 'U* ) - (I)(xkl (47 fu _fSI tStOp)l (289)
=0

mely utan az athajté dinamika hatasara a strlédasi er6 megfordul és a fennmaradé

T — tstop ideig hat. A kovetkez6 mintavételi pillanatban a rendszer éllapota

(xk+1, Uk—i—l) = q)(x*’ k*, fu +fS, T— tstop)/ (290)

ami az alabbi kompakt forméban is leirhat6

(xk+1/ Z)k-s-l) = (I)(q)(xk/ (47 fu _fs/ tstop)/ fu +fs/ T— tstop) (2.91)

két ® leképezés kompozicidjaként.
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Egyiranyd mozgas

Egyiranyt mozgds esetén a rendszer nem éri el a kapcsolévonalat a kovetkezd mintavé-

teli pillanatig bezarolag. Ennek matematikai feltétele
tstop € [0 T, (2.92)

ami a kordbban bemutatott esetek feltételeinek egyiittes kizardsaval az aldbbi

—Tfc > Thpxp + (thkg —m)vr ha v >0 (2.93)
ch < Tkpxk + (de — m)vk ha v, <0 '
alakban fejthet ki.
Uk A
_ -
s
)(’@"“} <l
ke =~

le = - L >
fc - - Tfic Tk
kp - kp

2.15. dbra. Az egyirdnyt mozgast eredményez6 kiindulési allapo-
tok az allapottérben.

Ebbe beletartoznak a tstop < 0, tstop > T €s a tstop = o0 eset is. [lyenkor végig az

fs = fc sgn(vr) (2.94)

csuszasi surlédas van érvényben, igy a rendszer allapota a kovetkezd mintavételi

pillanatban
(xk-i-l/ vk—l—l) = CI)(xk/ Uks fM _fS/ T) (2.95)

szerint szdmithato.

A teljes diszkrét idejii modell

Az el6z6ekben levezetett feltételek és esetek egyiittesen kiadjék a teljes diszkrét idejti

modellt, ami a mintavételezés és a Coulomb-stirlédéds hatésait is figyelembe veszi.
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A 2.2. tdblazat 0sszefoglalja a legfontosabb levezetett Osszefiiggéseket, amelyekkel
tetszbleges xy, vy kiinduldsi allapotbdl kiszamithat6 a rendszer kovetkezd mintavételi
pillanatanak x4 1, vx41 dllapota. Az allapottér kiilonboz6 régidit az esetszétvélasztdsnak

megfeleléen a 2.16. 4bra mutatja.

2.2. tdbldzat. A teljes diszkrét idejli modell esetei és az dllapotok

leképezései.
Eset Feltétel Leképezés
Xk, Ug-Y€ Xji1,Ukr1-Te
statikus egyensuly  (2.65) (2.66)
megcsiszas (2.68) (2.70)
letapadas (2.76) (2.79)
iranyvéltas (2.87) (2.91)
egyirdnyt mozgas  (2.93) (2.95)

Uk A

o—e statikus egyensuly megcsuszas

[ letapadés O irdnyvaltas egyirdnyd mozgds

2.16. dbra. Az allapottér felosztdsa a diszkrét idejti modell eset-
szétvalasztasa szerint.

A leképezéseket iterativ médon ismételve tetszbleges ideig végezhetd szimulécio,
ami a késébbiekben a stabilitdsvizsgélat alapjaul szolgal. Ezen feliil belathato, hogy az
fc = 0 megkotéssel Gjra elddll a (2.19) egyenlettel leirt linedris modell.
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3. Stabilitasvizsgdlat

Az el6z6 fejezetben levezetésre keriilt, hogy miként lehet egy egy szabadséagi foku
rendszert modellezni, melyben a szdraz sturl6dés és a mintavételezés hatasai egyditt
jelennek meg. Az eredményiil kapott modell a vizsgdlt rendszer id6beli lefutdséara
ad vélaszt tetszbleges kezdeti allapotbél kiindulva, ami felhasznalhat6 szimulédciok

futtatédséra.

2 2

Ezen fejezet targya a stabilitdsvizsgélat, ami az el6z6ekhez képest min&ségileg eltérd
problémafelvetésbdl indul ki. A stabilitdsvizsgalat ugyanis nem arra keres vélaszt, hogy
véges id6 mulva milyen allapotba keriil a rendszer, hanem arra, hogy milyen viselkedés
tapasztalhat6 végteleniil sok id6 elteltével.

A szabdlyozok tervezése sordn stabil viselkedést szeretnénk elérni, melyben a rend-
szer egy statikus egyensulyi adllapothoz kozelit, valamint az esetlegesen 1étrejovo rezgé-
sek id6ben lecsengenek. Az instabil rendszerek ezzel szemben ongerjeszt vagy novekvo
amplitadéja rezgéseket folytatnak, mozgasuk minden korlaton tilnd, ami a fizikailag
megvaldsitott rendszer tonkremenetelét eredményezi. Eppen ezért a legfbb tervezési
prioritast a stabilitds élvezi. A tovabbiakban a stabilitdsvizsgélat f{6bb megkozelitései
kertilnek targyalasra.

3.1. Analitikus megkozelités

Az analitikus stabilitdsvizsgélat célja egy olyan stabilitdsi kritérium megfogalmazasa
a rendszer paramétereire vonatkozéan, melynek levezetése preciz matematikai mod-
szerekkel végezhet6 el. Ennek a feladatnak a bonyolultsaga, valamint az igy kapott
eredmények Osszetettsége nagyban fiigg a szabad paraméterek szamatol, igy célszerti a

vizsgélt rendszer modelljét a dimenzidanalizis mdédszereivel redukalni.
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Az (2.12) egyenlet altal leirt szabélyozasi torvény, valamint az (2.23) egyenlettel leirt
Coulomb-surlédasi modell egyiittes alkalmazasaval kapott

d?x(t) dx(t) dx(t)
BT —"1ﬂ258“»(‘7§;—) —kp - X(B)] ke —ka =g, -

kt <t<(k+1)t

m

(3.1)

mozgasegyenletben 6t fliggetlen paraméter talalhaté: az m tomeg, az fc Coulomb-
sarlodasi erd, a T mintavételi id6, valamint a klo és k4 szabdlyozasi paraméterek. A

tomeggel leosztva az egyenletet a

Ca(t) _ fe n <dx(t)> kp

dt

kd dX(t)
~ (1) -
d? m LR T

kt<t<(k+1)t

(3.2)

alak adédik, igy a fliggetlen paraméterek szama négyre csokkenthets. A stabilitds szem-
pontjabol kizarélag a rendszer t — co hatadratmenetben torténd viselkedése lényeges,
igy az id6 atskédldzdsa nincs hatdssal a stabilitdsvizsgdlat végeredményére. Bevezethetd
a

dimenziétlan mintavételi id6, ami a mintavételezési id6pillanatokhoz rogzitett id8skalat

adja meg. Ennek fliggvényében a szabédlyozasi modell is felirhat6

PxT) __fe (dx(T)) K

kq .dx(T)
dt? dt

p
P T _d
(Dl = S5

k<T<k+1

(3.4)

alakban, azonban a derivéltakat is az Gij id6skéla szerint kell felirni. A az els6 derivalt
az aldbbi médon szdmithato
dx(T) dx(T) dT 1,
_ S = (T .
a —_ar_ a7 ()
——
=x'(T) 1/t

a lancszabdly felhasznalasaval, ahol az x” a dimenzi6tlan id6 szerinti derivélést jeloli.

Hasonl6an a masodik derivalt is kifejezhet6:

= —x"(T). (3.6)
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A derivaltakat behelyettesitve a modellbe

1 fc kp kq
ﬁx”(T) = — - sgn (Tx (T)) - xX(T)|p—y — - X (T)| (3.7)
k<T<k+1
valamint az egyenletet rendezve az
V(1) = I g (1) (1) - KT ) 8
== —sgn(x o 1 Tk .
k<T<k+1

alak all els, ahol mar csak harom fiiggetlen paraméter maradt. Ezekre bevezethet6 az

alabbi jelolés
X"(T) = —osgn (x'(T)) = p- x(T)|g—_ —d x'(T)| 7, (3.9)
k<T<k+1
ahol p = kT és d = 4T a szabdlyoz6 dimenziétlan erdsitési tényez6i és o = fCTTZ a

dimenzi6tlan rlodas1 paraméter.

A tovébbiakban vizsgaljuk az
X'(T) = —p- x(T)|g_ —d x'(T)| 7, k<T<k+1 (3.10)

egyenlettel leirhat6, surléddsmentes specidlis esetet. A 2.2.2. fejezetben targyalt mo6d-
szerrel erre a modellre is levezethetd egy linearis leképezéssorozat, amivel meghataroz-
hat6 a rendszer allapota a mintavételi pillanatokban. A modell formélisan megegyezik
a (2.12) egyenlettel T = 1 és m = 1 behelyettesitésével, igy a kordbban meghatéarozott
(2.19) diszkrét idejti modell is felhaszndlhat6 az aldbbiak szerint:

x(T) 1= poq_d]* x(0)
L'(T)] e [ —p2 1—2] L’(O)] : (3.11)

Ennek a kifejezésnek a tagjai egy tigynevezett Neumann-sort alkotnak, ami a mértani sor

tobbdimenzits altaldnositdsa. A tagok sorozatdnak konvergencidja az A egyiitthatomat-
rix sajatértékei alapjan a
|z12| <1 (3.12)

egyenl6tlenséggel vizsgalhat6, ahol z1 , az A métrix sajatértékekei. Ez a jel6lés a diszkrét
idejti rendszereknél megszokott Z-transzformdcidra utal. A karakterisztikus egyenlet

35



felirhat6
2> — ztr(A) + det(A) = 0 (3.13)

alakban, ahol a matrix nyomat és determinédnsat kifejtve a

224z <§+d—2>+<1+§—d>=0 (3.14)
egyenlet adédik, melynek direkt megolddsaval meghatarozhat6 z; ,. Ez azonban sok
szamitast igényel, valamint magasabb dimenzidja rendszerek esetén mar nem lenne
kivitelezhet6. A direkt megoldas azért sem célszerti megkozelités, mert a stabilitds
szempontjdbol nem a gyokok pontos értéke relevans, hanem csak az, hogy a komplex
egységkoron beliil helyezkednek-e el vagy sem.

A fenti problémékra hatékony megoldast ad a Routh-Hurwitz stabilitasi krité-
rium, amivel meghatdrozhat6, hogy egy polinom gyokei a negativ valés félsikon
helyezkednek-e el vagy sem. Ez folytonos idejli rendszerek esetén kozvetleniil al-

kalmazhat6, de a vizsgélt diszkrét idejti modell esetén nem.

Az eredeti rendszer gyokei a komplex z sikrél attranszformélhaték w sikra az aldbbi

w+1
= - - 3.15
z=_"7 (3.15)

ugynevezett Mobius-transzformacio segitségével, amit a 3.1. dbra is szemléltet.

Im A
Im
1 @ @
— w1l
o P N
stabil [tartomén, 1 > 2 3 stabil tartomény >Re
Re
2| <1 Re{w} <0

3.1. dbra. A diszkrét idejii rendszer karakterisztikus gyokeinek
z sikja, valamint a stabilitdsvizsgdlatra bevezetett w sik kozotti
leképezés.

Az itt alkalmazott Mobius-transzformdcié az egységkoron beliili tartoményt a nega-
tiv valos részii félsikra képezi. Ez az allitds geometriai médon kdnnyen belathat6 az
3.2. dbra alapjan, ami egy stabil gyok képét dbrazolja w sikon.
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ImA

‘e
w+1|, "~ w1
/

/ ~

74 =~
I

|
1
—1 1

stabil tartomany

3.2. dbra. A stabil karakterisztikus gyokok elhelyezkedése w
sikon.

A w pont —1 ponttél mért tdvolsdga a |w + 1|, valamint az 1 ponttél mért tdvolsaga
|w —1|. A negativ valds részi félsikon w mindig kozelebb lesz a —1 ponthoz, igy teljesiil

a
lw + 1]

w —1]

<1 (3.16)

kritérium. Mivel komplex szamok hdnyadosanak abszoltt értéke a szamok abszolut
értékének hanyadosdval megegyezik, igy az

w+1
‘m‘ <1 (3.17)

egyenl6tlenség adoddik, ami az alkalmazott z = Z—ﬂ transzformdci6 esetén val6ban
kielégiti a |z| < 1 stabilitasi kritériumot.

A (3.14) karakterisztikus egyenlet a transzformacio elvégzése utan

pwr+ (2d —p)w+4—2d
(w—1) N

0 (3.18)

alakot veszi fel. Jol lathato, hogy ennek w = 1 szinguldris pontja, azonban ez a sta-

bilitasvizsgalat szempontjdbol nem lényeges, igy az egyenlet tovabb egyszerfisithetd

2

2d — 4—-2d=0 3.19

p w+2d—plwt+d (3.19)
a a ap

moédon. A Routh-Hurwitz stabilitési kritérium sziikséges feltétele, hogy az egytitthatok
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azonos elGjeltiek legyenek. Amennyiben mindegyik egytitthat6 pozitiv, igy az alabbi

ap >0 & d<?2 (3.20)
4 >0 < d> g (3.21)
ap>0 & p>0 (3.22)

feltételrendszer adodik a stabilitdsra. Konnyen belathaté ez alapjan az is, hogy az egyiitt-
hat6k nem lehetnek egyszerre negativak sem, igy ezen feltételrendszerbdl kiindulva
folytathat6 a stabilitasvizsgdlat, melynek elégséges feltétele az, hogy a

H— [”1 O] (3.23)

az 4ap

7 2

Hurwitz-matrix féatlojara kifeszitett aldetermindnsok pozitivak legyenek. Az els6

aldeterminédnsra vonatkozo

Hy=ay>0 (3.24)
egyenlStlenséget mar a sziikséges feltétel kielégiti. A masodik aldetermindnsra vonat-
kozo6

0
2 A Ll (3.25)
ar 4ap

egyenl6tlenség szintén automatikusan teljesiil a sziikséges feltételek alapjan. Igy a stabil
paramétertartomdnyt a (3.20), (3.21) és (3.22) egyenl6tlenségek jelolik ki. Ezen feltételek
a paramétertérben dbrazolva alkotjdk a stabilitasi térképet, ami a 3.3. dbran lathato.

Ae d=2 A

stabil paramétertartomany

x — kitérés

el

instabil paramétertartomany /(\
, ‘ \W/ﬂ\w/l\
by U

;;;;;

p — dimenziétlan erdsitési tényezd T — dimenzidtlan id6

e

d — dimenzidtlan erdsitési tényezd

3.3. dbra. A stabilitasi térkép stirlodasmentes rendszer esetén és a
stabilitasvesztés kiillonboz6 eseteihez tartozo jellemz6 idéfliggveé-
nyek.
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A 3.3. brén feltiintetésre keriilt a hdrom stabilitdsi hatdrhoz tartoz6 stabilitdsvesztési
eset is. A kitérések idoéfliggvényeinél a fekete pontok jelolik a mintavételi pontokat,
melyekre a diszkrét idejti modell érvényes. Az , A” jelti esetben minden rezgésperio-
dusra két mintavétel jut, aminek nincs gyakorlati jelent6sége, ugyanis a mintavételes
rendszerek tervezésénél ennél joval stiribb mintavételezés javasolt. A , B” jeli eset
az ugynevezett statikus stabilitdsvesztés, amikor nem alakul ki lengés, ami eredend&en
elkertilhet6 pozitiv p er6sitési tényezd vélasztasaval. A, C” jelii eset a dinamikus sta-
bilitdsvesztés esete, melyben a gyakorlati alkalmazasokban is el6fordulé rezgésalakok
fordulnak eld, ezért a tovabbi vizsgalatok ezen stabilitdshatar kornyezetére fognak

fokuszalni.

Az analitikus stabilitasvizsgélat konnyen és gyorsan kiértékelhetd eredményhez
vezetett, azonban csak a strlédasmentes, linedris rendszerre vonatkozik. A sarlédas
figyelembevétele esetén az itt bemutatott médszerek mar érvényiiket veszitik, igy

masmilyen megkozelités sziikséges.

3.2. Szimulacids megkozelités

A Coulomb-strlédés hatasai szimuldcidk soran precizen figyelembe vehet6k, ahogy az
a 2.4. fejezetben is bemutatésra kertilt, azonban szimuladcidkat csak véges ideig lehet
futtatni, ami a stabilitdsvizsgdlat sordn korlatot jelent: hogyan lehet eldonteni egy véges
ideig szamitott mozgds alapjan, hogy az végtelen idd elteltével megéll-e vagy sem?

Ennek vizsgélatara a tovabbiakban egy jol ismert probléma alapjan kertil sor.

3.2.1. Escape-time algoritmus

Tekintsiik az alédbbi

z1 =20 (3.26)
Zkt] = zi +c (3.27)

komplex szamsorozatot, ahol ¢ € C egy komplex értékii paraméter. A Mandelbrot-

halmaz azon ¢ paraméterek halmaza, melyekre a {z; } sorozat konvergél. Ezen pontokat

abrazolja a 3.4. 4bra a komplex sikon.

A konvergencia meghatarozasdra nincs zart alakban felirhat6, analitikus megoldas,
ehelyett az tgynevezett escape-time algoritmus alkalmazhatd, melynek folyamatdbréja a
3.5. dbran lathato.
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9 —1,‘5 ) —0;5 0 0l5
3.4. dbra. A Mandelbrot-halmaz.

be: ¢

3.5. dbra. A Mandelbrot-halmaz meghatarozdsahoz alkalmazott
escape-time algoritmus folyamatdbréja.

Az algoritmus miikddése azon alapul, hogy ha a sorozat eléri
|zg| > 2 (3.28)

egyenl6tlenséggel leirhat6 feltételt, akkor bizonyithatéan divergélni fog. Ezt felhasz-
nélva az escape-time algoritmus kell6en sok iteracidig kiértékeli a sorozatot, és ha
ez a feltétel bekovetkezik, akkor az adott ¢ érték biztosan nem része a Mandelbrot-
halmaznak. A maximalis iterdciészam elérése utan feltételezhetd, hogy a vizsgalt

komplex szdm a Mandelbrot-halmaz tagja.

Azt a k iterdciészdmot, amire a (3.28) feltétel teljesiil, kilépési idének (escape-time)
nevezziik, amivel a divergencia ,sebessége” jellemezhets. Gyakran a Mandelbrot-
halmaz dbrézolasanal ezen érték alapjan szinezik a halmazon kiviili tartomanyt.

A modszer altal kapott eredmény minGségileg egy iddbeli és egy térbeli felbontdssal
is jellemezhet6. Id&beli felbontdsnak tekinthetd a az a maximalis iterdciészam, amig
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az escape-time algoritmus kiértékeli a sorozatot, térbeli felbontasnak pedig a komplex

77

sikon vizsgalt c pontok stirtisége. A 3.6. abran kiilonb6z6 beallitdsok mellett lathaté az

—

algoritmus eredménye.

10 x 10

felbontés
80 x 80

500 x 500

3 10 1000
iteraciok szama

3.6. dbra. Az escape-time algoritmus eredménye kiilonb6z6 térbe-
li és id6beli felbontas esetén.

3.2.2. Numerikus stabilitasvizsgalat

Latszolag a Mandelbrot-halmaz nem kapcsolédik szorosan a mintavételes nemlinedris
rendszerek stabilitdsvizsgédlatdhoz, azonban bizonyos aspektusaikban fontos hasonlésé-

gokat mutatnak:

1. Mind a {zx} szdmsorozat, mind az egy szabadsagi fokud poziciészabdlyozds mo-

dellje diszkrét idejii, nemlineéris dinamikai rendszert alkot.

2. Mindkét dinamikai rendszer kétdimenzids, ugyanis a zx komplex szdm, mint

allapotvéltozoé egy valos és egy képzetes részbdl tevddik ossze.

3. A {z;} komplex szamsorozat konvergencidjanak vizsgalata lényegében egy stabi-

litdsvizsgalatnak is tekinthetd.

4. A Mandelbrot-halmaz ,,szokdsos” dbrdzolasa egyfajta stabilitadsi térképként is értel-
mezhetd, ugyanis azokat a komplex c paramétereket jeloli, amelyre a konvergencia

teljestil.

5. A {zy} sorozat esetén a |z;| > 2 feltétel esetén garantalt a divergencia, a kon-

vergencidra azonban nincs egzakt feltétel. A poziciészabalyozasnal a statikus
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egyensuly elérése az a feltétel, amibdl garantdltan kovetkezik a stabilitds, azonban

az instabilitdsra nincs ilyen kritérium. Mindkét rendszer esetén csak az egyik
végkimenetel ellenérizhet6 egzakt médon.

Ezen hasonl6sagok alapjan az escape-time algoritmus alkalmas lehet a pozicidsza-
balyozasi feladat soran stabilitasvizsgélatra, ennek folyamatabréja a 3.7. dbran lathato.

Az egyes iteraciokban az allapot f(x) leképezése a 2.4. fejezetben targyalt médon

végezhetd.
be: paraméterek

x 1= [zo vo]—r
k:=1
!
H
x = f(x)
k=k+1
:
H

3.7. dbra. A stabilitdsvizsgédlathoz alkalmazott escape-time algo-
ritmus folyamatédbréja.

A stabilitasi térkép meghatarozasahoz a p—d paramétersikon egy racs mentén fel-
vehet6 n x n darab pont. Rogzitett o surlédési paraméter és xp,vp kezdeti feltételek
mellett minden pontban meghatarozhato6 a kialakul6 rezgések stabilitdsa az escape-time
algoritmus segitségével. A paramétertartomdny n felbontdsa meghatdrozza a kapott
stabilitasi térkép min&ségét, ahogy azt a 3.8. dbra mutatja.

o n=10 t=0,28s n=50 t=5093s n=100 t=23,18s

stabil tartomany stabil tartomany stabil tartomany

instabil tartomany

instabil tartomény- g instabil tartomany

0 D 1 0 P 1 0 p 1

3.8. dbra. A numerikus stabilitdsvizsgélat eredménye kiillonb6z6
felbontasok esetén.
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A szamitdsok soran a surlédasi paraméter értéke o = 0,0065, valamint kezdeti
feltételek xo = 0,2 és vy = 0 voltak, amia 5. fejezetben kés6bbiekben bemutatasra kertils
kisérleti eszkoz paramétereinek felel meg. A maximaélis iterdciészam kmax = 1000.

Lathat6, hogy a felbontds novelésével a szdmitési id6 is novekszik, hiszen az a
kiértékelendd pontok szamaval aranyos. Az egyes elemi szimuldciok szamitasi igénye
kiilonbozd paraméterek esetén is kozelitéleg megegyezd (de legaldbbis adhat6 ra felsé

korlét), igy az n? elvégzendd szimuldcié O(n?) szamitdsi komplexitdssal irhato le .

A stabilitdsi térkép szinezhet6 aszerint, hogy a paraméterrécs cellait milyen stabilita-
st pontok hataroljdk: ha egy cella mind a négy sarka stabil, akkor a teljes cella tekinthet6
stabilnak, és forditva. Bizonyos cellak sarkaiban azonban eltér6 eredményt ad a sta-
bilitdsvizsgalat, ekkor a cellan beliil htizédik a stabilitasi hatér, viszont annak pontos

helyét a felbontasbol ered6 bizonytalansdg terheli, ahogy azt a 3.9. dbra is mutatja.

0,5
stabil tartomany
3
instabil tartomény-
O 1 1 1
0 P 1

3.9. dbra. A numerikus tton meghatarozott stabil és instabil
paramétertartoményok és a stabilitasi hatar.

A bemutatott médszer elénye, hogy a szdraz stirl6dés hatésait is képes figyelembe
venni, azonban a stabilitdsi térkép csak véges felbontassal szamithatd. A stabilitdsi hatar
pontosabb meghatarozdsahoz, vagy akdr magasabb dimenzidja paramétertér esetén az
algoritmus hatékonysdga mar komoly problémaékat jelenthet.
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4. Optimalizaldsi modszerek

A numerikus stabilitdsvizsgalati moédszer legf6bb hatranya, hogy egy-egy szimulaci6
csak az adott paraméterkombindcioéra és kezdeti feltételre érvényes. Stabilitasi térképek
meghatdrozasidhoz ilyen szimuladcidk sokasagat sziikséges elvégezni, ami nagy szamitasi
kapacitast igényel. Ez a fejezet olyan optimalizaldsi médszereket mutat be, melyekkel

ez a szamitési igény csokkenthetd.

4.1. Szimulacidok parhuzamositisa GPU-val

Az optimalizalasra kézenfekv6 megkozelitést jelent a szimuldciok parhuzamos futtatasa,
ugyanis két kiilonb6z8 paraméterkombindci6 esetén a stabilitdsvizsgélatok eredménye

fiiggetlen egymastdl, igy azok idében egyszerre is elvégezhet6k.

A parhuzamos végrehajtas tobb processzormag kihaszndldsaval is megvaldsithato,
azonban a magok szama korlatozza az egyid6ben futtathaté szimulaciék szamat. J6val
nagyobb foka parhuzamositds érthet6 el a grafikus processzor (GPU) segitségével,
ugyanis a grafikai szamitasi feladatok jellemz&en tobb ezer szdmitds egyidejl elvégzését

igénylik.

A grafikus processzorok nem kizarélag grafikai feladatokra alkalmazhatok, hanem
altalanos célt szdmitdsokra is beprogramozhaték. Ezen felhaszndlasi teriilet angol
roviditése a GPGPU (general-purpose computing on graphics processing units), melyre

kiilonboz6 fejlesztési platformok érhetdk el.

4.1.1. Az OpenCL keretrendszer

Az OpenCL (Open Computing Language) egy parhuzamos szdmitési feladatokra al-
kalmazhato, nyilt szabvanyu keretrendszer [18], ami kiilonféle hardveres platformokat
tdmogat, tobbek kozott grafikus kartydkat. Egy OpenCL alkalmazas miikodésének két
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t6 szereplje van, ahogy azt a 4.1. dbra is szemlélteti. A host (gazda) egy konvencionalis,
CPU-ra irt program, ami a teljes m{ikodést koordindlja. A device (eszkdz) a parhuzamos

szdmitdsokra alkalmas eszkoz, jelen esetben egy GPU.

device (GPU)

~—

utasitds sor (command queue

program

M=
=

host (CPU) | |

‘olvasaﬁs bufferbél‘

‘buﬂer foglalasa ‘

‘kernel forditdsa ‘

lteés bufferbe
‘ kernelhivés

4.1. dbra. Egy OpenCL alkalmazds sematikus felépitése.

Az OpenCL parhuzamos végrehajtasi modelljének legfontosabb objektuma a kernel:
ez egy, a konvenciondlis fliggvényekhez hasonl6 rutin vagy programrészlet, azonban
a végrehajtasa jelentdsen eltér: egy szdmitasi feladat sordn annyi darab kernelhivas
jon létre egymastol fiiggetleniil, ahdny parhuzamosithaté munkaegységre oszthat6 az
adott feladat. Jelen esetben a szimuléciét végz6 kernel meghatérozza, hogy egyetlen
paraméter- és kezdetiérték-kombinaci6 esetén stabil vagy instabil viselkedést mutat-e a
rendszer. Meghivasakor azonban tobb ezer példdnyban fut le, kiilonb6z6 paraméterek-

kel, igy a GPU-n parhuzamositva keriil végrehajtésra.

A kernelek azonban nem férnek hozz4 a host memoridjadhoz, csak a GPU-n létre-
hozott memoriaobjektumokhoz, a bufferekhez. A kernelhivasokat legtobbszor bufferek
létrehozésa és azok adatokkal val6 feltdltése el6zi meg, majd a kernel kozvetleniil
ezeken az adatokon képes szamitasokat végezni. Az eredményeket ezutan vissza kell
madsolni a host memoridjdba. A memoriaelérés és a masoldsi miiveletek sdvszélessé-
ge alapvet6en meghatdrozza a program hatékonysagat, igy a memoriakezelést nagy

koriiltekintéssel kell megtervezni.

A host és a device kozotti kommunikéciot egy utasitds sor (command queue) teszi
lehet6vé, amire a host kiilonb6z utasitasokat helyezhet el. Ilyen példdul egy program
és a hozza kapcsol6doé kernelek létrehozasa és leforditdsa, kernelhivasok és kiilonboz6

adatcsere mfiveletek.

4.1.2. Implementacio
A numerikus stabilitasvizsgalat OpenCL nyelven is implementalasra keriilt, ami nagy-

mértékben lecsokkentette a sziikséges szamitasi id6t, ahogy az a 4.2. dbran is lathato.
Jol lathato, hogy a GPU-s implementaci6 tobb, mint két nagysagrenddel gyorsabban
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allitja el az eredményt. Ez annak koszonhets, hogy a GPU-n egyszerre tobb ezer
parhuzamos szalon torténik a végrehajtas, igy annyiszor kevesebb idd sziikséges az
Osszes paraméterkombindaci6 vizsgalatdhoz. Jol latszik azonban az is, hogy a szamitasi
komplexitést ez nem befolyasolja, ami az el6z6ekhez hasonléan O (n?) maradt.

NI SRRSO S oo FARRUNS S N
© o, ; :  CPU
: 1 ........ . ........................... . ............. . ...............

2 . ; ;
B 01k T g :

3 : ¢ ¢ :
| : . i © QPU
0,01 beeeeeeeieenn R S S
. ; ; ; .

20 40 60 80

n — felbontds

4.2. dbra. A stabilitasvizsgdlat CPU-s és GPU-s implementacidja-
nak szdmitasi ideje kiilonboz6 felbontdsok esetén.

4.2. Mez6k adaptiv felosztasa

A stabilitasi hatar pontosabb meghatdrozdsahoz a vizsgalt paraméterracsot stirtibbnek
kell valasztani. Ez jobb min&ségii végeredményhez vezet, azonban a racs sfiritése csak
a stabilitasi hatar kornyezetében indokolt, az egybefiigg6 nagyobb stabil vagy instabil
tertileteken nem ad tobbletinforméaciot.

Hatékony megoldast jelenthet az, ha egy durvébb kiindulasi paraméterracsnak csak
azok a mezéi keriilnek djrafelosztasra és finomitésra, ahol a stabilitasi hatar keresztiil-
megy. Ez az intervallumfelezési médszer tobbdimenzios kiterjesztésével [19] konnyen
elvégezhetd.

Két dimenzids paramétertér esetén azokat a celldkat kell négy részre osztani, amelyek
sarkain a stabilitdsvizsgdlat eltér6 eredményt mutat, majd a négy résztertileten kell
folytatni a vizsgélatot. Ezt rekurziv médon ismételve a 4.3. dbran lathaté médon egyre
nagyobb felbontasban hatarozhat6 meg a stabilitasi hatdr.

sz 2

A tertiletek adaptiv médon torténd minden tGjabb felosztdsa megdupldzza a kapott
eredmény felbontasat. Az eredeti megkozelitéssel szemben azonban sokkal kevesebb
Gjabb szimuléci6 elvégzése sziikséges, ugyanis azok csak a stabilitasi hatar kornyezetére
koncentrédlédnak. A moédszer hatékonysdgét az eredeti megkozelitéssel szemben a
4.4. dbra szemlélteti.
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4.3. dbra. A stabilitasi térkép felbontasdnak novelése a tertiletek
adaptiv felosztdsaval.
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4.4. dbra. Az adaptiv teriiletfelosztdsi médszer és az eredeti meg-
kozelités szamitasi ideje kiilonboz6 felbontasok esetén.

Jol lathato, hogy amellett, hogy a szdmitasi id6 jelentdsen lecsokkent, a négyzetes
komplexitas helyett az adaptiv mdédszer linedris jelleget mutat. Ez konnyen belathato,
hiszen a kétdimenziés paramétertartomanyon a stabilitdsi hatar egy egydimenzids
sokasag, és csak ennek mentén torténik a felbontds novelése, igy ez a megkozelités O (n)
komplexitast.

A moédszer hatuliitéje azonban a 4.5. dbrdn lathaté médon az, hogy barmennyire
noveljiik a felbontdst, maga a stabilitdsi hatdr nem lesz el6allithat6 sima, rektifikalhato
gorbeként.
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4.5. dbra. Az adaptiv teriiletfelosztdsi médszerrel meghatédrozott
stabilitasi térkép és az igy kapott stabilitasi hatar.

4.3. Marching squares algoritmus

A stabilitasi hatar pontosabb kozelitésének moédja a marching squares algoritmus [20],
melyet széles korben alkalmaznak implicit fiiggvények rajzoldsara. A médszer 1ényegét
a 4.6. abra szemlélteti: ha egy cella négy sarkén eltérd a stabilitds, akkor azon a stabilitasi
hatar dthalad. Meghatdrozhat6 az a cella azon két éle, melyeket a hatdrvonal dtmetsz, és
ezeken bindris kereséssel (intervallumfelezéssel) meghatarozhaték a metszéspontok. A
cella sarkai és a metszéspontok Osszekotésével a stabil és instabil paramétertartomany
is meghatdrozhato. A stabilitdsi hatart a cellan beliil a metszéspontok dsszekotésével

kapott szakasz kozeliti.

stabilitdsi hatart binaris keresés stabilitasi tartomany
tartalmazd cella az élek mentén azonositdsa

4.6. dbra. A marching squares algoritmus egy hatarvonalat tartal-
maz6 cella esetén.

Attol fiiggben, hogy a vizsgélt cella mely sarkan milyen eredményt ad a stabilitas-
vizsgalat, kiilonb6z6 esetek kiilonboztethetdk meg. Ezeket az alapeseteket a 4.7 dbra

szemlélteti.
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4.7. dbra. Kiillonboz6 celldk alapesetei a marching squares algorit-
musban.

A marching squares algoritmus stabilitasvizsgélatra tortén6 alkalmazasat a 4.8. dbra
mutatja. J6l lathato, hogy a stabilitdsi hatar egy torottvonalként 4ll el6, ami az interval-
lumfelezések elvégzésével pontosithatd, azonban az eredeti racs mentén a hatarvonal
toréspontokat tartalmazhat.

csak racspontok élek felez6pontjai tovabbi felezések az élek mentén

121 pont 121 pont 140 pont 159 pont 178 pont

4.8. dbra. A marching squares algoritmussal kapott stabilitadsi

7 oz

térkép kiillonbo6z6 él menti felbontds esetén.

Az algoritmus szamitési igényét a 4.9. dbra mutatja. J6l lathato, hogy az intervallum-
felezések szamanak novelése és a szamitdsi id6 kozott linedris kapcsolat 4ll fenn. Ez
azzal magyarazhat6, hogy minden lépésben ugyanazokon az éleken egy-egy tjabb fele-
z6ponton kell elvégezni a stabilitdsvizsgdlatot, igy a szimuldciok szdma egyenletesen
novekszik O(n) komplexitas szerint.

1.4
1,2
1,0
0,8
0,6 { :
0,4 e N ................ ..............
(152 TIPS ................ ..............
0,0L i : i ]

t — szdmitési id§ [s]

intervallumfelezések szama az élek mentén

4.9. dbra. A szadmitasi id6 novekedése kiillonboz6 szamu interval-
lumfelezés esetén.
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A marching-squares algoritmus mar min&ségileg mas eredményt ad, hiszen az
egydimenzios stabilitdsi hatar kozelitését allitja el, és nem adott kétdimenzids rész-
tartomanyok stabilitasat hatdrozza meg. Eppen ezért a kordbbi médszerekkel torténd

Osszehasonlitas ebben az esetben nem végezhet6 el.

4.4. Parhuzamos adaptiv marching squares algoritmus

Az el6z6ekben kiilonféle optimalizdlasi modszerek keriiltek bemutatésra a stabilitasi
térkép meghatarozasdhoz. Jelen dolgozat {6 javaslattétele ezen modszerek egyiittes
alkalmazasa és az igy kapott pdrhuzamos adaptiv marching squares algoritmus, amellyel az

Osszes bemutatott megkozelités elénye kombinédlhat6.

A moédszer alkalmazasanak £6 1épéseit a 4.10. dbra szemlélteti. A stabilitdsvizsgalatot
el6szor egy kiinduldsi paraméterracs mentén kell elvégezni, ami a kiilonb6z6 tarto-
ményok durva kozelitését adja meg. Ezt kdvetben tobb 1épésben finomithaté adaptiv
teriiletfelosztasokkal a stabilitasi hatédrt tartalmaz6 régi6, amin beliil végiil a marching
squares algoritmus segitségével keriil meghatarozasra a pontos stabilit4si hatdr. Ezen
feliil az egyes részlépések sordn tijonnan elvégzend? stabilitdsvizsgélatok kiértékelése

GPU-n parhuzamositva torténik a legnagyobb hatékonysag elérése végett.

121 pont; t = 0,0019 s 335 pont; t = 0,0064 s 615 pont; t = 0,0299 s
0,5
H
+
+
+
HH+
+
HH+
l HA
0 H
0 P 1 0 P 1 0 p 1
kezdeti racs teriiletfelosztas élek felosztdsa

4.10. dbra. A parhuzamos adaptiv marching squares algoritmus
lépései.

A parhuzamos adaptiv marching squares algoritmus paraméterei a kvetkezok:

1. A kezdeti paraméterracs kiosztasa.
2. Az adaptiv teriiletfelosztasok (negyedelések) szama.

3. Az intervallumfelezések szdma a marching squares algoritmus soran.
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A bemutatott rendszerrel elvégezve a stabilitdsvizsgalatot a 4.11. dbran lathato
stabilitasi térkép all el8. A linedris esettel szemben a stabil paramétertartomanyt a
Coulomb-surlédas kiterjeszti, igy szélesebb miikodési tartomdanyban is alkalmazhato6 a

vizsgalt szabalyozasi rendszer. Ezt a feltiintetett szimuldciék eredménye is megerdsiti.

0.5 To = 0: 2 I I I & \ linearisan stabil tartomany
Vo = 0 // . . Yeg s e s
o = 0,0065 s ] kiterjesztett stabilitasi tartomany
@
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0 P 1
4.11. dbra. A szaraz surlédasos rendszer stabilitasi térképe a
kiterjesztett stabil paramétertartomannyal.

A bemutatott médszert kiilonb6z6 o dimenziétlan sturlédasi paraméterek esetén
alkalmazva meghatdrozhat6 az is, hogy a strlédas novelésével milyen médon tolédik
el a stabilitdsi hatdr. A 4.12. dbran lathatd, hogy a stabilitdsi hatdrnak nem csak a helye,

hanem a jellege is megvaltozik.

1,5 : : : — 0.8
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L — // g - ’- 1

Tro = 4 ,

vo =0 L7 A
i v / y B
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] /o///Q//Q“\ [ = B. , 4
6 Qn 4 L s 1
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/7 6 QA ’ s
, 7 6// 7’ C
’ 1 [ v oc=20,6 1 1
, ’ C . ., T
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0 : : 0,65 : : ) )
0 p 3 2,45 p 2,75

4.12. dbra. A strl6das hatasa a stabil paramétertartoményra.

A legszembet(inbb valtozas az, hogy a stabil paramétertartoméany a 3.3. abran
latott linedris esettdl eltér6en nem konvex, hanem apré kitiilemkedéseket tartalmaz. A
feltiintetett szimuldciés eredmények alapjan lathat6, hogy ez nem a stabilitasvizsgalat

numerikus hibdja, hanem a rendszer valéban igy viselkedik.
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5. Kisérleti eredmények

Az el6z6 fejezetekben bemutatott eredmények kisérleti Giton is igazoldsra kertiltek.
Jelen fejezet a mérési elrendezés felépitését, az azon elvégzett paraméteridentifikdciot,

valamint a kisérleti eredményeket mutatja be.

Kisérleti eszkozként az 5.1. abrdn lathato elrendezésben szerepld kefés, egyendramu
motoros hajtas szolgéalt. A képen lathaté Maxon 118746 tipust motor egy tengelykap-
csolon keresztiil egy csapagyazott acéltengelyt és a hozza rogzitett aluminiumtarcsat
hajtotta meg. A forgérész szogelforduldsdnak mérése inkrementélis enkdder segitségé-
vel tortént.

5.1. dbra. A mérések sordn hasznalt kisérleti elrendezés.

A mérés kozponti egysége egy Texas Instruments LAUNCHXL-F28379D fejleszt6i
kéartya (Launchpad), amelyre egy BOOSTXL-3PHGANINYV tipust inverter csatlakozott.
Az inverter harom hidagabdl a 5.2. dbranak megfeleléen kett6 kertilt felhasznaldsra
H-hid elrendezésben. A Launchpad programozésa és a mérésadatgyfijtés Simulink kor-
nyezetbdl tortént kodgeneraldssal és az external mode segitségével, ami az adatrogzités
mellett lehet6vé tette futds kozben a paraméterek hangolésat is.
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5.2. dbra. A kisérleti elrendezés sematikus dbraja.

Upc

A DC motoros hajtasok egyik legfontosabb jellemzgje, hogy a leadott M villamos
villamos nyomaték ardnyos az armataran atfoly6 i dram erdsségével az aldbbi

M=ky i (5.1)

Osszefiiggés szerint, ahol k;, = 43,9 mNm/A, a mért motor nyomatékdllanddja. A
mérések sordn dramszabdlyozas keriilt megvalésitasra, igy az dramszabdlyozénak adott
iref referenciadram tekinthets egy M = iy - ki nagysagt nyomatékgerjesztésnek. Igy a
forgorész mozgasegyenlete Coulomb-surlédast feltételezve

] § = M — Mc sgn(¢) (5.2)

alakban irhato fel, ahol | a forgorész tehetetlenségi nyomatéka, ¢ a szogelfordulas és
M_c a Coulomb-sturlédds nagysdga. A kapott mozgasegyenlet formaélisan megegyezik
az (2.1) egyenlettel, azonban a tehetetlenségi és a strlédasi paraméterek nem ismertek.

5.1. Paraméteridentifikacio

A mozgdasegyenlet ismeretlen paraméterei paraméteridentifikaci6 segitségével becstil-
het6k. Az identifikdcié a Matlab szoftver System Identification Toolbox kiegészitGje
segitségével tortént a 2.4. fejezetben leirt modell, valamint a valés eszkdzon mért be- és
kimeneti adatok megadasaval.

A rendszer bemenete a forgérészeket gyorsité nyomaték, a kimenet pedig a forgo-
rész w szogsebessége, ami a szogelfordulds numerikus derivalasaval 4llt el6. Mivel a
bemeneti jel onkényesen megvalaszthatd, célszer(i olyan bemenetet konstruédlni, ami
széles miikodési tartomdnyban gerjeszti a rendszert. Jelen esetben a gerjesztés az 5.3. ab-
ran lathaté nyomatékimpulzusokbdl 4llt, melyek felvéltva pozitiv és negativ elGjeltiek
és id6ben novekv6 nagysdguak.
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5.3. dbra. A paraméteridentifikdciés mérések eredménye.

Jol lathato, hogy a szogsebesség szakaszosan linedris fiiggvény, ami a Coulomb
sturl6dédsi modellnek megfelel, hiszen ekkor szakaszosan allando¢ er6 hat a forgorészre.
Az identifikaci6é eredményeként az 5.3. dbra szerinti modell allt el6, mely 96, 07%-o0s

illeszkedést mutat a mért jelekre, és paraméterei az aldbbiak:

] =2,3015-10"° kgm?® és Mc = 0,001495 Nm. (5.3)

5.2. Mérési eredmények

Az identifikdci6 elvégézése utdn a (2.10) egyenlettel leirt szabalyoz6 is implementalasra
kertilt. Az alkalmazott T = 0,01 s mintavételi idé mellett a dimenziétlan sturlédasi
paraméter értéke

McT2

g =
J

valamint a szabalyoz6 p és d dimenzi6tlan erdsitési tényez&i a mérések soran szabadon
megvélaszthatok, a kezdeti feltételek pedig ¢o = 0,2 rad és wy = 0 rad/s értékiiek
voltak.

= 10,0065, (5.4)
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A kisérletek célja a 5.4 abran lathato kiilonb6z6 stabilitasi zondk vizsgalata volt, és
annak igazolasa, hogy a stabil paramétertartoméanyt a bemutatott numerikus médszer
eredményeinek megfelel6en a szdraz surlédas valoban kiterjeszti-e.

A vizsgélt rezgések alapjan lathat6, hogy azokon a tartoményokon, amelyeket a
numerikus stabilitdsvizsgélat stabilnak itélt meg, val6ban lecseng6 rezgések alakulnak
ki, az instabil régiokon pedig a rezgés amplitiddja korldtlanul novekszik. A latottak
alapjan levonhat6 a végs6 kovetkeztetés, miszerint a dolgozatban bemutatott médszerek
jol alkalmazhat6k mechatronikai rendszerek stabilitasvizsgalatara.
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5.4. dbra. Mérési eredmények a kiilonbozd stabilitasi tartoma-
nyokban.

56



6. Osszefoglalas

Jelen dolgozat olyan mechatronikai rendszerek stabilitdsvizsgélatat targyalta, melyek-
ben egyarant megjelennek a mintavételezés és a szdraz sturl6dés hatasai. Bemutatasra
kertilt, hogy ezen jelenségek preciz figyelembevételéhez a szakaszosan folytonos hata-
sokat diszkrét idejti modellekkel és Filippov-tipust rendszerek analizisével sziikséges

vizsgalni.

Meghatéarozasra keriilt egy diszkrét ideji szimulator, amivel a vizsgalat targyat
képz6 egy szabadsagi foku pozicidszabdlyozédsi modell mozgasa egzakt modon leirhato.
Az ehhez sziikséges feltétel- és leképezésrendszer levezetése a szakirodalomtol eltérd
modon, a mintavételezés és a Coulomb-sitrlédéas, valamint ezek kdlcsonhatasainak

teljes figyelembevételével tortént.

A célkittizésnek megfelelSen elkésziilt egy szimuldcidkon alapuld stabilitasvizsgalati
eljaras, amellyel a vizsgélt rendszer stabilitdsi térképe készithet6 el. A numerikus
modszer kiilonb6z6 optimalizalési lehetéségei is bemutatdsra kertiltek a szamitasi id6
és a komplexités figyelembevételével. Ezen modszerek Gjszerti kombindcidjadval nagy
felbontassal és hatékonyan hatdrozhaték meg a stabilitési térképek.

A stabilitasvizsgdlat eredményei alapjan az a fontos kovetkeztetés is levonhato, hogy
a szaraz surlddés a stabilitdsi tartomédnyt nem csak kiterjeszti, hanem a stabilitdsi hatar
alakja min&ségileg is megvaltozik. A bemutatott eredményeket szimuldciok és kisérleti

uton elvégzett mérések is igazoljak.
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