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1. Bevezetés

1.1. Tématerilet bemutatéasa

A mai vilagban elképzelhetetlen az életlink biztositasok nélkil. Lakasbiztositas,
autdbiztositas, sok embernek még ¢életbiztositasa is van, hogy egy bekovetkezo kar vagy
baleset esetén a tarsasag fedezze a kart. Ezek csak a legalapvetobb, maganszemélyekre
vonatkozo biztositasok, de jogi személyek is kotnek biztositéast, és ezek joval nagyobb

0sszegliek, mint a maganembereké.

Lathato tehat, hogy a biztositds egy hatalmas pénzforgalommal rendelkezd
uzletdg, melyben a tarsasdgok elemi érdeke, hogy versenyképesek legyenek a
konkurenciaval szemben és minél nagyobb nyeresegre tudjanak szert tenni.
Nyilvanvaléan a cégek igyekeznek minel nagyobb tgyfelkort kiépiteni, azonban a
versenytarsakbol is akad boven, igy olyat kell egy vallalatnak nytjtania, amit a masik
nem tud, vagy O alacsonyabb aron tudja azt kinalni. Az lgyfelek szamara az a
legfontosabb, hogy minél szélesebb kori biztositasok koziil tudjanak valasztani és ezek
arai kedvezdek legyenek szamukra. Ennek meghatarozéasa viszont nem konnyt, hiszen
sok szempontot kell figyelembe venni. Egy olyan tarsasag, amely tébb évtizedes maltra
tekint vissza, ismeretében van ezeknek a szempontoknak, de az 0j szereploknek a piacon
fel kell mérni a piacra 1épés elbtt, hogy milyen teriileten szeretnének biztositast kinalni.
Meg kell vizsgalniuk, hogy azon a terlleten milyen gyakorisaglak €s nagysaguak a
bekovetkezé karok és ezaltal mekkora bevételt kell elérniiik az tigyfelek altal befizetett
pénzbdl, hogy a cég ne menjen csédbe, ki tudja fizetni a beérkezd koveteléseket és kdzben
még profitot is tudjon termelni, amit aztdn kamatoztat, befektethet, vagy

viszontbiztositasra fordit.

Dolgozatom a viszontbiztositasi modellek vizsgalatarél szol, mely magaba
foglalja a csdd bekdvetkezésének varhato idejét, a felmeriil6 hidny nagysagat kiilonb6z6
pénziigyi eldfeltételek mellett. Ezen vizsgalatokat szimulaciokkal szeretném szemléltetni

és szamitasokkal alatamasztani.

A munkam soran bemutatom az altalam készitett alapmodellel, hogy pontosan

mik azok a komponensek, amiket figyelembe kell venni egy piacra 1épd



biztositotarsasdgnak, hogy talpon tudjon maradni és ne menjen tdnkre. Majd
szemléltetem kiilonbozé szimulaciok segitségével, hogy hogyan alakulhatnak egy
tarsasag pénziigyei, milyen szélsdséges helyzetek allhatnak eld, illetve mit kell tenni,
hogy ilyen helyzetek minél inkabb elkeriilhetok legyenek. Minden szimulaciénal 100.000

kiilonboz6 esetet generalok le, majd kiértékelem az eredményeket.

A biztositok penzlgyi helyzetét tobb ismerv alapjan fogom vizsgalni, bemutatom a
pénzmennyiség valtozasat, hogy mekkora a valoszinlisége egy vallalkozas
tonkremenésének, mikor kdvetkezhet be a cséd, és a tonkremenéskor fennallé hianynak
milyen az eloszlasa és a mértéke. A karok nagysaganak és a koztiik levé idéknek az
eloszlasa tobbféle lehet. A dolgozatban én harmat vizsgaltam: az egyenletes, a binomialis
és a Poisson eloszlast fogom alkalmazni a szimulacioknal. Vizsgalom, hogy a kezddtéke
fuggveényében, ha ténkremegy a ceg, az mikor fog bekdvetkezni. Az irodalomban
hasznalt viszontbiztositasi modellt alkalmazva probalok vélaszt adni arra, hogyan

csokkenti a tonkremenési valosziniiséget viszontbiztositas kotése.

1.2. Célkitizések

Mint minden pénzugyi vallalkozasnak, a biztositoknak is az a legfontosabb, hogy
talpon tudjanak maradni a versenytarsakkal szemben: minél nagyobb ugyfélkdrrel
rendelkezzenek és a nyereséget maximalizalni, a kiadasokat minimalizalni tudjak. Ehhez
persze jol atgondolt pénzigyi stratégiara van szukségik.

Biztositotarsasagok alapitasahoz  jogszabalyokban meghatarozott minimum
kezdétokével kell rendelkezni, ez adja az alapjat a tarsasag pénzmennyiségének, ehhez
j6n majd az tigyfelek adott idonkénti befizetése, amibdl majd a bekdvetkezd karigényeket
ki kell elégitenie. Magyarorszagon a kezd6tdke minimuma 100 milli6 Ft. A matematikai
vizsgalatok azonban nincsenek a torvényi feltételekhez kotve. Lathatd lesz majd, hogy
kelld mennyiségli befizetés és késon jovo, kis karigényl kifizetés esetén eléfordulhat,
hogy a biztositotarsasag kasszajaban levd pénz nem megy 0 ala akkor sem, ha nincs
kezdStoke. Igy a szimuldciokban vizsgalni fogok olyan eseteket is, amikor a kezdétéke 0
Ft, hogy ezzel is jobban szemléltethessem a tonkremenés valoszinliségét.

Nyilvanval6an, ha a vallalat pénzmennyisége 0 ala esik, akkor a karigényt nem tudja
kielégiteni és elvileg cs6dbe megy a tarsasag. Raadasul, ha a karosult tgyfél nem
maganszemély, hanem jogi személy, akkor a biztositotarsasag cs6dje magaval vonhatja

egy masik cég csddjét is, ezaltal még nagyobb kart okozva. Ezt a biztositotarsasagok
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igyekeznek elkerulni. A folyamatosan beérkez6 dijbevétel segit a fedezet biztositasaban.
Ennek érdekében a biztositoknak meg kell hataroznia, hogy a cég ugyfelei mekkora
Osszeget fizessenek be a tarsasdg kasszajaba, hogy az anyagi helyzet tendenciajaban ne
romoljon. Az idealis &r meghatarozasahoz ismerni kell a bejové karigények nagysaganak
varhatd értékét, és gyakorisagat. Az arral kapcsolatos dontések meghozataldban sok
szempontot kell figyelembe venni. Nem csak a karigények nagysagéanak a varhato értéke,
hanem az eloszlésa is befolydsolja a tonkremenést, foleg a nagy Osszegii karigények
valdszinlisége. Azonban egyes természeti katasztrofak (foldrengés, hurrikén, tornado)
valdszinlisége elég alacsony Magyarorszagon, cunamik, vulkankitorések valoszinlisége
pedig 0. Az USA déli allamaiban azonban gyakoriak a hurrikanok, igy ott a biztositoknak
nagyobb bevételt kell elérniik, hogy a pénzigyi stabilitasukat fenn tudjak tartani.
Magyarorszagon, ha természet okozta karokrdl van sz0, az elsésorban jéges6bol, nagyobb
viharokbdl szarmazik. Szinte minden évben eléfordul, hogy a termés egy része elfagy
vagy elveri a jég, vagy egy vihar altal kiddlt fa esik ra egy hazra vagy autora. Ezen karok
mértéke bar Osszességében jelentds, de mégis eltorplil egy hurrikdn altal okozott
pusztitastol. gy az itthoni biztositoknak kisebb bevétel is elegendd ahhoz, hogy az ilyen
tipust karok esetén felmeriild koveteléseket ki tudjak elégiteni.

Felmerilhetnek azonban olyan helyzetek is, amikor tul nagy és tul gyakori egy
karesemeény, és meghaladja az adott tarsasdg pénziigyi kereteit, ezaltal novelve a
valdszinliségét annak, hogy a biztosito rendelkezésére allo pénzmennyisége 0 ald esik és
a cég tonkremegy. Ezt megelézendd kdtnek a biztositotarsasagok viszontbiztositast. Ha
egy biztositd elorejelzései azt tadmasztjak ald, hogy feltehetéleg nem tud bizonyos
karigényeket kielégiteni, akkor ezek a cégek viszontbiztositast szoktak kotni egy masik
biztositotarsasaggal. Ilyenkor a viszontbiztositd a szerzddésben foglaltak szerint a
viszontbiztositott tarsasag helyett magara vallalja a karok egy részének a Kifizetését, és
ezaltal csokkenthetd az eredeti cég tonkremenésének valoszinlisége.

Azt, hogy milyen fontos lehet egy viszontbiztositas, illetve mit okozhat annak hianya,
aminek kovetkeztében a keletkez6 karért nem tud ellenszolgaltatast nyujtani a biztosito,
egy megtortént eseménnyel szeretném szemléltetni. A 2008-as valsag el6tt a nagy
amerikai bankok (JP Morgan, Goldman Sachs, Bank of America, ...) biztositast
vasaroltak az akkori vilag legnagyobb biztositéjanal az AIG-nél. Erre azért volt sziikség,
hogy ha az értékpapirokba csomagolt és ingatlannal fedezett jelzaloghiteleik értéke
csokken, a veszteségik elkeriilése érdekében a biztositd majd kifizeti a kart. Az AIG

azonban nem kotott viszontbiztositast, mivel abban biztak, hogy az ingatlanok értéke nem
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fog csokkenni, és igy hatalmas profitra tehetnek szert. Az ingatlanok &rai azonban
csokkenni kezdtek. Amikor a bankok az els veszteségeiket realizaltak, az AIG-nak
egyszerre kellett volna minden banknak fizetnie, de erre nem volt képes. Csak az amerikai
kormany 180 milliard dollaros mentddvével sikeriilt elkeriilni az AIG cs6djét. A cséd
elkerlilésével egydttal a bankokat és tobb milli6 amerikai allampolgart is megmentettek
a pénziigyi cs6dt6l. Lathato hat, hogy még a legnagyobb tarsasagok is rakényszeriilhetnek
arra, hogy viszontbiztositast kossenek. Azonban ez nem hatrany, hiszen ez a lépés
biztositja a vallalkozas stabilitasat, csokkenti a tonkremenés kock&zatat, ezaltal az
ugyfelek bizodalmat is ndveli a cég felé.

Ezért szeretném a dolgozatomban a biztositotarsasdgok pénziigyi modelljét
vizsgalni. A dolgozatban azt szandékozom bemutatni, hogyan alakulhat egy
biztositotarsasdg kasszdjaban levé pénz mennyisége viszontbiztositds nélkiil és
viszontbiztositassal, ha ismerjiik a beérkezé karok nagysaganak és gyakorisdganak
eloszlasat. Mekkora a valdszintisége, hogy egy cég tonkremegy egy adott kezddtoke
szintnél. Ha csddbe megy, mikor kovetkezik ez be, mekkora annak a mértéke (mekkora
hiany keletkezik), melyik az az idOpillanat, amikor mar felesleges figyelni a
pénzmennyiséget, mert szinte biztosra vehetd, hogy a tarsasag nem megy csddbe. Ha tul
nagy a tonkremenés valoszinlisége, akkor hogyan lehet viszontbiztositassal, illetve
kdlcsonos viszontbiztositassal azt csdkkenteni.

A viszontbiztositasoknak tobb fajtdja van. Nem mindegy, hogy a cég melyiket
valasztja, mert ha rosszul vélaszt nagy nyereségtol eshet el. Az egyik ilyen az az
aranyossag elvén alapuld kvéta-viszontbiztositas, amikor a viszontbiztosité akkora részt
vallal a kockazatbdl, amekkora részt kap az tigyfelekt6l érkezé bevételekbdl. Ez inkabb
a viszontbiztositonak kedvezd, mert az alacsony kockézatu biztositasok altal bejovo
dijakbol is részesll [1]. Ezért lehet sokkal elénydsebb a surplus viszontbiztositas a
viszontbiztositast koté, tgynevezett primér biztositd szadmara. Ekkor a primér biztosito a
kockazatokat felosztja és elsOsorban azokat bocsijtja csak viszontbiztositasba, amik
magasabb kockazati kategoriaba tartoznak. Ebben az esetben a fizetendd rész attol fligg,
hogy mekkora a karok nagysadga. Magyaran a viszontbiztositd csak egy bizonyos szint
folott vallalja a karigény kifizetését. Természetesen ezen szintet, illetve magat a karokat
a szerzddéskotéskor kell meghatarozni.

Dolgozatomban azokkal a viszontbiztositasokkal foglalkozom, amikor a
viszontbiztositdé a befolyd pénzdsszeg egy részének fejében egy bizonyos hatar felett

atvallalja a kifizetések egy hatar feletti részét. Vizsgalom a modellt csak a
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viszontbiztositast kotd tarsasag szempontjabdl is, valamint tigy is, hogy mindkét tarsasag
pénziigyi folyamatat figyelembe veszem. Veéletlen szimulaciokat végezve arra a
kovetkeztetésre jutottam, hogy nemcsak egyoldald, hanem kétoldalu viszontbiztositassal

is csokkenthetd a tonkremenés kockazata, akar szimmetrikus paraméterek mellett is.

2. Az alapmodell

2.1. Az alapmodell matematikai megfogalmazasa

Ebben a fejezetben ismertetem a biztositotarsasagok pénziigyi folyamatait modellezd
alapvet6 kockazati folyamatot, a Sparre Andersen alapmodellt [2].

A tarsasag kezd6tokéjét jeloljik a-val. Ez egy nemnegativ szam. Ennek nagysaga
elméletileg akéar lehet nulla is, ha a véllalat ugy értékeli, hogy elég nagy bevételt tud a
befizetésekbdl elérni ahhoz, hogy nincs sziiksége alaptdkére. Bar a valosdgban ez nem
megengedett, a matematikai vizsgalatokban mi ezt a lehet6séget is figyelembe vesszik.

Jelolje b a tarsasag egységnyi idére jutd bevételét. Ezt az Osszeget kell az
igyfeleknek a szerz0désben meghatarozott idonként befizetnie a biztositd kasszajaba. Ezt
az id6t egységnyinek tekintjiik. A b neve befizetési rata. A modellben azt a feltételezést
hasznaljak, hogy t id6 alatt t-b mennyiségii befizetésekb6l szarmazd bevétel noveli a
kasszaban levé pénzmennyiséget.

N(t) jeldli, hogy hany kar érkezett a biztositohoz t idopillanatig, illetve Slegyen az I.
karigény nagysaga. Feltételezziik, hogy az egymast kovetd karigények kozott eltelt idok
(KIy) i=1, 2, ... fuggetlen, azonos eloszlast valoszinliségi valtozok. Azt is feltételezziik,
hogy a karigények nagysagai (Si I=1, 2,...) szintén fiiggetlenek és azonos eloszlastak.
Tovabba a Kl; is flggetlen Si-t61, de ezek nem feltétleniil ugyanolyan eloszlasuak, mint a
karigények. Az irodalomban altalaban folytonos modelleket vizsgalnak, én
dolgozatomban diszkrét eloszlasokkal fogok foglalkozni, és feltételezem, hogy mind a
kéarigények nagysdga, mind a karigények kozt eltelt idOk nemnegativ egész értéket
vehetnek csak fel. Egésznek feltételezem tovabba a kezdétokét és a befizetési ratat is.
Azonban a definiciékat mind a folytonos, mind a diszkrét modellben megadom.

Legyen T(t) a cég pénzmennyisége t idopillanatban. T(t)-t a kovetkezOképpen lehet
kiszamitani: az alapt6kéhez hozza kell adni a t. idOpillanatig beérkezett bevételt, azonban

a t. pillanatig beérkezett karok csokkentik a tarsasag pénzmennyiségét, ezt le kell vonni:



N(t)

T(t)=a+b-t—ZSl, t=>0.
=1

Diszkrét eloszlasu valoszinliségi valtozokat feltételezve
N()

T(t)=a+b-t— Z Sy, t=0,123..
=1

A pénzmennyiség valtozéasat egy adott realizacional az 1. abran kdvethetjik. A
kezd6toke értékét a=5-nek valasztottam. Egységnyi id0 alatt beérkezd pénzmennyiség
értékét b=2-nek allitottam be. Az els6 karigény a t=2 idépillanatban érkezett, nagysaga 9
volt. Ez azt jelenti, hogy a kezdotdke, és az addig beérkezett 4 egységnyi bevétel éppen
fedezte a karigényt. A folyamat folytatddik, UGjabb karigények eérkeznek Ujabb
idépontokban, a t=19 idépontban érkez6 S10=8 nagysagu karigény azonban nagyobb,
mint a pénztarban levd pénzmennyiség, igy ezt levonva a rendelkezésre allo
pénzmennyiségbdl, a kasszaban levé pénzmennyiség negativva valna, vagyis a tarsasag

ennek a kovetelésnek a hatasara tonkremegy.

Pénzmennyisig

& hiztositd ténkrement /'|

[=)

Ida

1. dbra: Egy biztositd tonkremenési folyamata



Jel6lje p(a) annak a valoszinliségét, hogy a kezd6tdkénél a cég pénzmennyisége nulla

ala csokken, vagyis p(a) a tonkremenés valoszinliségét jelenti a kezd6tOke esetén.

p(a) = P(T(t) <0, valamely t > 0 esetén).
Diszkrét modell esetén egész idépontokban nézve a biztositotarsasag rendelkezésere

allo pénzeket, a tonkremenési valoszintiség az alabbi médon definialhato:
N()

p(a) =P(a+b-t— Z 5 <0, valamely t = 0,1 ... esetén)
=1

Ekkor természetesen a és b értékét is egésznek valasztjuk.

Jelolje 1(a) azt a t értéket, amikor a kezd6t6kétdl indulva a tarsasag csddbe megy.

Azaz
1) = {inf(t >0:T(t) <0),ha3dt=0,hogyT(t) <0
- o, ha Vt —re T(t) = 0.
Diszkrét modell esetén
I(@) = {min(t:T(t) <0,t=0,1,..),ha3t =0,hogy T(t) <0
- o, haVt =0,1,2,..—re T(t) = 0.

Az 1. abra esetén a tonkremenési 1d6 I(5)= 19 idbegység.

Itt kell szot ejtentink egy olyan feltételrdl, amelynek teljesiilése vagy nem teljesiilése
alapvetéen befolyasolja a biztositotarsasag pénziigyi folyamatait. Ez a feltétel az
irodalomban netto profit feltételnek nevezett feltétel, és azt fejezi ki, hogy az egységnyi
1d6 alatt érkez6 bevételnek meg kell haladnia az egységnyi id6 alatti kifizetések varhato
értékét. Ez azt jelenti, hogy az

E(S)
ECKL)

egyenlStlenségnek fenn kell allnia, ahol E(S;) a karigények varhat6 értéke, mig

<b

E(Kl,) a kéarigények kozt eltelt id6k varhato értéke. Mivel az N(t) karfolyamat egy

feltjitasi folyamat, ezért az egységnyi idére jutd atlagos karszam #l) A nettd profit
l

feltétel nem teljestlése esetén a biztositotarsasag 1 valoszintiséggel tonkremegy.
Vezessiik be a karigények kozt eltelt id6k eloszlasara a P(KI; = i) = p;, i=0,1, 2,...
a karnagysagok eloszlasara a P(S; = j) = q;, j=0,1,2,... jeloléseket.
A biztositasi matematika irodalmabdl ismert, hogy q(a)=1-p(a) Kielégiti az alabbi

differenciaegyenletet [2]



co a+b-i

a@=) ) a@+b i) pg

i=0 j=0

A fenti differenciaegyenlet tigy bizonyithatd, hogy vagjuk el a folyamatot az els6
karigény érkezésekor (i). Amennyiben a karigény nagysaga (j) nem nagyobb, mint a
kasszaban addig Osszegyiilt pénzmennyiség (a + b -i), akkor a folyamat ebben a
pillanatban Gjraindul. A bal oldalon levé feltétel nélkiili valdsziniiség a feltételes
valdszintiségek sulyozott szamtani kozepe.

Ennek a differenciaegyenletnek altalanos megoldasa nem ismert, de néhany specialis
esetben, pl. geometriai eloszlasu valdszinliségi valtozok, vagy negativ binomidlis
eloszlasu valosziniiségi valtozok esetén a megoldas explicit modon felirhaté [3], [4].

Azokban az esetekben, amikor a differenciaegyenlet megoldasa nem ismert, a
pénzlgyi folyamat Monte-Carlo szimulacidval vizsgalhatdo. A szimulacios eljaras
elfogadott a kutatasok soran, napjainkban is alkalmazzak [5], [6].

A program, amelynek segitségével az el6z6 pontokban megfogalmazott eseményeket
szeretném elemezni, a kovetkezdképpen épiil fel:

Ahhoz, hogy egy tarsasag pénziigyeit tudjuk vizsgalni, létre kellett hoznom egy
fliggvényt, melyben meg kellett elére adni, hogy mennyi a cég kezd6tékéje és mennyi
bevétellel szamol 1 egységnyi id6 alatt az tigyfelek részér6l. A karok nagysaganak es a
karok kozt eltelt idonek a generalasahoz (binomialis, Poisson, egyenletes eloszlas esetén,
természetesen ezek halmaza tovabb bovithetd) beépitett fliggvényeket hoztam létre. A 2.
abran binomidlis eloszlasu karok beérkezésének az eloszlasat szemléltetem np=100 és

pp=0.5 paraméterek mellett.
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2. dbra: Binomialis eloszlasu véletlen szamok hisztogramja

A Dbiztositotarsasag pénzugyi folyamatait Vvéletlen szimuldcié segitségével
vizsgaltam. Legeneralva a karigények kozti idoket és a karnagysagokat, a karigények
iddpontjaiban kiszamoljuk a kasszdban levd pénzt. Mivel tonkremenés csak karkifizetés
miatt johet létre, ezért elég ezen pillanatokban megvizsgalni, hogy a kasszdban levd
pénzmennyiség 0 ald kerult-e, azaz bekdvetkezett-¢ a cs6d. Ugyan a Sparre Andersen
alapmodell végtelen hosszu intervallumon vizsgalja a folyamatot, egy szimulacios
folyamatot csak véges ideig tudunk vizsgalni. Ha ez az id6 nagy, akkor az esetek dontd
részében a cs6d vagy bekovetkezett ezen id6n beliil, vagy ha nem, akkor mar a
késobbiekben sem fog. Sok folyamatot generalunk, a cs6dok szamanak relativ
gyakorisadgaval kozelitjiik a csdd valoszinliségét. A csdd iddpontjanak varhato értékét a
cs6d bekovetkezési idépontok atlagaval becsiiljikk. Nyilvanvaléan pontos eredményeket
igy nem tudunk megadni, de ha sok Kisérletet végziink, a nagy szdmok tdérvénye jo

kozelitd értéket tudunk adni a pontos valdsziniiségre és varhato értékre. Az 1. abran egy
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olyan eset volt lathatd, amikor a tarsasag tonkrement. Ebben az esetben a cég kezd6tokéje
5, mig az tgyfelekt6l egységnyi id6 alatt érkez6 bevételi rata 2 volt. A k&resemények
egyenletes eloszlastak voltak, varhato ertékik 5, illetve a kdrok bekdvetkezésének ideje
szintén egyenletes eloszlasu volt 2,5 varhaté értékkel.

Az 1. dbra y tengelyén lathaté az aktudlis pénzmennyiség az x tengelyen pedig az
eltelt id6. Ezek alapjan leolvashato, hogy a tarsasag pénzmennyisége a 1 idéegységen
keresztiil n6tt, majd a t=2 id6pillanatban egy beérkez6 karigény miatt a pénzmennyiség
lecsdkkent 0-ra.

Ez azonban még nem jelenti a vallalkozas cs6djét, mivel pont vissza tudta fizetni a
karigényt és nem halmozott fel veszteséget, rdaadasul a kovetkezd karesemény
bekdvetkezésig novelni tudta a pénzmennyiséget. A t=19. pillanatban azonban mar
akkora volt a beérkezd karigény, hogy a rendelkezésre all6 6sszeg nem tudta fedezni
maradéktalanul az tgyfel kdvetelését és a tarsasag pénzmennyisége 0 ala csokkent, vagyis
tonkrement. A folyamat azonban méaskent is lejatszodhatna. A 3. abran egy olyan esetet
mutatok be, ahol a biztositotarsasdg nem megy ténkre ugyanazon parameterek esetén,
mint az el6z6 szituacioban, vagyis a kezdétOke, a bevetel, a karok nagysaganak és

gyakorisadganak eloszlasa nem valtoztak.
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3. abra: Biztositd pénzigyi folyamata nem-ténkremenés esetén

Mig az elsé esetben a vallalat a t=19 id6pillanatban tonkrement, addig a 3. abrabdl
kivehetd, hogy a cég 100 idéegység alatt sem ment tonkre. Lathatd hat, hogy két teljesen
eltéré pénziigyi folyamat jatszodik a két esetben ugyanazon eldfeltételek mellett.
Azonban mivel a pénziigyi folyamat sztochasztikus folyamat, ez természetes: kiilonb6z6
realizaciok kiilonboz6 modon viselkednek. Emiatt sziikséges egy szimulacion beliil tobb
(sz&z)ezer kisérletet lefuttatni, hogy a realizaciok kimeneteleibdl kovetkeztetni tudjunk a
relativ gyakorisadgra, a relativ gyakorisagokkal kozelithessik a tdnkremenési
valoszinliségeket, a tonkremenési idOk eloszlasabol becsiilhessiik a tonkremenési idok
varhato ertekeét, szorasat, és kozelithesstik eloszlasat.

Az elobb emlitett jellemzOk természetesen a paraméterek fliggvényei. A kovetkezd
diagrammon azt fogjuk szemléltetni, hogy hogyan filigg a tonkremenés valdszinlisége a

kezddtéke mennyiségétol.
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A 4. abra y tengelyén abrazoljuk, hogy adott kezddtoke esetén mennyi a
valoszintlisége, hogy tonkremegy a biztositd, az x tengelyen pedig az aktudlis kezddtoke
lathatd. Mint korabban emlitettem, nem lehetséges olyan, hogy egy térsasagot O
kezdoétdkével alapitunk, a diagrammon csak szemléltetésképpen abrazolom, hogy lathatéd
legyen a valtozds mértéke. Ezen diagramm mar Ugy készilt, hogy nem egyetlen esetet
vizsgaltunk meg, hanem minden kezd6téke szint esetén 100 ezer kiillonbozé kisérletet
futtattunk. Megnéztiik, hogy egy-egy tékeszint esetén a 100 ezerb6l hany alkalommal
kdvetkezik be cs6d és vettilk ennek aranyat az Gsszes kisérletszamhoz. Fontos még
megjegyezni, hogy az egységnyi id6 alatt beérkezo bevételt b=2-nek vettem, illetve a
karigények nagysaga binomidlis eloszlasu volt 5 varhato értékkel (n=100, p=0.05), illetve
a karok beérkezésének gyakorisaga szintén binomidlis eloszlasi 3 varhatd értékkel
(n=100, p=0.03), a vizsgalat id6tartalma 100 idéegységig tart.

A 4. édbran lathatd, hogy amennyiben a kezdétdke 0, akkor kozelitdleg 0.9 a
valdszintisége, hogy a vallalat tonkremegy, azonban ahogy noveljiik a kezd6tokét, ez a
valoszintiség folyamatosan csokken. Az a=80 kezd6tdke szintnél mar lathatd, hogy a cséd
valosziniisége 0.01 alatti, 100-nal pedig mar kdzel 0. Természetesen a=100 utan is
érdemes vizsgalni a tonkremenési valoszinliségeket, de azok ezen az abran nehezen

abrazolhatok, igy nem mutatjuk.
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4. abra: Alapmodell esetén a biztosito tonkremenési valdsziniisége a kezddtoke
fuggvenyében

A fejezet elején megemlitettem, hogy elméleti szempontbdl a nagy szamok torvenye
biztositja, hogy a relativ gyakorisagok jol kozelitik a tonkremenési valoszintiségeket. A
centralis hatareloszlas-tétel lehetéséget ad a valoszinliségek kozelitési hibajanak
becslésére is [7]. Mivel a relativ gyakorisagok kozelitdleg normalis eloszlasu

SO S S z z LoLias , - 1 o .
valosziniiségi valtozok p(a) varhato értekkel es legfeljebb =T szorassal, ezért annak a

valoszintisége, hogy a relativ gyakorisag e-ndl Kisebb mértékben tér el a pontos
valoszinliségtol, ZCD(ZS\/E) — 1 -gyel feliilrl becsiilhetd. Ez azt jelenti, hogy n=10000
szimulacié esetén az €=0.01 hiba 0.95 valosziniiséggel felsé korlat az eltérésre. A
képletbdl az is kiolvashatd, hogy a szimulaciok szdmanak 10-szeresére emelésevel a hiba
V10 =~ 3.16 -od részére csdkken. Azt, hogy mit is jelent ez a val6sagban, egy diagrammal
szemléltetem. A 4. &bran lathato relativ gyakorisagok esetén tokeszintenként 100 ezer
szimulacidt hajtottam végre és lathatd volt, hogy a fliggvényben az értékek milyen
»szabalyosan” kovetik egymast és nem lognak ki. Az 5. abrdhoz viszont csak n=10 ezer
szimulécidt hajtottam végre minden tékeszint esetén, és lathato, hogy lesznek (ha nem is

nagy) kilengések a 4. abrahoz képest.
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5. abra: Biztosito tonkremenési valosziniisége kis szimuldacioszam esetén

2.2. Az alapmodellre vonatkoz6 eredmények: a folyamat jellemzoinek

paraméterektdl valo fliggese

A tonkremenési valdszinliség azonban nem csak a kezd6tdke, hanem a bevételi rata
nagysagatol is fligg. Minél nagyobb az egységnyi id6 alatt realizalhatd bevétel, annal tobb
pénzt tud felhalmozni egy cég, miel6tt beérkezne hozza az elsé karigény, s az egyes
karigények beérkezése kozt is tobb tartalék tud képzddni. A 6. dbran ezt mutatom be. A
karnagysagok, illetve a karesemények kozott eltelt idok 0 és 16, valamint 0 és 10 kozotti
egész szamok egyenletes eloszlast kovetve. A kezd6téke elészor 10, majd 10

egységenként emelem egészen 100-ig. A bevételi rata nagysaga el6szor 2, majd 3, majd

£6) _ 8 Mindegyik bevételi rata esetén

4. Ekkor a nettd profit feltétel teljesul, mert =
E(KI)) 5

100 ezer szimulacidt futtattam és ez alapjan vizsgéltam, hogy adott kezd6téke mellett
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mekkora a tonkremenési valoszintiségek kozotti kiilonbség a kiilonbozé bevételi ratak

esetén.

Biztosito tonkremenésének valosziniiségei bevétel fiiggvényében

Tonkremenési valoszinliség
o \D i=] (=] =]
[ = T~ N [V R ¥
B o (v} [=] W

o
i
(¥

0,10

0,08

0,06

0,04
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0,00
W 15 20 25 30 35 40 45 S0 S5 60 65 70 75 80 85 90 95 100
Tokenagysag

| Bevétel 4 -® Bevétel 3 -4 Bevétel2|

6. abra: Tonkremenési valosziniiség alapmodellnél eltéro bevételek fiiggvényéeben

A 6. abran jol latszik, hogy milyen drasztikusan csokken a tdnkremenési
valdszinliség, ha megnoveljiik a bevételt. Ha pedig megduplazzuk a bevételt, akkor igen
alacsony kezddtoke szintnél is alacsonyan tudjuk tartani a tonkremenés valdszintiségét.
Raadasul a biztositd mar 2 egységnyi bevétellel is biztositja a nettd profit feltételt, s a

bevételi rata novelésével hatalmas nyereségre tud szert tenni.
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Biztosito tonkremenésenek valosziniiségei karesemények eloszlasasnak fiiggvényében
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1. abra: Tonkremenési valosziniiségek alapmodellnél eltéro kareloszlasok
fuggvenyeben

A bevételi rata és a kezddtoke rogzitése esetén az sem mindegy, hogy a beérkezd
karesemények milyen eloszlast kovetnek. Akkor is eltéré eredményeket kaphatunk, ha a
kiilonbdz6é eloszlasoknak megegyezik a varhato értékilk. A programomban a
karnagysagok és a karigények kozt eltelt idok esetében egyenletes, Poisson és binomialis
eloszlasokat hasznaltam. A kovetkezd esetben pedig meg fogom vizsgalni, hogy adott
tOkeszintnél melyik eloszlasnal lesz a legkisebb esély arra, hogy a cég tonkremegy.
Mindharom eloszlasnal a varhato értéekiik megegyezik. A karok nagysaganak varhatd
értéke 8, a bevételi rata 2, a kezd6toke 10, majd 10 egységenként ndvekszik 100-ig.

Lathato a 7. abran, hogy Poisson és binomialis eloszlasok esetében a valoszintiségek
szinte teljesen megegyeznek rogzitett tkeszinteknél, viszont az egyenletes eloszlasnal az

alacsony tOkeszint esetében magasabb ez a valosziniliség. Poisson és binomialis eloszlas

18



esetén az eltérés csekély mértéke azzal indokolhatd, hogy a binomidlis eloszlasu
valoszinliségi valtozok nagy n paraméter esetén jol kozelithetok Poisson eloszlasu
valoszinliségi valtozoval [7]. A binomialis és az egyenletes eloszlas alkalmazasa esetén
tapasztalhat6 eltérésnek az az oka, hogy bar a karok nagysaganak/ karigények kozt eltelt
idoknek a varhato értéke megegyezik a karok szorasdban azonban eltérés van. Egyenletes
eloszlas esetén a szorasok D(S;) ~ 4.61, D(KI;) ~ 2.88, mig binomialis eloszlas esetén
D(S,) = 2.71, D(KI;) =~ 2.18. Lathato, hogy az egyenletes eloszlas esetén nagyobbak a
szorasok, emiatt nagyobb a bizonytalansag, a tonkremenési valoszintiségek is nagyobbak
kis kezd6toke esetén. Ahogy a tokét noveljiik, a kiilonbség szépen lassan csokken, majd

egy 1d6 utan mindharom eloszlas esetén belesimul nullaba. Megjegyezziik, hogy azonos

varhatd  érték esetén a  binomidlis eloszlas  szorasa (,/np(l—p)z

/100 0.08(1 — 0.08)) mindig kisebb, mint a Poisson eloszlas szérasa (,/np = V/8).

Ez 6sszhangban van azzal, hogy a binomialis eloszlashoz tartozo tonkremenési
valoszinliségek kisebbek, mint a Poisson eloszlashoz tartozoak.

Miutan megvizsgaltuk, hogy milyen hatéassal van egy biztositd tonkremenésére a
kezd6toke és a bevételi rata nagysaga, valamint a véletlen mennyiségek eloszlasa, most
azt vizsgaljuk meg, hogy milyen a tonkremenési idok eloszlasa, és melyek a
legjellemzébb tonkremenési idok. A 8. dbran bemutatott esetnél a kdrnagysagok 0 és16
kdzotti egész szamok, a karesemények kozt eltelt idépontok 0 és 9 kozotti egészek
egyenletes eloszlast kdvetve, a bevételi rata 2. A folyamatot [0,100] idéintervallumon
vizsgalom. A kezdoétdke 10 és nem is valtoztatok rajta, csak erre a tokeszintre futtatok le
500 ezer szimulaciét és nézem meg, hogy a vizsgalt idészakban (0 és 100 kdzott) melyik
id6pillanatban megy tonkre a cég. A jobb szemléltetés kedvéért ezt a 0-100 kodzotti
idészakot 20 intervallumra osztottam, tovabba a 0 iddpillanatot kiilon vettem, és
intervallumonként szemléltetem, hogy mennyi ténkremenés tortént az adott
intervallumban. A tonkremenési id6kbo1 készitett oszlopdiagramm a 8. abran lathato.

A 8. abra azt mutatja, hogy a leggyakoribb tonkremenési id6 a 0 idépillanat. Ennek
az az oka, hogy amikor a biztosito elkezdi a miikodését, mivel még nem telt el id6, igy
nem tudott bevételt realizalni, és csak a kezd6tOkére tudott tdmaszkodni és ez a
pénzdsszeg nem volt elegendd arra, hogy a beérkezd karigényeket maradéktalanul
kielégitse. A 0 id6pillanatban akar tobb karigény is érkezhet, és tetemes (0.35)
valoszinliséggel érkezik a kezd6tékénél nagyobb karigény. A t=5 iddpillanatra azonban

mar felére esik a tonkremenések szdma és az id6 eldrehaladtaval, ahogy a biztosité egyre
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tobb bevételhez jut, ugy csokken az adott iddintervallumba esé tonkremenések szama. A
program segitségével a szimulacidval azt is kiszamoltam, hogy a tonkremenési id6k

varhat0 érteke 22.45, szorasa pedig 5.84.

Tonkremenési ido gyakorisaga
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8. dabra: Tonkremenési idok alapmodellnél

Az utolsé vizsgalatunk ebben a fejezetben az, hogy megnézzik atlagosan mekkora
hiany keletkezik, ha egy biztosito tonkremegy, és vajon milyen dsszefliggésben van ez a
hiany a kezddtdke szintjével. A bemutatott esetnél a paraméterek a kdvetkezok voltak: a
karnagysagok Poisson eloszlasuak, varhato értékik 8, a karok kozott eltelt idok szintén
Poisson eloszlastak, varhato értékiik 4.5, az egységnyi id6 alatt érkez6 bevétel pedig 1.5.
Itt nem teljesul a nett6d profit feltétel. Tudjuk, hogy ebben az esetben a biztositd, ha
végtelen ideig vizsgaljuk a folyamatot, egy valdsziniiséggel tonkremegy. Gy6rfi-Batori
Andras dolgozataban [8] specialis esetekben matematikai eszk6zdkkel bebizonyitotta,
hogy a tonkremenéskor kialakulé hiany nagysdga nem fligg a kezd6tdke nagysagatdl. Ez
azért fontos eredmény, mert arra kdvetkeztethetiink, hogy hiaba fektet be a biztosito

nagyobb kezd6tékét, atlagosan ugyanannyi hiannyal zar majd a folyamat. Gy6rfi-Batori
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Andras geometriai eloszlasu valdszinliségi valtozokkal és ilyenek 6sszegével dolgozott.
Ezen példa (Poisson eloszlas) nem tartozik az emlitett eloszlasok kozeé, mégis ugyanazt
tapasztalhatjuk. Most a szimulaciot 1000 id6egységig, illetbleg a tonkremenes
bekdvetkezéséig futtattam. A 9. dbra azt mutatja, hogy a kiilonboz6 kezd6téke szintek
nem befolyasoljak a tonkremenéskor kialakuld hiany varhat6 értékét.

Tonkremenéskor a fellépo hiany nagysaga

10.0 20.0 30,0 40.0 50.0 60.0 70.0 80.0 0.0 100.0
Tdkeszint
W Hidry

9. dbra: Tonkremenéskor a hiany nagysaga alapmodellnél

Miutan az alapmodellben a legtobb olyan Iényeges tényez6t megvizsgaltuk, amely
egy biztositd tonkremenését befolyasolni tudja, a dolgozat kovetkezd részében a modellt
kibdvitem eldszor hagyomanyos, majd kolesonds viszontbiztositassal. Megvizsgalom
ezekben a modellekben is, hogy hogyan alakul annak a valdsziniisége, hogy a biztositd

csOdbe megy.
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3. Egyoldali viszontbiztositas

3.1. Az alapmodell Kibévitése egyoldali viszontbiztositassal és szimulécios

eredmények

Az alapmodell csak egy biztositotarsasag pénzugyeit vizsgalja oly médon, hogy a
biztositotarsasag nem kapcsolddik masik biztositotarsasdghoz. Ebben a fejezetben
mddositjuk az alapmodellt oly médon, hogy a biztositotarsasag lemond a bevétele egy
részerdl, cserébe a feléje benyujtott karigények egy részét nem neki kell fizetnie. Ezt
hivjak viszontbiztositasnak. Ezt a modellt is az irodalomban f6leg folytonos eloszlasu
valoszinliségi valtozok esetén vizsgaljak [2].

A viszontbiztositasnak keét moédjat szoktdk alkalmazni. Az egyik az arényos
viszontbiztositas, ebben az esetben a karigények egy adott hanyadat a viszontbiztositd
fizeti [9]. A masik a kartébblet viszontbiztositas, amikor a karigények egy bizonyos hatar
feletti részét vallalja at a viszontbiztositd. Itt is igaz, hogy altalaban specialis eloszlasok
esetén vannak eredmények [10].

Ez a dolgozat a kartobblet esetet taglalja. EI6szor azt mutatjuk be, hogy megvaltozik
a viszontbiztositast kotd (primer) cég tonkremenési valdsziniisége, ha a tarsasag
rendelkezik viszontbiztositassal. Nem vizsgéljuk azonban még a viszontbiztositast végzo
tarsasag péenzigyeit.

Az alapmodell esetén hasznalt jelolések a bovitett modellnél is hasznalatban
maradnak, de fels6 indexszel lesznek jeldlve, hogy lathaté legyen, hogy az adott képlet a
kett6 biztositd koziil melyikre vonatkozik. Az alapmodell esetén p(a)-val jeloltik annak
a valoszinliségét, hogy a kezd6tokérdl indulva a biztositd tonkremegy. Ebben a
szakaszban bevezetiink egy Uj jeldlést, Y(a) jeloli mostantdl annak a valdsziniiségét, hogy
a kezd6tékérdl indulva a cég csédbe megy és Z(a) jeloli azt a valosziniiséget, hogy a cég
nem megy csédbe, vagyis Z(a)=1-Y(a).

A viszontbiztositds egyik modja, hogy a biztositok rogzitenek egy hatart, és
amennyiben a bejovd karigény nagyobb, mint a meghizott limit, akkor a hatar folotti

részt a 2. szamu (viszont)biztositdtarsasag fizeti. Jeloljuk h, -gyel ezt a hatart. Vagyis az
elsd biztositotarsasag altal kifizetend6 karosszeg az |-edik kéarigény esetén Sl/z(l)

sy® = s, has <hy
: hi, haS® >h,.
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A karigények kozt eltelt idok eloszlaséra a
P(kI® =i)=p®, i=012,..,
a karnagysagok eloszlasara a
P(sV=j)=q, j=012..

a befizetési ratara b® jelolést hasznalva, az elsd biztositotarsasag pénztaraban levé

pénzmennyiséget az alabbi sztochasztikus folyamat irja le.

N(t)
TO) = a+b®-v®-¢ =) sy
=1

Itt b - vy = p@® —y @D ahol VO a viszontbiztositas miatt a viszontbiztositd
részére egységnyi id6 alatt kifizetett pénzmennyiség. Igy a primer biztositd részére
egységnyi id6 alatt megmaradé bevétel ¢ = b -y Nevezziik ¢(V-et megmaradd
bevételi ratanak.

Atonkremenés valosziniisége a kezddtoke esetén

Y(a)=Pla+c®-t— Zévz(i) SVl(l) < 0,valamely t = 0,1.. esetén),
mig a tonkremenési 1d6
10 (q) = {min(t =0,1,..:TMW(t) <0), ha3t >0,hogy TV (t) < 0
©,haVvt =0,12,,,,,—re TV (t) > 0.
Az irodalomban megtalalhatd a tonkremenési valdszinliségre felirhato integro-
differencial egyenlet folytonos eloszlasok esetén [2]. Ebben a dolgozatban felirom a
diszkrét modellre vonatkozo differenciaegyenletet.

Allitas: Ha ¢ egész szam, akkor a Z(a) kielégiti az alabbi egyenletet:

hl—a
@ ) qre@g

Z(a) = Z Z Z(a+c®-i—j)-p g+
ic0 =0

[o9) hl

) D 2atc®i=j)-p® g+

4

Z(a +cMW.j— hl) . p.(l) -q](-l).

4

Bizonyitas:

A fentebb felirt egyenlet bizonyitdsa a teljes valoszintiség tételén alapul. Legyen
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I az els6 karigény idOpontja, J az elsé karigény nagysaga. Ebben a pillanatban elvagva a
folyamatot, amennyiben a cs6d nem kovetkezett be, a folyamat az 0 tokével Gjraindul.
Az elsd Osszeg azokat az eseteket tartalmazza, amikor az els6 karigény ,,hamar” érkezik.
Ha a kérigény beérkezéséig a kezdotdkével egyiitt nem gytilt fel annyi pénz, hogy akar a
hatarnyi kérigenyt ki tudja fizetni a biztositd, akkor csak akkor nem megy tonkre a cég,
ha a karigény nem haladja meg az a + c™ - i pénzmennyiséget. A masodik szumma
azokat az eseteket tartalmazza, amikor az els6 karigény beérkezés€ig felgytilt annyi pénz
a kasszaban, hogy barmekkora, akéar h, nagysagu karigényt is ki tud fizetni a biztosito.
Ekkor a kifizetett kdrnagysag j, ami csokkenti az addig felgyilt t6két, és ilyenkor nem
kell a viszontbiztositonak semmilyen részt atvallalni. Az egyenlet harmadik része azt az
esetet irja le, mikor a h,-nél nagyobb kérigény érkezik be a biztositottak részér6l. Ilyen
helyzetben azonban mindig csak h,-et kell a tarsasagnak kifizetnie, hiszen a tobbi részt
atvallalja a viszontbiztosito, igy a primer biztosito penzmennyisége csak h,-gyel csokken.
Az Gjrainduld folyamathoz tartozo valdsziniiségeket azonban a feltételek
valoszintiségeivel, azaz a pi® és q;\ valésziniiségekkel stilyozni kell, s a stilyozas utan
kapjuk a tételben szerepld egyenletet. Az elobbi egyenlet még az alapmodell
tonkremenési valosziniiségekre vonatkozo egyenleténél is sokkal bonyolultabb, igy a
megoldasara nem véllalkozunk. Ehelyett véletlen szimulacidval vizsgaljuk a modellt. Az
egyenlet felirdsa arra is alkalmas, hogy az egyes agak végiggondolasa segiti a szimulacios

program algoritmusanak kidolgozasat.

3.2. A program kibdvitése egyoldali viszontbiztositassal

Az alapmodell szimulaciés programjaba beépitettem a viszontbiztositast. A
modositas oly modon tortént, hogy a kifizetendd kdrnagysagokat a hatarnal csonkitottam.
Mivel a primer biztosito karfolyamata ugyanugy zajlik le, mint a viszontbiztositas nelkli
esetben, csak a kifizetett karnagysagok a csonkitott értékek, ezért mind a tonkremenési
valoszinliségeket, mind a tonkremenési idéket az alapmodell esetén bemutatott médon
becsuljuk.

Miutan a modellt kibévitettem a részleges viszontbiztositassal, a program
segitségével megmutatom, miért is éri meg viszontbiztositast kotni. Jelen esetben is 100
ezer szimulaciot futtattam, hogy a nagy szamok tdrvénye alapjan minél pontosabb

eredményt kapjak. E10szor azt vizsgalom, hogy hogyan modosul a biztositd tonkremenési
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valoszinlisége adott h; hatar esetén a kezddétoke fliggvényében. Az elsd esetben a
biztosité kezd6tokéjét 10-re allitottam, majd tizesével ndveltem egészen 100-ig. A
bevételi ratat bW = 2-nek valasztottam. A karigények nagysaga 0-t0l 16-ig terjedd
egészek egyenletes eloszlast kovetve, két karesemény kozott eltelt id6 0-t61 9 -ig lehetnek,
szintén egyenletes eloszlast kdvetve. A h; hatart el6szor 12-re allitottam, ez azt jelenti,
hogy az ennél nagyobb kéarigények esetén a biztositd a 12 folotti reészt atruhdzza a
viszontbiztositora. Minden tdkeszintre 100 ezer szimulaciot futtattam és ez alapjan
allapitottam meg, hogy mennyi a valoszinlisége, hogy adott tOkeszintnél a biztositd
tonkremegy. Egy szimulaci6 vagy addig fut, amig a biztosité pénzmennyisége nagyobb
vagy egyenl 0-val, vagy ha elérte a t=100 id6egységet és nem ment még tonkre.
Tekintsiik eloszor azt az esetet, amikor biztositd nem ad at a bevételébol a
viszontbiztositonak. {gy latvanyosan nagyobb lesz az eltérés a masodik esettél, amikor
nincs viszontbiztositas, igy a primer biztositot terhel minden kar. A netto profit feltétel
viszontbiztositas nélkiil is teljesiil, hiszen viszontbiztositas nélkiil a beérkez6 karigények
varhato értéke (0+16) /2=8, mig a karigények kozt eltelt idok varhato értéke (0+9) /2=4.5,
igy hanyadosuk 2 ala esik. Viszontbiztositassal a hanyados meég kisebb, hiszen a
karigények  varhatd  értéke  (O+1+...+11+5%12)/17=7.41-re csokken. Igy a
viszontbiztositassal elért cs6dbe menési valdszintiség csokkenés részben a kevesebb
kiadasnak koszonhetd.

A 10. abran lathatéak a szimulaciokbol kapott eredmények. A sarga vonal
szemlélteti azt, amikor a biztositd beéllitja a h, = 12 értéket, de nem ad at a masiknak a
bevételébdl, a zold pedig a viszontbiztositas nélkiili eseteket. Ugyanakkor az is latszik,
hogy a kilonbség a kettd tonkremenési valoszinliség kozott folyamatosan csokken
azaltal, hogy a kezd6tokét noveljiik. Az a=90-es kezdbtéke szintnél mar mindkét esetben

nagyon Kicsi a valoszintisége, hogy cs6d kdvetkezik be.
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Biztosito tonkremenésének valdsziniiségei
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0,40

Tonkremendési valosziniiség
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Tokenagysag

[ Viszontbatositas # Vszontbatostas ')-,-51!]

10. abra: Tonkremenési valosziniiség dsszehasonlitas egyoldali viszontbiztositas
esetén

Lathato tehat, hogy azoknak a pénzintézeteknek, akik kevesebb alaptokével
rendelkeznek érdemesebb viszontbiztositast kotni, mert igy alacsonyabb kezdd
pénzmennyiséggel is olyan tarsasagot tudnak létrehozni, amelyiknek alacsony a
tonkremenési valdsziniisége. Azonban ez a vizsgélat nem ¢életszerti, hiszen nincs olyan
vallalkozasi forma, amely ingyen vallalna at kifizetéseket egy masik cégt6l. Csak akkor
tesznek ilyet, ha az pénzigyi szempontbdl nekik is megeéri. Vizsgaljuk meg, mekkora dij
atfizetése mellett éri ez meg a biztositoknak.

Nézziink most olyan részleges egyoldali viszontbiztositast, amikor mar a kockazat
atvallalasaért a biztositd bevételének egy részét atutalja a viszontbiztositonak. A
karfolyamat és a karnagysagok megegyeznek az el6z0 példaban szereplokkel. A hy = 12
valasztas azt jelenti, hogy a viszontbiztosito altal atvallalt karok nagysaga 1, 2, 3, és 4

lehet. Igy az atvallalt karnagysag varhatd értéke (1+2+3+4) /17= 0.588, ezt 4.5-del osztva
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megkapjuk az egységnyi idore es6 kifizetendd atvallalt karnagysag varhato ertékeét. A
kapott hanyados 0.13. igy a kovetkezé vizsgalatnal figyelembe vettem, hogy biztosité a
viszontbiztositonak iddegységenként legaldbb ennyit, a példaban 0.14 egységnyi
pénzmennyiséget, azaz a bevételének 0.07-szorosat fizeti cserébe, hogy az véllalja a
karigények h, = 12 feletti részének kifizetését. Ez azt jelenti, hogy ¢V = 1.86. A tobbi
paraméterben nem tortént modositas.

Biztosito tonkremenésének valosziniiségei

Tonkremeneési valoszin(iség

10 15 20 .3 30 S 40 45 50 S5 60 S 70 75 80 85 a0 % 100

Tokenagysag

I Viszontbiztositds & Viszontbiztositas n».—lul

11. &bra: Tonkremenési valosziniiség osszehasonlitds egyoldali viszontbiztositas
esetén (mas paraméterekkel)

A 11. abran lathato, hogy a 10. 4brdhoz képest megndtt a tonkremenés valdsziniisége,
legfoképp az alacsony tékeszint esetén. Ez természetes, hiszen most a bevételének egy

részétdl elesik a cég, és a kifizetései maradtak ugyanolyanok, mint kordbban, hiszen a
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h, maradt 12, mint eddig volt. Viszont az is lathatd, hogy annak ellenére, hogy mar penzt
is kell atadni, még mindig alacsonyabb a tonkremenési valosziniisége a tarsasdgnak, mint
ha nem lenne viszontbiztositasa. Az eltérés a legtdbb esetben nagyobb, mint a szimulacid
hibaja. Pénziigyi szempontbol tehat kijelenthetjiik, hogy a viszontbiztositast kotd igy is
jobban jar, mintha nem mondana le a bevétele egy részérdl, de cserébe neki kellene
fizetnie az dsszes karigényt.

Felmerul a kérdés, mi az a h, hatdr, ami mellett a leginkabb érdemes a
viszontbiztositast megkdtnie a biztositonak. A megfelel6 h, meghatarozasa nem
egyszerl, hiszen a biztositdé érdeke részben az, hogy minél alacsonyabb legyen, s igy a
bevetelnek is minél kisebb részét kelljen a viszontbiztosito részére atutalni, részben pedig
az, hogy a nagyOsszegli kifizetések kovetkeztében se menjen tonkre. A
viszontbiztositonak pedig az az érdeke, hogy a hatar minél magasabb legyen és a
részesedése is magas legyen a bevételb6l. Ezért készitettem egy olyan sszehasonlitast,
amelyben azt szeretném szemleltetni, hogy milyen pontig éri meg egy biztositonak a h,
novelése, amellett, hogy lemond a bevétele egy részérdl. A karnagysadgok most is 0 és 16
kozotti egészek egyenletes eloszlassal, karok kozott eltelt idok 0-t0l 9-ig terjedd egészek
szintén egyenletes eloszlassal, az alaptoke kezdetben 10 majd 10 egységgel novelem 100-
ig, a bevételi rata 2.0, ennek tizedrésze kerl atadasra. A bevétel atadasanak a nagysagat
ugy vélasztottam ki, hogy minden vizsgalt h, esetén a viszontbiztosito altal atvallalt
egységnyi idore esO tobblet varhato értéke kisebb legyen, mint az atutalt pénzdsszeg. A
h,-et el6szor 11-re, majd 12-re, végil 13-ra valtoztattam és mindegyikre 100 ezer
szimulaciot futtattam. A 12. diagrammon az 6sszehasonlitas erdekében abrazolom azt is,

amikor nincs viszontbiztositas.
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Biztosito tonkremenésének valosziniiségei hatar fiiggvényében

10 15 20 25 30 35 40 45 SO S5 60 65 70 75 BO 8 90 95 100
Tokenagysag

| Hatar 13 - Hatar 12 - Hatar 11 -+ Viszontbiztositas néll ull

12. abra: Tonkremenési valosziniiséeg eltéro hatarok esetén, egyoldali
viszontbiztositasnal

A 12. abrarol lathatjuk, hogy minél alacsonyabb a hatar, annal kisebb a tonkremenés
valdszintisége. A diagrambdl az is lathato, hogy a 11 hatarszintnél még alacsonyabb a
tonkremenés valdszinlisége, mint amikor nem kotnek viszontbiztositast. Ez a 12-es
hatarszint esetében mar csak néhany esetben igaz, ha pedig a hatart 13-ra allitom, akkor
mar nem éri meg a cégnek viszontbiztositast kotni, mert a tonkremenés valosziniisége (a
szimulacié hibajan beltl) minden esetben nagyobb, mint amikor nem kot
viszontbiztositast. Ennek az az oka, hogy a cég tul magasra allitotta a h,-et ezen atadott
pénzmennyiség esetén. Mas nézépontbol nézve ezen hatar esetén a bevétel indokolatlanul
nagy részét adja at a viszontbiztositonak. Az atvallalt egységnyi idére esé kar varhatd
értéke (1+2+3)/17=0.353, 0.353/4.5=0.078, mig az atadott, egységnyi idére eso
pénzmennyiség 0.2 egység. Bar a nettd profit feltétel teljesil, hiszen
(0+1+...+12+13)/17=7.647; 7.647/4.5= 1.699<1.8, ez a kiilonbség mar nem mindig

fedezi a beérkezd karokat.

29



A kovetkezo esetben mindegyik hatarszintre aranyos pénzatadast allitottam be.

Kiszamoltam az atvallalt karok egységnyi id6re es6 varhato értékét, s a 11-es hatarndl

maradt az atadas 0.1, a 12-es hatar esetén 0.070 és a 13-s szint esetében pedig 0.039 volt

a bevételi rata atadasi aranya, azaz a megmaradd bevételi rata 1.8, 1.86, illetve 1.964 lett.

Ebben az esetben lathatd a 13. &bran, hogy mindegyik hatérszint esetében alacsonyabb a

17

tonkremenési valosziniiség, mintha nem rendelkezne viszontbiztositassal a cég.
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Biztosito tonkremenésének valosziniiségei hatar fiiggvényében
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13. &bra: Tonkremenési valosziniiség eltérd hatdrok esetén, egyoldali
viszontbiztositasnal, (mas paraméterek eseten)
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4. Keétoldali viszontbiztositas

4.1. Az alapmodell kibovitése kétoldali viszontbiztositassal

A dolgozat elsé részében bemutattam, illetve szimuldcidkkal szemléltettem az
alapmodellt, majd a kdvetkezd fejezetben viszontbiztositassal kibdvitettem oly mddon,
hogy az egyik biztositotarsasdgnak van csak viszontbiztositasa. Ezen fejezetben ratérek
arra az esetre, amelyben a biztositok mindegyikének van viszontbiztositasa és ennek
keretében egymast kolcsondsen viszontbiztositjak. A tovabbiakban ezt a modellt
kétoldali viszontbiztositdsnak fogom nevezni.

Ebben az esetben két biztositotarsasagunk van, nevezziik éket elsé és masodik
biztositonak. A kétoldali viszontbiztositas lényege, hogy ezek a biztositok egymast
viszontbiztositjak. A viszontbiztositdsok esetén szokasos direkt biztositd és
viszontbiztositd elnevezéstdl azért tériink el, mert ebben a modellben mindkét biztositd
direkt és viszontbiztosito is egyben. Eddig csak azt vizsgaltuk, hogy (legfeljebb) az els6
cég adja at bevetelének egy részét a masodik vallalatnak, amely cserébe atvallalja a
beérkez6 karigények egy hatar feletti részének a kielégitését. Ezen helyzetben mind az
els6, mind a masodik biztositd atadja a bevételének egy bizonyos (nem feltétleniil
ugyanakkora) hanyadat a masik félnek, és mindketten atveszik a masik karigényének egy
adott szint feletti részét. Jelen esetben természetesen a matematikai modelliink ki fog
béviilni, a pénzatadasi hanyadok mellett a h; hataron Kivil immar a h., hatér is benne lesz
a modellben. Tovabb bonyolitja a helyzetet, hogy most mar mindkét tarsasag pénzigyi
helyzetét figyelembe Kkell wvenni a tonkremenés vizsgalatakor. Azt tekintjik
tonkremenésnek, amikor valamelyik ceég részére rendelkezésre all6 pénzmennyiség
negativva valik, hiszen abban a pillanatban a kétoldali viszontbiztositas megsziinik, hiaba
maradt még pozitiv tartomanyban a masik tarsasdg pénzmennyisége. Természetesen
ennek megfelelden minden szimulaciot legfeljebb addig futtatunk, amig valamelyik cég
tonkre nem megy. Szemléltetni fogom, hogy kétoldali viszontbiztositas esetén annak a
valoszinlisége, hogy valamelyik biztositd tonkremegy, kisebb lehet, mint ha
viszontbiztositas nélkiil vizsgalndm a folyamatot és nézném annak a valoszintiségét, hogy
valamelyik biztosit6 ténkremegy.

A kétoldall viszontbiztositasnal is teljestlnie kell a nettd profit feltételnek, raadasul
mindkét biztositdra kilon-kulon: vagyis az egységnyi id6 alatti 6sszes (megmarado és

viszontbiztositasbdl szdrmazo) bevételiikk legyen nagyobb, mint a beérkezd kifizetendd
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karigények varhat6 értéke és a karigények kozt eltelt id6 varhatd értékének a hanyadosa,
plusz az atvallalt karigények varhat6 értékének nagysaga és az atvallalt karigények kozott

eltelt id6 varhat6 értékének hanyadosa.

Az els6 biztositdo karfolyamatara vonatkozé jeloléseket megtartjuk. Jelolje KIl(Z)a
masodik biztositd altal biztositott Ugyfelektdl beérkezé karigények kozt eltelt idoket,
N @ (1) jelélje a beérkezd karigények szamat tideig. Ha S{> az I-edik kérigény nagysaga,
akkor a masodik biztosito altal ténylegesen kifizetend6 pénzmennyiség
@ - S ha S < hy

h®,ha SP > h,

Jeldlje ¢® a masodik tarsasag egységnyi ido alatt beérkezé bevételét, illetve a; a cég
kezd6tokéjét. Mint az els6 tarsasag esetében itt is legyen TO(t) a cég pénzmennyisége a
t idépillanatban. TA(t) -t a kovetkezéképpen lehet kiszamitani: az alaptékéhez hozza kell
adni a t. iddpillanatig beérkezett bevételt, azonban a t pillanatig beérkezett karok
csokkentik a tarsasag pénzmennyiségét, ezt le kell vonni, tovabba a viszontbiztositasok

miatt kifizetett pénzmennyiséget is:

N@ (1) ND (D)
TOW) =a, +c@ -t - Z s — Z REAR
=1 =1
Mivel ezen esetben is diszkrét eloszlasu valoszinliségi valtozokat feltételeziink, igy:
N@ () ND ()
TOW) =a, +c@ -t - Z s~ Z SP —sy™),t=01,2,..
1=1 =1
és
ND () N@(t)
TO@W) =a; +c® -t — Z s — Z P —sy@),t=01,2,..
I=1 =1

Annak a val6szinlisége, hogy valamelyik biztositdé tonkremegy mindkét biztositd
pénziigyi helyzetétél fiigg. Ha ai jeloli az elsé tarsasag, a> a masodik tarsasag
kezdotokejét, és Y(aq, a,) jeloli annak a valdszinliségét, hogy valamelyik tarsasag
tonkremegy, akkor

Y(ay,a,) = P(TO(t) < 0vagy TP (t) < 0 valamely t = 0,1,2,..esetén)

¢és annak a valoszinlisége, hogy egyik tarsasag sem megy tonkre

Z(a;,a,) =1—Y(ay,a,) =P(0<TD(t) és0 < TA(t),mindent =
0,1,2,..esetén).
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A tonkremenési id6t az alabbi modon definidljuk:

min(t = 0,1,2,..: TM(t) < 0 vagy TP (t) < 0),
I(ay,a;) = ha 3t > 0,hogy T™M(t) < 0 vagy TP (t) < 0.
w0 haVt=012,..—reTO@)>0sT3() >0

Most szemléltetem, hogy hogyan is néz ki egy konkrét folyamat, ha két biztosito
tarsasag viszontbiztositjak egymast. Ezt az egy folyamatot azért is érdemes szemléltetni,
mert egy szimulacié esetén altaldban 100 ezer ilyen folyamatot generalunk, hogy az
eredmények minél pontosabbak legyenek. Egy ilyen szimulalt folyamat a 14. &bran
lathatd. A pontok azokat az idépontokat jelzik, amikor vagy az egyik, vagy a masik,
esetleg mindkét tarsasaghoz egy idében beérkezik egy karigény. Ilyenkor a kassza(k)ban
levé pénzmennyiség(ek)ben egy lefelé valé ugras torténik, a viszontbiztositas miatt akar
egyszerre mindkettonél. El6fordulhat, hogy érkezik be karigény, mégis azt latjuk, hogy
nem csokken a cég pénzmennyisége. Ez azért lehet mert eléfordulhat, hogy a karigény
nagysaga nulla. Egy ilyen szimulaciot altalaban addig vizsgalunk, amig az egyik biztositd
tonkre nem megy, vagy ha ez nem kovetkezik be, akkor egy rogzitett ideig. Az abran
mutatott példaban ez az id6 100 idéegység. Ezen folyamatnal a szimulacio végéig nem

torténik tonkremenés.
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Biztosito pénziigyi folyamata
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14. abra: Biztositok pénzugyi folyamata kétoldali viszontbiztositas eseten

4.2. A tonkremenési valészintiségek vizsgalata kétoldali viszontbiztositas esetén

Kétoldali viszontbiztositds esetén a két folyamat részleges Osszeflizésére van
sziikség, s e szempontbol elsdsorban az idén van a hangsuly. Minden olyan id6pillanatban
ki kell szamolnunk mindkét biztositotarsasag kasszajaban levd pénzmennyiséget, amikor
valamelyik tarsasaghoz érkezik be karigény. Figyelni kell, hogy melyikhez érkezik az
adott karigény, kell-e viszontbiztositast fizetni, ez ugyanis mindkét téarsasag
pénzmennyiségét befolyasolja. Neheziti a helyzetet, hogy ugyanazon iddpillanatban
mindkét biztositdhoz érkezhet karigény. Lathato tehat, hogy tobb agat kell figyelnink a
koréabbi modellekhez képest.
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A szimulacios program megvalositasahoz képzeljiik el a kovetkezd esetet: beérkezik
két karigény, az egyik az els6, a masik a masodik biztositohoz. Meg kell nézni, hogy

I

melyik kérigény érkezett eldbb. Ha példaul S az KIV=2 idépillanatban, az S\ az

K11(2)=4 idépillanatban érkezett be, akkor meg kell novelni az elsé tarsasag aktualis
pénzmennyiségét a t=2 idépillanatig az els6 tarsasaghoz beérkezett bevétellel és levonni
az altala fizetend6 karnagysagot. A masodik tarsasag pénzmennyiségét is meg kell
ndvelni a hozza beérkezd bevétellel a t=2 iddpillanatig, s ha h, < S | akkor a

megnovelt 6sszegb6l levonandd a viszontbiztositasként altala fizetend6 hy fol6tti rész.
Ezutdn azt gondolhatnank, hogy mar csak azt kell megnézni, hogy az 51(1) mennyivel

elobb érkezett be, mint az 51(2) és ez alapjan kiszamitani, hogy a két ké&r kdzott mennyi

idd telt el és az ezen id6 alatt beérkezd bevételeket hozzdadni a kasszakban levd
pénzmennyiséghez, majd SV, -vel csokkenteni kell a masodik biztosito kasszajaban levé

pénzmennyiséget, illetve az esetlegesen (a viszontbiztositas miatt) S%—sv.* -vel az
elsé biztositd kasszajaban levé pénzmennyiséget. A dolog azonban nem ilyen egyszerti,
mivel eldfordulhat, hogy miutén kifizettiik az elsd tarsasaghoz beérkezd karigényt, egy
ujabb karigény érkezik be az els6 céghez a t=3 idépontban, még a t=4 idépont eldtt.
Ilyenkor a késobb beérkezett karigényt addig ,,varakoztatjuk™, amig az els6 tarsasaghoz
befutd karigényekkel el nem érkeziink arra az idépontra. Tovabb bonyolédik a helyzet,
ha a két karesemény egyazon idOpontban érkezik be, ilyenkor ugyanis egyszerre kell
mindkét kdrnagysagot megvizsgalni, hogy az 1. biztosito karigénye nagyobb vagy kisebb,
mint a hy, illetve a 2. biztositohoz beérkez6 igény szintén nagyobb vagy kisebb, mint a
h2. Elképzelhetd, hogy csak az egyiknek kell atvallalni a kar egy részét, lehet, hogy
egyiknek sem kell és az is lehet, hogy egyszerre mindkettdnek 4t kell vallalnia a masiktol.
Szerencsére az, hogy melyik karigényt elégitjiik ki elébb, az nem befolyasolja a
tonkremenes tényeét.

Lathato tehat, hogy a kétoldali viszontbiztositas esetében a matematikai modelliink
joval 6sszetettebb lesz, amennyiben differenciaegyenletet kivanunk felirni a tonkremenés
vagy nem-tonkremenés valoszinliségére, sok-sok kiilonbozé agat kell ehhez szamba
venniink.

A differenciaegyenlet felirasa most is azon mulik, hogy az elsé karigény
beérkezésének idépontjaban elvagva a folyamatot, a folyamat mas kezddtokékkel, de

Gjraindul. Ez azonban csak arra a folyamatra teljestl automatikusan, amelyikhez a
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karigény beérkezik. A masik folyamatra csak akkor, ha a karigények kozt eltelt idokre
teljesiil az orokifju tulajdonsag. Ez azonban csak a geometriai eloszlast valdszintiségi
valtozokra igaz. Tegyuk fel tehat, hogy mindkét folyamat esetén az egymast kovetd
karigények kozt eltelt idok geometriai eloszlasuak. Mivel nem feltétleniil azonos
paraméteriiek, ezért megtartjuk a korabbi jeloléseket.

Hasznaljuk az alabbi jeloléseket: az els6 tarsasaghoz érkezo elsé karigény idépontja
i;, @ hozzé tartoz6 karnagysag j;, a masodik tarsasaghoz érkezé els6 karigény idépontja
i,, @ hozz4 tartoz6 kérnagysag j,.

1. Elészor tegyiik fel, hogy az els6 tarsasaghoz érkezik be korébban a kérigény, azaz

i <liy.

Az elsé ilyen aleset, amikor az igény tul koran érkezik be, vagyis nincs elég pénz
még az elsO tarsasag kasszajaban, hogy kifizesse az igényt, ha az meghaladja h; szintjét,
tehat nem lehet a kar egy részét atruhazni a masik tarsasagra. Ezt azt jelenti, hogy

a; +i;-c® < hy,

hi—ay
c@®

azaz i; < . Csak az els6 tarsasag mehet tonkre. A nem-tonkremenés feltétele az,

hogy a beérkez6 karigény kisebb legyen, mint az addig felgyiilt pénzmennyiség, azaz
Jji1 < a; + by -i;. Tehat ezen ag esetén annak a valdszinlisége, hogy nem megy tdnkre

egyik biztosito sem

h1-a1]
[ D +cMi; ©oo , . , 1 1 2
2,0 Z?f:(f X Z(ag Wiy =i ap + ¢ - ip) 'pi(l) 'qj('l) ' pi(z)'

A masodik aleset hasonlit az elsére, vagyis az 1. biztositohoz érkezik be elobb az
igény, annyi kiilonbséggel az el6zé esethez képest, hogy a karigény nem érkezik tul
koran, vagyis az els6 biztositd akar ki is tudna fizetni a hy Kkart, viszont tovabbra sincs
erre szukség, mert j. nem éri el a hy szintjét, igy tovabbra sincs viszontbiztosito altal
fizetett 6sszeg. Ezen &g esetén annak a valdsziniisége, hogy nem megy tonkre egyik

biztosité sem

oo

0o hy
. : 1 1 2
Z Z Z Z(a1+c(1)-ll—jl,a2+c(2)-ll)-pi(1)-q](-l)-pi(z)

. hl_al j1=0 i2=i1+1
ll—[—bl ]+1

A harmadik alesetben mar van viszontbiztositas, vagyis a beérkezd karigény mar
meghaladja a hi-et. llyen helyzetben az 1. biztositénak ki kell tudnia fizetni a kar hi-ig

tartd részeét, a 2. biztositonak pedig az a folotti részt kell tudnia kifizetnie. Tehat a; + i, -
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c® > h, masrészta, +i;-c® >j, —hy,azaza, + i; - ¢® + hy > j;. Tehét ezen &g
esetén annak a valosziniisége, hogy nem megy tonkre egyik biztositdé sem

oo a2+c(1)-i1+h1

Z(ag +c® iy —hy,ap +¢® iy — (y — hy)) - P(l) qj(ll)

=gt St

@)
"Dy,

Ezzel az els6 eset lehet6ségeit mind megnéztilk. A masodik esetben mar azokat a
szituaciokat nézzilk meg, amikor a masodik tarsasaghoz érkezik be elébb a karigény.

2. A méasodik esetben, illetve annak aleseteiben azokat az alkalmakat kell felirnunk,
amikor a masodik biztositohoz érkezik be elébb a karesemény, azaz i, < i; . Az el6z0
esettel valo szimmetria miatt az egyes agakbol szarmazo tagok a kovetkezok:

hy—a»
[ @) ] +c(@) o0 . . . 2 2
S T R Z(a D iy ap+ @iy — ) plY - qP - p?,

J2=0
o) h , . , 2 2
Zi [hz(zf)lz] 121-22:0 h=ip+1Z (a1 + +cW iy a, +c@ iy =) Pi(1 qj(z) Pl(z),
valamint
Cl1+C(2) lz+h2 [e%0)

z z Z Z(a,+c® iy —(,—hy),a,+c®-iy—hy)- p(l)

hz az 41 J2=hetl =i+l
C(Z)

(2),..(2)

q]z plz

3. Az utolso eset, ami bekbdvetkezhet, az, hogy a két karesemény egyszerre érkezik
be. Ez az, ami a harom kozul a legbonyolultabb. Jeloljiik a k6z6s idépontot i-vel.
El6szor nézziik azt az alesetet, amikor egyiknél sem johet akkora karigeny,

hogy viszontbiztositasra legyen sziikseg, mert mindkét biztositd szdmara hamar
jon a karigény. Ekkor a; +c®-i<h; és a,+c®-i<h, Annak a

valoszinlisége, hogy ebben az esetben nem megy tonkre egyik biztositd sem

h1—a1] [hz a; ])

min([ EONLO)

Za1+c(1)-i Za2+c(2)-i

j1=0 j2=0 Z(al+i'C(l)—jl,a2+i'C(2)—j2)'

i=0
@ (2 (2)
pb; "q;,°P; "4q;, -
Most nézzilk azt az alesetet, amikor egyiknél sincs sziikség
viszontbiztositasra, de ha akkora lenne a karigény, akkor is ki tudnak fizetni.

Ekkor annak a valdszinlisége, hogy egyik biztosité sem megy tonkre
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0 hy hy

. . . , 1 1 2 2
D @ +i-c® = jyay +i-c® =) pPgPpPq?.

Most vizsgaljuk azt az &gat, amikor mindkét biztositonak sziiksége van a
viszontbiztositasra. Ekkor mindkét biztositonak ki kell fizetnie a hozzé beérkezé karigény
ra esé részén kivill a viszontbiztositast is, azaz 0 < a; +i-c™® —h; — (j, — hy) és
0<a,+i-c® —h,— (j; — hy). Ekkor annak a valosziniisége, hogy nem megy tonkre
egyik biztosito sem

(o]
2 a2 2250

h1 - (jz - hz), a, +i- C(Z) - h2 - (jl - hl)) ) pl(l)qj(ll)pl(Z)qj(ZZ)

Vizsgaljuk most azt az 4gat, amikor az elsd biztositondl nincs sziikség

Za2+i-c(2)—h2+h1 Za1+i1-c(1)—h1+h2

i
J1i=hq1+1 J2=hy+1 Z(al tic

viszontbiztositasra, de lehetne, a masodiknal viszont van, azaz j>>h,. Ekkor annak a

valosziniisége, hogy nem megy tonkre egyik biztositd sem

ZOO

i =max

+i- (1)+h -7 h . . . .
([hl_all'[hz_az])Z?zl=flzzc+1 wh Yj—oZ(ar +1i; W —ji = (Ga—hy)ap +i-

(D) (2

1 1 2 2
¢® —hy) pa; PP,

A min(["o52] [22552]) es max( Mo, [*222]) kozotti i elsé karigenyig eltelt

@ c@ c@® cy
e , hl—al hz—az w oo y "
1dok esetén, o | = [ mellett. Ez esetben az elsdnél elképzelheté akkora

karigény, hogy sziiksége van a viszontbiztositasra, a masodiknal nem.
a) Ha nincs viszontbiztosité altal fizetett rész, akkor a ,nem-tonkremenés”
valdszinlisége
hi1-ai][h2—ay
max([ D H @ D Zhl az+ic@
PR h1—a1 hz—az ] =0 ] =0
i =min([*7] [#255]) T 2

. 1 1 2 2
j2) - pPaPpPq?

)
b) X Z(ag+i-cD—j,a,+i-c®—

c) Ha van viszontbiztosito altal fizetett rész, akkor a ,nem-tonkremenés”

valoszinlisége
max( hi—a4 [hz—az )
C(l) ! C(Z) a2+i-c(2)+h1; a2+i-c(2)—(j1—h1)
Z Z(ay +i-c@®
i:min([—hz(_gl , hi(_;)lz])+1 Ji=hit1 J2=0

—hyay+ic® —j, — Gy — b)) - pPqPpPq?
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Végiil mln([ 1(1‘)“] [ e ]) és max([%][%]) kozotti i elsé karigényig

hy—a,
XY

eltelt idék esetén [“55] > |
c

] mellett. Ez esetben a masodik biztositonal
elképzelhetd akkora karigény, hogy sziiksége van a viszontbiztositasra, az elsonél nem.
a) Ha nincs akkora karigény, hogy a viszontbiztositonak is kellene fizetnie,
akkor a nem-tonkremenés valoszintisége:

h, a1+i-c(1)

Z(ay+i-cW—ja,+i-c@

P hi—aq|[hy— a2]) ]2 0 j1=0
L-mln([ D @ +1

1 1 2 2
—j2) pPalPpP e

b) Ha van akkora kérigény, hogy a viszontbiztositonak is kellene fizetnie, akkor

a ,,nem-tOnkremenés” valoszinlisége:

max([hi(_l()ll]' hi(_z()lZD ay+ircW+hy; aq+i-cW-(j—hy)

Z Z(ay +i-cD —j, — (j, — hy), ay

omin([Bam ]y oL S0

c@®
+i¢® —hy) e p g

Minden esetet végignéztiink. Osszefoglalva tehat annak a valosziniisége, hogy nem
megy tonkre egyik biztositd sem a; illetve a; kezdbtéke esetén Z(a,, a,) = 1 —Y(aq, a,)
kielégiti azt az egyenletet, amelynek bal oldalan Z(a,, a,) all, jobb oldalan pedig az

elézbleg megadott 1 — Y (a,, a,) kifejezések 6sszege.
Ez az egyenlet igen bonyolult, megoldasaval meg sem prébalkozunk. Szimulécio
segitsegével vonunk le kovetkeztetéseket a kétoldali viszontbiztositasi modell

viselkedésére vonatkozdlag.

4.3. Szimuléacios eredmények kétoldali viszontbiztositas esetén

Ebben a fejezetben olyan szimulacios vizsgalatok eredményeit mutatom be, amit
azutan kaptam, miutan a szimulaciés programot kiegészitettem a kétoldali
viszontbiztositassal. Az els6 példaban azt vizsgalom, hogy mekkora az egyes tékeszintek
esetén a biztositd tonkremenésénél a fellépd hidny nagysaga. A szimulacional a
paraméterek a kovetkezOképpen alakultak: mindkét biztosito kezddétdkéje 10 egység volt,
majd 100-ig ndveltem 10-es lépeskozokkel. Minden tékeszintre 100 ezer szimulaciot

futtattam le, majd megnéztem, hogy ténkremenéskor mekkora a hiany, majd ezeknek
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vettem az atlagat. Az elsé biztositd esetén a karesemények egyenletes eloszlassal
érkeztek, 0-t0l 16-ig terjed6 egész szamok voltak, varhat6 értékiik 8. A masodik biztositd
esetén ugyancsak egyenletes eloszlassal érkeztek a karok, de a varhato értekik 8.5 volt,
0-t6l 17-ig terjed6 egész szamok. A karok kozott eltelt id6k szintén egyenletes eloszlast
kovetve jottek az elsé tarsasag esetén 0-t6l 9-ig (a varhatd érték 4.5), mig a masodik
esetében ez az érték 0-t6l 10-ig (a varhato érték 5 volt). A megmaradé bevételi rata b =
1, b® =15, A viszontbiztositasi hatarokat az elsé tarsasag esetében 13-nak, mig a
masodik cég esetében 12-nek valasztottam. Igy nem teljesiilt a nettd profit feltétel,
ugyanis sem a sajat bevétel, sem a viszontbiztositasért kapott jutalék nem fedezi a
karigények varhato értékét. Az elsé tarsasag esetén az atvallalt karok varhato értékének
(3) és a beérkezés varhatd értékének (5) hanyadosa (0.6) nagyobb, mint az az 6sszeg, amit
az els6 biztosito kap a masodik biztositotol, az atvallalt karokért cserébe. Ez az 6sszeg az
az 3%-a (0.045). A masodik tarsasag az elsO tarsasag bevételének 1%-at kapja meg, ami
0.015 es itt sem teljesiil a nettd profit feltétel, mivel az atvallalt karok varhato értékenek
¢s a koztiik eltelt idOk varhato értékének hanyadosa 0.23. A biztositok pénziigyi helyzetét
addig figyeljiik, amig vagy nem érik el az 1000 idGegységet, vagy ezen id6n beliil nem
mennek tonkre.

A szimuléacio eredménye a 15. abran lathat6. A diagramon lathat6, hogy a fellépd
hiany atlagos nagysaga alig tér el egymastol a kiilonb6z6 tékeszintek esetén, vagyis nem
csokken a tonkremenéskor kialakuld hiany nagysaga, ha a kezd6toke értékét noveljik.
Ez azt sejteti, hogy Gyorfi-Batori Andras azon eredménye, hogy a nettd profit feltétel
nem teljestlése esetén a tonkremenéskor fellépé hiany nagysaga allandd specialis
eloszlasok esetén, igaz lehet kétoldali viszontbiztositdsok esetére is, akar mas

eloszlasokat hasznalva.
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Tonkremenéskor a fellépo hiany nagysaga

[
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15. abra: Tonkremenéskor a hiany nagysaga, kétoldali viszontbiztositas esetén

A kovetkezd vizsgélatnal azt fogom szemléltetni, hogy mennyivel alacsonyabb a
tonkremenési valoszinliség, ha a két tarsasag rendelkezik viszontbiztositassal, ahhoz
képest, hogyha nem rendelkeznének. A paraméterek megegyeznek az el6z6
szimulacioban hasznalt paraméterekkel. Vagyis elsé biztositd esetén a karesemények
egyenletes eloszlasuak, varhato értekik 8, a masodik cég esetén ugyancsak egyenletes
eloszlast kovetnek a karok, de varhato értékiik 8.5 volt. A karok kozott eltelt idok szintén
egyenletes eloszlast kovetve jottek, az els6 tarsasag esetén a varhatd érték 4.5, mig a
masodik esetében ez az érték 5.0 volt. A bevetelt az els6 cég esetén 2-nek, a masodik
biztosito esetén pedig 3-nak valasztottam. A hatarok az els6 tarsasag esetében 13, mig a
mésodik cég esetében 12 lett. fgy teljesiilt a nettd profit feltétel, ugyanis az elsd tarsasag
esetén az atvallalt kdrok varhato ertékének (0.833) és a beérkezés varhato értékének (5)
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hanyadosa (0.16) kisebb, mint az az Osszeg, amit az els¢ biztositd6 kap a masodik
biztositotdl, az atvallalt karokért cserébe. Ez az dsszeg a b, 10%-a (0.3). A méasodik
tarsasag az els6 tarsasag bevételének 0.09-szeresét kapja meg, ami (0.18), de itt is teljesul
a netto profit feltétel, mivel az atvallalt karok varhatd értékének és a koztik eltelt idék
varhatd értékének hanyadosa 0.078. A biztositok pénziigyi helyzetét most csak 100
idéegységig, vagy ha elobb bekovetkezik, akkor az egyik tonkremenéséig figyeljik.

Biztosito tonkremeneésenek valosziniiségei a kezdotoke fiiggvenyeben, kétoldali
viszontbiztositassal
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16. dbra: Tonkremenési valosziniiség kétoldali viszontbiztositas esetén,
aszimmetrikus paraméterek mellett
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A szimulécid alapjan kapott diagrammunk, amit a 16. dbra reprezental, j0l bemutatja,
hogy mennyivel alacsonyabb a tonkremenés esélye, ha kétoldall viszontbiztositast
kotlnk. Ha nincs viszontbiztositas, akkor annak a valdsziniiségét, hogy valamelyik
biztositd tonkremegy az unid valdsziniiségére vonatkozd képlet alapjan szamoltuk.
Természetesen a tokeszint ndvelésével mind a viszontbiztositas nélkuli, mind
viszontbiztositasos esetben a valoszintiség csokken, 80-as kezd6t6kénél mar nagyon Kicsi
a valoszinlisége, hogy a két biztositd koziil barmelyik csédbe menjen, még ha nem is
kotottek viszontbiztositast.

Az el6z6 szimulacio esetén a két cégnek kiilonbozé paraméterei voltak megadva.
Felmer(l a kérdés, mennyi a szerepe az aszimmetridnak a tonkremenési valosziniiségek
csokkenésében. Ezért most egy olyan szimulaciot fogunk végrehajtani, amikor a két
biztositd mikodése teljesen szimmetrikus. Legyen a karok nagysaganak varhato értéke
mindketténél 8, a koztiik eltelt id6 varhatd értéke 4.5, a bevétel mindkét esetben 2 lesz a
hiés hy 12 lesz, a cégek pedig bevételiik 0.09-szeresét adjak at a masiknak a karok egy
részének atvallalasaért, teljesitve ezzel a netto profit feltételt. VVagyis az egyik cég atvallal

karokat a masiktdl, cserébe a masik tarsasag is ugyanezt megteszi ugyanolyan mértékben.
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Biztosito tonkremenésének valosziniiségei a kezdotoke fiiggvényében, kétoldalu
viszontbiztositassal
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17. abra: Tonkremenési valosziniiseg kétoldali viszontbiztositas esetén,
szimmetrikus paraméterek mellett

A 17. abran lathaté a szimmetrikus paraméterekkel keszilt szimulacio eredmeénye.
Lathato a 16. diagrammhoz képest, hogy a tonkremenési valoszintiségek nagyobbak mind
a viszontbiztositasnal, mind a viszontbiztositas nélkil. Ennek oka, hogy a 16. abranal
alkalmazott szimulacional oOsszesen tébb bevétellel rendelkezett a két tarsasdg a
mostanihoz képest. Am ennek ellenére is jol lathatd, hogy még mindig kisebb a cs6d
lehetdsége, ha van viszontbiztositds. Ennek oka az lehet, hogy bar Osszességében
ugyanakkora bevétellel és varhatd kiadassal kell szdmolniuk, mint viszontbiztositas
nélkil, mégis a nagyobb kardsszegek kifizetésének terhe megoszlik. Bar a két biztositd
pénzilgyi folyamata ugyanazon sztochasztikus folyamat, az egyes realizacidk esetén mas-
mas a lefolyas. Kiilonb6z6 esetekben van kevés forrasa az egyiknek és a masiknak, igy
szlikség esetén ki tudjak segiteni egymast. Ez a szimulacio is bizonyitéka annak, hogy
egylttmiikodéssel csokkenthetdk a kockazatok.

Miutadn megnéztiik, hogy hogyan hat a tonkremenési valdsziniiségekre a kezd6téke

nagysaga szimmetrikus és aszimmetrikus paraméterek mellett, a tovabbiakban a
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paraméterekt6l valo fliggéseket vizsgaljuk. El6szor azt nézzik meg, hogy adott
tokeszintnél van-e hatdsa az eloszldsoknak a tonkremenési valdsziniiségekre. A
paraméterek a kovetkezOképpen alakultak: a bevételi rata az elsd tarsasag esetén 2.0, a
masodik cégnél pedig 3.0. A hatarokndl a hi=13, mig h,=12 vélasztassal éltlnk.
Egyenletes, Poisson és binomidlis eloszlasnal az elsd tarsasagndl a karok esetében a
varhat6 érték 8.0, a karok kozott eltelt idoknél 4.5. A masodik tarsasagnal pedig 8.5 és
5.0 a varhat6 értékek minden eloszlas esetén. Az els6 tarsasag a bevétele 0.09-szeresét, a
masodik pénzintézet pedig a befizetések 0.3 szeresét adja a viszontbiztositonak.
Természetesen a szdrasok nem egyeznek meg teljesen, igy adodhatnak jelentds eltérések
is a valoszinliségek esetén. Ezen eltérd esetek bemutatdsara két binomidlis eloszlast is
csindltam két kiilonboz6 szorassal. Az elsé binomialis eloszlasnal az elsd tarsasag esetén
a karoknal a paraméterek a kdvetkezok voltak n=10, p=0.8, az idonél n=10, p=0.45; a
masodik tarsasagnal a kar eloszlas paraméterei n=10, p=0.85, az id6¢ pedig n=10, p=0.5
volt. A masodik binomialis eloszlasnal pedig az elsé cégnél a karnal n=100, p=0.08, az
idénél n=10, p=0.045; a masodik cégnél a kar esetén n=100, p=0.085, az id6énél pedig
n=100, p=0.05.
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Biztositok tonkremenésének valosziniiségei a karesemények eloszlasanak
fiiggvényében, kétoldalu viszontbiztositassal
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18. abra: Tonkremenési valosziniiség kétoldali viszontbiztositas esetén, kiilonbozo
eloszlasok mellett

A fentebb emlitett eltérések jol lathatoak a 18. abran. Egyenletes eloszlas esetén tébb
mint 2-szer nagyobb a tdnkremenési valdsziniiség a nagyobb szorasu binomialis,
valamint a Poisson eloszlashoz képest. Az is jol lathatd, hogy hiaba egyezik meg a két
binomialis eloszlas esetén a varhat6 értékiik, a szorasuk kiillonb6z0, és az eltérés tetemes.

A kovetkezé szimulacional azt vizsgaltam, hogy csokken-e a tdnkremenés
lehetésége, ha a bevételeket csak minimalisan is, de noveljuk. Ezen szimul&ci6 esetén
mindegyik paraméter megegyezik a két viszontbiztosité esetén. Azaz a karesemények
egyenletes eloszlastiak, varhato értékiik 8. A karok kozott eltelt idok szintén egyenletes
eloszlast kovetve jottek a varhato érték 4.5. A bevétel az elsé és masodik cég esetén is
2.0. A hatar mindkét pénzintézetnél 13-ra lett bedllitva, a pénzatadas 0.09.

Az aldbbi 19. abran jol kivehetd, hogy abban az esetben, ha a karesemények
beérkezésének feltételei nem valtoznak és a bevételeket csak minimalisan noveljik, akkor
a tonkremenési valosziniiséget akar harmadara is csokkenthetjiik. Ez természetesen a

biztositénak kedvez a legjobban, hiszen, ha megtalalja mi az a bevételi szint, ami esetén
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nagy valoszintiséggel nem megy tonkre a cég, és ezt a bevételt némileg megndveli akkor
a plusz bevétel tiszta haszon lesz szdméara. Az pedig, hogy a biztosité ne menjen ténkre,
a biztositonak és a biztositottaknak egyarant érdeke.

Biztositok tonkremenésének valosziniségei a bevetel fiiggveényében, kétoldalu
viszontbiztositassal
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19. &bra: Tonkremenési valosziniiség kétoldali viszontbiztositds esetén, kiilonbozd
bevételek mellett.

Az utolsé szimulacional azt vizsgalom meg, hogy kétoldali viszontbiztositasok
esetén, ha a hy és hy értékeket minél lejjebb allitom be és ezzel parhuzamosan az atadasi
aranyokat pedig novelem, hiszen annal tobb karigényt kell a két tarsasagnak atvallalnia,
akkor hogyan alakulnak a tonkremenési valdszinliségek. A paraméterek az egyszeriiség
kedvért nem valtoztak az el6z0 szimuldciohoz képest, a karesemények egyenletes
eloszlastiak, varhat6 értékiik 8. A karok kozott eltelt idOk szintén egyenletes eloszlast
kovetve jottek, a varhato érték 4.5. A bevétel az els6 és masodik cég esetén is 2.0. Ha a

hatar 11-re lett allitva, akkor a bevételek 0.19-szerese lett atadva, 12-es hatarszint esetén
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0.13-szorosa, 13-as hatar esetén pedig 0.078-szorosa. Minden esetben (gy lettek
meghatarozva az atadasok és a hatarok, hogy a nettd profit feltétel teljesiljon. Az
eredmény a 20. diagramon lathat6. A gorbék jol szemléltetik, hogy bar a 11-es hatérszint
esetén tobb pénzt kell aldoznia a bevételébdl a pénzintézetnek a viszontbiztositasra, mégis
jobban megéri neki, mert igy tudja legjobban cstkkenteni a tonkremenését a harom opcio
kozul. Természetesen akarmeddig nem csokkentheték a hatarok, optimalis

megvalasztasuk szimulacidés modszer segitségével megvaldsithatd.

Biztositok tonkremenésének valosziniiségei a hatarok fiiggvényében, kétoldalu
viszontbiztositassal
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20. abra: Tonkremenési valosziniiség kétoldali viszontbiztositds esetén, kiilonbozo
hatarok mellett.
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5. A program

5.1. A szimul&ci6s program ismertetése

Munkam jelentds részét jelentette a szimuldcidés program elkészitése, amellyel
kapcsolatban elvaras volt a gyors futas és a szemléletes abrak készitésének lehetosége.

A matematikai bonyolultsag miatt olyan programnyelvet igyekeztem hasznalni,
amiben van tapasztalatom, és megfelel a kritériumoknak. Ezért dontéttem a Java nyelv és
az Apache Netbeans fejlesztd1 kornyezete mellett. A grafika miatt Java Swing feliiletet
hasznaltam, a diagrammokat a JFreeChart csomag segitségével készitettem.

A program esetén a felhasznaldé szempontjabdl fontos a jol kezelhetdség, hogy a
bevitt paraméterek jol el legyenek kiilonitve és a szimulaciok futasa minél kevesebb id6t
vegyen igénybe. Erre azert volt sziikség, hogy a sok szimulacios teszt miatt pontosan
nyomon lehessen kdvetni, hogy egy szimul&cional milyen adatokat adtunk meg, ezek
milyen eredményt produkaltak, illetve, hogy ne kelljen a szimulacio altal adott
eredményre tobb 6rat varni. Szerencsére a program még a legbonyolultabb nagyszamu
szimulacidt is 10-15 percen belul elvégzi. Kivanalom, hogy egy szimulacié esetén is tobb
kiilonb6z6 jellemzot Iehessen szamolni, és tobbfajta diagrammot lehessen késziteni, hogy

ne kelljen harom kiilonb6z6 diagramm miatt haromszor lefuttatni a szimuléciot.

5.2. A program felépitése

A program féoldala az alabbi 21. abran lathatd. Mivel altalaban ket tarsasag adataival
végeztink szimulaciokat, igy mindkét cégnek kilon meg lehet adni paraméterben, hogy
milyen eloszlassal érkezzenek a karok és a koztiik eltelt id6, illetve mi legyen a varhat6
értékik. Tovabba kuldn lehet beallitani a bevételt a hatarokat es az atadast is. A gombok
segitségével pedig a vektorosan eltarolt adatokat vizualisan is meg tudjuk jeleniteni.
Természetesen a gombok csak akkor aktivalédnak, ha minden sziikséges paramétert
megadtunk és valds értéket adtunk meg minden esetben. A paraméterek alatti két
tablazatban pedig szdmszerlien is 4&brazolni tudjuk, hogy mennyi lett a becsiilt
tonkremenési valdszinliség viszontbiztositas, illetve viszontbiztositas nélkil, igy

ellendrzéseket is tudunk végezni.
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6. Osszefoglalas

Dolgozatomban viszontbiztositasi modelleket vizsgaltam kiilonboz6 feltételek
mellett. Bemutattam, hogy hogyan alakulnak egy pénzintézet bevételei és kiadasai az id6
elérehaladtaval. Megvizsgaltam, hogy milyen eséllyel mehet tonkre és milyen tényezdk
tudjak a tonkremenési lehetdséget novelni vagy csdkkenteni.

A Sparre-Andersen féle altalanosan kutatott alapmodell vizsgalata utan beépitettem
az egyoldali viszontbiztositast, és differenciaegyenletet irtam fel tonkremenési
valoszintiségekre. A differenciaegyenlet mind késleltetést, mind siettetést, tovabba
végtelen sorokat is tartalmaz, megoldasara ezért még specialis esetben sem lehet
vallalkozni. A matematikai modell bonyolultsdga miatt szimulaciokkal megmutattam,
hogy azonos paraméterek mellett, a bevetel egy bizonyos részenek atadasaval is nagyobb
a fennmaradas esélye egy biztositonak, ha kot viszontbiztositast.

A harmadik részben tovabb bdvitettem a modellt: azzal az esettel foglalkoztam,
amikor két tarsasdg viszontbiztositja egymast. Erre a modellre nézve nem talaltam
vizsgalatokat a szakirodalomban. A tonkremenési valoszintiségekre felirt egyenlet még
az el6z6 modellhez tartozd egyenletnél is joval bonyolultabb. Bar felirtam, de
megoldaséra nincs lehetéség. Igy szimulacios vizsgalatokat végeztem. Megmutattam,
hogy teljesen szimmetrikus feltételek mellett is csokkenthetdok a biztositok kockazatai
kartobblet viszontbiztositassal, azaz, ha a beérkez6 karigény egy bizonyos szint feletti
részét kdlcsonosen atvallaljak egymastol.

Szintén szimulacidkkal vizsgaltam, hogy milyen szerepe van a kolcsonos
viszontbiztositasnal a kiilonb6z6 eloszlasoknak, a hataroknak, a bevételi ratak
valtozdsanak. Megvizsgaltam azt is, hogy a kezdétoke fliggvényében mekkora a
tonkremenéskor fellépd hiany varhato értéke, €és azt tapasztaltam, hogy a nettd profit
feltétel nem teljesiilése esetén ez nem fiigg a kezddtdke nagysagatol. Ez az eredmény
azert fontos, mert azt tamasztja ala, hogy a nettd profit feltétel nem teljestilése esetén
felesleges tobb kezd6tékét hasznalni, sem a tonkremenési valdszinliségben, sem a hiany
varhato értékében nem lehet javulast elérni.

A munka tobbféleképpen tovabb folytathaté. Lehet vizsgalni aranyos
viszontbiztositasi modelleket. A futas gyorsitasat parhuzamos futtatasokkal lehet javitani.
A program flexibilitdsa miatt tovabb lehet bdviteni a modellt, és akar tobb tarsasag

kdlcsonods viszontbiztositasara is ki lehet terjeszteni. A programba tovabbi eloszlasokat
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lehet beimplementalni, ezzel is novelve a lehetséges dsszehasonlitasokat. Ezen Kivil
lehetne kamatbevételt, osztalék- és egyéb Kkifizetéseket, mint példaul adéfizetést is
beépiteni a programba.
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