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Reziimé

A vasuti jarmivek gordiilését tengellyel mereven Osszekapcsolt kerekek, tigynevezett
kerékparok biztositjdk. A kerekek enyhén kupos kialakitidsaval kapcsolatos mechanikai leira-
sok, vizsgalatok kozel masfél évszazados multra tekintenek vissza. A szakirodalombdl vi-
szont hidnyzik annak az éltaldnos gyakorlatnak az indokldsa, hogy a rezgéseket miért lehet
— a merev test modellbdl vartnal kevesebb — két szabadsdgfokd modellel leirni. A dolgozat
célja egyrészt, hogy a kerékpar egy egyszerd mechanikai modelljébdl kiindulva feléllitsuk
a kerékpar rezgéseire vonatkozd Osszefiiggéseket, valamint hogy kielégit6 magyardzatot
nyerjlink arra vonatkozéan, hogy egyes egyenletek miért nem jatszanak szerepet a kerékpar
mozgdsainak vizsgalatanal.

A dolgozat masik célja a vasuti kerékpar kigy6z6 mozgassal szembeni stabilitasara vo-
natkozik. Ez korunkban is meghataroz6 kérdés, elég csak a kozelmultban atadott Szeged-
Hoédmezbvasarhely kozott jaré vasidtvillamos esetére gondolni, ahol az lizem alatt tapasz-
taltak nem vart kigy6z6 mozgast, rezgéseket. Ennek a problémanak a megolddsa azonban
semmiképp sem volt trividlis, a szakemberek elGszor a kerék esztergdldsaval probalkoztak,
hogy modositsak a kerékprofilt, valamint széba keriilt a palya allapota is, azonban a végsé
megoldast a lengéscsillapitok kicserélése jelentette, amellyel sikeriilt modositani a jarmd
dinamikai tulajdonségait, és igy nem léptek fel tovabbi jelentSs rezgések. A dolgozatban azt
a valaszt keressiik, hogy milyen tényezdk jatszanak szerepet a kerékpar rezgésében, illetve
hogy milyen esetekben vélik a rendszer instabilld. Megéllapitjuk, hogy a kerék kiipossagénak

csokkentésével, valamint a rugémerevségek novelésével lehet a kritikus sebességet novelni.



1. Irodalmi attekintés

Ebben a fejezetben a szakirodalom segitségével elGszor is arra szeretnénk valaszt kapni,
hogy mi az oka a vasuti kerék enyhén kupos kialakitdsanak, ezt milyen mennyiségekkel
irhatjuk le. Ehhez tartozik, hogy a jarm{ kanyarodasa sordn milyen 0sszefiiggés éll fenn a
kerékpar mozgésa és a palya gorbiileti sugara kozott.

Kérdés tovabb4, hogy a vasiti kerék kigy6zé mozgédsa a legegyszertibb esetben, azaz
tiszta gordiilést feltételezve hogyan irhato le. Ezek utan megvizsgaljuk a kuszasi jelenséget,
illetve, hogy hogyan vették figyelembe ezt a rezgésekre vonatkozd Osszefiiggésekben. Ezt
kovetden arra keressiik a vélaszt, hogy milyen tipust stabilitdsi problémak 1€pnek fel, melyek
a kerék és a jarmd nem kivant rezgéseit eredményezik.

Az irodalomkutatds féként [1]-[S] forrdsok feldolgozdsdval késziilt. Ezekben az iro-
dalmakban nem taldlhat6 az alabbi formaban 1évé Osszefoglalds. A fejezetben az egyes

részleteknél az oda vonatkoz6 forrdsokat kiilon jelezziik.

1.1. A vasuti kerék kialakitasa

A két nyomon haladé jarmtvek kanyaroddsandl az az alapvetd probléma meriil fel, hogy
a kiils6 iven 1évé kerekeknek ugyanannyi id6 alatt nagyobb utat kell befutniuk, mint a bels6
kerekeknek. Ez a kerekek megcsiszasat okozhatja, amit a jarmid nem kivant viselkedése
kovethet. Kozuti jarmivekben differencidlmiivel orvosoljdk ezt a problémat, mig a vasuti
jarmtvek esetén a kerekek specidlis, kupos kialakitdsdval. Ebben a szakaszban el&szor a
vastti kerék geometriai leirdsdhoz sziikséges mennyiségeket definidljuk, majd a jarmd ka-
nyaroddsanak példdjan keressiik az Osszefiiggést a kerékpar laterdlis elmozdulésa, illetve a

palya gorbiileti sugara kozott.

1.1.1. A vasiiti kerék jellemz6 méretei és enyhén kiipos kialakitasa

A vastti kerékpar modellje az 1. dbran lathat6 elolnézetben, illetve feliilnézetben. Ko-
ordinata-rendszerként Descartes-féle derékszogl koordindta-rendszert hasznalunk, amely-
nek x tengelye a vastti szerelvény haladdsi irdanydba, y tengelye erre merdlegesen, a ha-
ladasi irdnybdl nézve balra, z tengely pedig a jobbkéz-szabaly értelmében mindkét tengelyre
merdlegesen, felfelé mutat. P~ és P* a két kerék érintkezési pontjat jeloli a sinekkel, gy,
hogy az y < 0 helyen 1évG kerékre P~, az y > 0 helyen 1évG kerékre pedig P* vonatkozik.
A tovabbiakban a mennyiségek fels6 indexébe tett ,,— jelolés mindig az y < 0 oldali, a
,»+" jelolés pedig mindig y > 0 oldali kerékre vonatkozik. Az 4dbran C jeloli a kerékpar
geometriai kozéppontjat. A tovdbbiakban, ha y iranyt elmozdulasrol besz€liink, ez alatt C

pont elmozdulasét értjiik az y tengely irdnyaba. R a kerekek gordiilokorének névleges sugarat



haladasi
y irany

1. abra. A vasiti kerékpar modellje elol- és feliilnézetben

jelenti, amely masnéven a névleges futokorsugar. P~ és P* pontok, azaz az érintkezési pontok
tavolsagét nevezziik a futékortavolsagnak, ezt 2b-nek vessziik.

A 2. 4bran egy tisztan kupos kerékprofil van dbrazolva, py a sin, pj a kerék gorbiileti su-
garat jeloli, a ¢ kipszog a h névleges kipossag arcustangense, amely tisztan kipos kerékprofil
esetén megfelels leirdst ad. A kutatdsok alapjan azonban ha a kerékprofil gorbiilt, 4 tényezd

valtozik a kerék, illetve a sin gorbiileti sugaranak fiiggvényében a

Pk
Pk — Ps

h*=nh

6]

Osszefliggés szerint, ahol 7" az dgynevezett egyenérték( kupossig [6]. Latszik a képletbdl,

2. dbra. A kerék €s a sin gorbiileti sugara kuipos kerékprofil esetén [1]



hogy ha a sin gorbiileti sugara elhanyagolhat6 a kerékéhez képest, akkor
h* ~h 2)

adddik, ezt azonban a dolgozatban nem feltételezziik.

Fontos kiemelni, hogy b és R mennyiségek csak a kerékpar tgynevezett centralis hely-
zetében érvényesek, azaz amikor nem 1€p fel lateralis irdnyd elmozdulds, tehit y = 0. Ebben
az esetben mindkét kerék sugara megegyezik a névleges sugérral, R-rel. Altalinos esetben,
ha y # 0, akkor a két kerék sinnel érintkez$ sugara eltér egymastdl, ez az, ami segit palyan
tartani a vasuti szerelvényt. A kerék centrdlis helyzetbdl torténd elmozdulasat a 3. abran
szemléltetjiik. Lathatd, hogy a P~ pontnal r~, P* pontnal pedig r* lett a két kerék tényleges

futdékorsugara.

3. abra. A vasuti kerékpar a centralis helyzetbdl valé elmozdulasa esetén

Ezeket a mennyiségeket leirhatjuk a

r~ = F(=y) = R — h*y + 0%(y), 3)
rt=F(y) = R+ 1"y + O*(y).

osszefliggésekkel. Az 7 fliggvény a kerék- €s sinprofil geometridjabdl hatdrozhaté meg anali-
tikusan, méréssel; lathatjuk, hogy 7 y elmozdulds fiiggvénye. A fiiggvény y = 0 koriili Taylor-
sordban a linedris egyiitthat6 éppen a h* egyenértéki kipossag [2]. O?(y) a masodfoki, illetve

masodfokuindl nagyobb fokszamd, y-tdl fiiggd tagokat jeloli. A két futokor sugarkiilonbségét
Ar=r"—r* 4)

modon definidljuk. A (3) 0sszefiiggésekbdl adédéan
Ar = =2h*y + O3 (y). )

Szintén ebbdl a két Osszefliggésbdl lathatd, hogy a két Osszefiiggésben a paros hatvanyu

tagok megegyezd, mig a paratlan hatvanyudak ellentétes el§jeldek. Ebbdl az kovetkezik, hogy



kivonasnal a paros hatvanyu tagok kiesnek, a paratlan hatvanydak megmaradnak. Ezért nem
szerepel a (5) Osszefiiggésben masodfokd tag.

A h tényezd értéke a szakirodalom alapjan 0.05-0.1 kozotti, azonban nagysebességi
jarmiveknél ez az ért€k 0.02-0.25 kozott mozog [8]. A kerék kopdsaval azonban a kipossag
0.3-rais nShet. & értékébdl kovetkezik, hogy a jarmd z tengely irdnyaba torténd elmozdulésa,
valamint a kerékpar szimmetriatengelyére merdleges, y tengellyel parhuzamos tengely koriili

elforduldsa elhanyagolhat6 a tobbi elmozdulashoz €s elforduldshoz képest [4].

1.1.2. A lateralis elmozdulds meghatarozasa a jarmi kanyaroddsa soran

A vastti kerekek enyhén kipos kialakitdsanak nagy elénye a kanyarodaskor figyelhetd
meg. A 4. abrén egy vasuti kerékpar szerepel kanyarodds kozben. p a palya gorbiileti sugarat

jeloli. Lathato, hogy OGE haromszog hasonlo OHF haromszoghoz. A hasonlosdg miatt

4. dbra. A vasuti kerékpar kanyarodasa

adédik, hogy p + b dgy aranylik p — b-hez, mint r* r~-hoz. Igy felirhat6 a

+b -b
r r
Osszefiiggés. Atrendezve az egyenletet:
r+rHb=0G"=1r")p. (7)
(3) egyenletekbdl latszik, hogy
r~+r" ~ 2R, (8)
hiszen a O?%(y) tagok legaldbb masodrendben kicsinyek R-hez képest; valamint r* — r~ =
—Ar = 2h*y. Ekkor
2Rb =2h"yp. 9)



Igy megadhaté, hogy az y iranyu kitérés miképp fiigg a palya gorbiileti sugaratol:

Rb
= — 10
y o (10)
valamint
Rb
= , 11
p Iy (1)
Ha bevezetjiik az irodalomban inkdbb hasznalt gorbiilet « = 1/p fogalmat, akkor
h*y
= ) 12
=2 (12)

Ez tehét azt jelenti, hogy minél nagyobb a pélya gorbiilete, anndl nagyobb laterélis kitérés
varhato, vagy masképp: adott maximalis y elmozdulds ismeretében megadhatd, hogy mekkora

az a legnagyobb gorbiiletd sinpdlya, ami sziikséges a kanyaroddshoz.

1.2. A vasiiti kerék kinematikai rezgései

A vasuti kerékpar kigy6z6 mozgésat az 5. abra szemlélteti. Mdas szohaszndlattal ezt a je-
lenséget szinuszfutasnak is nevezik, mivel a kigy6z6 mozgéssal bejart it szinusz-fliggvénnyel
kozelithetS. Az dbrdn az az eset szerepel, amikor a vastti jarmd egyenletes v sebességgel

halad a sinen, és az érintkezés a kerék és a sin kozott tiszta gordiilésnek tekinthets. Ekkor a

5. dbra. A vasuti kerékpar kigy6z6 mozgasa [1]

centrélis helyzettdl val6 periodikus eltéréseket kinematikai rezgésnek nevezziik. A jelenség
legegyszertibb esetben két valtozoval irhaté le, az egyik az y tengely irdnyd elmozdulas, a
masik pedig z tengely kortili elfordulas, amelyet -vel jeloliink, ezek a 6. dbran lathatoak.

Kis elmozdulasok és elfordulasok esetén a

y=vy (13)

osszefliggés adddik. Klingel [7] mér koran megallapitotta a kerekek kipossagéara vonatkozo
szamitdsai alapjan, hogy ¢ 1dSbeli megvaltozdsa:
Ar —hy

:Vzb—R:VbR. (14)

g
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6. abra. A vasuti kerékpar elmozduldsa és elforduldsa kinematikai rezgés esetén

Ez akkor érvényes, amikor y, ¥, illetve 4 kis mennyiségek. EbbSl megdllapithaté kinematikai

rezgésnél a Klingel-féle sajatkorfrekvencia:

| h
WKl =V ﬁ (15)

Latszik, hogy a jarmd haladasi sebességének novekedésével, valamint nagyobb kipszog
esetében a sajatkorfrekvencia is novekszik. Ugyanakkor kisebb futokorsugar és futokortavolsag
esetén is nagyobb a sajatkorfrekvencia értéke. A kifejezés javitasara lehetség h* egyenértékd
kipossag bevezetése az 1.1.1 alfejezetben részletezettek alapjan. A Klingel-féle 6sszefiiggések-
bdl megkaphat6 a

§+wgy =0 (16)

differencidlegyenlet [8], amelynek megoldasa y(¢#) = A sin(wt) alakd, ahol A a rezgés amp-
litddéja. Igy ez egy dllandé amplitddéijd, csillapitatlan rezgés, a centrélis helyzet a stabilités

hataran van.

1.3. A kuszas

A vasiti kerék bonyolult alakd, térbeli test, ezért a modellalkotds szempontjabdl ebben
az alfejezetben a kereket egy koronggal helyettesitjiik, s igy a korong sikon torténd mozgasat
vizsgaljuk. Ha a korong tisztdn gordiilne, akkor sebessége egyenld lenne a szogsebessége €s
a sugara szorzatdval, azaz v = wR. Tapasztalati Gton viszont mar Reynods [9] vizsgélta fém
henger gumi asztalon torténd mozgéasat, ahol a henger sily alatti deformaci6ja miatt nem
csupan egy pontban érintkezik az asztal sikjaval.

Ahogy a 7. abran lathat6, az volt a megfigyelés, hogy a henger mozgédsa hasonlit a
csuszashoz, a sebesség pedig a

v=wR+u 17)

osszefliggéssel adhaté meg. A szakirodalom u-t a kiiszasi sebességnek nevezi, amelyre ren-
dezve az egyenletet
u=v-—wR (18)



7. dbra. A kuszasi sebesség értelmezése

Osszefliggés adodik. A kiszas jelenségét tehédt az érintkezd testek deformécidja okozza P
érintkezési pont kornyezetében. Fém testek esetén csupan a lokélis, azaz a P pont kis kornye-
zetében fellépd deformécio jelentds. Emiatt hasznalhatjuk a merev test modellt azzal, hogy
a kuaszds hatdsat az érintkezési pont latszolagos csuszasdval, a kiszasi sebességgel vessziik
figyelembe.

A 8. abran latszik, hogy a kiszasi sebesség és a kontaktpontban ébredd kiszasi erd (F,)

\ AF,

\ | tiszta gordiilés

nemlinearis kiiszas

>
/ u
( / tiszta csuszas
‘—

linearis kuszas

8. dbra. A kuszési sebesség €s a kuszasi erd kapcsolatanak kozelitd jelleggorbéje [1]

kozotti kapcsolat nagy kiiszasi sebességeknél jol kozelithetd a Coulomb-surlédas modelljével,
kis kiszasi sebességeknél pedig egy linedris fliggvénnyel, amelynek meredeksége ¢ kuszasi
tényezd:

F. = —cu. (19)

A szakirodalom jellemz&en egy mdsik mennyiséget haszndl a kiszds leirdsdra, amelyet a
,,creepage” (kuszas mértéke, ardnya, de a hazai szaknyelvben nem jelenik meg kiilonbség az

angol creep, illetve creepage kozott) jelol, jele £, mértékegysége nincs. Képlete:

e=2 (20)
1%

2 2,7

Ekkor a kuszasi erd atirhato
F.=-C¢ (21)



alakra, ahol
C=cv, 22)

sebességfiiggetlen kiszési tényezS. Ertéke fiigg a kerekek és a sin érintkezési pontjaban
fellépd normalerdtdl, a kerék és a sin anyagatdl, valamint a kontakt geometriatol. Mivel
a kuszds hatdsa nem hanyagolhat6 el, a vasuti kerekek modelljét a fentiek alapjan azzal

a kibdvitéssel vehetjiik merev test modellnek, hogy figyelembe vessziik egyrészt, hogy a

kuszasi sebesség nem zérus, masrészt hogy a kiszasi erdt a fenti médon hatdrozzuk meg.

1.4. A vasiiti kerék rezgései a kiszas figyelembevételével

Ha a kiszas jelenségét alkalmazni szeretnénk a modellre, mér sziikség van dinamikai
osszefliggések hasznalatara is, figyelembe véve, hogy a kiszasi sebesség x és y irdanyu
komponense mas ¢ kuszasi tényezdvel ad Osszefiiggést a kiiszasi erdre. Ezt el6szor Carter
[11] hatdrozta meg, jelentGségét az bizonyitja, hogy a mai napig ez adja az alapjét a vastiti
kerék dinamikai vizsgalatanak.

Szabd [3] alapjan a dinamikai egyenletrendszer:

my +k,y+2Cé& =0,

. (23)
Tl + kyty +2b*Cré2 = 0,

ahol C, €s C, a (22) szerinti sebességfliggetlen kuiszasi tényezd x, illetve y irdnyban, valamint

a creepage-ek

1
&1 = ;S’—l//’

b. h* (24)
52 = ;'ﬁ"’ﬁy,

alakdak. Ezen egyenletek, valamint tovabbfejlesztéseik (példaul [10], [12]) segitségével ana-

litikusan €s numerikusan vizsgéalhatjuk a kerékparok €s a vasiti jarmiivek rezgéseit.

1.5. Linearis stabilitasvizsgalat, bifurkaciok

A rezgések kis kitérései esetén linedris stabilitasvizsgalatot végezhetiink el. Ha a rendszert
leir¢ differencidlegyenlet-rendszert, példaul a (23) egyenletrendszert X = Bx matrixos alakba
atirva a B egyiitthatomatrix sajatértékeit vizsgaljuk, az adddik, hogy ha minden sajatérték
valésrésze negativ, akkor a rendszer stabil, ellenkezd esetben instabil.

A stabilitasvizsgélatok célja meghatarozni azt, hogy milyen hatarhelyzetben valik a stabil
rendszer instabilld, valamint ez hogyan fiigg a paraméterek értékétSl. A 9. dbra bal oldalan
a stabil helyzet l4that6, melyben a rezgés amplitiddja lecsengd jellegd. A jobb oldali dbran

az instabil helyzet szerepel, ez azért veszélyes, mert az id§ haladdsaval a rezgés egyre
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9. abra. A stabil, illetve az instabil egyensulyi helyzet

nagyobb amplitiddju, és mivel valos szerkezetkben nem novekedhet a végtelenségig, elbb-
utébb a szerkezet karosoddsat, tonkremenetelét okozza. Ezért is kiemelkedd$ fontossdgu a
stabilitasvizsgélat, amellyel a szakirodalom is foglalkozik, lasd [10], [12].

Ha nem csupén kis kitérések esetére kiterjesztjiik a vizsgélatot, az nemlinedris stabi-
litasvizsgalathoz vezet, melynek egyik, talan legfontosabb teriilete a bifurkacié-elmélet. Ezzel

a dolgozat keretében nem foglalkozunk.

1.6. Kérdésfeltevések

A dolgozat célja a kovetkezd két kérdésre valaszt kapni:

» Megillapitottuk, hogy a kerékpar négy szabadsigfoki modell, azonban az irodalomban
két szabadsagfoku modellel irjak le. Miért nem négy szabadsagfoku a szakirodalomban

szerepld modell?

* A gyakorlatban a kerékrezgés stabilizdldsara két megoldés jelenik meg: a kerék esz-
tergdlasa a kerékprofil modositasara, és a kerékfelfiiggesztés modositasa. Hogyan lehet
kimutatni a modellbél, hogy milyen hatést varhatunk ezektSl a médositasokt6l? Hogyan

fligg a stabilitds az egyes paraméterektSl?
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2. A vasiti kerékpar kinematikai vizsgalata

Ebben a fejezetben a vasiti kerékpar geometridjabol kiindulva meghatérozzuk a test se-
besség- és gyorsuldsallapotidnak leirasdhoz sziikséges mennyiségeket, 0sszefiiggéseket. Meg-
mutatjuk, hogy tiszta gordiilés esetén a kinematikai leirdsbol hogyan adédnak a kinematikai

rezgés differencidlegyenletei.

2.1. Geometria és altalanos koordinatak

A dolgozatban egyetlen vasuiti kerékpar vizsgélatdra koncentralunk, amelynek mechanikai
modelljét felvéve egyszerdsitésekkel kell élniink. El8szor is, a kerékpédrt merev testként
vessziik figyelembe. Ez azt jelenti, hogy a test pontjainak tdvolsdga a mozgas soran egymashoz
képest nem véltozik meg. A masodik feltételez€s, hogy a vasiti szerelvény egyenes vonalon,
egyenletes sebességgel mozog.

A kerékpar modellje a 10. abran lathat6. Mivel a merev testnek térbeli esetben hat sza-

10. abra. A vasuti kerékpar modellje és az altalanos koordinatak [1]

badsagi foka van, els6 megfontolasbol a feladat leirasahoz hat dltalanos koordinatara van
sziikség. A kerékpdr x, y, illetve z tengelyek irdnyaba mutat6 elmoduldsit x-szel, y-nal,
valamint z-vel, a kerékpér szimmetriatengelye kortili elforduldsat ¢-vel, a szimmetriatengely-
re merdleges, x tengellyel parhuzamos tengely koriili elforduldst ¢-val, a z tengely koriili
elfordulast pedig y-vel jeloljik.

A sin a kerekekre normaliranyt geometriai kényszerként hat, ez 6sszesen két szabadsagi
fokot kot le. Ha y, ¢, y és ¢ dltalanos koordinatdkat tartjuk meg, akkor z és @ kifejezhetd
a masik négy altalanos koordinéta segitségével. A 3. dbrara visszatekintve belathatd, hogy

linearis kozelitésben

~t = — = 2
Y = tan T = (25)

11



valamint
h* y2
b

Igy a kerékpar modellje leirhaté négy szabadsagfoki rendszerként, amelynek négy 4ltalinos

z=ysind = y¥ = (26)

koordinataja x, y, ¢ és . Az altalanos koordinétdkat a

27)

S < € =

vektoros alakban alakban adhatjuk meg.
Irjunk fel két, kitiintetett helyvektort, P~ és C pontok, valamint P~ és P* pontok kozott!

P~ és C pontok tavolsaga z irdnyban r~. ¢ elfordulds kovetkeztében a helyvektort
rp-c = —bsinyi+bcosyj+rk (28)

alakban fratjuk fel. Vegyiik észre, hogy i elfordulds elsGrendben, z elmozdulds pedig
masodrendben kicsiny a tobbi dltalanos koordinatahoz képest, ezért a helyvektorok felirdsanal
nem sziikséges figyelembe venni Sket. Mivel r~ és r* sugarak eltér§ nagysagiak, P~ és P*

pontok nem azonos magassagban helyezkednek el. A futokorsugar-kiilonbség jelolése:
Ar=r"—r" =21y + 03(y). (29)
A (29) osszefiiggés segitségével P~ és P* kozotti helyvektor
rp-p+ = —2bsinyi+ 2b cos yj + Ark (30)

alaku. Ezeket a helyvektorokat felhasznalva a kovetkezd alfejezetben felirhatjuk a rendszer

sebességéllapotat.

2.2. A kinematikai egyenletek felirasa

A kerék és sin érintkezési pontjaindl, azaz P~ és P* pontokban kiiszas 1ép fel, a kiiszasi se-
besség mind a két pontban kétkomponensd. Ahogy a 11. abran létszik, a sebességkomponen-

seket pozitiv irdnyba vettiik fel. P~ és P* pont sebességét felirva a komponenseivel:
Vp- = u i+ uyj, 3D
Vpe =y +uj. (32)

Irjuk fel még C pont, a kerékpér kozéppontjdnak sebességét! C pont az x tengely irdnyaba x

sebességgel halad, mig y tengely irdnydba y sebességgel. Ez alapjan

Ve = Xi+ yj. (33)
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11. abra. A vasuti kerékpar feliilnézetben és a kiszasi sebességek

Olyan kikotést tettiink, hogy a vasiiti szerelvény egyenletes sebességgel mozog, ha ennek a

konstans sebességnek az értéke v, akkor
X =v. 34

Mivel merev test modellt haszndlunk C pont sebessége kifejezhetd P~ pont sebességébdl
az alabbi képlet szerint:

Vc =Vp-+w XTrp-C, (35)

ahol w a merev test, azaz a kerékpar szogsebessége. Tekintsiik tigy, hogy a rendszer el6szor
z tengely kortiil fordul el, majd ezt kovetGen a kerékpar sajat szimmetriatengelye koriil is
elfordul, azaz

w = YK + @egym. (36)

Jr ayr, mig ¢ a ¢ 4ltalanos koordindta idS szerinti differencidltjat jeloli. Az 6sszefiiggésben
tovabba ey, a kerékpdr szimmetriatengelyének irdnyegységvektora. Mivel el6szor a z tengely
kortil fordul el a modell, ezért a kerekek elforduldsa mar az elfordult szimmetriatengely kortil

kovetkezik be. Ez alapjan az irdnyegységvektort a kovetkezd alakban kell felirnunk:
€sym = — sin i + cos yj. 37
Tehat w-t megkapjuk (37) egyenletet (36)-be helyettesitve:
w = —@sinyi+ ¢ cosyj+ yk. (38)
Helyettesitsiik be (35)-be (28)-t, (31)-t, (33)-t, valamint (38)-t! fgy a
X+ yj = ugi+upj+ (—@singi+ @cosyj+yk) X (=bsingi+bcosyj+rk)  (39)
osszefiiggést kapjuk. Elvégezve a vektoridlis szorzast, valamint 6sszevonva az i, j, k-s tagokat:

Xi+ j = (uy +r7¢cosy — by cos )i+ (uy + @siny — by siny)j+
+ (b siny cosy — by siny cosy)k. (40)
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Lathato, hogy a k-s tag kiesik. (40) egyenletet el§szor i-vel, majd j-vel skaldrisan szorozva a

kovetkezd két skalar egyenlethez jutunk:
X =u, +r ¢cosy — by cosy, 1)

Y =uy, +r @sinyg — by siny. 42)
Ezzel megkaptunk két, egymastol fiiggetlen kinematikai egyenletet.
Az elébbi médszerrel felirhatjuk P* sebességét P~ pont sebességével kifejezve:

Vp+ = Vp- + W X I'p-p+. 43)

Mivel ugyanarrdl a testrdl van sz, a képletben w megegyezik a (38) Osszefiiggéssel. A (43)

egyenletbe behelyettesitve (31)-t, (32)-t, (38)-t és (30)-t a kovetkezd Osszefiiggéshez jutunk:
uyi+uyj = ugi+ulj+ (—@singi+ ¢ cosyj+ yk) x (=2bsin i+ 2b cos yj + Ark). (44)
A vektoridlis szorzast elvégezve, illetve rendezve a tagokat:

uyi+uyj = (u; —2byr cosy + ¢ cosYAr)i + (uy; — 2bys sing + ¢ sinyrAr)j+
+ (2bg siny cosy — 2b¢ siny cos )k, (45)

Lathato, hogy a k-s tag kiesik ebben az Osszefiiggésben is. Szorozzuk meg (45) egyenletet

skaldrisan i-vel, majd j-vel. Ekkor a kovetkez$ két skalar egyenletet kapjuk:
Ul = u; — 2byr cosy + @ cosyAr, (46)

uy = uy —2by siny + @ sinyAr. @7

Ezzel szintén két, egymastdl fliggetlen kinematiai egyenletet kaptunk.

Oldjuk meg az (34), (41), (42), (46), (47) 6t egyenletbdl all6 egyenletrendszert &—re, ¢-re,

u;—ra, y-ra és x-ra!

o U rt —uyr” +vAr
b(r=—+r*)cosy ’

- +

2v —uy —uf

$= (r=+r*)cosy’
. _ tany[vAr —uirT +ulrt] (48)
y =ty + ——— ’
rT+r

y=uy +tany (v —uy),
X =v.
Kaptunk tehét 6t, egymastol fiiggetlen, sebességeket leiré egyenleteteket, amelyeket pusztan

a rendszer kinematikai jellemzg6ibdl irtunk fel, dinamikat nem hasznalva.
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2.3. Linearizalas és kinematikai rezgések

Vizsgaljuk meg, hogy viselkedik a rendszer centrdlis, kuszasmentes esetben! Ekkor y = 0,

Y =0, illetve auy = uy = uf =uy = 0. A (48) egyenletrendszerbdl igy a kovetkezd adddik:

y
¥ =0,
o=
R’ (49)
y=0,
X =v.

Ez azt a mozgést irja le, amikor a kerékpar egyenletesen forog, egyenletesen halad eldre,

+

mikozben mind a rezgéseket jellemzS y €s , mind a kuszast jellemzd u, uj 3

uy és u
mennyiségek nullak. Igy ezek az osszefiiggések a tiszta gordiilés esetét irjak le.
Figyelembe véve, hogy csupdn a kis elmozduldsok esetét vizsgaljuk, tehat a kidszési
jellemzdk, azaz y, ¥, u,, Uy, uy, u;’ lényegesen kisebbek, mint 1, linearizédlds végezhetd
el. A linearizalasbol adodoan siny = ¢ és cosy =~ 1. (3) Oszefiiggésekbdl adododik, hogy
h*y tag elsérendben kicsiny R-hez képest, ezen kiviil pedig csak mdsodrendben, vagy annal
magasabb rendben kicsiny mennyiségek szerepelnek R mellett, igy linearizdlva r~ =~ R és
r* ~ R. Viszont Ar-nél a két sugdr kiilonbsége szerepel, amely —24*y + O3(y) alakban 4ll.
Ez az Osszefiiggés linearizdlva —2h*y-t ad, hiszen a masodrendben, vagy anndl magasabb
rendben kicsiny mennyiségek az elsérendben kicsiny y-os tag mellett elhanyagolhatdak. Ez
alapjan:
Ar ~ =2h*y. (50)

A (48) egyenletrendszert linearizalva:

V= TR
¢:_ux+u; v
2R R’
+ _ (51)
uy =y,
y=u, +yv,
X=v

Figyeljik meg, hogy (51) egyenletrendszer harmadik egyenlete kiadja a szakirodalomban
is szerepl$ feltevést, azaz hogy a kerekek kiuszdsi sebességének y irdnyd komponense
nagysagban és irdnyultsagban is megegyezik egymassal. Egy tovabbi észrevétel, hogy ugyan-
ezen egyenletrendszer els§ és masodik egyenletében onmagaban nem szerepel u;, vagy u},

csupdn ezek Osszege, vagy kiilonbsége. Erdemes igy bevezetni két 6j kiiszdsi mennyiséget:

Uy = ——%, (52)
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ul +u;
2
u, alongitudinélis kiszasok kiilonbségét fejezi ki, ezt aszimmetrikus kiszasi sebességnek

Ug =

(53)

nevezziik. ug pedig az atlagos longitudindlis kuszési sebesség, azaz roviden szimmetrikus
kuszasi sebesség. Ezek mintdjara helyettesithetjiik uy -t €s u;—t a
+ —
uy +uy

2

uy = (54)

mennyiséggel, ahol u; a lateralis, azaz y iranyu kuszasok atlaga. Linearis kozelitésben uy, =

uy, ebbSl u; = uy; = uj adédik. Haszndljuk fel ezeket az egyenleteket (51) tjboli felirdsahoz!

. ug VR
v T R
p=—"
R R (55)
y=u+yv,
X =v.

Ezek az egyenletek részben Osszefiiggést adnak a kiiszasi sebességek és az altalanos
koordinatak derivaltjai kozott, részben pedig az x = v kinematikai kényszert foglaljak ma-
gukban. Mivel a rendszer négy szabadsagfoki, a geometriai konfiguracié négy éaltalanos
koordinataval irhat6 le. Kikotottiik, hogy a jarmi egyenletes v sebességgel halad, ez egy
kinematikai kényszert jelent. EbbGl az kovetkezik, hogy a rendszer sebességéllapotat négy
valtoz6 helyett harom valtozéval tudjuk leirni. Ezen valtozéknak u,-t, us-t és u;-t valasztjuk,
hogy a sebességeket egyszertibb alakba irhassuk.

A rendszer gyorsuldsallapotit i, ¢ és y id6 szerinti médsodik differencidltjaval irhatjuk
le. Nyilvan X = 0, hiszen a vontat6 sebesség allandd. A (48) egyenletrendszer elsd, mésodik,

negyedik €s 6todik egyenletét differencidlva, majd linearizalva:

o= s *
Uy —uy  vh'

V=7 Rb”’

L Uy

$¥=""or (56)
y:u;+¢m

i=0.

(56) egyenletrendszer is felirhat6 (52), (53) és (54) felhasznéldsaval:

.Uy VR

‘ﬁ——?—Rb)’,

. Us

Y= R (57)
¥ =1+,

=0
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(55) és (57) egyenletrendszerek felhasznalasdval a dinamikai egyenleteket kifejezhetjiik
a kuiszasi sebességekkel, azaz az altalanoskoordinéta-derivaltak kikiiszobolhetdk.

Erdekességképpen mutassuk meg a tiszta gordiilés esetét! Ha nem 1ép fel kiszas, akkor
u; = u, = ug = 0 miatt a (55) egyenletrendszerbdl:

- vh*

l//——Rby

__V

=R (58)
y=yv

X=v

Kiszas nélkiili esetben ezzel a négy egyenlettel teljeskortien leirhat6 a kerékpar mozgasa €s

rezgésel. Eppen ezért a szakirodalom ezt az esetet kinematikai rezgésnek nevezi.
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3. A vasiiti kerékpar dinamikai egyenletei

Ebben a fejezetben felirjuk a vasuti kerékparra a merev testekre érvényes Newton-Euler
egyenleteket, hogy Osszefliggéseket kapjunk a kuszasi sebességek derivaltjaira. Ezen egyenle-
tek, illetve az el6z6 fejezetben kapott Osszefliggések segitségével feléllitjuk azt az 6tvaltozds

differencidlegyenlet-rendszert, amely leirja a vastti kerékpar rezgéseit.

3.1. Dinamikai modell

A 12. dbran a vasuti kerékpar modellje lathat6 elol- és feliilnézetben, a kerékparra hat6
erSkkel. A rendszer egy merev kerethez kapcsolddik Osszesen négy rugéval. Ez egy, iro-
dalomban szokdsos lehetGsége a rugalmas felfiiggesztés modellezésének (pl. [13]). Mivel
azonban az egyenletek felirdsandl a késdbb bevezetésre keriil6 egyenértékd rugomerevség
szamit majd, nincs jelentdsége a konkrét felfiiggesztési esetnek. Ebben a modellben a rugék
koziil kett§ a haladdsi irdnyra merdleges irdnyd, a kerekek kozéppontjdba vannak bekotve,
rugémerevségiik k1. Ezekben F| és ', rugéerd ébred. A masik két rugé a haladasi irdnnyal
megegyez0 iranyu, a C ponttdl d tavolsagra kapcsolddnak a kerekeket 0sszekotd tengelyhez.

Ezek rugémerevsége k», az érbredd rugéerdk F, illetve F, Pozitiv irdnyd y elmozduldst és

AZ

12. abra. A vasuti kerékpar modelljére hat6 erdk
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Y szogelfordulast feltételezve a rugderdk irdnydt az dbran lathat6 irdanyba vettiik fel.

A merev kereket F, hizéers vontatja a haladasi irdnnyal megegyezd irdnyba. A kerékparra
nehézségi erd hat, valamint a vonat silydbdl szarmazé er6 nyomja, ezeket a kerékpar
tomegkozéppontjaba, C pontba vesziink fel. A két kerék és a sin érintkezési pontjaiban

normalerd ébred, ezt N~ és N* jeloli. A kiiszoerdk szintén az érintkezési pontokban hatnak,

F;, €s F[, az x irdnyq, F, €s F{| az y irdnyd kuszderd-komponenseket jeloli.

3.2. A dinamikai egyenletek felirasa

[rjuk fel a rendszerre a merev testekre érvényes Newton-Euler egyenleteket! Két vek-
toregyenletet kell felirnunk, amely altaldnos esetben Osszesen hat skaldr egyenletre vezetne,
azonban most csupdn a dinamikdt leir6 hdrom komponensét vessziik figyelembe, azaz az
impulzustétel y komponensét, €s a perdiilettétel y, valamint z komponensét.

Az els6 egyenlet az y elmozduldsra adodik:
my = F; +F} +Fo, + FJ,. (59)

Tudjuk, hogy a rugéerd nagysaga aranyos a rugd megnyuldsaval, irdnya pedig ellentétes vele,

az aranyossagi tényezd a rugdmerevség. Tehat

F, =F =-ky. (60)
A kuszoeré komponensei felirhatok:
Fc_y = —Cyly, (61)
Fc+y = —cyu;. (62)
(60), (61) és (62) egyenleteket visszahelyettesitve (59)-be, valamint az egyenletet j-ra ren-
dezve: L
c
§=—2—y - = (uj +ul) (63)
m m

Helyettesitsiik be az y-ra kapott (57) egyenletrendszer-beli osszefiiggést, (55) egyenletrend-

szer elsG egyenletét és (54)-t (59) egyenletbe, majd rendezziik i;-re!

vh* kg v 2
1= -2— —Uy — — . 64
“ (Rb m)y+bu mcyul 64

Legyen k, egyenértéki rugomerevsége az y irdnyba bekotott rugoknak, figyelembe véve

a gravitacios merevséget [5] alapjan. Jelen modellben ez

ky =2k (65)
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osszefliggésnek adddik. Ez alapjan (64) egyenlet atirhat6

2he k 2
;= (v - —y) y+ Kua - Ecyul. (66)

Rb m b

alakba.
A masodik Newton-Euler egyenletet a z tengely koriili elfordulésra irhatjuk fel. A rugék

elmozduldsa d siny, amely linearizdlva (y << 1) dy. Igy a kovetkezd egyenlet adodik:
Tyl = —kad*y + bF., — bF},. (67)

Azegyenletben Jy, a z tengelyre szamitott tehetetlens€gi nyomaték, a kiszoerd-komponensek
pedig:
F_.. =—cyug, (68)

Fr =—cu’. (69)

(67) egyenletbe helyettesitsiik be (57) egyenletrendszerbdl az elsd képletet, valamint (52),
(55) egyenletrendszerbdl a harmadik egyenletet, illetve (68) €s (69) Osszefiliggést, €s fejezziik

ki 2i,-t!

2t kod?b h* 2b?
ua:(—v 2 ) _Y Coily. (70)

+ u; —
R Jsy R Jsu
Itt is érdemes egy egyenértékl merevséget definidlni, amely magédban foglalja a graviticids

merevséget is:
ky = kod®. (71)

Ez alapjan a masodik dinamikai egyenletet a

Zh* k. b h* 2b2
lig = (—V v ) _Y Colla (72)

+ uj —
R Uy R Jsy

alakban irhatjuk fel.

Az utolsé Newton-Euler egyenletet a szimmetriatengely kortili elfordulésra irjuk fel.
Jso$ = —RF_, — RF,. (73)

Behelyettesitve (57) egyenletrendszer mdsodik egyenletét, valamint (53), (68) és (69) képleteket,

az Osszefliggést pedig u,-re dtrendezve:

2R?
Uy = ———Cyllg. 74)
s

Osszegezve a 2. és a 3. fejezetet, egy 6t differencialegyenletbdl 4116 linedris differen-

cidlegyenlet-rendszerre jutottunk, amelyet a (55) egyenletrendszer els§ és harmadik egyen-
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lete, valamint a (66) és a (72) egyenletek adnak a

_ug Vh”
~ b "R
y - ul + 'ﬁV,
_ V2 ky LV 2
u = - —= —Uy — —CyUj,
! RbD m Y bt m
, v2h* kyb vh* 2h?
g, = |— + - u — Cxllg
R Js,/, R JSl//
, 2R?
Usg = = Cxlg
s

formaban. (55) egyenletrendszer tobbi egyenletét azért hagyhatjuk el, mert x és ¢ koordinatak

az egyenletek jobb oldalan nem szerepelnek, igy az egyenletrendszerrdl levalaszhatok. Ez

azt jelenti, hogy a modell invarians az x irdnyban val6 eltoldsra és a ¢ szoggel elforgatisra

nézve. Mas szdval ezen véaltozok nem befolyasoljak kozvetleniil a dinamikaét.

21



4. A vasiti kerékpar dinamikai vizsgalata

Ebben a fejezetben elvégezziik a rendszer dinamikai vizsgalatat. Megéllapitjuk, hogy a

kupossag €s a rugomerevségek hogyan befolyasoljak a rendszer kritikus sebességét.

4.1. A centralis mozgas vizsgalata

Legyen a rendszer allapotvektora

X=(ul, (76)

az allapotvektor derivaltja pedig

x=lu. (77

Tekintsiik (75) egyenletrendszer trivalis megoldasat, ahol
v
y

X=|u|= (78)

g

o O O O O

Us

Ez éppen a kerékpar centrélis, gordiild mozgasat adja vissza, amelyben y elmozdulas,
szogelfordulds, valamint a kdszasi sebességek is z€rus értékiek. A (75) egyenletrendszer e
koriil az egyensulyi helyzet koriil linearizélva lett levezetve. A (75) egyenleteket matrixos

formaba irva a

0 — 0 -1 0
3 0 1 0 0 y
i | = s ki TOR S R (79)
W | 0" S Ee o |
i 0 0 0 0 el |u
s¢
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osszefiiggésre jutunk, amelyben

vh* 1
0 -2 0 -3 0
v 0 1 0 0
B-= vit _ 5 2., 0 (80)
2% k. b 2
S0 Sk e o
0 0 0 0o -
sQ
a rendszer egylitthatomatrixa.
4.2. A két szabadsagfokii modell alatamasztasa
Vizsgaljuk meg végiil (75) egyenletrendszer 6todik egyenletét:
2R?
g = ———Cyllg. 81)

Ez az Osszefiiggés onmagaban is megoldhatd, hiszen csak u, valtozd szerepel benne, igy ez
egy elsérendd, egyvaltozds, linedris differencidlegyenlet. Az ilyen jelleg( differencidlegyenlet
Y’(x) = CY(x) alakban frhat6 fel, amelyrdl ismert, hogy megolddsa Y (x) = Y(0)e“*. Ez

alapjan az egyenlet megoldasa
us =ug(t =0)e s, (82)

Ez egy exponencidlisan lecsengd fliggvény, hatarértéke a végtelenben nulla. Ebbdl az kovet-
kezik, hogy adott idS utan u, értékét nullaval kozelithetjiik, azaz u; =~ 0. Ebbdl visszakapjuk

a szakirodalomban feltételezett esetet, hogy u} = —u}, hiszen az (53) egyenletbsl ad6déan

u;+u; M)C X
ug = 2ot = 2ot =0, (83)

Igy kimondhat6, hogy nem hibds (23) egyenletrendszer, hiszen latszik, hogy u; dinamikéja
nem befolydsolja a tobbi valtoz6t, valamint a tobbi valtozé sem befolyasolja u-t. Rdadéasul
a kiilsG zavarok hatéséra 1étrejott u, szimmetrikus kdszdst a dinamika eltiinteti. fgy ez az

egyenet levalaszthat6 az egyenletrendszerrdl és kiilon vizsgalhato.

4.3. A rendszer stabilitasanak feltételei

A rendszer stabilitdsdnak vizsgdlatahoz B egylitthatomatrix sajatértékeit kell vizsgalnunk.

A sajatértékek a
det(B—-AI) =0 (84)
egyenletbdl hatdrozhatok meg, A értékeiként, ezeknek valds, illetve képzetes része is le-

het. A rendszer trividlis x = 0 egyensulyi helyzete akkor aszimptotikusan stabil, ha az
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Osszes sajatérték negativ valds részd. Aszimptotikus stabilitds esetén az egyensulyi hely-
zetnek létezik olyan kornyezete a fazistérben, ahonnét valamennyi megoldds az egyensulyi
helyzethez konvergal.

Ha a sajatértékek koziil van legaldbb egy pozitiv, akkor a rendszer instabil, azaz 1étezik
olyan, az egyensulyi helyzet kornyezetében inditott megoldés, amely az egyensulyi helyzett6l
eltavolodik. Specidlis eset, ha a sajatértékek mindegyike nemnegativ valds részi és van olyan
sajatérték, amelyik zérus valds részd, ugyanis ekkor a linedris vizsgélat alapjan nem tudjuk
meghatédrozni, hogy stabil, vagy instabil-e a rendszer. Ekkor nemlinearis stabilitdsvizsgilatra
lenne sziikség.

Jelen problémandl a matrix karakterisztikus polinomja

c b2 deeeyb®  ky Kk
PR ) B il I i LN
m sz sz,/, m sz

k kb2 4b 2t kyk 2R?
P LR L PO s LR LA | N PP ce| (85)
m.]sw m.]sw mRJW, sz¢, anp

det(B — AI) =

alaku lesz, amely otodfoku kifejezés, igy Ot sajatértéket varunk. A képlet alapjan a kifejezés
egy elsd- €s egy negyedfoki tényezore bonthat6. Ha a karakterisztikus polinomot egyenl§vé

tessziik 0-val, akkor az elsd sajatérték a

2

Al+=—c, =0 (86)

s

egyenletbdl adddik. Vagyis a A; sajatérték mindig negativ lesz, azaz nem okoz instabilitast.

A tobbi sajatérték analitikus meghatdrozasihoz, azaz a negyedfoki polinom gyokei-
nek megadasahoz bonyolult matematikai 0sszefiiggésekre lenne sziikség, negyedfokd meg-
olddoképletre. Mivel a stabilitds szempontjabdl nincs sziikség a sajatértékek pontos értékére,
csupdn a valds résziik elGjelének megallapitaséra, elegendd felhasznalni a Hurwitz-kritériumot,
amely azt mondja ki, hogy ha a karakterisztikus polinomja legnagyobb fokszdmu tagjanak
egyiitthatdja pozitiv, akkor a rendszer csak abban az esetben lesz aszimptotikusan stabil, ha a
karakterisztikus egyenlet egyiitthatdi és a Hurwitz-matrix bal fels6 aldetermindnsai is pozitiv
elgjeldek.

A karakterisztikus polinom

a0/14 + a1/l3 + a2/12 +azd+as =0 (87)
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altalanos alakra irhat6 fel, ahol

k kb2
a3:2(cy ,/,+c y )’

_Abcie i kyky
 mRIy  mly’

as

A Hurwitz-matrix negyedfoku polinom esetén

Osszegezve, a kovetkezd feltételek egyiittes fenndllasa sziikséges a stabilitishoz:

ay ajs 0 0

0
H4: apgp dadz day
0 ayp asj 0

0 apg az dag

ap > 0,
ay > 0,
ar > O,
az > 0,
aq > O,
det a4 > 0,

ap az

ayp as 0

det|ag ar aq| > 0.

0 a; as

(88)

(89)

(90)

Figyeljiik meg, hogy a (88) egyenletekben szerepl$ 0sszes mennyiség pozitiv elGjeld! Emiatt

ap > 0,a; >0,a; >0,a3 > 0é&s as > 0 automatikusan teljesiil.

A kifejezések alakjanak egyszerdsitésére vezessiink be ij mennyiségeket! Legyen

a rendszer y irdnyd,

2
ay = ky/m

ai = klﬂ/‘]ﬂﬁ

25

€2y

92)



pedig a rendszer ¢ irdnyud rugdkra szdmolt sajatkorfrekvencidja. Ezen kiviil jelolje

C cyV
C.b? c,vb? ©3)
e e
sy sy
normalizalt kiszasi tényezdket, illetve legyen
h*
= 94
{=7% 94
normalizalt kipossag. Felhaszndlva (91)-(94)-t, alakitsuk 4t (88) egyenleteket:
ap =1,
+
a= 222
v
WYe 2, 2
ay = 2 + ay + Qy s 95)
yyozi + ywoz%
a=——",
v
as =7yyyul + aiai.
Vizsgaljuk a két aldeterminénst!
a1 as yyy?p + (73 + VZQi) Yo + v2a§yy
det = 3 >0 (96)
ap a v

Mivel az 6sszefiiggésben szerepl$ Osszes mennyiség pozitiv, a determinans értéke is pozitiv
elgjeld, igy ennél is, a paraméterektsl fliggetleniil teljesiil a stabilitds feltétele. A masik
determindnsra:
ay asj 0
3 2.2 ,.3 2 2., .3 2 2).2.2

det|ag ar a4|=- (yyyl/, + Zyyyw + 7y7¢) vl + Yy Yy — (—oz¢ - ay) YyYy—
o7
0 a 1 as

[(—a; + 2a§a?p - a;‘) vzyy - aﬁ,yi] > 0.

Errdl az Osszefiiggés mar lehet negativ is, a stabilitdsa a paraméterektdl fiigg. Mivel a gya-
korlati cél legtobbszor annak a maximdlis sebességnek a megéllapitdsa, amely esetén még
stabil a rendszer, a kovetkez$ alfejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy ez hogyan fligg a tobbi

tényezGtdl.

4.4. A paraméterek hatasa a kritikus sebességre

A vastiti kerékpar esetében tobb paraméter véltoztatasara van lehetdség, amelyek koziil

a dolgozatban harom tényezd hatdsét vizsgdjuk. El6szor is médosithaté a kerék kipossagi
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jellemzgje, példaul a kerék esztergalasdval. Mésodszor, a két sajatkorfrekvencia, cx% és ai/

modosithaté méas merevségli rugok, rugalmas felfiiggesztések haszndlataval. A paraméterek itt

hasznalt konkrét értékei [10]-b6l szarmaznak. Ezek alapjan a hasznalt paraméterek szamszerd

értékei:

R =0.43m,

b =0.7465m,

m = 2000kg,

(98)

Jsy = 685kg - m?,
C,=89-10°N,
C,=8.8-10°N.

Mivel a kritikus sebesség meghatarozasa a cél, fejezziik ki (97)-bol v sebességet (természe-

tesen csak a fizikailag értelmes gyokét vizsgéljuk):

(o + ) (a3 + 2y, )
Verit = 5" (99)
(7y + )2 — (o, — a%)
Vagyis a modell szerint, ha a jarmd eléri ezen kritikus sebességet, a kerék centralis mozgésa
instabilla valik.

4.4.1. A kiupossag hatasa a Kritikus sebességre

Vegyiik adottnak a rendszer két rugalmas tagjat k, = 2 - 10°N/m és ky =1.5"- 10°N/m
rugémerevségekkel. Ekkor a), = 31.621/s és ay = 46.8 1/s sajitkorfrekvencidk adédnak.

h* egyenértéki kipossag és a kritikus sebesség Osszefiiggését a 13. dbra mutatja. Latszik

T T T T
140 b

120 B

100 b

a0 B

¥[m/s]

60 -

40

20 -

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
13. abra. Az egyenértéki kipossag hatdsa a kritikus sebességre

az abran, hogy a kupossig csokkentésével lehet novelni a kritikus sebességet. Ez a gya-

korlatban azt jelenti, hogy a kupszoget kell csokkenteni. Ugyanakkor a (10) Osszefiiggés
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alapjan a kipossag csokkentése a laterdlis kitérések novekedésével jar, igy ezt a szempontot
mindenképpen mérlegelni kell.

A kerék hasznalata soran kopik, és ezaltal novekszik a kiipossaga. Az dbra alapjan lathato,
hogy ha példdul 0.3 a kipossdg, akkor mar 40 m/s sebességnél, azaz 144 km/h sebességnél
és instabil lesz a jarmd. Ezért kimondottan fontos a kerekek idGszakos vizsgdlata, és ha

s

sziikséges, kisebb kipossagra torténd koszoriilése.

4.4.2. A felfiiggesztés merevségének hatasa a kritikus sebességre

Ebben az alfejezetben a kupossagot adottnak vessziik, h* = 0.3. Azt az esetet, amikor
ay adott értéke (46.8 1/s)mellett a,, fiiggvényében vizsgaljuk a kritikus sebesség valtozasat,
a 14. 4bran lathatjuk, mig ha «,-t vessziik adottnak (31.621/s) és a, hatdsat vizsgéljuk, a
kritikus sebesség valtozdsa a 15. abran szerepel. Arra az eredményre jutottunk, hogy mindkét

esetben a nagyobb sajatkorfrekvencidk novelik a kritikus sebességet. Nagyobb korfrekvenciat

¥[my/s]

20 - b

0 1 1 1 1 1 1 1
] 20 40 60 a0 100 120 140

a_y[1/s]

14. dbra. a, hatdsa a kritikus sebességre

v[m/s]

0 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 &0 a0 100 120 140

o_y[1/g]

15. dbra. «, hatasa a kritikus sebességre
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(91) és (92) alapjan gy értheiink el, hogy a rugémerevségeket noveljiik, hiszen a tomeg,
illetve a geometriai jellemzdk édltaldban adottak, nem mddosithatéak.

Vegyiik észre, ha ay, sajatkorfrekvencidji rugalmas elemet elhagyjuk a rendszerbdl, akkor
30m/s, ha o sajatkorfrekvencidji rugalmas elemet hagyjuk el, akkor koriilbeliil 26 m/s lesz a
kritikus sebesség. Mindkét esetben az értékek az lizemi sebességtartoményba tartoznak, azaz
el6fordulhat, hogy a jarm{ lizeme sorédn atlépi ezeket az értékeket, és ezért stabilitasvesztés

kovetkezik be. Ezért fontos mindkét rugalmas elem hasznalata.
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5. A stabilitasi feltételek ellenorzése szimulacioval

A feladatot megoldottuk a 4.4 alfejezetben szerepld paraméterekkel szimuldcids tton
is. Ehhez a negyedrendd Runge-Kutta médszert hasznéltuk fel, 0.0004 s-os 1€péskozzel. A
kritikus sebességre 39.44 m/s addédott. A (75) egyenletrendszerbe igy a kritikus sebességet
helyettesitve y kitérésre a 16. dbran lathato fiiggvényt kaptuk megoldédsul. Lithatd, hogy ez

y[m]

16. abra. y kitérés az idé fiiggvényében a kritikus sebességnél

egy alland6 amplitiddju rezgés.

Ellenérzésképpen vizsgaljuk meg a kritikus sebességnél kisebb (35m/s) €s nagyobb
(45 m/s) sebesség esetén y kitérést! A 35 m/s sebességre adddott fiiggvény a 17. dbran, a
45 m/s-es sebességnél jellemzd fliggvény pedig a 18. dbran lathaté. A kritkus sebességnél
kisebb sebességgel halad6 jarmi esetében tehat a kitérések az iddvel csokkennek, a rezgés

csillapodik, igy stabil marad a rendszer, id6vel az egyensilyi helyzetbe tér vissza. A kritikus

y[m]

t[s]

17. abra. y kitérés az idg fiiggvényében v = 35 m/s sebességnél
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y[m]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
t[s]

18. dbra. y kitérés az id§ fliggvényében v = 45 m/s sebességnél

sebességnél nagyobb sebességii jarmi esetében azonban a kitérések az idGvel nének, a rezgés
amplitiddja novekszik, igy a rendszer instabil lesz, soha sem fog tartésan az egyenstlyi
helyzetben maradni. Ez dgynevezett ongerjesztett rezgés, ami azt jelenti, hogy a kiils6 erd
nem periodikus, hanem a rendszer maga ,,alakitja” a kiislé gerjesztést (azaz a vontaté erét)

rezgéssé.
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Kovetkeztetések

A dolgozatban megvizsgaltuk a vasuti kerékpar rezgéseit kinematikai és dinamikai
modszerekkel. Ebbdl adddott, hogy az eredetileg négy szabadsagfoku rendszert elég pusztan
két szabadsagfoku rendszerként vizsgélni, ugyanis az egyenletes v sebességgel torténd haladas
kinematikai kényszere mellett a ¢-t tartalmazé tagok levélaszthatok az egyenletrendszerrdl.
Emellett a dinamikai vizsgélatb6l adédott ¢-t tartalmazéd Osszefiiggés is fliggetlen a tobbi
valtozotdl, azaz szintén kiilon vizsgalhato.

Masrészt megéllapitottuk azt a kritikus sebességet, amelyet atlépve a rendszer instabilla
valik. Megvizsgéltuk, hogy a kritikus sebesség novelhetd a kipossag csokkentésével, vala-
mint a rugémerevségek novelésével. A feladatot szimuldcidval is ellendriztiik.

A dolgozatban feltettiik, hogy a kerék mozgasa nem hat vissza a jarmtre. Egy késGbbi
vizsgalat targya lehet ennek a feltételnek a felolddsa. Relevédns vizsgélat lenne tovabba a
giroszkdpikus hatds, a kaszds 4ltal 1étrehozott nyomaték hatasa, a stabilitdsvizsgalat nem-
linearis esetben, valamint a teljes jiormimodell vizsgalata, amely két kerékparbdl és egy

merev kocsibdl all.
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