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1. Bevezetés

1.1. Definicié. Legyen k > 2 rogzitett egész szam. Pdronként kilonbozé nem nulla
raciondlis szamok egqy {a1,as, ...,a,} halmazdt k-adik hatvany raciondlis Diofantikus n-

esnek mondjuk, ha barmely 1 <1 < j <n esetén

k
aa;+1=r;

valamely r;; raciondlis szamok vdlasztdsa mellett.

Két természetes probléma fogalmazhaté meg. Mennyi eleme lehet egy Diofantikus hal-
maznak, tovabba adott elemszam esetén mi allithaté az ilyen tulajdonsdgu halmazok
szamossagarol? A kérdések kiterjedt, régre nyuld, ma is aktiv szakirodalommal rendel-

keznek.

Az n = 2 eset trivialis. Legyenek a # 0 és r* # 1 racionélis szdmok. Ekkor

=
a,
a

egy k-adik hatvany raciondlis Diofantikus par. Amennyiben a és r egész szamok gy, hogy

a osztdja (r¥ — 1)-nek, akkor a par is egész értékii. Az irodalomban klasszikus esetnek
éppen a k = 2 hatvany és az egész értékii Diofantikus halmazok szamitanak, igy ezekrol

ejtiink els6ként szot.

Az

13817 105
16" 16" 47 16

} és  {1,3,8,120}

négyeseket Diophantos [13] és Fermat[l] munkaiban taldlhatjuk. Utébbi megfeleltetheté

az Euler [8] altal konstrualt

{a,b,a+b+2r 4r(r+a)(r+b)}

végtelen csaldd egy elemének, az (a,b) = (1,3) vilasztds mellett, ahol {a,b} egy Dio-

fantikus pér, tovabba 72 = ab + 1. Sokdig megoldatlan sejtés volt, miszerint nem létezik
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otelemii Diofantikus halmaz csupa egész szamokbol. Hosszi idon 4t a legerésebb eredmény
Dujella [6] nevéhez kothetd, miszerint legfeljebb véges sok ilyen halmaz 1étezik és ezekre
effektiv felsé korlat adhatd. 2019-ben He, Togbe, illetve Ziegler [12] kozos kutatdsdnak

koszonhetéen kertilt végiil igazolasra a sejtés.

Tovabbra is a k = 2 valasztassal tekintsiik most az dltaldnos raciondlis esetet. Euler [9]
adta az els6 példat Diofantikus 6tosre, a

4
{1,3,8, 120, 7480 }

8288641

halmaz éppen Fermat négyesének egy bévitése. Stoll [15] igazolta, hogy a fenti raciondlis

tort az egyetlen lehetséges bovités. Az elsé példa Diofantikus hatosra a

19271927 277 277 48 7 16
volt, mely Gibbs [11] nevéhez kéthetd.

{11 35 155 512 1235 180873}

2017-ben Dujella, Mikic, Kazalicki, Szikszai [7] belattdk, hogy végtelen sok Diofantikus
hatos 1étezik, hetesre azonban még egyetlen példat sem ismeriink, tovabba nem ismert ab-

szolut felso korlat sem a masodik hatvany raciondlis Diofantikus halmazok elemszamara.

Vegyiik most az altalanosabb hatvanykitevoket gorcsé ald. A klasszikus esettel el-
lentétben a k > 3 valasztassal nincs dokumentalt négyes, de mar harmasok végtelen
csaladja sem lelheto fel a szakirodalomban. A mi kontextusunkban a legrelevansabb
eredmények Bugeaud és Dujella [2] nevéhez kothetdk, akik egyrészt abszolit felsé
korlatot adtak a lehetséges egész értékii Diofantikus halmazok méretére, masrészt néhany
egyszerii példat is mutattak harmasokra k = 3 és k = 4 esetekben, nevezetese a
{2,171,25326} és a {1352,9539880, 9768370} halmazokat.

Jelen dolgozatban figyelmiinket eleinte a racionalis Diofantikus halmazoknak szenteljiik,

kezdetben altalanos, majd specializalt hatvanykitevok valasztasa mellett.

A masodik fejezetben a kitevétol fiiggetlentl naiv numerikus leszamlalassal kapott
példdkat mutatunk be, melyekben paraméteres csaladok mintait ismerhetjik fel. FEzt
kovetden definidljuk az tgynevezett Diofantikus parok altal indukélt gorbéket, tovabba

azok néhany alapveto tulajdonsagat ismertetjiik.

A harmadik fejezetben a klasszikus & = 2 esetet tekintjik. Célunk az indukalt

gorbéken alapuld geometriai modszerek hasznalata mar ismert eredmény igazoldsara. Bi-
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zonyitasainkban els6sorban Lemmermeyer [14] Pell-kipszeletek aritmetikdjaval kapcsola-

tos vizsgalataira tamaszkodunk.

Az utolsé fejezetben a k = 3 esetet részletezziik. Definidljuk a 3-leszallas homomorfizmust
és ennek segitségével elégséges feltételt adunk bovitések konstrukcidjara. Megmutatjuk,
hogy néhany kivétellel tetszoleges harmadik hatvany Diofantikus par végtelen médon
bovitheto harmassd. Végezetiil ismertetiink egy naiv kereséssel kapott paraméteres har-

madik hatvany Diofantikus négyes csaladot is.



2. k-adik hatvany Diofantikus halmazok

Ebben a fejezetben az altalanos hatvanykitevo vizsgalatat helyezziik fékuszba. Numerikus
kereséssel példakat mutatunk raciondlis Diofantikus harmasokra, melyek tobb egyszert
parameterikus csaladbdl szarmaznak. Ezt kovetoen definidljuk az tigynevezett Diofantikus

parok altal indukalt gorbéket, majd ismertetjiik azok néhany alapvetdé tulajdonsagat.

2.1. Racionalis Diofantikus harmasok

Egy elére rogzitett abszolit magassdgig!, tetszOleges k esetén generdlhatjuk az oOsszes

k-adik hatvany Diofantikus part. Ezeket a parokat bovithetjiik egy 1jabb

rk—1
CcC =

a

elemmel, ahol r € Q. Az egyetlen ellenérizend6 tulajdonsdg, hogy a bc + 1 kifejezés

valamilyen 7’ racionalis szdm k-adik hatvéanya legyen.

A fenti keresés szamos eredményt ad mar egészen kicsi abszolit magassag esetén is, példaul

a

13 17 1 15 1 31
{_57572}7 {_57574}7 {_Z7Z74}7 {_Z7§78}

k-adik hatvany Diofantikus halmazokat, ahol k = 2, 3,4, illetve 5. Amennyiben k paros a

kovetkezo paraméterezést fedezhetjiik fel:

1 2F—-1 k}
abct=4—— 2~ o5l 1
whe = {5 )

2

Amennyiben k paratlan, ugy

1 2—1 1
{a,b,c}:{— T R ,2k2}. (2)

273 272

Legyen r = IE) € Q ahol ged(p, q) = 1. Ekkor r abszolit magassigan H(r) = max{|p|, |q|} kifejezést
értjiik.



Mindkét esetben:

RL
ab—|—1:{§} és be+1=2F

mig

0 hak=0 (mod 2)
ac+ 1=

—1 hak=1 (mod 2).

Ha a kitevo paratlan, igy tovabbi mintak azonosithatéak be. Eloszor vizsgéaljuk a

709 31 33 127 129
R 2, 0= o 128, — =
{8’8’ 8}’{3’32’ 32}’{ 5 128’ 128} 3)

héarmasokat, majd a

1 1 1
—= 1,33, —— 127,129, —— 4
{7’ 97 8} Y {3 7337 32} ) { 77 97 128} ( )

harmasokat, ahol k£ rendre 3,5, illetve 7. A kovetkezé paraméterezéseket hasznalhatjuk.
A (3) esetben

9k 1 —9k 1
{@,b,c}:{Qk, STERIY: }

Ekkor

1
ab+1=2" act+l=(=2)" & betl=—cg

A (4) esetben

1
{a,b,c} = {2k—1,2’f+1,—?}. (6)

Ekkor

1 1
_ 92k _ / _
ab+1 =27, ac+1——2k és bc+1———2k.
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Vegyiik észre, hogy a fentiekben a kovetkezo allitas igazolasat végeztiik el.

2.1. Allitas. Barmely k esetén létezik k-adik hatvdny raciondlis Diofantikus hdrmas.

Vegyiik észre, hogy az el6z6 konstrukciok konnytiszerrel altalanosithaték. Ha k paros az

(1) esetben, akkor tetszéleges r # 0, +1 raciondlis hatvédnyalapot helyettesitve

1 rF—1

AP EREI "

Ve

Ekkor

1k
ab+1:(—), ac+1=0 &  be+1=r*
T

Ha k péaratlan az (5) és a (6) esetekben, gy szintén egyszeri helyettesitést végezhetiink.

ElSbbire

ebben az esetben

ab+1=r" ac+1=(—r)* és be+1=——
,

mig utobbira

1
{a,b,c} = {rk —1,r"+ 1,—T—k}.

Ekkor

1 1
ab+1=r?, ac+1=— és be+1=——.
r r
A (2) ilyen médon torténd dltalanositdsa egy kicsit bonyolultabb. Ha tetszéleges r-et

helyettesitve a formulaba azt kapjuk, hogy




A probléma felolddsahoz legyen r = 1 — s* valamilyen raciondlis s # 0, 1 esetén, igy

o2 T

1 rF—1 e
{a,b,c}:{— 1 ka1 o 2 }
2

k-adik hatvany racionalis Diofantikus halmaz lesz, hiszen

k
1

ab—|—1:<—> , ac+1=s", be+1=r"
r

Ezek alapjan a kovetkezot allithatjuk.

2.2. Tétel. Barmely k esetén végtelen sok k-adik hatvany raciondlis Diofantikus hdrmas

létezik.

2.3. Megjegyzés. Fzen paraméterezések nem fedik le az 6sszes harmast. Példaul konnyt
szamolassal adddik, hogy az {1, —35/8,63} halmaz egyik csalddba sem tartozé harmadik

hatvany racionalis Diofantikus harmas.

A tovabbiakban egy masik megkozelitést alkalmazunk.

2.2. Indukalt gorbék

2.4. Definicié. Legyen az {a,b} k-adik hatvany Diofantikus pdr. Ekkor a

Cop : (ay +1)(by +1) = 2"

affin algebrai gorbét az {a,b} pdr dltal indukdlt gorbének nevezziik.

Lathat6, hogy barmely raciondlis ¢, amely az {a, b} part harmassa béviti megfelel a C
valamely raciondlis pontjaban? szereplé y koordinatdnak. Tovabbé vegyiik észre, hogy
amennyiben valamelyik koordinata 0-nak valasztjuk, tgy adédik, hogy a C,; gorbén az

alabbi raciondlis pontok szerepelnek:

o a-(0-2). s (ol

2A G, racionldsi pontjain a C,,(Q) = {(z,y)|(ay + 1)(by + 1) = 2*, (z,y) € Q x Q} halmazt értjiik.

P
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A tovabbiakban megmutatjuk, hogy ezen gérbék biraciondlis transzformaciok segitségével

aritmetikailag kedvezobb alakra hozhatdak. Pontosabban.

2.5. Allitas. Legyen Cap az {a,b} pdr dltal indukdlt gorbe. Ekkor paratlan k esetén az

(ab)*=1/2(q + b)
2

X = abx és az Y = (ab)FY/2y 4

biraciondlis vdltozotranszformdaciok az aldbbi, modellre vezetnek

k—1 2
vk ((ab) 2<a—b>) |

Pdros k esetén az

(ab)*/*(a + b)

X = abx és az Y = (ab)*/* Ty + 5

transzformdciokkal a gorbe egyenlete

2
b)2(a—b
YV abXt 4 <%>
alakra hozhato.
Bizonyitds. Az indukalt gorbe egyenletének tagjait kibontva kapjuk, hogy

aby? + (a+ by + 1 = 2",

Ha k pédratlan, akkor mindkét oldalt megszorozva (ab)f-nal és teljes négyzetté alakitva
adédik, hogy

Tovabb alakitva



(<ab>k;1y+ %) (55t

Ha k paros akkor mindkét oldalt (ab)®*1-nel szorozva és teljes négyzetté alakitva hasonld

szamitassal kapjuk az allitas eredményét. O]

A fenti biracionalis transzformaciok alkalmazédsaval, a P, A, B pontok péaros k esetén az
alabbi

o (ab’ <ab)k/22<a - b))

e (O’ (ab)’“@(a—b))) o (0’_(ab)k/22(a—b)>’

mig paratlan k esetén

. (ab’ (ab)<k1>2/2(a + b))

v (o (ab) 572 — D). w= (o (ah) 42 — )

2 2
koordinataparokkal irhatok.

Tovabba ezen gorbék a kovetkezo alapveto tulajdonsagokkal rendelkeznek.

2.6. Allitas. Cop nem szinguldris.

Bizonyitds. Legyen

F(x,y) = (ay +1)(by + 1) — 2"

A szingularis pontokat C,;-n az aldbbi egyenletrendszer hatarozza meg:

F(z,y) =
2 F(x,y) =0
LF(2,y) =0



A masodik egyenletbél kx*~! = 0, igy x = 0 adédik. Ekkor F(0,y) = (ay+1)(by+1) = 0,
ebbdl kovetkezik, hogy y = —1/a vagy y = —1/b. Ezt a harmadik egyenletbe helyettesitve
kapjuk, hogy

a(—é—kl):(),
a

melybol a = b adddik, ami ellent mond az 1.1 definicioban szereplé paronként kiilonb6zo
feltételnek. O

A gorbék osztélyozdsat a geometriai génuszuk® szerint végezziik. Ezek alapjan adédik,

hogy a gorbe

e k = 2 esetben Pell-ktpszelet,
e k = 3,4 esetben elliptikus gorbe,

e k > 5 esetben hiperelliptikus gorbe.

A dolgozat tovabbi részeiben a k = 2 és a k = 3 esetekre fogunk Gsszpontositani.

3A dolgozatnak nem targya a geometriai és/vagy aritmetikai génusz preciz definidldsa, de esetiinkben a
nem szinguldaris gorbék kapcsan elegendo a génusz-fokszam formula hasznalata. Eszerint a gorbe projektiv

modelljét tekintve az ad6dé polinom fokszamat d-vel jelolve, a génusz éppen %.
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3. Masodik hatvany Diofantikus halmazok

Ebben a fejezetben célunk mér ismert eredmények tjszerii geometriai megkozelitésbol
torténd vizsgdlata. Elsésorban Lemmermeyer [14] Pell-kipszeletekkel kapcsolatos, va-
lamint Dujella [4, 5], a klasszikus k = 2 esetben végzett Osszefoglalé munkaira

tdamaszkodunk.

3.1. Indukalt gorbe k = 2 esetben

A k = 2 esetnél az indukalt gorbe a

Cop: (ay +1)(by+1) = x>

modellel irhato le, melyet az alabbi, aritmetikailag szerencsésebb, alakban frhatunk

Lyt X2 —dY? =4,

ahol

4x a-+b 4 i B
Y_(a—b)’ X—(aby+ 5 )(a—b> és d = ab,

és d négyztementes egész.* A standard pontok a transzformalt gorbén a kovetkezbek:

a+b 4
Pr=(220 2 ) a=(@20), B=(-20)
(22505 2,0) (~2,0)
Definialjuk a C' raciondalis pontjain értelmezett Osszeadast a kovetkezdképpen. Legyen
N = (2,0) neutralis elem. A P+ () = R esetén legyen R a gorbe mésodik metszéspontja
a P() egyenes N-en athaladé eltoltjaval.

3.1. Allitas. Legyen P = (r,s) és Q = (t,u) € C(Z).Ekkor

(2054”4 rs ) ha P = Q

r2—ds ? Tr2—ds?

A(s—u)?+(r—t)? (r—t)(s—u)
<2A(5_u)2_(7"—t2)’4A(s—u)2—(r—t)2> ha P # Q

P+Q=

4Az x és y valtozdcserét az eddigi szakirodalomba torténé elhelyezkedés jegyében hajtottuk végre.
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3.2. Megjegyzés. [14] els esetében a P+ Q = (r* — 2, rs) kifejezés szerepel. Vegyiik észre,
hogy ez a formula nem elégiti ki az 22 — dy? = 4 egyenletet. A bizonyitds soran apré

szamolasi hibat talaltunk, ezért magunk vezetjik le a bizonyitas ezen részét.

Bizonyitds. Legyen P = (r,s),Q = (t,u) és N = (2,0). Az N-en atmend egyenes egyen-
lete Y = m(X —2). Ha P = @, a PQ egyenes meredeksége a P beli érinté meredeksége,

melyet derivaldssal kaphatunk meg.

2x — 2dyy’ =0
Ebbdl ¢ kifejezve adédik, hogy
= T T
B dy ds

Az egyenes és gorbe metszéspontjat a kovetkezo egyenletbdl kaphatjuk meg:

(X —2)[X +2—dm*(X —2)] =0.

Ha X = 2 az N pont adddik, a masik metszéspontot az

dm? + 1

X=2—
dm? — 1

m = - kifejezést helyettesitve kapjuk, hogy

r? + ds?
X=2—
r2 —ds?
Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy
4rs
Y =——.
r? — ds?

]

3.3. Tétel ([14] Proposition 1.2). A 3.1-ben definidlt dsszeadds zdrt az egész pontokra

nézve.
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3.2. Bovitések

Dujella [4] egy {a, b, c} Diofantikus hdrmasbdl kiindulva az

Eu.p: (ay + 1) (by + 1)(cy + 1) = 2?

elliptikus gorbét vizsgalta. Teljestil a kovetkezo allitas.
3.4. Allitas ([5] Proposition 1.). Legyen {a,b} mdsodik hatviny értéki Diofantikus pdr.

Ekkor egy S € E,,(Q) pont y-koordindtdja pontosan akkor bévités, ha S — P € 2E,,(Q).

Ennek analégidjaként igéretes stratégianak tiinik a (2m + 1)P alakd pontokat vizsgélni,

ahol m € Z \ {0, —1}. Alkalmazva a pont 6sszeadds formulat, legyen

a+b
p— P f— e
c=y(3P) 8a2—2ab+b2
és
3 4+ 13a2%b + 13ab? b3
d—y(5P) =8 3a° + 13ab + 13ab” + 3 .
at — 4a3b + 6a2b? — 4ab3 + b*
Ekkor
Lo 90t +6ab+ b (Ba+b 2
ac a2 —2ab+v  \Na-0b) "
a2 + 6ab + 9b? a+3b\?
bc+1= = ,
a? — 2ab + b? a—>b

g1 25a* + 100a3b + 110a2b? 4 20ab® + b*  [5a® + 10ab + b2\
a — —
a* — 4a?b + 6a2b? — 4ab’ + b* (a —b)? ’
b 4 1 = @ 200% & 110a% + 100ab® + 256" (a® + 10ab + 5b° ?
B a* — 4a3b + 6a2b? — 4ab® + b* B (a —b)?

A négyessé valé bovitéshez sziikséges lenne, hogy

13



cd+1= a®—6a5b+15a2b%—20a3b3+15a2b* —6ab®+b5+192a%+1024a3b+1664a2b%+1024ab3 +192b%
o (a—b)®

teljes négyzet legyen, ami sajnos nem teljestil sziikségszeriien. A masik érdekes kérdés,
hogy mikor garantalhaté az egészértékiiség? Ebben a konstrukcidoban, ehhez mar a P

egészértékliségét is biztositani kell, azaz teljestilnie kell az
(a—0)4
(a —b)|2(a + b)

relacidknak. Ezen tulmenden az inverz transzformaciok, azaz az

x:Y(a—b) y:a—bX_a+b: (a—b)X —2a —2b

1
4 4ab 2ab 4 ab

eredményéiil kapott értékeknek szintén egészeknek kell lennitik. Egy megoldasa a felté-
telrendszernek az {a,b} = {t — 1,t + 1}, valamely t € Z esetén. Ezzel a véalasztassal egy
klasszikus eredményt kapunk nevezetesen az y(3P) = 4t,y(5P) = 16t3 — 4t, melyek nem
csak bovitései az {a,b} parnak, hanem teljesiil, hogy y(3P)y(5P) + 1 = (8t> — 1)? azaz
egy masodik hatvany Diofantikus négyeshez jutottunk.

14



4. Harmadik hatvany Diofantikus halmazok

Ebben a fejezetben a k = 3 esettel fogunk foglalkozni. A k = 2 klasszikus eset
analogiajaként, definidljuk a 3-leszallast és segitségével elégséges feltételt adunk a
boévitésekre. Megmutatjuk, hogy ezen feltétel nem sziikséges. Az utolsé szekciéban har-

madik hatvany Diofantikus négyesek egy csaladjat mutatjuk be.

4.1. Indukalt gorbe k = 3 esetben és a 3-leszallas

A 2.5 allitas specializalasaval kapjuk, hogy az indukalt gorbe

oy =2+ (—ab(a2_ b))2

alakra hozhat6. A trivialis pontok a gérbén a kovetkezoek:

Egyszert szamitassal kapjuk, hogy az A’ és a B’ rendje 3.

A fejezetben Cohen [3] explicit lefrdsét a haszndljuk a 3-leszalldsnak. Definidljuk a 3-
leszallas leképezést o : C, ,(Q) — Q*/Q*

1 ha R=0
a(R) =< (ab)2(a—b)> ha R=A
y—m ha R=(x,y) # A

4.1. Tétel (Cohen [3]). Az leképezés csoporthomomorfizmus, tovdbbd kera O 3C, ,(Q)

4.2. Harmasok konstrukcidja

A k = 2 esetben a megfelel bévitéseket az [5]-ben szereplé 2-leszallas klasszifikalja.
Informalisan fogalmazva, a megfelel¢ kiterjesztések és a trividlis valasztds megegyeznek
modulo négyzetek a leképezés mentén. Figyeljik meg, hogy a 3-leszallds 1ényegében

ugyanezt teszi, de modulo kobszamok. Ezek alapjan a kovetkezo eredményt kapjuk.
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4.2. Tétel. Legyen {a,b} harmadik hatviny raciondlis Diofantikus pdr. Ha P # T €
Cap(Q) dgy, hogy T — P € 3C,4(Q), akkor ¢ = y(T') kiterjeszti az {a,b} pdrt harmadik

hatvany raciondlis Diofantikus hdrmassd.

Bizonyitas. Ha
a(T") = a(P')

akkor definici6 szerint

a(P) = y(P') — ab(aQ— b) _ ab(a;— b) ab(a2— b) TS

Legyen r racionalis szam, ekkor teljesiil, hogy

bla — b
y(T') = 2ab*® + %

Alkalmazva az inverz biraciondlis transzformaciot kapjuk, hogy

1) - ab?rd + ab(t;—b) _ ab(t;rb) B r 1
SREI= a2b? N

melybdl adodik az allitas. m

4.3. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitdsban csupan az ay(T) + 1 = r3 részt igazoltuk, a
by(T) + 1 = r'* beldtasdhoz a 3-leszallas definiciéjaban B pontot kell hasznalni, melybél

kovetkezik az allités.
4.4. Lemma. Legyen {a,b} harmadik hatviny raciondlis Diofantikus pdr. Ekkor a P =
(1,0) rendje végtelen a Cyp-n, amennyiben a # —b,2b vagy %.
A bizonyitashoz sziikségiink lesz Fueter [10] kovetkezd, a Mordell gorbék torzidjara vo-
natkozé eredményére.
4.5. Lemma (Fueter [10]). Legyen

E: ¢y =2+B

elliptikus gorbe, B € Z és B = BS$B;, ahol By hatodik hatviny mentes. A T torzids
részcsoportjia E(Q)-nak ekkor a kévetkezéképpen adhaté meg:

(2/62 ha B) =1

T 737 ha By = —432 vagy By # 1 négyzetszdm
727 ha By # 1 kébszdm
({0} eqyébként
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4.6. Kovetkezmény. A torzids részcsoportja a Cop(Q)-nak csak Z/6Z vagy 7./3Z lehet.

Bizonyitds. Tekintsiik az {a, b} pér dltal indukélt gbrbét. Legyen a = ¢, b= Z—; ugy, hogy
ged(ag, az) = ged(by, be) = 1. Ekkor az indukalt gorbét a kovetkezd

Y/Z — X/3 + B,

alakra transzformdlhatjuk, ahol B = a?b?(a1by — bias)?a3b3. Ekkor, a 4.5 lemma jelolését

haszndalva, By = 1 vagy B; # 1 négyzet. m

4.4 lemma bizonyitasa. Alkalmazzuk a 4.5 lemmat és a 4.6 kovetkezményt. Ekkor el-
lenérizziik az mP’ pontokat, ahol m € {3,6}. Ezek alapjan P rendje végtelen, kivéve ha

a = —b, 2b vagy % O]

4.7. Lemma. Az {—1,1} és {—3,3} az dsszes lehetséges harmadik hatviny raciondlis
Diofantikus pdr, ahol a = —b. Tovabbd nem létezik olyan harmadik hatvdny Diofantikus

pdr, ahol a = 2b vagy %

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy {a,b} harmadik hatvany Diofantikus pér, ahol a = 2b vagy

g. A szimmetria miatt, az altaldanossag sérelme nélkiil feltehetd, hogy a = 2b. Ekkor a

par a kovetkezo gorbét szarmaztatja
Eyop: 20* +1 = 2°.

Az Ej 9, 0 rangn gorbe, azaz elegendd a torziéspontokat vizsgalni, melyeket a Lutz-Nagell
tétel segitségével konnyen meghatarozhatunk. FEzek alapjan nem létezik a feltételeket

kielégit6 {a, b} par.
A {—b,b} alaki péarok a kovetkezd gorbét szarmaztatjik
E—b,b . —b2 +1= 1‘3.

A gorbe szintén 0 rangu, igy hasonlé eljarast alkalmazhatunk, de ebben az esetben vannak

megfelel6 térziéspontokbdl szarmazéd parok, a {—1,1} és a {—3,3}. O

Hasonlbéan a klasszikus esethez a végtelen rendii pont tobbszorosének felhasznalasaval
standard médon bovithetiink harmasokka. Itt elegend6 egy racionalis T' nem torzids pont
a Cyp-n, ekkor a (3m)T + P pontok, barmelyike m € Z \ {0}, megfelel6 kiterjesztést ad
az y koordinatdjaban. Kézenfekvd valasztasként hasznaljuk a P végtelen rendd pontot.

Ezek alapjan a kovetkezd tételt fogalmazhatjuk meg.
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4.8. Tétel. Bdarmely {a,b} harmadik hatvdny raciondlis Diofantikus pdr végtelen mddon
bévithetd hdrmasokkd, amennyiben nem {—1,1} wvagy {—3,3}. Ezen kivételek nem

bovithetdoek hdrmassd.
Bizonyitds. Az allitas els6 része kozvetlen kovetkezménye a 4.2 tételnek. A mésodik
részéhez vizsgaljuk a {—1,1} és a {—3, 3} éltal indukélt gorbéket.

Coaii: (~y+Dy+1)=2> é C3: (=3y+1)3By+1)=2"

Mindkét esetben a gorbe rangja 0, és a torzids részcsoport izomorf Z/3Z-vel, igy a tri-
vialisokon kiviil nincsenek racionalis pontok a goérbén, melybdl az allitasunk kovetke-
zik. O

4.9. Példa. Példaként bévitsik az {a,b} pdrt az y(—2P)-vel, ekkor a kévetkezd Diofan-
tikus harmast kapjuk:

B (a* — ab + b?)
{a, b 9(a3 +3a?b+ 3ab?> + 13) |
4.3. Négyesek konstrukcigja

Alapveté gondolatként meritl fel, hogy vajon egy par kiilonboz6é bovitései segitségével

négyest kapunk-e? Sajnos mar a legegyszeriibb esetekben is a magassag ”felrobban”.

Szemléltetésképpen, ha az {a, b} part az ¢ = y(—2P) és az d = y(4P)-vel bovitjiik akkor
cd+1= N

T2

ahol
r = a'®—36a'"b+423a'%02—1452a'°H> —2718a*b* +81364'3b°+5118a20°— 1990841 " —2952a. 08 +

26264a°b° —2952a85'°—199084" b +5118a°h'2+8136a°b*> —2718a*b'* —1452a3b'°+423a%b* —36ab' "+
b8 —567a'0+4536a°b—22599a 4 b*+ 7881303 — 2667330 2b* +782217a 6> — 1710801405+
2721519a°b" —3173337a0%+27215194"1° —1710801a°0'°+782217a°b" —266733a* b2 +78813a>h'> —

22599ab'* + 4536ab'® — 567bH'°
és

ry = (a* — 14a’b + 24a*b* — 14ab® + b*)*(a + b)°.
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Mas bdvitések alkalmazasaval magasabb foku kifejezésekhez jutunk, ezért a
tovabbhaladashoz némi heurisztikara lesz sziikségiink. Vegyiik észre, hogy a 4.2 tételben

szereplé T'— P € 3C, ,(Q) C ker a sziikséges, de nem elégséges feltétel. Példaul a
(2,171, 25326}

esetben az S = (6031,25326) € Cy171(Q) bovitése a {2,171} parnak, de az S — P nem
haromszoros pont. Ezek alapjan lehetséges, hogy P mas tobbszorosei is bovitésként
szolgalhatnak. Kiinduldsként a korabban bemutatott harmas csaladok egyik legegy-
szer(ibb racionélis parjdbdl indultunk ki, az {a,b} = {t,—%} halmazbdl, ahol ¢t = r3
valamely r € Q esetén, majd vettiik a y(mP) szdmokat, ahol m € Z. Az eredményt a

kovetkez6 tételben mutatjuk be.

4.10. Tétel. Legyent = r3,r € Q,r # 0,%1. Ekkor

y T

I =9+ +¢*) 45t +15-t24+5-15+1
£ =3-t1243-¢6-1)" (2 =3t +3-1°—13)

harmadik hatvdny raciondlis Diofantikus négyes.

Bizonyitds. A halmaz harmadik eleme az y(—2P), mely a 4.2 Tétel miatt b6vités, ezért

elegend6 csupan az utolsé tagot vizsgdlni.

g1 r2 4 6r18 £ 12712 £ 8 x 10 8202\ ?
a = =
ri® —3ri2 4 3r6 — 1 r6—1
b St et el (2041 ’
+1__r24—3r18+37“12—r6_ ré — r2

8730 + 6013 + 174r?* + 245r18 4 17472 +- 60r° +8
r36 — 630 4 15724 — 20718 + 15712 —6r6 +1

B (2r5 +1)(r% + 2) s

NP+ 1)2(r2 =+ 1)2(r + 1)2(r — 1)2

cd+1=—
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