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BEVEZETÉS

Legyen X egy nemüres halmaz, továbbá T1, . . . , Tn : X → X leképezések.
Egy nemüres H ⊆ X halmazt (T1, . . . , Tn)-fraktálnak nevezünk, ha megoldása az
úgynevezett invariancia egyenletnek:

H =
n⋃
k=1

Tk(H).

Világos, hogy ha az egyenlet jobb oldalát egy halmazértékű leképzésnek tekintjük,
akkor H ezen leképezés fixpontja. Az egyik legfőbb kérdés, mely ezt a témakört
övezi, hogy az alaphalmaz, és a T1, . . . , Tn függvényrendszer mely tulajdonságai
biztosítják a fraktálok létezését és egyértelműségét.

A fixponttételek elmélete gazdag eszköztárat biztosít ezen kérdés tárgyalásához.
A teljesség igénye nélkül említünk néhány fontos és alapvető művet: Berinde [2],
Granas és Dugundji [16], Rus [27], Rus, Petruşel és Petruşel [28], valamint Zeidler
[31]. Hutchinson ([18]) dolgozatában a Banach-féle fixponttétel (ld. Banach [1] és
Cacciopoli [12]) segítségével igazolta a fraktálok létezését és egyértelműségét teljes
metrikus terekben.

A dolgozat célkitűzése Hutchinson eredményének általánosítása szemimetrikus
terekre. A megközelítésünkben a hagyományos kontrakciók helyett Matkowski-féle
nemlineáris kontrakciók szerepelnek, melyeknek a fixpont tulajdonságait Bessenyei
és Páles [5] munkájukban, valamint Jachymski, Matkowski and Świątkowski [19]
cikkükben vizsgálták, kiterjesztve ezzel Browder ([9, 10]) és Matkowski ([22]) fel-
fedezéseit. Ezen eredmények további tárgyalása Miculescu és Mihail ([24]), továb-
bá Mitrović és Hussain ([25]) műveiben olvashatók. A jelen dolgozat fő állításának
bizonyítása az [5] közlemény fő eredményein alapszik.

A jelen dolgozat eredményei egy a témavezetőmmel közös cikkben ([21]) kerül-
tek publikálásra, amelyet a Journal of Fixed Point Theory and Applications 2022.
szeptemberében közlésre elfogadott.
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1. ALAPVETŐ FOGALMAK ÉS EREDMÉNYEK A SZEMIMETRIKUS TEREK
ELMÉLETÉBEN

A továbbiakban jelölje R, R+ és R+ a valós, a nemnegatív valós, valamint a
nemnegatív bővített valós számok halmazát.

1.1. Definíció. Legyen X egy nemüres halmaz és d : X ×X → R olyan függvény,
melyre teljesülnek az alábbi feltételek:

(i) d(x, y) ≥ 0 minden x, y ∈ X esetén, továbbá d(x, y) = 0 akkor és csak akkor,
ha x = y;

(ii) d(x, y) = d(y, x) bármely x, y ∈ X-re.
Ekkor az (X, d) párt szemimetrikus térnek, a d függvényt pedig szemimetrikának
nevezzük.

1.2. Definíció. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér. A Φ : R+ × R+ → R+ egy
háromszögfüggvény a d szemimetrikára nézve, ha Φ szimmetrikus, mindkét válto-
zójában monoton növekvő, Φ(0, 0) = 0 és

d(x, y) ≤ Φ (d(x, z), d(z, y))

teljesül minden x, y, z ∈ X esetén.

Minden metrikus tér egyben szemimetrikus tér is, mely a Φ(u, v) := u + v há-
romszögfüggvénnyel van felruházva.

Legyen Φd : R+ × R+ → R+ a következőképpen adott:

Φd(u, v) := sup{d(x, y) | ∃ p ∈ X : d(x, p) ≤ u, d(p, y) ≤ v}.

Egyszerűen belátható, hogy a Φd leképezés egy háromszögfüggvény a d-re néz-
ve. Ezen függvényt a d szemimetrikához tartozó alap háromszögfüggvénynek ne-
vezzük. Az is igazolható, hogy Φd optimális abban az értelemben, hogy ha Φ egy
háromszögfüggvény d-re nézve, akkor Φd ≤ Φ fennáll (ld. [5]).

A konvergens sorozatok és a Cauchy-sorozatok fogalmait szemimetrikus terek-
ben a szokásos módon definiáljuk.

1.3. Definíció. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér. Azt mondjuk, hogy az (xn)
sorozat konvergens, és határértéke x0 ∈ X , ha a (d(xn, x0)) sorozat a nullához tart.
Az (xn) sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezzük, ha bármely ε > 0 számhoz létezik
n0 ∈ N úgy, hogy ha n,m > n0 fennáll, akkor d(xn, xm) < ε teljesül. Egy sze-
mimetrikus teret teljesnek nevezünk, ha a tér minden Cauchy-sorozata konvergens.
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Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér, p ∈ X és r ∈ (0,∞]. A p pont körüli r
sugarú gömböt B(p, r)-rel jelöljük:

B(p, r) := {x ∈ X | d(x, p) < r}.
Egy A ⊆ X halmaz átmérőjén az elemeinek a távolságainak a szuprémumát értjük,
és diam(A)-val jelöljük. Egy halmaz korlátos, ha az átmérője véges.

1.4. Definíció. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér és Φ : R+ × R+ → R+ egy
háromszögfüggvény a d-re nézve. Azt mondjuk, hogy a Φ leképezés reguláris, ha
folytonos az origóban. Az (X, d) szemimetrikus teret regulárisnak nevezzük, ha
ellátható reguláris háromszögfüggvénnyel.

Reguláris szemimetrikus tér alap háromszögfüggvénye reguláris. A következő
lemma jellemzi a reguláris szemimetrikus tereket, és összefoglalja az alapvető tu-
lajdonságaikat (ld. [5]).

1.5. Lemma. Az (X, d) szemimetrikus tér akkor és csak akkor reguláris, ha
lim
r→0

sup
p∈X

diamB(p, r) = 0.

Továbbá egy reguláris szemimetrikus térben a konvergens sorozatok teljesítik a
Cauchy-tulajdonságot, és határértékük egyértelmű.

Ezen lemma ismeretében teljes, reguláris szemimetrikus terekben a konvergen-
cia és a Cauchy-tulajdonság ekvivalens fogalmak. A reguláris szemimetrikus terek
további jellemzései Chrząszcz, Jachymski és Turoboś [13] munkájának 3.2. Téte-
lében olvashatók. Ezen eredmény többek között kimondja, hogy egy (X, d) sze-
mimetrikus tér pontosan akkor reguláris, ha egyenletesen metrizálható, azaz létezik
olyan % metrika X-en, hogy az identikus leképezés egyenletesen folytonos (X, d)
és (X, %) között.

A szemimetrikus terek topológiáját a belső pontok segítségével definiáljuk: Le-
gyen (X, d) egy szemimetrikus tér. Azt mondjuk, hogy az A ⊆ X részhalmaz nyílt,
ha minden pontja belső pont, azaz ha bármely p ∈ A pont esetén létezik ε > 0,
hogy B(p, r) ⊆ A teljesül. Egyszerűen belátható, hogy a nyílt halmazok topológiát
alkotnak. Egy A ⊆ X részhalmaz belső pontjainak halmazát A◦-rel jelöljük.

1.6. Lemma. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér és A ⊆ X egy zárt halmaz. Ek-
kor az A-beli elemekből álló konvergens sorozatok határértéke is A-beli. Továbbá
ha (X, d) reguláris, akkor bármely ε > 0 esetén létezik r > 0 úgy, hogy minden
x ∈ X-re B(x, r) ⊆ B(x, ε)◦ fennáll, következésképpen a topológia Hausdorff.

Bizonyítás. Legyen (xn) egy A-beli sorozat, mely tart a p ∈ A ponthoz. Tételezzük
fel, hogy p /∈ A, azaz p ∈ X \A. Az X \A halmaz nyílt, ezért létezik r > 0, hogy
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B(p, r) ⊆ X \ A teljesül, ennélfogva B(p, r) ∩ A = ∅. Másrészről az (xn) sorozat
konvergenciája miatt létezik n0 ∈ N küszöbindex úgy, hogy ha n > n0, akkor
d(xn, p) < r, azaz xn ∈ B(p, r), amiből az következik, hogy B(p, r) ∩ A 6= ∅. Ez
ellentmondás, így p ∈ A.

Legyen ε > 0. Ekkor a tér regularitása miatt létezik r > 0 úgy, hogy Φd(r, r) < ε.
Legyen x ∈ X , y ∈ B(x, r) és z ∈ B(y, r) tetszőlegesek. Ekkor

d(x, z) ≤ Φd(d(x, y), d(y, z)) ≤ Φd(r, r) < ε,

azaz B(y, r) ⊆ B(x, ε). Ez azt mutatja, hogy y belső pontja a B(x, ε) halmaznak,
így B(x, r) ⊆ B(x, ε)◦.

Legyenek x, y ∈ X különböző pontok. Ekkor létezik olyan ε > 0, hogy
Φd(ε, ε) < d(x, y), amiből következik, hogy B(x, ε) és B(y, ε) diszjunktak. Az elő-
ző állítás értelmében B(x, ε)◦ és B(y, ε)◦ az x-et és y-t tartalmazó diszjunkt nyílt
halmazok, ami igazolja a Hausdorff-tulajdonságot. �

1.7. Definíció. Legyenek (X, d) és (Y, %) szemimetrikus terek. Azt mondjuk, hogy a
T : X → Y függvény Lipschitz-tulajdonságú, ha létezik L ≥ 0 úgy, hogy bármely
x, y ∈ X esetén

(1.1) %(T (x), T (y)) ≤ Ld(x, y)

teljesül.

1.8. Lemma. Legyenek (X, d) és (Y, %) szemimetrikus terek és T : X → Y egy
Lipschitz-tulajdonságú leképezés. Ekkor T folytonos a szemimetrikus terek topo-
lógiájára nézve (azaz minden Y -beli nyílt halmaz T általi teljes inverz képe nyílt
halmaz X-ben).

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a T leképezés teljesíti az (1.1) egyenlőtlenséget min-
den x, y ∈ X-re valamilyen L ≥ 0 konstanssal. Legyen U ⊆ Y egy nyílt hal-
maz, és legyen p ∈ T−1(U), azaz T (p) ∈ U . Az U halmaz nyíltsága miatt létezik
r > 0 úgy, hogy B(T (p), r) ⊆ U fennáll. Megmutatjuk, hogy B(p, r/L) ⊆ T−1(U)
teljesül. Legyen x ∈ B(p, r/L). Ekkor d(x, p) < r/L fennáll. Továbbá a T le-
képezés Lipschitz-tulajdonsága miatt %(T (x), T (p)) ≤ Ld(x, p) < r, ennélfogva
T (x) ∈ B(T (p), r) ⊆ U , így x ∈ T−1(U). Ezzel beláttuk, hogy a T−1(U) minden
pontja belső pont, azaz T−1(U) nyílt halmaz, így a T leképezés folytonos. �

1.9. Definíció. Az (X, d) szemimetrikus tér egy H részhalmazát teljesen korlátos-
nak nevezzük, ha bármely ε > 0 számhoz létezik P := {p1, . . . , pn} ⊆ H úgy,
hogy H ⊆

⋃n
i=1 B(pi, ε). Ekkor a P egy ε-háló a H halmaz részére.
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Az (X, d) szemimetrikus tér nemüres, zárt és teljesen korlátos részhalmazainak
halmazát T (X)-szel jelöljük. Szemimetrikus terekben a teljes korlátosságból álta-
lában nem következik a korlátosság. Azonban elmondható, hogy ha a tér ellátható
véges értékű háromszögfüggvénnyel, akkor minden teljesen korlátos halmaz korlá-
tos. A következő tétel szerint egy ennél gyengébb feltétel teljesülése esetén is igaz
az előbbi implikáció.

1.10. Tétel. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér. Tegyük fel, hogy létezik ε > 0 úgy,
hogy a Φd : R2

+ → R+ alap háromszögfüggvény véges értékű a

Γε := {(x, y) ∈ R2
+ | min(x, y) ≤ ε}

halmazon. Ekkor az X halmaz teljesen korlátos részhalmazai korlátosak.

Bizonyítás. Legyen H ⊆ X egy teljesen korlátos halmaz. Ekkor bármely ε > 0-
hoz létezik {p1, . . . , pn} ⊆ H úgy, hogy H ⊆

⋃n
i=1 B(pi, ε). Legyenek x, y ∈ H

tetszőlegesek. Ekkor léteznek i, j ∈ {p1, . . . , pn} indexek úgy, hogy x ∈ B(pi, ε)
és y ∈ B(pj, ε) fennáll. Legyen

α := max
1≤i<j≤n

d(pi, pj).

Ekkor

d(x, y) ≤ Φd(d(x, pi), d(pi, y)) ≤ Φd(ε,Φd(d(pi, pj), d(pj, y))) ≤ Φd(ε,Φd(α, ε)).

Ezen számítások mutatják, hogy diam(H) ≤ Φd(ε,Φd(α, ε)). Mivel (α, ε) ∈ Γε, és
így (ε,Φd(α, ε)) ∈ Γε, ezért d(x, y) <∞, következésképpen a H halmaz korlátos.

�

1.11. Definíció. Az (X, d) szemimetrikus tér H részhalmazát kompaktnak nevez-
zük, ha minden nyílt halmazokkal való lefedéséből kiválasztható véges sok halmaz,
mely szintén lefedi H-t.

Az (X, d) szemimetrikus tér nemüres, kompakt részhalmazainak a halmazát
K (X)-szel jelöljük.

Hausdorff tétele szerint metrikus térben egy halmaz pontosan akkor kompakt, ha
teljes és teljesen korlátos. Az alábbi tétel ezen állítás kiterjesztése szemimetrikus
terekre.

1.12. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes, reguláris szemimetrikus tér. Az X egy rész-
halmaza akkor és csak akkor kompakt, ha zárt és teljesen korlátos.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a H ⊆ X halmaz kompakt. Legyen ε > 0 tetszőleges.
Ekkor a {B(p, ε)◦ | p ∈ H} egy nyílt lefedése a H halmaznak, így H kompaktsága
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miatt

H ⊆
n⋃
i=1

B(pi, ε)
◦ ⊆

n⋃
i=1

B(pi, ε),

valamely {p1, . . . , pn} ⊆ H halmaz esetén. Ez bizonyítja H teljes korlátosságát.
A zártság igazolásához legyen p ∈ X \H tetszőleges. Megmutatjuk, hogy p belső
pontja az X \H halmaznak. Legyen r > 0, és

Ur := {x ∈ X : d(x, p) > Φ(r, r)}, Vr := {x ∈ X : d(x, p) > r}.

Ekkor x ∈ Ur és y ∈ B(x, r) esetén

Φ(r, r) < d(x, p) ≤ Φ(d(x, y), d(y, p)) ≤ Φ(r, d(y, p)),

amiből az következik, hogy r < d(y, p). Ennélfogva y ∈ Vr, azaz B(x, r) ⊆ Vr.
Tehát az x belső pontja a Vr halmaznak, ezért Ur ⊆ V ◦r .

Vegyük észre, hogy az {Ur : r > 0} lefedi a H halmazt: ha x ∈ H , akkor
d(x, p) > 0 = Φ(0, 0) teljesül. A háromszögfüggvény regularitása miatt létezik r >
0, hogy d(x, p) > Φ(r, r), így x ∈ Ur valóban fennáll. Mivel Ur ⊆ V ◦r , így {V ◦r :
r > 0} egy nyílt lefedése H-nak, ezért a kompaktság miatt léteznek r1, . . . , rn > 0
számok, hogy {V ◦ri : i ∈ {1, . . . , n}} szintén lefedi a H halmazt. Mindezekből
következik, hogy a {Vri : i ∈ {1, . . . , n}} egy lefedése aH halmaznak. Egyszerűen
látható, hogy

⋃n
i=1 Vri = Vr0, ahol r0 := min(r1, . . . , rn). Végül komplementer

képzéssel kapjuk, hogy

B(p, r0) ⊆ X \ Vr0 ⊆ X \H,

azaz p valóban belső pontja az X \H halmaznak, következésképpen H zárt.
A fordított irányú állítás igazolásához legyen H ⊆ X egy zárt és teljesen kor-

látos halmaz. Tegyük fel, hogy H nem kompakt, tehát létezik {Ci}i∈I nyílt lefe-
dése, melyből nem választható ki véges elemszámú fedőrendszer. Legyen (εn) egy
pozitív számokból álló monoton csökkenő nullsorozat, mely eleget tesz az alábbi
feltételeknek:

ε1 := 1, Φ(εk+1, εk+1) < εk (k ∈ N).

A H halmaz teljes korlátossága miatt létezik olyan P1 halmaz, mely egy ε1-hálója
a H0 := H-nak. Ekkor van olyan p1 ∈ P1, hogy a H1 := B(p1, ε1) ∩ H0 nem
fedhető le a {Ci}i∈I egyetlen véges részrendszerével sem. A H1 teljesen korlátos
(ugyanis részhalmaza a teljesen korlátosH0-nak), így létezik olyan P2 halmaz, mely
egy ε2-hálója H1-nek. Ekkor van olyan p2 ∈ P2, hogy a H2 := B(p2, ε2) ∩ H1

nem fedhető le a {Ci}i∈I egyetlen véges részrendszerével sem. Tegyük fel, hogy
megkonstruáltuk a Hn−1 := B(pn−1, εn−1) ∩ Hn−2 halmazt, melyre a {Ci}i∈I-nek
nem létezik véges részrendszere, mely lefedné Hn−1-et. A Hn−1 teljesen korlátos,
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így létezik Pn halmaz, mely egy εn hálója Hn−1-nek. A Pn halmaznak van pn ∈ Pn
eleme, melyre a Hn := B(pn, εn) ∩Hn−1 nem fedhető le a {Ci}i∈I egyetlen véges
részrendszerével sem.

Belátjuk, hogy az így kapott (pn) sorozat Cauchy-sorozat. A Hn nem lehet üres,
így létezik qn ∈ Hn. Ekkor qn ∈ B(pn−1, εn−1) ∩ B(pn, εn), így n > 2 esetén

(1.2)
d(pn−1, pn) ≤ Φ(d(pn−1, qn), d(qn, pn))

≤ Φ(εn−1, εn) ≤ Φ(εn−1, εn−1) ≤ εn−2.

Megmutatjuk k-szerint teljes indukcióval, hogy minden k ∈ N és m > 2 esetén

(1.3) d(pm, pm+k) ≤ εm−2.

Ha k = 1, akkor az (1.2) összefüggésből n = m + 1 választással a bizonyítandó
egyenlőtlenség adódik. Tegyük fel, hogy az (1.3) valamilyen k ≥ 1 és bármely
m > 2 esetén fennáll. Ekkor, alkalmazva az (1.2) egyenlőtlenséget és az indukciós
feltevést, kapjuk, hogy

d(pm, pm+(k+1)) ≤ Φ(d(pm, pm+1), d(pm+1, p(m+1)+k)) ≤ Φ(εm−1, εm−1) ≤ εm−2,

így az állítás k + 1 esetén is érvényes. Az (εn) sorozat a nullához tart, így az (1.3)
összefüggésből adódik, hogy a (pn) sorozat valóban Cauchy-sorozat. A szemimet-
rikus tér teljessége miatt a (pn) sorozatnak létezik p ∈ X határértéke. Ekkor

d(qn, p) ≤ Φ(d(qn, pn), d(pn, p)) ≤ Φ(εn, d(pn, p)),

azaz, a Φ függvény regularitása miatt, a (d(qn, p)) nullsorozat. Mivel qn ∈ Hn ⊆ H ,
így H zártsága miatt p ∈ H teljesül. Ez azt jelenti, hogy a {Ci}i∈I halmazrend-
szernek van olyan eleme, mely tartalmazza a p pontot, jelöljük ezt Cα-val. A Cα
nyíltsága miatt létezik r > 0 úgy, hogy B(p, r) ⊆ Cα fennáll. Legyen % > 0 olyan,
hogy Φ(%, %) < r teljesül, továbbá válasszuk meg n ∈ N-et úgy, hogy εn < % és
d(pn, p) ≤ % teljesüljön. Legyen x ∈ Hn tetszőleges. Ekkor x ∈ B(pn, εn), és

d(x, p) ≤ Φ(d(x, pn), d(pn, p)) ≤ Φ(εn, d(pn, p)) ≤ Φ(%, %) < r,

ezért Hn ⊆ Cα. Ez azonban ellentmond annak, hogy a Hn halmaz nem fedhető le a
{Ci}i∈I egyetlen véges részrendszerével sem. A kapott ellentmondás mutatja, hogy
a H halmaz lefedhető a {Ci}i∈I valamely véges részhalmazával, tehát H kompakt.

�

A 1.12. Tétel bizonyítására egy másik lehetséges érvelés a következő. Ismert,
hogy az (X, d) szemimetrikus tér pontosan akkor reguláris, ha egyenletesen metri-
zálható (ld. [13]). Ez azt jelenti, hogy létezik olyan % metrika X-en, mely egyen-
letesen ekvivalens d-vel, azaz minden ε > 0-hoz létezik δ > 0 úgy, hogy bármely
x, y ∈ X esetén, ha d(x, y) < δ, akkor %(x, y) < ε, és fordítva, minden ε > 0-hoz
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létezik δ > 0 úgy, hogy bármely x, y ∈ X esetén, ha %(x, y) < δ, akkor d(x, y) < ε
teljesül. Ekkor (X, d) teljességéből következik (X, %) teljessége. Legyen H egy
zárt és teljesen korlátos halmaz (X, d)-ben. Ekkor H zárt (X, %)-ban is (ugyanis
d és % ekvivalensek). Megmutatjuk, hogy H teljesen korlátos (X, %)-ban. Legyen
ε > 0 tetszőleges. Ekkor létezik δ > 0 úgy, hogy minden x, y ∈ X esetén, ha
d(x, y) < δ, akkor %(x, y) < ε. A teljes korlátosság miatt létezik {x1, . . . , xn} ⊆ H ,
mely egy δ-háló a H-ra nézve (X, d)-ben. Ekkor minden y ∈ H esetén van olyan
i ∈ {1, . . . , n}, hogy d(xi, y) < δ. A d és % ekvivalenciája miatt %(xi, y) < ε, ezért
az {x1, . . . , xn} egy ε-háló aH halmazra nézve (X, %)-ban. A klasszikus Hausdorff
tétel szerint H kompakt (X, %)-ban, és így kompakt (X, d)-ben is szintén a d és %
ekvivalenciája miatt. A fordított irányú állítás hasonlóan látható be, felhasználva
azon tényt, hogy az (X, %)-ból (X, d)-be képző identikus leképezés egyenletesen
folytonos.
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2. A NEMÜRES, KORLÁTOS, ZÁRT HALMAZOK ÉS A NEMÜRES, KOMPAKT
HALMAZOK SZEMIMETRIKUS TEREI

2.1. Definíció. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér. Az A,B ⊆ X nemüres hal-
mazok Hausdorff–Pompeiu-távolságán az alábbi mennyiséget értjük.

D(A,B) := inf
{
ε ∈ (0,∞]

∣∣∣A ⊆ ⋃
b∈B

B(b, ε), B ⊆
⋃
a∈A

B(a, ε)
}
.

Megjegyezzük, hogy két halmaz Hausdorff–Pompeiu-távolsága lehet végtelen. A
következő állítás a fenti definíció azonnali következménye.

2.2. Lemma. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér, és A1, . . . , An, B1, . . . , Bn ⊆ X
nemüres halmazok. Ekkor

D(A1 ∪ · · · ∪ An, B1 ∪ · · · ∪Bn) ≤ max
(
D(A1, B1), . . . , D(An, Bn)

)
.

Bizonyítás. Ha valamely i ∈ {1, . . . , n} esetén D(Ai, Bi) végtelen, akkor az állí-
tás nyilvánvalóan teljesül, ezért feltehetjük, hogy max

(
D(A1, B1), . . . , D(An, Bn)

)
véges. Legyen ε > max

(
D(A1, B1), . . . , D(An, Bn)

)
tetszőleges. Ekkor minden

j ∈ {1, . . . , n}-re

Aj ⊆
⋃
x∈Bj

B(x, ε) és Bj ⊆
⋃
y∈Aj

B(y, ε)

ezért

A1 ∪ · · · ∪ An ⊆
⋃

x∈B1∪···∪Bn

B(x, ε) és B1 ∪ · · · ∪Bn ⊆
⋃

y∈A1∪···∪An

B(y, ε).

Ezen tartalmazásokból következik, hogy D(A1 ∪ · · · ∪ An, B1 ∪ · · · ∪ Bn) ≤ ε.
Képezve az

ε −→ max
(
D(A1, B1), . . . , D(An, Bn)

)
határátmenetet éppen a bizonyítandó egyenlőtlenséget kapjuk. �

Legyen (Hk) egy X-beli halmazokból álló sorozat. Azt mondjuk, hogy (Hk)
konvergál egy H0 ⊆ X halmazhoz, ha (D(Hk, H0)) a nullához tart, amennyiben
k →∞.
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2.3. Lemma. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér, és legyenek (Hk,1), . . . , (Hk,n)
nemüres halmazokból álló sorozatok, melyek rendre a H0,1, . . . , H0,n halmazokhoz
konvergálnak. Legyen k ∈ N ∪ {0} esetén

Hk := Hk,1 ∪ · · · ∪Hk,n.

Ekkor a (Hk) sorozat konvergál a H0 halmazhoz.

Bizonyítás. Felhasználva az előző lemmát kapjuk, hogy

D(Hk, H0) = D(Hk,1, . . . , Hk,n, H0,1, . . . , H0,n)

≤ max
(
D(Hk,1, H0,1), . . . , D(Hk,n, H0,n)

)
.

Ezen egyenlőtlenség jobb oldala a feltevéseink miatt a nullához tart, ha k → ∞,
így a (D(Hk, H0)) sorozat nullsorozat. �

A továbbiakban jelölje F (X) az (X, d) szemimetrikus tér nemüres, korlátos és
zárt részhalmazainak a családját. Az (F (X), D) párt fraktáltérnek, vagy a fraktálok
terének nevezzük.

2.4. Tétel. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér és Φ : R2
+ → R+ egy felülről félig

folytonos háromszögfüggvény d-re nézve. Ekkor (F (X), D) szintén szemimetrikus
tér, továbbá Φ háromszögfüggvény D-re nézve.

Bizonyítás. A Φ függvény felülről félig folytonosságából következik, hogy Φ foly-
tonos az origóban, így az (X, d) szemimetrikus tér reguláris.

Először belátjuk, hogy D véges értékű az F (X) halmazon. Legyenek A,B ∈
F (X) tetszőlegesek. A korlátosságuk miatt az α := diam(A) és β := diam(B)
számok végesek. Legyenek a0 ∈ A és b0 ∈ B. Ekkor bármely a ∈ A és b ∈ B
esetén

d(a, b) ≤ Φ(d(a, a0), d(a0, b)) ≤ Φ(α,Φ(d(a0, b0), d(b0, b))) ≤ Φ(α,Φ(d(a0, b0), β)),

így ε > Φ(α,Φ(d(a0, b0), β)) választással

A ⊆
⋃
b′∈B

B(b′, ε) és B ⊆
⋃
a′∈A

B(a′, ε)

teljesül. A D(A,B) éppen az ilyen számok infimuma, ezért D(A,B) ≤ ε <∞.
Ha A = B, akkor D(A,B) = 0 nyilvánvalóan teljesül. Megfordítva, tegyük fel,

hogyA,B ∈ F (X) ésD(A,B) = 0. Legyen a ∈ A rögzített. Ekkor minden n ∈ N
esetén létezik bn ∈ B, melyre d(a, bn) < 1/n. Ez azt jelenti, hogy a (bn) sorozat
határértéke a ∈ A. A B halmaz zártsága miatt a ∈ B teljesül, és így A ⊆ B.
A fordított irányú tartalmazás hasonló gondolatmenettel igazolható. Mindezekből
következik, hogy A = B.
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A D függvény szimmetriája a definíció azonnali következménye.
Végezetül legyenek A,B,C ∈ F (X) tetszőleges halmazok. Belátjuk, hogy ek-

kor

(2.1) D(A,B) ≤ Φ
(
D(A,C), D(C,B)

)
fennáll. Ha D(A,B) = 0, akkor nincs mit bizonyítani. Ellenkező esetben legyen
ε < D(A,B). Ekkor A 6⊆

⋃
b∈B B(b, ε), vagy B 6⊆

⋃
a∈A B(a, ε) teljesül. Az első

esetben létezik a ∈ A, melyre minden b ∈ B esetén d(a, b) ≥ ε. Ekkor bármely
c ∈ C-re

ε ≤ d(a, b) ≤ Φ(d(a, c), d(c, b)).

Vegyük észre, hogy

(2.2) inf
c∈C

d(a, c) ≤ D(A,C).

Valóban, legyen r > D(A,C). Ekkor a D definíciója miatt a ∈ B(c, r) valamely
c ∈ C esetén, és így

inf
c∈C

d(a, c) < r.

Véve az r → D(A,C) határátmenetet éppen a (2.2) egyenlőtlenséget kapjuk. Kö-
vetkezésképpen minden n ∈ N esetén létezik cn ∈ C, melyre

d(a, cn) ≤ D(A,C) +
1

n
teljesül. Hasonlóan

inf
b∈B

d(cn, b) ≤ D(C,B),

így minden n ∈ N esetén létezik bn ∈ B, melyre

d(cn, bn) ≤ D(C,B) +
1

n
.

Innen kapjuk, hogy minden n ∈ N esetén

ε ≤ d(a, bn) ≤ Φ(d(a, cn), d(cn, bn)) ≤ Φ
(
D(A,C) + 1

n , D(C,B) + 1
n

)
.

Kihasználva, hogy Φ felülről félig folytonos, n→∞ határátmenettel adódik, hogy

ε ≤ Φ (D(A,C), D(C,B)) .

Mivel ε < D(A,B) tetszőleges volt, így a (2.1) összefüggés valóban fennáll. Ez
bizonyítja, hogy Φ háromszögfüggvény a D-re nézve. �

A fraktáltér egyik fontos tulajdonsága, hogy átörökli az alaptér teljességét. Ezen
eredményt két, a Blaschke-tétellel analóg állításban fogalmazzuk meg.

2.5. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes szemimetrikus tér és Φ : R2
+ → R+ egy felülről

félig folytonos háromszögfüggvény d-re nézve. Ekkor (F (X), D) szintén teljes.
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Bizonyítás. Legyen (An) egy (F (X), D)-beli Cauchy-sorozat. Belátjuk, hogy az
(An) sorozat tart az A halmazhoz, ahol

A = {x ∈ X | ∃(xk) : xk → x, xk ∈ Ak (k ∈ N)}.

Legyen ε > 0, továbbá (εn) egy pozitív számokból álló szigorúan monoton csök-
kenő nullsorozat az alábbi módon megadva:

ε1 := ε, Φ(εk+1, εk+1) < εk (k ∈ N).

A Cauchy-tulajdonság miatt van olyan n0 ∈ N, hogy n,m > n0 esetén
D(An, Am) < ε3. Megmutatjuk, hogy minden n > n0-ra teljesül a következő két
tartalmazás.

(i) A ⊂
⋃
y∈An

B(y, ε); (ii) An ⊂
⋃
x∈A

B(x, ε)

Legyen először x ∈ A és n > n0. Ekkor létezik olyan (xk) sorozat, hogy xk ∈ Ak,
és xk → x. Legyen k ∈ N olyan, hogy k > n0 és d(xk, x) < ε3 egyszerre fennáll-
jon. Ebben az esetben D(Ak, An) < ε3 miatt létezik y ∈ An, melyre d(xk, y) < ε3.
Így azt kapjuk, hogy

d(x, y) ≤ Φ(d(x, xk), d(xk, y)) ≤ Φ(ε3, ε3) < ε2 < ε1 = ε,

azaz x ∈ B(y, ε), ami bizonyítja (i)-et.
A másik tartalmazás bizonyításához legyen n > n0 és y ∈ An tetszőleges. Az

(Ak) sorozat Cauchy-tulajdonsága miatt van olyan szigorúan monoton növő (`j)
indexsorozat, hogy `1 = n és k > `j esetén

(2.3) D(A`j , Ak) < εj+2.

Konstruáljuk meg az (xk) sorozatot a következőképpen: Ha k < n, akkor legyen
xk ∈ Ak tetszőleges. Ha k = n, akkor legyen xk = y. Végül, ha k > `1 = n, akkor
van j ∈ N, melyre k ∈ {`j +1, . . . , `j+1}. Legyen ebben az esetben xk ∈ Ak olyan,
hogy d(x`j , xk) < εj+2. Ilyen xk ∈ Ak elem a (2.3) összefüggés miatt biztosan
létezik. Megmutatjuk, hogy az így kapott (xk) sorozat Cauchy-sorozat.

Első lépésként belátjuk, hogy 1 ≤ i ≤ j esetén

d(x`i, x`j) < εi+1.

Ehhez k-szerinti teljes indukcióval bebizonyítjuk, hogy az előbbi egyenlőtlenség
minden i ∈ N és j ∈ {i, . . . , i + k} számokra teljesül. Ha k = 0, akkor i = j, így
az állítás nyilvánvalóan teljesül. Tegyük fel, hogy az állítás valamely k ≥ 0 számra
igaz, és legyen j ∈ {i, . . . , i + k + 1}. Ha j < i + k + 1, azaz j ∈ {i, . . . , i + k},
akkor az indukciós feltevés miatt az állítás teljesül. Legyen j = i+ k + 1. Az (xk)
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sorozat definíciójából következik, hogy d(x`i, x`i+1
) < εi+2, továbbá az indukciós

feltevés miatt d(x`i+1
, x`i+k+1

) < εi+2, és így

d(x`i, x`j) ≤ Φ(d(x`i, x`i+1
), d(x`i+1

, x`i+k+1
) ≤ Φ(εi+2, εi+2) < εi+1,

tehát éppen a kívánt egyenlőtlenséghez jutunk.
Legyenek l,m ∈ N olyanok, hogy l,m > `2. Ekkor vannak olyan i, j ≥ 2

számok, melyekre

l ∈ {`i + 1, . . . , `i+1}, m ∈ {`j + 1, . . . , `j+1}.

Feltehetjük, hogy l ≤ m. Ekkor i ≤ j is fennáll, továbbá

d(xl, xm) ≤ Φ(d(xl, x`i), d(x`i, xm)) ≤ Φ(εi+2,Φ(d(x`i, x`j), d(x`j , xm)))

≤ Φ(εi+2,Φ(εi+1, εj+2)) ≤ Φ(εi+2,Φ(εi+1, εi+1)) ≤ Φ(εi+2, εi)

≤ Φ(εi, εi) < εi−1.

Legyen η > 0 tetszőleges. Az (εn) sorozat a nullához tart, így van olyan i ≥ 2
index, melyre εi−1 < η. Ekkor m ≥ l > `i esetén d(xl, xm) < εi−1 < η, tehát az
(xk) sorozat Cauchy-tulajdonságú.

Az alaptér teljessége miatt az (xk) sorozatnak létezik x ∈ X határértéke. Nyilván
x ∈ A. Az (x`j) sorozat konstrukciója következtében d(x`j , y) = d(x`j , x`1) < ε2.
Legyen j ∈ N olyan, hogy d(x`j , x) < ε2. Ekkor

d(x, y) = d(x, x`1) ≤ Φ(d(x, x`j), d(x`j , x`1)) ≤ Φ(ε2, ε2) < ε,

azaz y ∈ B(x, ε) fennáll. Mivel y ∈ An tetszőleges volt, így az adódik, hogy
D(An, A) ≤ ε, következésképpen az (An) sorozat konvergál az A halmazhoz.

A bizonyítás befejezéséhez meg kell mutatnunk, hogy A ∈ F (X), azaz hogy A
nemüres, korlátos és zárt.

Ha n > n0, akkor (ii) érvényes, így ha An nemüres, akkor A sem lehet üres.
Hasonlóan, ha n > n0, akkor (i) fennáll, ezért An korlátosságából következik A
korlátossága. Valóban, ha x1, x2 ∈ A, akkor léteznek y1, y2 ∈ An elemek úgy, hogy
d(x1, y1) < ε és d(x2, y2) < ε, azaz

d(x1, x2) ≤ Φ(d(x1, y1), d(y1, x2)) ≤ Φ(ε,Φ(d(y1, y2), d(y2, x2)))

≤ Φ(ε,Φ(diam(An), ε)).

Tehát
diam(A) ≤ Φ(ε,Φ(diam(An), ε)),

amely bizonyítja az A korlátosságát.
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A zártság igazolásához legyen z az A halmaz lezártjának egy tetszőleges eleme.
Ekkor létezik (zn) ⊂ A sorozat, melyre

d(zn, z) < D(An, A) +
1

n
=: δn (n ∈ N).

A (δn) nullsorozat, és D(An, A) < δn minden n ∈ N-re. Ezért bármely n ∈ N
esetén van olyan xn ∈ An, hogy d(xn, zn) < δn, így

d(xn, z) ≤ Φ(d(xn, zn), d(zn, z)) ≤ Φ(δn, δn).

A Φ függvény a (0, 0)-ban felülről félig folytonos, valamint Φ(0, 0) = 0, így a fenti
egyenlőtlenség jobb oldala a nullához tart. Ez azt jelenti, hogy xn → z, azaz z ∈ A,
ami bizonyítja, hogy A zárt. �

2.6. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes szemimetrikus tér és Φ : R2
+ → R+ egy felülről

félig folytonos háromszögfüggvény d-re nézve. Ekkor (K (X), D) szintén teljes.

Bizonyítás. Legyen (An) egy (K (X), D)-beli nemüres halmazokból álló Cauchy-
sorozat. A feltevéseink miatt a Φ függvény folytonos az origóban, így (X, d) re-
guláris. Az 1.12. Tétel értelmében An zárt és teljesen korlátos, továbbá mivel Φ
véges értékű, az 1.10. Tétel következtében An korlátos is. Ekkor a 2.5. Tétel mi-
att az (An) sorozatnak létezik A ∈ F (X) határértéke. Megmutatjuk, hogy az A
halmaz kompakt. Ehhez az 1.12. következtében elegendő igazolni, hogy A teljesen
korlátos.

Legyen ε > 0 tetszőleges. Ekkor létezik δ > 0 úgy, hogy Φ(δ, δ) < ε. Az (An)
sorozat konvergenciája miatt van olyan n ∈ N, melyre D(An, A) < δ, azaz

A ⊆
⋃
y∈An

B(y, δ).

Másrészről az An teljes korlátossága miatt létezik {p1, . . . , pm} ⊆ An, melyre

An ⊆
m⋃
i=1

B(pi, δ).

Belátjuk, hogy {p1, . . . , pm} egy ε-háló az A számára. Legyen a ∈ A tetszőleges.
A fenti tartalmazások miatt létezik y ∈ An, melyre a ∈ B(y, δ), azaz d(a, y) < δ.
Továbbá mivel y ∈ An, ezért van olyan j ∈ {1, . . . ,m}, hogy y ∈ B(pj, δ), vagyis
d(y, pj) < δ. Mindezekből következik, hogy

d(a, pj) ≤ Φ(d(a, y), d(y, pj)) ≤ Φ(δ, δ) < ε,
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tehát a ∈ B(pj, ε) valamely j ∈ {1, . . . ,m} indexre. Következésképpen

A ⊆
m⋃
i=1

B(pi, ε),

amely bizonyítja az A halmaz teljes korlátosságát. �

A 2.5. és 2.6. Tételek szintén igazolhatók a metrikus terekben megismert analóg
tételek és a [13] cikk 3.2. Tételének segítségével.
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3. FIXPONTTÉTELEK

3.1. Definíció. Egy ϕ : R+ → R+ függvényt összehasonlító függvénynek nevezünk,
ha monoton növekvő, és limn→∞ ϕ

n(t) = 0 minden t > 0 esetén.

3.2. Definíció. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér és ϕ : R+ → R+ egy össze-
hasonlító függvény. Ekkor egy T : X → X leképezést ϕ-kontrakciónak nevezünk,
ha

d(T (x), T (y)) ≤ ϕ(d(x, y))

teljesül minden x, y ∈ X-re.

Egyszerűen látható, hogy q ∈ [0, 1[ esetén a ϕ(t) := qt előírás összehasonlító
függvényt definiál, ezért a ϕ-kontrakciók a klasszikus kontrakciók általánosításai.

A definícióból könnyen adódik, hogy ha ϕ : R+ → R+ egy összehasonlító függ-
vény, akkor ϕ(t) < t minden t > 0-ra. Emiatt ha T : X → X egy ϕ-kontrakció,
akkor

d(T (x), T (y)) ≤ ϕ(d(x, y)) ≤ d(x, y),

azaz T Lipschitz-tulajdonságú L = 1 modulussal. Így az 1.8. Lemma szerint T
folytonos.

A következő tételt, mely a Banach-féle fixponttétel általánosítása szemimetrikus
terekre és ϕ-kontrakciókra, Bessenyei és Páles 2014-ben igazolták [5]. Megjegyez-
zük, hogy a [19] mű 2. Megjegyzésének figyelembe vételével, ezen eredmény spe-
ciális esete a [19] cikk 1. Tételének.

3.3. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes, reguláris szemimetrikus tér, ϕ : R+ → R+ egy
összehasonlító függvény és T : X → X egy ϕ-kontrakció. Ekkor T -nek létezik egy
egyértelműen meghatározott x0 ∈ X fixpontja. Továbbá bármely x ∈ X esetén az

x1 := x, xk+1 := T (xk)

módon megadott (xk) sorozatnak éppen x0 a határértéke.

Az alábbi lemma segítségével az előző tételben definiált iterációval kapcsolatos
hibabecslést adhatunk meg.

3.4. Lemma. Legyen (X, d) egy teljes, reguláris szemimetrikus tér, Φ : R2
+ → R+

egy háromszögfüggvény d-re nézve, ϕ : R+ → R+ egy összehasonlító függvény és
T : X → X egy ϕ-kontrakció. Legyen x0 ∈ X a T leképezés egyértelműen létező
fixpontja. Ekkor minden x ∈ X esetén

(3.1) d(x, x0) ≤ ψ(d(x, T (x))),
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ahol ψ : R+ → R+ a

(3.2) ψ(t) := sup{s ≥ 0 | s ≤ Φ(t, ϕ(s))} (t ∈ R+)

képlettel adott.

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy ψ monoton növekvő függvény. Legyen x ∈ X
tetszőleges. Ekkor a ϕ-kontrakciós tulajdonság miatt

d(x, x0) ≤ Φ(d(x, T (x)), d(T (x), T (x0))) ≤ Φ(d(x, T (x)), ϕ(d(x, x0))),

ennélfogva
d(x, x0) ∈ {s ≥ 0 | s ≤ Φ(d(x, T (x)), ϕ(s))},

így

d(x, x0) ≤ sup{s ≥ 0 | s ≤ Φ(d(x, T (x)), ϕ(s))} = ψ(d(x, T (x))),

ami éppen a bizonyítani kívánt egyenlőtlenség. �

3.5. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes, reguláris szemimetrikus tér, Φ : R2
+ → R+

egy háromszögfüggvény d-re nézve, ϕ : R+ → R+ egy összehasonlító függvény,
valamint T : X → X egy ϕ-kontrakció. Legyen x0 ∈ X a T egyértelműen létező
fixpontja, továbbá legyen x ∈ X és definiáljuk az (xk) sorozatot az

x1 := x, xk+1 := T (xk)

rekurzióval. Ekkor minden k ∈ N esetén érvényesek az alábbiak.

d(xk, x0) ≤ ψ ◦ ϕk−`(d(x`, x`+1)) ` ∈ {1, . . . , k},
d(xk, x0) ≤ ϕ(d(xk−1, x0)),

ahol ψ : R+ → R+ a (3.2) képlettel adott.

Ha ` = 1 vagy ` = k, akkor az első egyenlőtlenséget rendre a priori, illetve
a posteriori hibabecslésnek nevezzük. A második egyenlőtlenség a konvergencia
sebességére vonatkozó becslés.

Bizonyítás. Legyen ` ∈ {1, . . . , k}. Alkalmazzuk az (3.1) egyenlőtlenséget x := xk
választással. Ezután felhasználva a ϕ-kontrakciós tulajdonságot (k− `)-szer és a ψ
monotonitását a következőt kapjuk:

d(xk, x0) ≤ ψ(d(xk, T (xk))) = ψ(d(xk, xk+1)) = ψ(d(T k−`(x`), T
k−`(x`+1)))

≤ ψ(ϕk−`(d(x`, x`+1))).

A második egyenlőtlenség a ϕ-kontrakciós tulajdonság azonnali következménye:

d(xk, x0) = d(T (xk−1), T (x0)) ≤ ϕ(d(xk−1, x0)).

Ezzel a bizonyítás teljes. �
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A most következő eredmény a fixpontok stabilitását állítja ϕ-kontrakciók egy
adott, pontonként konvergens sorozatára nézve [5, 2. Tétel].

3.6. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes, reguláris szemimetrikus tér, ϕ : R+ → R+

egy összehasonlító függvény és Tk : X → X egy ϕ-kontrakciókból álló sorozat,
melynek pontonkénti határfüggvénye T0 : X → X szintén ϕ-kontrakció. Jelölje
k ∈ N ∪ {0} esetén xk ∈ X a Tk leképezés egyértelmű fixpontját. Ekkor az (xk)
sorozat tart az x0-hoz.

A soron következő állítás a dolgozat egyik legfőbb eredménye. Bizonyításában
fontos szerepet kap a 3.3. Tétel.

3.7. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes szemimetrikus tér, Φ : R2
+ → R+ egy felülről fé-

lig folytonos háromszögfüggvény d-re nézve, ϕ : R+ → R+ egy felülről félig folyto-
nos összehasonlító függvény, valamint legyenek a T1, . . . , Tn : X → X leképezések
ϕ-kontrakciók. Ekkor létezik egy egyértelműen meghatározott (T1, . . . , Tn)-fraktál
K (X)-ben.

Bizonyítás. Legyen a T : K (X)→ K (X) leképezés a következőképpen adott:

(3.3) T (H) =
n⋃
i=1

Tk(H).

A T valóban a K (X) önmagába való leképezése, ugyanis, ha aH halmaz kompakt,
akkor a Tk leképezések folytonossága miatt Tk(H) is kompakt, ezért T (H) szintén
kompakt halmaz.

Megmutatjuk, hogy a T függvény egy ϕ-kontrakció a (K (X), D) téren. Legye-
nek A,B ∈ K (X) és ε > ϕ(D(A,B)). A ϕ függvény felülről félig folytonossága
miatt létezik δ > D(A,B), melyre ϕ(δ) < ε. Ekkor minden a ∈ A elemhez létezik
b ∈ B úgy, hogy d(a, b) < δ. Így ha k ∈ {1, . . . , n}, akkor

d(Tk(a), Tk(b)) ≤ ϕ(d(a, b)) ≤ ϕ(δ) < ε,

ezért
Tk(a) ∈ B(Tk(b), ε) ⊆

⋃
y∈T (B)

B(y, ε).

Mivel a ∈ A tetszőleges volt, azt kapjuk, hogy

T (A) ⊆
⋃

y∈T (B)

B(y, ε).

Hasonló gondolatmenettel igazolható, hogy

T (B) ⊆
⋃

x∈T (A)

B(x, ε).
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Mindezekből következik, hogy D(T (A), T (B)) ≤ ε. Képezve az ε −→ D(A,B)
határátmenetet az adódik, hogy D(T (A), T (B)) ≤ ϕ(D(A,B)), tehát T valóban
ϕ-kontrakció. A 3.3. Tétel következtében a T leképezésnek létezik egy egyértelmű
H0 ∈ K (X) fixpontja, ami éppen a keresett (T1, . . . , Tn)-fraktál. �

A 3.7. Tétellel analóg állítás más gondolatmeneten alapuló bizonyítása olvasható
Bessenyei és Pénzes cikkében (ld. [7, 2. Tétel]).

3.8. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes szemimetrikus tér, Φ : R2
+ → R+ egy felülről fé-

lig folytonos háromszögfüggvény d-re nézve, ϕ : R+ → R+ egy felülről félig folyto-
nos összehasonlító függvény, valamint legyenek a T1, . . . , Tn : X → X leképezések
ϕ-kontrakciók. Jelölje H0 az egyértelműen létező (T1, . . . , Tn)-fraktált K (X)-ben.
Legyen H ∈ K (X) és definiáljuk a (Hk) sorozatot az alábbi iterációval:

H1 := H, Hk+1 := T (Hk),

ahol T : K (X) → K (X) a (3.3) képlettel adott. Ekkor érvényesek az alábbi
hibabecslések:

D(Hk, H0) ≤ ψ ◦ ϕk−`(D(H`, H`+1) ` ∈ {1, . . . , k},
D(Hk, H0) ≤ ϕ(D(Hk−1, H0)).

Itt ψ : R+ → R+ a (3.2) módon definiált.

Bizonyítás. Alkalmazzuk a 3.5. Tételt a (K (X), D) szemimetrikus térre, és a (3.3)
módon definiált T : K (X)→ K (X) leképezésre. �

3.9. Lemma. Legyen (X, d) egy teljes, reguláris szemimetrikus tér, Φ : R2
+ → R+

egy felülről félig folytonos háromszögfüggvény d-re nézve és ϕ : R+ → R+ egy fe-
lülről félig folytonos összehasonlító függvény. Legyen (Tk) olyan ϕ-kontrakcióknak
a sorozata, melyek pontonkénti határfüggvénye T0 szintén ϕ-kontrakció. Ekkor bár-
mely kompakt H ⊆ X halmaz esetén a (Tk(H)) sorozat tart a T0(H)-hoz.

Bizonyítás. Legyen H ⊆ X kompakt halmaz és ε > 0 tetszőleges. Válasszuk meg
a 0 < ε2 < ε1 < ε számokat úgy, hogy

Φ(ε1, ε1) < ε, Φ(ε2, ε2) < ε1

teljesüljön. A {B(p, ε2)
◦ | p ∈ H} egy nyílt fedése H-nak, így a kompaktság miatt

létezik {p1, . . . , pn} ∈ H , melyre

H ⊆
n⋃
i=1

B(pi, ε2)
◦.
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A pi belső pontja a B(pi, ε2) halmaznak, ezért van olyan 0 < ri < ε2, hogy
B(pi, ri) ⊆ B(pi, ε2)

◦. Továbbá a (Tk) sorozat pontonkénti konvergenciája miatt
létezik k0 ∈ N úgy, hogy ha k > k0, akkor d(Tk(pi), T0(pi)) < ri fennáll.

Legyen x ∈ H . Ekkor van olyan i ∈ {1, . . . , n}, hogy d(pi, x) < ε2. Ennélfogva
k > k0 esetén
d(Tk(x), T0(x)) ≤ Φ(d(Tk(x), Tk(pi)), d(Tk(pi), T0(x)))

≤ Φ(d(x, pi),Φ(d(Tk(pi), T0(pi)), d(T0(pi), T0(x)))

≤ Φ(d(x, pi),Φ(d(Tk(pi), T0(pi)), d(x, pi))

≤ Φ(ε2,Φ(ri, ε2)) ≤ Φ(ε2,Φ(ε2, ε2)) ≤ Φ(ε2, ε1) ≤ Φ(ε1, ε1) < ε.

Ebből az egyenlőtlenségből következik, hogy k > k0 esetén

Tk(H) ⊆
⋃

y∈T0(H)

B(y, ε), és T0(H) ⊆
⋃

x∈Tk(H)

B(x, ε),

azaz D(Tk(H), T0(H)) ≤ ε, ami éppen a bizonyítandó állítás. �

3.10. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes szemimetrikus tér, Φ : R2
+ → R+ egy felülről

félig folytonos háromszögfüggvény és ϕ : R+ → R+ egy felülről félig folytonos
összehasonlító függvény. Legyenek (Tk,1), . . . , (Tk,n) olyan ϕ-kontrakciókból álló
sorozatok, melyek pontonként konvergálnak rendre a T0,1, . . . , T0,n leképezésekhez,
melyek szintén ϕ-kontrakciók. Továbbá k ∈ N ∪ {0}-ra a Tk : K (X) → K (X)
leképezés legyen a

Tk(H) :=
n⋃
j=1

Tk,j(H)

képlettel adott, és jelöljeHk az egyértelműen létező (Tk,1, . . . , Tk,n)-fraktált K (X)-
ben. Ekkor a (Hk) sorozat konvergál a H0 halmazhoz.

Bizonyítás. Legyen H az X tér nemüres, kompakt részhalmaza. A 3.9.Lemma ér-
telmében minden j ∈ {1, . . . , n}-reD(Tk,j(H), T0,j(H))→ 0. Ekkor a 2.3.Lemma
miatt ekkor D(Tk(H),T0(H)) → 0, tehát a Tk leképezés pontonként konvergál a
T0-hoz. A 3.7. Tétel bizonyításából következik, hogy Tk is ϕ-kontrakció, így az
állítás a 3.6. Tétel következménye. �
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[25] Z. D. Mitrović and N. Hussain. On weak quasicontractions in b-metric spaces. Publ. Math. Debrecen, 94(3-

4):289–298, 2019.
[26] D. Pompéiu. Sur la continuité des fonctions de variables complexes. Toulouse Ann. (2), 7:264–315, 1905.
[27] I. A. Rus. Generalized contractions and applications. Cluj University Press, Cluj-Napoca, 2001.
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