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BEVEZETES

Legyen X egy nemiires halmaz, tovabba 73,...,7, : X — X leképezések.
Egy nemiires H C X halmazt (17, .. .,T,)-fraktdlnak neveziink, ha megoldédsa az
ugynevezett invariancia egyenletnek:

H:OﬂW)

Vilagos, hogy ha az egyenlet jobb oldalit egy halmazértékii leképzésnek tekintjiik,
akkor H ezen leképezés fixpontja. Az egyik legfobb kérdés, mely ezt a témakort
ovezi, hogy az alaphalmaz, és a 71, ...,7,, fliggvényrendszer mely tulajdonsédgai
biztositjak a fraktdlok létezését €s egyértelmiiségét.

A fixponttételek elmélete gazdag eszkoztarat biztosit ezen kérdés targyaldsahoz.
A teljesség igénye nélkiil emlitiink néhdny fontos €s alapveté miivet: Berinde [2],
Granas és Dugundji [16], Rus [27], Rus, Petrusel és Petrusel [28], valamint Zeidler
[31]. Hutchinson ([18]) dolgozatdban a Banach-féle fixponttétel (Id. Banach [1] és
Cacciopoli [12]) segitségével igazolta a fraktilok 1€tezését €s egyértelmiiségét teljes
metrikus terekben.

A dolgozat célkitlizése Hutchinson eredményének altalanositdsa szemimetrikus
terekre. A megkozelitésiinkben a hagyomanyos kontrakciok helyett Matkowski-féle
nemlinedris kontrakciok szerepelnek, melyeknek a fixpont tulajdonsagait Bessenyei
és Pdles [5] munkdjukban, valamint Jachymski, Matkowski and éwiatkowski [19]
cikkiikben vizsgalték, kiterjesztve ezzel Browder ([9, 10]) és Matkowski ([22]) fel-
fedezéseit. Ezen eredmények tovabbi targyaldsa Miculescu €s Mihail ([24]), tovab-
ba Mitrovi¢ és Hussain ([25]) miiveiben olvashatdk. A jelen dolgozat f6 allitdsdanak
bizonyitasa az [5] kozlemény f6 eredményein alapszik.

A jelen dolgozat eredményei egy a témavezetdmmel ko6z0s cikkben ([21]) keriil-
tek publikdlasra, amelyet a Journal of Fixed Point Theory and Applications 2022.
szeptemberében kozlésre elfogadott.
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1. ALAPVETO FOGALMAK ES EREDMENYEK A SZEMIMETRIKUS TEREK
ELMELETEBEN

A tovibbiakban jeldlje R, R, és R, a vals, a nemnegativ valds, valamint a
nemnegativ bovitett valos szdmok halmazt.

1.1. Definicié. Legyen X egy nemiires halmaz és d : X x X — R olyan fiiggvény,
melyre teljesiilnek az alabbi feltételek:

(i) d(z,y) > O minden x,y € X esetén, tovabba d(x,y) = 0 akkor és csak akkor,
haz = y;
(i) d(z,y) = d(y, x) barmely z,y € X-re.
Ekkor az (X, d) part szemimetrikus térnek, a d figgvényt pedig szemimetrikdnak
nevezziik.

1.2. Definicié. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér. A ® : R, x R, — R, egy
hdaromszogfiiggvény a d szemimetrikdra nézve, ha ® szimmetrikus, mindkét véalto-
z6jaban monoton novekvs, ®(0,0) = 0 és

d(z,y) < @ (d(z,2),d(z,y))
teljesiil minden x, y, 2z € X esetén.

Minden metrikus tér egyben szemimetrikus tér is, mely a ®(u,v) := u + v ha-
romszogfiggvénnyel van felruhdzva.
Legyen @, : R, x R, — R, akovetkez6képpen adott:

®y(u,v) = sup{d(z,y) | Ip € X 1 d(z,p) < u,d(p,y) < v}.

Egyszeriien beldthatd, hogy a @, leképezés egy haromszogfiiggvény a d-re néz-
ve. Ezen fiiggvényt a d szemimetrikdhoz tartozo alap hdaromszogfiiggvénynek ne-
vezzik. Az is igazolhato, hogy ®, optimalis abban az értelemben, hogy ha ¢ egy
haromszogfiiggvény d-re nézve, akkor ®,; < ® fenndll (1d. [5]).

A konvergens sorozatok és a Cauchy-sorozatok fogalmait szemimetrikus terek-
ben a szokdsos mddon definiéljuk.

1.3. Definicié. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér. Azt mondjuk, hogy az (z,)
sorozat konvergens, és hatarértéke x( € X, ha a (d(x,, x()) sorozat a nulldhoz tart.
Az (x,) sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezzik, ha barmely € > 0 szimhoz létezik
no € N dgy, hogy ha n,m > ny fenndll, akkor d(x,, z,,) < ¢ teljesiil. Egy sze-
mimetrikus teret teljesnek neveziink, ha a tér minden Cauchy-sorozata konvergens.
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Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér, p € X és r € (0,00]. A p pont koriili r
sugard gombot B(p, r)-rel jeloljiik:

B(p,r) :={x € X |d(z,p) <r}.

Egy A C X halmaz atmér6jén az elemeinek a tavolsagainak a szuprémumat értjiik,
és diam(A)-val jeloljiik. Egy halmaz korldtos, ha az atmérGje véges.

1.4. Definicié. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér és ® : R, x R, — R, egy
haromszogfiiggvény a d-re nézve. Azt mondjuk, hogy a ¢ leképezés reguldris, ha
folytonos az origéban. Az (X, d) szemimetrikus teret reguldrisnak nevezziik, ha
ellathato6 regulédris haromszogfiiggvénnyel.

Reguléris szemimetrikus tér alap haromszogfiiggvénye regulédris. A kovetkezd
lemma jellemzi a reguléris szemimetrikus tereket, és 0sszefoglalja az alapvetd tu-
lajdonsagaikat (1d. [5]).

1.5. Lemma. Az (X, d) szemimetrikus tér akkor és csak akkor reguldris, ha

lim sup diam B(p, ) = 0.
Tovdbbd egy reguldris szemimetrikus térben a konvergens sorozatok teljesitik a
Cauchy-tulajdonsdgot, és hatdrértékiik egyértelmii.

Ezen lemma ismeretében teljes, reguldris szemimetrikus terekben a konvergen-
cia és a Cauchy-tulajdonsag ekvivalens fogalmak. A regularis szemimetrikus terek
tovabbi jellemzései Chrzaszcz, Jachymski €s Turobo$ [13] munkdjanak 3.2. Téte-
1ében olvashatdk. Ezen eredmény tobbek kozott kimondja, hogy egy (X, d) sze-
mimetrikus tér pontosan akkor reguldris, ha egyenletesen metrizdlhato, azaz 1étezik
olyan o metrika X -en, hogy az identikus leképezés egyenletesen folytonos (X, d)
és (X, o) kozott.

A szemimetrikus terek topologidjdt a belsd pontok segitségével definidljuk: Le-
gyen (X, d) egy szemimetrikus tér. Azt mondjuk, hogy az A C X részhalmaz nyilt,
ha minden pontja belsd pont, azaz ha barmely p € A pont esetén létezik ¢ > 0,
hogy B(p,r) C A teljesiil. Egyszer(ien belathatd, hogy a nyilt halmazok topoldgiat
alkotnak. Egy A C X részhalmaz bels6 pontjainak halmazat A°-rel jeloljiik.

1.6. Lemma. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér és A C X egy zdrt halmaz. Ek-
kor az A-beli elemekbdl dllo konvergens sorozatok hatdrértéke is A-beli. Tovdabbd
ha (X, d) reguldris, akkor bdrmely € > 0 esetén létezik r > 0 gy, hogy minden
x € X-re B(x,r) C B(x,¢)° fenndll, kovetkezésképpen a topolégia Hausdorff.

Bizonyitds. Legyen (x,,) egy A-beli sorozat, mely tart a p € A ponthoz. Tételezziik
fel, hogy p ¢ A, azazp € X \ A. Az X \ A halmaz nyilt, ezért 1étezik r > 0, hogy
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B(p,r) € X \ A teljesiil, ennélfogva B(p,r) N A = (). Mésrészrdl az (z,,) sorozat
konvergencidja miatt 1étezik ny € N kiiszobindex ugy, hogy ha n > nyg, akkor
d(z,,p) < r,azaz x, € B(p,r), amibdl az kovetkezik, hogy B(p,r) N A # . Ez
ellentmondas, igy p € A.

Legyen ¢ > 0. Ekkor a tér regularitdsa miatt 1étezik » > 0 ugy, hogy ®4(r,r) < €.
Legyen x € X,y € B(x,r) és z € B(y, r) tetszdlegesek. Ekkor

d(z,z) < Oy(d(x,y),d(y, 2)) < Pg(r,r) < g,

azaz B(y,r) C B(x,e¢). Ez azt mutatja, hogy y bels6 pontja a B(z, ¢) halmaznak,
igy B(z,r) C B(x,¢)°.

Legyenek z,y € X kiillonb6z6 pontok. Ekkor 1étezik olyan ¢ > 0, hogy
D4(e,e) < d(x,y), amibdl kovetkezik, hogy B(x, €) és B(y, €) diszjunktak. Az el6-
z6 allitas értelmében B(z,£)° és B(y, )° az z-et és y-t tartalmazo diszjunkt nyilt
halmazok, ami igazolja a Hausdorff-tulajdonsédgot. [

1.7. Definicio. Legyenek (X, d) és (Y, o) szemimetrikus terek. Azt mondjuk, hogy a
T : X — Y fiuggvény Lipschitz-tulajdonsdgu, ha 1étezik L > 0 ugy, hogy barmely
x,y € X esetén

(1.1) o(T(x),T(y)) < Ld(z,y)
teljesiil.

1.8. Lemma. Legyenek (X,d) és (Y, 0) szemimetrikus terek és T : X — Y egy
Lipschitz-tulajdonsdgii leképezés. Ekkor T' folytonos a szemimetrikus terek topo-
logidjdra nézve (azaz minden Y -beli nyilt halmaz T’ dltali teljes inverz képe nyilt
halmaz X -ben).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a T leképezés teljesiti az (1.1) egyenltlenséget min-
den z,y € X-re valamilyen L > 0 konstanssal. Legyen U C Y egy nyilt hal-
maz, és legyen p € T 1(U), azaz T'(p) € U. Az U halmaz nyiltsdga miatt létezik
r > 0 tgy, hogy B(T(p),r) C U fennéll. Megmutatjuk, hogy B(p,r/L) C T~1(U)
teljesiil. Legyen x € B(p,r/L). Ekkor d(z,p) < r/L fenndll. Tovabba a T le-
képezés Lipschitz-tulajdonsdaga miatt o(7'(z),T(p)) < Ld(x,p) < r, ennélfogva
T(x) € B(T(p),r) C U, igy x € T-1(U). Ezzel beldttuk, hogy a 7! (U) minden
pontja belsé pont, azaz T~1(U) nyilt halmaz, igy a T' leképezés folytonos. O

1.9. Definicié. Az (X, d) szemimetrikus tér egy H részhalmazat teljesen korldtos-
nak nevezziik, ha barmely ¢ > 0 szdmhoz 1étezik P := {py,...,p,} C H ugy,
hogy H C |J;_, B(pi, ). Ekkor a P egy e-hdlé a H halmaz részére.
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Az (X, d) szemimetrikus tér nemiires, zart és teljesen korlatos részhalmazainak
halmazat T (X)-szel jeloljik. Szemimetrikus terekben a teljes korlatossagbol élta-
laban nem kovetkezik a korldtossdg. Azonban elmondhatd, hogy ha a tér ellathat6
véges értékl haromszogfiiggvénnyel, akkor minden teljesen korlatos halmaz korla-
tos. A kovetkez0 tétel szerint egy ennél gyengébb feltétel teljesiilése esetén is igaz
az eldbbi implikacid.

1.10. Tétel. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér. Tegyiik fel, hogy létezik ¢ > 0 gy,
hogy a ®, : R%r — R alap hdromszogfiiggvény véges értékii a

.= {(z,y) € R2 | min(z,y) < ¢}
halmazon. Ekkor az X halmaz teljesen korldtos részhalmazai korldtosak.

Bizonyitdas. Legyen H C X egy teljesen korlatos halmaz. Ekkor barmely ¢ > 0-
hoz létezik {pi,...,p,} C H ugy, hogy H C |J;_, B(pi,c). Legyenek z,y € H
tetsz6legesek. Ekkor 1éteznek i,j € {p1,...,p,} indexek gy, hogy =z € B(p;, ¢)
ésy € B(p;,e) fenndll. Legyen

a:= max d(p;,Dj).

1<i<j<n

Ekkor
d(z,y) < Qal(d(z, pi), d(pi, y)) < Pale, Pa(d(pi, ps), d(pj, y))) < Pale, Palav, €)).

Ezen szamitasok mutatjak, hogy diam(H ) < ®4(e, D4(a, €)). Mivel (a,e) € T'., és
igy (e,P4(c,¢)) € ', ezért d(z,y) < oo, kovetkezésképpen a H halmaz korlatos.
[

1.11. Definicié. Az (X, d) szemimetrikus tér H részhalmazéat kompaktnak nevez-
ziik, ha minden nyilt halmazokkal valé lefedésébdl kivélaszthat6 véges sok halmaz,
mely szintén lefedi H-t.

Az (X,d) szemimetrikus tér nemiires, kompakt részhalmazainak a halmazat
H (X)-szel jeloljik.

Hausdorff tétele szerint metrikus térben egy halmaz pontosan akkor kompakt, ha
teljes és teljesen korlatos. Az alabbi tétel ezen 4llitds kiterjesztése szemimetrikus
terekre.

1.12. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes, reguldris szemimetrikus tér. Az X egy rész-
halmaza akkor és csak akkor kompakt, ha zdrt és teljesen korldtos.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a H C X halmaz kompakt. Legyen € > 0 tetszdleges.
Ekkor a {B(p,e)° | p € H} egy nyilt lefedése a H halmaznak, igy H kompaktsaga
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miatt
H g UB(pi;E)O g UB(pivg)a
=1 =1

valamely {p1,...,p,} € H halmaz esetén. Ez bizonyitja H teljes korldtossagat.
A zartsag igazolasdhoz legyen p € X \ H tetszSleges. Megmutatjuk, hogy p bels
pontja az X \ H halmaznak. Legyen r > 0, és

U ={x e X :dx,p) > d(rr)}, Vii={z e X :d(x,p) >r}
Ekkor z € U, ésy € B(x,r) esetén
O(r,r) < d(z,p) < 0(d(z,y), d(y, p)) < 2(r,d(y, p)),

amibdl az kovetkezik, hogy r < d(y,p). Ennélfogva y € V,, azaz B(x,r) C V.
Tehat az = bels6 pontja a V. halmaznak, ezért U, C V7.

Vegyiik észre, hogy az {U, : r > 0} lefedi a H halmazt: ha + € H, akkor
d(z,p) > 0= ®(0,0) teljesiil. A haromszogfiiggvény regularitasa miatt 1étezik r >
0, hogy d(x,p) > ®(r,r), igy « € U, valéban fennall. Mivel U, C V°, igy {V?° :
r > 0} egy nyilt lefedése H-nak, ezért a kompaktsag miatt 1éteznek r1,...,r, > 0
szdmok, hogy {V,° : i € {1,...,n}} szintén lefedi a H halmazt. Mindezekbdl
kovetkezik, hogy a {V;, : i € {1,...,n}} egy lefedése a H halmaznak. Egyszeriien
lathat6, hogy |J_, V;, = V,,, ahol 79 := min(ry,...,r,). Végiil komplementer
képzéssel kapjuk, hogy

B(va.O)gX\V;“ogX\HJ

azaz p valoban belsS pontja az X \ H halmaznak, kovetkezésképpen H zart.

A forditott irdnyu allitds igazoldsdhoz legyen H C X egy zart és teljesen kor-
latos halmaz. Tegyiik fel, hogy H nem kompakt, tehat 1étezik {C;};c; nyilt lefe-
dése, melybdl nem valaszthato ki véges elemszamu fed6rendszer. Legyen (e,,) egy
pozitiv szamokbdl allé6 monoton csokkend nullsorozat, mely eleget tesz az alabbi
feltételeknek:

€1 :=1, (I)(Ek+1,€k+1) < €k (]C € N)

A H halmaz teljes korlatossdga miatt 1étezik olyan P, halmaz, mely egy ¢;-halgja
a Hy := H-nak. Ekkor van olyan p; € P, hogy a H, := B(p1,e1) N Hy nem
fedhetS le a {C;};c; egyetlen véges részrendszerével sem. A H; teljesen korlatos
(ugyanis részhalmaza a teljesen korlatos Hy-nak), igy 1étezik olyan P, halmaz, mely
egy eo-hédléja Hp-nek. Ekkor van olyan p, € P,, hogy a Hy := B(ps,e2) N Hy
nem fedhets le a {C;};c; egyetlen véges részrendszerével sem. Tegyiik fel, hogy
megkonstrudltuk a H,, 1 := B(p,_1,,-1) N H,_» halmazt, melyre a {C;};cr-nek
nem létezik véges részrendszere, mely lefedné H,,_i-et. A H, 1 teljesen korlatos,
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igy 1étezik P, halmaz, mely egy ¢, hdl6ja H,,_;-nek. A P, halmaznak van p,, € P,
eleme, melyre a H,, := B(py,e,) N H,_1 nem fedhetd le a {C; };c; egyetlen véges
részrendszerével sem.

Belatjuk, hogy az igy kapott (p,,) sorozat Cauchy-sorozat. A H,, nem lehet iires,
igy 1étezik g, € H,,. EKkor q,, € B(pn—1,€n-1) N B(pn,en), igy n > 2 esetén

d(pn—1,Pn) < ®(d(Pn-1,4n), d(qn, Pn))
S q)(gn—l;gn) S ¢(€7’Z—178n—1) S En—2.

Megmutatjuk k-szerint teljes indukciéval, hogy minden k£ € N és m > 2 esetén

(1.2)

(1.3) d(pmapm+k) < Em-2.

Ha £ = 1, akkor az (1.2) 0sszefiiggésbdl n = m + 1 valasztdssal a bizonyitand6
egyenl6tlenség adodik. Tegyiik fel, hogy az (1.3) valamilyen k£ > 1 és barmely
m > 2 esetén fenndll. Ekkor, alkalmazva az (1.2) egyenldtlenséget és az indukcids
feltevést, kapjuk, hogy

d(pmapm+(k+1)) < (I)(d(pmapm—i—l)a d(pm+17p(m+1)+k)) < (D(gm—l; 5m—1) < Em—2,

igy az 4llitas k + 1 esetén is érvényes. Az (e,) sorozat a nulldhoz tart, igy az (1.3)
osszefiiggésbol adodik, hogy a (p,,) sorozat valéban Cauchy-sorozat. A szemimet-
rikus tér teljessége miatt a (p,,) sorozatnak 1étezik p € X hatarértéke. Ekkor

d(qn,p) < ®(d(Gn; Pn), d(Pn,p)) < P(en, d(pn, D)),

azaz, a ® fuggvény regularitasa miatt, a (d(q,, p)) nullsorozat. Mivel ¢, € H,, C H,
igy H zéartsaga miatt p € H teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a {C;};c; halmazrend-
szernek van olyan eleme, mely tartalmazza a p pontot, jeloljik ezt C,-val. A C,
nyiltsdga miatt 1étezik r > 0 dgy, hogy B(p,r) C C, fenndll. Legyen o > 0 olyan,
hogy ®(0, 0) < r teljesiil, tovabba valasszuk meg n € N-et Ggy, hogy &, < ¢ és
d(pn,p) < pteljesiiljon. Legyen x € H, tetszGleges. Ekkor = € B(py, €,), és

d(x,p) < ®(d(z,pn), d(pn, p)) < P(en, d(pn,p)) < P(0,0) <,

ezért H, C C,,. Ez azonban ellentmond annak, hogy a H,, halmaz nem fedhet6 le a
{C;}icr egyetlen véges részrendszerével sem. A kapott ellentmondds mutatja, hogy
a H halmaz lefedhet6 a {C; };c; valamely véges részhalmazaval, tehat H kompakt.

]

A 1.12. Tétel bizonyitdsara egy masik lehetséges érvelés a kovetkezd. Ismert,
hogy az (X, d) szemimetrikus tér pontosan akkor reguldris, ha egyenletesen metri-
zalhato (1d. [13]). Ez azt jelenti, hogy 1étezik olyan o metrika X-en, mely egyen-
letesen ekvivalens d-vel, azaz minden € > 0-hoz 1étezik 6 > 0 ugy, hogy barmely
z,y € X esetén, ha d(z,y) < 9, akkor g(z,y) < ¢, és forditva, minden £ > 0-hoz
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létezik § > 0 Ggy, hogy barmely z,y € X esetén, ha o(x,y) < 0, akkor d(z,y) < €
teljesiil. Ekkor (X, d) teljességébdl kovetkezik (X, o) teljessége. Legyen H egy
zart és teljesen korldtos halmaz (X, d)-ben. Ekkor H zért (X, p)-ban is (ugyanis
d és p ekvivalensek). Megmutatjuk, hogy H teljesen korlatos (X, p)-ban. Legyen
e > 0 tetsz6leges. Ekkor létezik 6 > 0 ugy, hogy minden z,y € X esetén, ha
d(z,y) < d,akkor o(z,y) < . A teljes korlatossag miatt 1étezik {xy,...,x,} C H,
mely egy 0-hdlé a H-ra nézve (X, d)-ben. Ekkor minden y € H esetén van olyan
i€ {l,...,n}, hogy d(z;,y) < d. A d és p ekvivalencidja miatt o(z;,y) < €, ezért
az {ry,...,r,}egy c-hdlé a H halmazra nézve (X, p)-ban. A klasszikus Hausdorff
tétel szerint H kompakt (X, o)-ban, és igy kompakt (X, d)-ben is szintén a d és o
ekvivalencidja miatt. A forditott irdnyu allitas hasonléan lathato be, felhasznélva
azon tényt, hogy az (X, 0)-bdl (X, d)-be képzs identikus leképezés egyenletesen
folytonos.
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2. A NEMURES, KORLATOS, ZART HALMAZOK ES A NEMURES, KOMPAKT
HALMAZOK SZEMIMETRIKUS TEREI

2.1. Definici6. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér. Az A, B C X nemiires hal-
mazok Hausdorff-Pompeiu-tdvolsdgdn az alabbi mennyiséget értjlik.

D(A, B) = inf{s € (0, 0] ‘ Ac|JBw.e), BC | B(a,e)}.

beB acA

Megjegyezziik, hogy két halmaz Hausdorff—Pompeiu-tavolsdga lehet végtelen. A
kovetkezd allitas a fenti definicid azonnali kovetkezménye.

2.2. Lemma. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér, és Ay, ..., Ay, B, ..., B, C X
nemiires halmazok. Ekkor

D(Al u---u An,Bl u---u Bn) S maX(D(Al,Bl), . . ,D(An,Bn))

Bizonyitds. Ha valamely ¢ € {1,...,n} esetén D(A;, B;) végtelen, akkor az alli-
tds nyilvdnvaldan teljesiil, ezért feltehetjiik, hogy max(D(Ay, By), ..., D(A,, By))
véges. Legyen ¢ > max(D(Ay, By),...,D(A,, By)) tetszGleges. Ekkor minden
je{l,...,n}re

A; C U B(z,e) és B; C U B(y,¢)
QL'EBJ' yEAj
ezért
AU---UA, C U B(x,e) és BiU---UB,C U B(y,e).
r€B,U--UB, yEAU-UA,,

Ezen tartalmazasokbdl kovetkezik, hogy D(A; U --- U A,, By U---UB,) < e.
Képezve az
e — max(D(Ay, By),...,D(A,, By))

hataratmenetet éppen a bizonyitand6 egyenldtlenséget kapjuk. [

Legyen (Hj) egy X-beli halmazokbdl 4ll6 sorozat. Azt mondjuk, hogy (Hj)
konvergal egy Hy C X halmazhoz, ha (D(Hy, Hy)) a nulldhoz tart, amennyiben
k — oo.
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2.3. Lemma. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér, és legyenek (Hy 1), ..., (Hyy)
nemiires halmazokbol dllo sorozatok, melyek rendre a H 1, ..., Hy, halmazokhoz
konvergdlnak. Legyen k € N U {0} esetén

Hy:= HpgU---UHyg,,.
Ekkor a (H},) sorozat konvergdl a Hy halmazhoz.

Bizonyitds. Felhasznélva az el6z6 lemmat kapjuk, hogy
D(ij> HO) — D(Hk‘,b I Hk,n7 HO,l? sy HO,n)
< maX<D(HkJ,17 HO,1)7 SRR D(Hk,m HO,n))-

Ezen egyenlGtlenség jobb oldala a feltevéseink miatt a nulldhoz tart, ha £ — oo,
igy a (D(Hy, Hyp)) sorozat nullsorozat. O]

A tovébbiakban jelolje .7 (X) az (X, d) szemimetrikus tér nemiires, korldtos és
zart részhalmazainak a csaladjat. Az (.# (X)), D) part fraktdltérnek, vagy a fraktdlok
terének nevezziik.

2.4. Tétel. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér és  : Ri — R, egy feliilrol félig
folytonos hdaromszogfiiggvény d-re nézve. Ekkor (% (X), D) szintén szemimetrikus
tér, tovabbd ® hdromszogfiiggvény D-re nézve.

Bizonyitas. A ® fiiggvény feliilrdl félig folytonossagabol kovetkezik, hogy @ foly-
tonos az origdban, igy az (X, d) szemimetrikus tér reguldris.

ElGszor belatjuk, hogy D véges értékii az .% (X ) halmazon. Legyenek A, B €
F(X) tetszblegesek. A korlatossdguk miatt az o := diam(A) és § := diam(B)
szamok végesek. Legyenek ay € A és by € B. Ekkor barmely a € Aésb € B
esetén

d(a,b) < ®(d(a,ap),d(ap,b)) < ®(a, P(d(ag, bo), d(by,b))) < P(a, P(d(ag, by),5)),
igy e > ®(a, ©(d(ap, by), B)) valasztassal
AC UB(b’,s) és BC UB(a’,e)

beB a'c€A
teljesiil. A D(A, B) éppen az ilyen szdmok infimuma, ezért D(A, B) < ¢ < o0.
Ha A = B, akkor D(A, B) = 0 nyilvdnval6an teljesiil. Megforditva, tegyiik fel,
hogy A, B € #(X)és D(A, B) = 0.Legyen a € Arogzitett. Ekkor mindenn € N
esetén 1étezik b, € B, melyre d(a,b,) < 1/n. Ez azt jelenti, hogy a (b,,) sorozat
hatarértéke a € A. A B halmaz zartsdga miatt a € B teljesiil, és igy A C B.

A forditott irdnyu tartalmazas hasonlé gondolatmenettel igazolhat6. Mindezekbdl
kovetkezik, hogy A = B.
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A D fiiggvény szimmetridja a definici6 azonnali kovetkezménye.
Végezetiil legyenek A, B, C' € % (X) tetsz6leges halmazok. Beldtjuk, hogy ek-
kor

(2.1) D(A,B) < ®(D(A,C),D(C, B))

fenndll. Ha D(A, B) = 0, akkor nincs mit bizonyitani. Ellenkez$ esetben legyen
e < D(A,B). Ekkor A € |J,cp B(b,€), vagy B € |J,c4 B(a,¢) teljesiil. Az elsd
esetben létezik a € A, melyre minden b € B esetén d(a,b) > . Ekkor barmely
c € C-re

e <d(a,b) < ®(d(a,c),d(c,b)).
Vegyiik észre, hogy

(2.2) inf d(a, ) < D(4,0).

Valéban, legyen r > D(A, C). Ekkor a D definicidja miatt a € B(c,r) valamely

c € C esetén, és igy

;gé d(a,c) <.

Véve az r — D(A, C') hatdratmenetet éppen a (2.2) egyenlGtlenséget kapjuk. Ko-
vetkezésképpen minden n € N esetén 1étezik c,, € C, melyre

d(a, c) < D(A,C) + =
n

teljesiil. Hasonl6an

inf d(c,,b) < D(C, B),
beB

igy minden n € N esetén 1étezik b,, € B, melyre
d(c.by) < D(C, B) + %
Innen kapjuk, hogy minden n € N esetén
e <d(a,b,) < P®(d(a,c,),d(cy, b)) <P (D(A, C) + %, D(C,B) + %) .
Kihasznélva, hogy ® feliilr6l félig folytonos, n — oo hatardtmenettel adédik, hogy
e<®(D(AC),D(C,B)).

Mivel ¢ < D(A, B) tetsz8leges volt, igy a (2.1) osszefiiggés valéban fennéll. Ez
bizonyitja, hogy ® haromszogfiiggvény a D-re nézve. [

A fraktdltér egyik fontos tulajdonsiga, hogy atorokli az alaptér teljességét. Ezen
eredményt két, a Blaschke-tétellel analdg allitdsban fogalmazzuk meg.

2.5. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes szemimetrikus tér és P : Ri — R egy feliilrol
félig folytonos hdromszogfiiggvény d-re nézve. Ekkor (% (X ), D) szintén teljes.
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Bizonyitds. Legyen (A,) egy (% (X), D)-beli Cauchy-sorozat. Belatjuk, hogy az
(A,,) sorozat tart az A halmazhoz, ahol

A={r e X | Ixy) : xx = x, 2 € A (k € N) }.

Legyen ¢ > 0, tovabba (,,) egy pozitiv szamokbdl dll6 szigortian monoton csok-
kend nullsorozat az alabbi médon megadva:

€1 := €, D(epi1,p41) < Ex (k € N).

A Cauchy-tulajdonsdg miatt van olyan ny € N, hogy n,m > mng esetén
D(A,, A,) < 3. Megmutatjuk, hogy minden n > ng-ra teljesiil a kovetkezd két
tartalmaz3s.

i) Ac |JBe); (i) A,c|JBe)

yeEA, z€A

Legyen el6szor x € A ésn > ny. Ekkor 1étezik olyan () sorozat, hogy ). € Ay,
és x;, — x. Legyen k € N olyan, hogy k > ng és d(xy, x) < e3 egyszerre fenndll-
jon. Ebben az esetben D( Ay, A,) < €3 miatt 1étezik y € A,,, melyre d(zy,y) < 3.
Igy azt kapjuk, hogy

d(ﬂ?,y) S (I)(d(xuxk)7d(xkay)) < (I)(83783) <egp<éEr=g¢g,

azaz x € B(y, ), ami bizonyitja (i)-et.

A masik tartalmazds bizonyitasdhoz legyen n > ng és y € A, tetszbleges. Az
(Ay) sorozat Cauchy-tulajdonsdga miatt van olyan szigordan monoton nové (¢;)
indexsorozat, hogy ¢; = n és k > {; esetén

(2.3) D(Ay;, Ay) < gj42.

Konstrudljuk meg az (xj) sorozatot a kovetkez&képpen: Ha k& < n, akkor legyen
xp € Ay tetszdleges. Ha k = n, akkor legyen x;, = y. Végiil, ha k > ¢; = n, akkor
vanj € N, melyre k € {{;+1,...,¢;11}. Legyen ebben az esetben xj, € Ay, olyan,
hogy d(z(,,71) < €j42. llyen z;, € Ay elem a (2.3) Osszefiiggés miatt biztosan
1étezik. Megmutatjuk, hogy az igy kapott () sorozat Cauchy-sorozat.

Els6 1€pésként beldtjuk, hogy 1 < i < 7 esetén

d(xe,, 20,) < iyl

Ehhez k-szerinti teljes indukcidval bebizonyitjuk, hogy az elébbi egyenldtlenség
minden ¢ € Nés j € {i,...,i+ k} szdmokra teljesiil. Ha k = 0, akkor ¢ = j, igy
az 4llitas nyilvanvaldan teljesiil. Tegyiik fel, hogy az allitds valamely k£ > 0 szdmra
igaz, éslegyenj € {i,...,i+k+ 1} Haj<i+k+1,azazj € {i,...,i + k},
akkor az indukci6s feltevés miatt az allitds teljesiil. Legyen j = i + k + 1. Az ()
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sorozat definici6jabol kovetkezik, hogy d(xy,, x(,,,) < €i42, tovabba az indukcids
feltevés miatt d(zy,,,, T, ,,,) < Eit2, €818y

d(xéia xfj) S q)(d(xgm $€i+1), d<xf¢+17 xﬁi+k+1> S q)(€i+27 5i+2) < &i+1,

tehat éppen a kivant egyenldtlenséghez jutunk.
Legyenek [,m € N olyanok, hogy [,m > /(5. Ekkor vannak olyan i,j > 2
szamok, melyekre

le{&—l—l,...,&-ﬂ}, m€{€j+1,...,€j+1}.
Feltehetjiik, hogy [ < m. Ekkor ¢ < j is fennéll, tovabba
d(l’l, xm) < (I)(d(xla x&)? d(a”.ﬁia xm)) < q)(gi—i—Q; q)(d(l'gl, iUéj); d(l’gj, xm)))

< D(gjq2, P(ein1, gjr2)) < P(eiva, Plein1, €it1)) < Pleiva, &)
< @(6@,6@) < E&;1-

Legyen n > 0 tetszGleges. Az (g,,) sorozat a nulldhoz tart, igy van olyan i > 2
index, melyre €;,_1 < 7. Ekkor m > [ > /¢; esetén d(x;, x,,) < €;-1 < 1, tehdt az
(x) sorozat Cauchy-tulajdonsagu.

Az alaptér teljessége miatt az () sorozatnak 1étezik x € X hatarértéke. Nyilvan
x € A. Az (1) sorozat konstrukcidja kovetkeztében d(zy,,y) = d(z¢,, ¢,) < 2.
Legyen j € N olyan, hogy d(zy,, ) < 2. Ekkor

d(x,y) = d(z,ze,) < B(d(x, x0,), d(20,, 70,)) < Ple, €2) <,

azaz y € B(xz,e) fenndll. Mivel y € A, tetszleges volt, igy az adddik, hogy
D(A,, A) < ¢, kovetkezésképpen az (A,,) sorozat konvergdl az A halmazhoz.

A bizonyitas befejezéséhez meg kell mutatnunk, hogy A € % (X), azaz hogy A
nemiires, korlatos és zart.

Ha n > ny, akkor (ii) érvényes, igy ha A,, nemiires, akkor A sem lehet iires.
Hasonléan, ha n > ny, akkor (i) fenndll, ezért A,, korlatossagabdl kovetkezik A
korlatossaga. Valéban, ha x1, x5 € A, akkor 1éteznek yy, o € A, elemek gy, hogy
d(x1,y1) < € és d(xq,y2) < €, azaz

d(z1,22) < @(d(w1,91), d(y1,2)) < (e, D(d(y1,y2), d(y2, 72)))

< ®(e,
< (e, P(diam(A,), €)).
Tehat

diam(A) < (e, P(diam(A4,), <)),

amely bizonyitja az A korlatossagat.
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A zartsdg igazoldsahoz legyen z az A halmaz lezartjanak egy tetszSleges eleme.
Ekkor 1étezik (z,) C A sorozat, melyre

1
d(zn,2) < D(A,, A) + = dn (n € N).

A (0,,) nullsorozat, és D(A,,A) < 6, minden n € N-re. Ezért barmely n € N
esetén van olyan z,, € A, hogy d(x,, z,) < d,, igy

d(xn, 2) < O(d(xn, 2n),d(2n, 2)) < P(0p, On)-

A O fiiggvény a (0, 0)-ban feliilrdl félig folytonos, valamint ¢(0,0) = 0, igy a fenti
egyenlStlenség jobb oldala a nulldhoz tart. Ez azt jelenti, hogy x,, — 2, azaz z € A,
ami bizonyitja, hogy A zart. ]

2.6. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes szemimetrikus tér és O : Ri — R, egy feliilrol
félig folytonos hdaromszogfiiggvény d-re nézve. Ekkor (¢ (X), D) szintén teljes.

Bizonyitds. Legyen (A,) egy (- (X), D)-beli nemiires halmazokbél allé6 Cauchy-
sorozat. A feltevéseink miatt a ¢ fiiggvény folytonos az origéban, igy (X, d) re-
guldris. Az 1.12. Tétel értelmében A, zart és teljesen korlatos, tovdbbd mivel &
véges értékd, az 1.10. Tétel kovetkeztében A,, korlatos is. Ekkor a 2.5. Tétel mi-
att az (A,,) sorozatnak létezik A € % (X) hatarértéke. Megmutatjuk, hogy az A
halmaz kompakt. Ehhez az 1.12. kdvetkeztében elegendd igazolni, hogy A teljesen
korlétos.

Legyen € > 0 tetszGleges. Ekkor 1étezik 6 > 0 dgy, hogy ®(6,6) < . Az (A,)
sorozat konvergencidja miatt van olyan n € N, melyre D(A,, A) < 9, azaz

Ac | B(y.9).
yEA,
Masrészrdl az A, teljes korlatossdga miatt 1étezik {p1,...,pn} C A,, melyre

=1

Belatjuk, hogy {p1,...,pm} egy e-hdl6 az A szdmara. Legyen a € A tetszdleges.
A fenti tartalmazasok miatt létezik y € A, melyre a € B(y,¢), azaz d(a,y) < 9.
Tovabba mivel y € A, ezért van olyan j € {1,...,m}, hogy y € B(p;, ), vagyis
d(y,pj) < 6. Mindezekbdl kovetkezik, hogy

d(a,p;) < ®(d(a,y),d(y,p;)) < ©(9,0) <,
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tehdt a € B(p;,¢) valamely j € {1, ..., m} indexre. Kovetkezésképpen

A C U B (pl7 8)7
i=1
amely bizonyitja az A halmaz teljes korlatossagat. [
A 2.5. és 2.6. Tételek szintén igazolhatok a metrikus terekben megismert analog
tételek és a [13] cikk 3.2. Tételének segitségével.
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3. FIXPONTTETELEK

3.1. Definicio. Egy ¢ : R, — R, fliiggvényt dsszehasonlito fiiggvénynek neveziink,
ha monoton névekvd, és lim,,_,, " (t) = 0 minden ¢ > 0 esetén.

3.2. Definicié. Legyen (X, d) egy szemimetrikus tér és ¢ : R, — R, egy Ossze-
hasonlit6 fiiggvény. Ekkor egy 1" : X — X leképezést p-kontrakcionak neveziink,
ha

d(T(x), T(y)) < p(d(z,y))
teljesiil minden x,y € X-re.

Egyszeriien 14that6, hogy ¢ € [0, 1] esetén a p(t) := gt elGiras dsszehasonlité
fliggvényt definial, ezért a p-kontrakciok a klasszikus kontrakciok dltaldnositasai.

A definici6bodl konnyen adddik, hogy ha ¢ : R, — R, egy 0sszehasonlito fiigg-
vény, akkor () < ¢t minden ¢ > 0O-ra. Emiatt ha 7 : X — X egy y-kontrakcio,
akkor

d(T(x), T(y)) < p(d(z,y)) < d(z,y),
azaz T Lipschitz-tulajdonsagid L = 1 modulussal. Igy az 1.8. Lemma szerint T
folytonos.

A kovetkez0 tételt, mely a Banach-féle fixponttétel altalanositdsa szemimetrikus
terekre €s -kontrakciokra, Bessenyei €s Pales 2014-ben igazoltdk [5]. Megjegyez-
ziik, hogy a [19] mi 2. Megjegyzésének figyelembe vételével, ezen eredmény spe-
cialis esete a [19] cikk 1. Tételének.

3.3. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes, reguldris szemimetrikus tér, ¢ : Ry — R egy
osszehasonlito fiiggvény és'T' : X — X egy p-kontrakcio. Ekkor T'-nek létezik egy
egyértelmiien meghatdrozott vy € X fixpontja. Tovdbbd bdarmely x € X esetén az

T =T, Ty = T(zk)
mddon megadott (1) sorozatnak éppen x a hatdrértéke.

Az alabbi lemma segitségével az el6z0 tételben definidlt iterdcioval kapcsolatos
hibabecslést adhatunk meg.

3.4. Lemma. Legyen (X, d) egy teljes, reguldris szemimetrikus tér, ® : RZ — R,
egy hdaromszogfiiggvény d-re nézve, o : R, — R, egy dsszehasonlito fiiggvény és
T : X — X egy p-kontrakcio. Legyen xo € X a I leképezés egyértelmiien létezé
fixpontja. Ekkor minden v € X esetén

(3.1) d(w,20) < Y(d(x,T(x))),



22 3. FIXPONTTETELEK

ahol : R, = R, a
(3.2) U(t) =sup{s = 0[s < P(t,p(s))}  (t€Ry)
képlettel adott.

Bizonyitds. Vegylk észre, hogy 1) monoton novekvé fiiggvény. Legyen z € X
tetszOleges. Ekkor a p-kontrakcids tulajdonsag miatt

d(z, x0) < ®(d(x, T(x)),d(T(x),T(20))) < ®(d(x, T(x)), p(d(z, 20))),

ennélfogva
d(l‘,xo) c {3 >0 ’ s < (I)(d(x,T(.CC)),QO(S))},

fgy
A, z0) < sup{s > 0| s < B(d(w, T(x)), p(s))} = v(d(x, T(x))),
ami éppen a bizonyitani kivant egyenl6tlenség. [

3.5. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes, reguldris szemimetrikus tér, ® : R2 — R,
egy hdromszogfiiggvény d-re nézve, v : R, — R, egy dsszehasonlito fiiggvény,
valamint T' : X — X egy w-kontrakcio. Legyen xo € X a 'l egyértelmiien létezo
fixpontja, tovdabbd legyen x € X és definidljuk az (xy) sorozatot az

T =T, Ty = T(z)
rekurzioval. Ekkor minden k € N esetén érvényesek az aldbbiak.
d(xp, 20) < o " Hd(xs, x41)) ted{l,... .k},
d(zg, z0) < @(d(zr-1,20)),
ahol ¢ : R — R, a (3.2) képlettel adott.

Ha ¢ = 1 vagy ¢ = k, akkor az els6 egyenl6tlenséget rendre a priori, illetve
a posteriori hibabecslésnek nevezziik. A masodik egyenlotlenség a konvergencia
sebességére vonatkozod becslés.

Bizonyitds. Legyen ¢ € {1, ..., k}. Alkalmazzuk az (3.1) egyenlGtlenséget = := xy,
valasztassal. Ezutdn felhasznélva a (p-kontrakcids tulajdonsagot (k — ¢)-szer és a ¢
monotonitasit a kovetkezot kapjuk:

d(zk, x0) < O(d(n, T(xx))) = Y(d(zp, 2ps1)) = (AT (20), T (2451)))

< (" (d(e, me11)))-
A masodik egyenl6tlenség a p-kontrakcids tulajdonsdg azonnali kovetkezménye:

d(wp, xo) = d(T (w3-1), T(20)) < @(d(@p-1, 20))-

Ezzel a bizonyités teljes. [
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A most kovetkezd eredmény a fixpontok stabilitdsat allitja p-kontrakciok egy
adott, pontonként konvergens sorozatdra nézve [35, 2. Tétel].

3.6. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes, reguldris szemimetrikus tér, ¢ : Ry — Ry
egy osszehasonlito fiiggvény és Ty, : X — X egy w-kontrakciokbdl dllo sorozat,
melynek pontonkénti hatdrfiiggvénye Ty : X — X szintén p-kontrakcio. Jelolje
k € NU {0} esetén x;, € X a Ty leképezés egyértelmii fixpontjdt. Ekkor az (xy,)
sorozat tart az xo-hoz.

A soron kovetkezd éllitds a dolgozat egyik legf6bb eredménye. Bizonyitdsdban
fontos szerepet kap a 3.3. Tétel.

3.7. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes szemimetrikus tér, ® : R2 — R egy feliilrdl fé-
lig folytonos hdaromszogfiiggvény d-re nézve, p : R, — R egy feliilrél félig folyto-

nos osszehasonlito fiiggvény, valamint legyenek a'ly, ..., T, : X — X leképezések
p-kontrakcick. Ekkor létezik egy egyértelmiien meghatdrozott (11, . .., T, )-fraktdl
H (X)-ben.

Bizonyitds. Legyena T : # (X ) — J# (X) leképezés a kovetkezSképpen adott:
(3.3) T(H)=|JTi(H).
i=1

A T valéban a # (X ) bnmagéba valé leképezése, ugyanis, ha a H halmaz kompakt,
akkor a T}, leképezések folytonossaga miatt T;.(H ) is kompakt, ezért T'(H) szintén
kompakt halmaz.

Megmutatjuk, hogy a 7" fiiggvény egy (-kontrakci6 a (o (X), D) téren. Legye-
nek A, B € # (X)ése > p(D(A, B)). A p fiiggvény feliilrdl félig folytonossaga
miatt 1étezik 6 > D(A, B), melyre ¢(9) < ¢. Ekkor minden a € A elemhez 1étezik
b € B gy, hogy d(a,b) < 6. Igyhak € {1,...,n}, akkor

d(Ti(a), Ti(b)) < ¢(d(a, b)) < @(0) <e,

ezért
Ti(a) € B(Ty(0).c) € | Bly.2).
yeT'(B)
Mivel a € A tetszbleges volt, azt kapjuk, hogy
T(A) C |J Bly.e).
yeT'(B)
Hasonl6 gondolatmenettel igazolhatd, hogy

T(B)C |J B(xe).

z€T(A)
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Mindezekbdl kovetkezik, hogy D(T'(A), T(B)) < e. Képezve az ¢ — D(A, B)
hataratmenetet az adédik, hogy D(T'(A), T(B)) < ¢(D(A, B)), tehat T valéban
p-kontrakcid. A 3.3. Tétel kovetkeztében a 1" leképezésnek 1étezik egy egyértelmi
Hy € # (X) fixpontja, ami éppen a keresett (71, ..., T, )-fraktal. O

A 3.7. Tétellel anal6g 4llitds mas gondolatmeneten alapul6 bizonyitdsa olvashat6
Bessenyei és Pénzes cikkében (1d. [7, 2. Tétel]).

3.8. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes szemimetrikus tér, ® : R2 — R egy feliilrdl fé-
lig folytonos hdaromszogfiiggvény d-re nézve, p : R, — R egy feliilrél félig folyto-
nos osszehasonlito fiiggvény, valamint legyenek a'ly, ..., T, : X — X leképezések
p-kontrakciok. Jelolje Hy az egyértelmiien létezd (11, . .., T,)-fraktdlt # (X )-ben.
Legyen H € J¢ (X)) és definidljuk a (H},) sorozatot az aldbbi iterdcidval:

H, :=H, Hyq :=T(Hy),
ahol T : #(X) — A (X) a (3.3) képlettel adott. Ekkor érvényesek az aldbbi
hibabecslések:
D(Hy, Hy) < o" “(D(H;,, Hpyy) L€ {l,...,k},
D(Hy, Ho) < ¢(D(Hy-1, Hy)).
Itt - R, — R a (3.2) mddon definidlt.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.5. Tételta (_# (X)), D) szemimetrikus térre, és a (3.3)
moédon definialt 7" : #(X) — # (X)) leképezésre. O

3.9. Lemma. Legyen (X, d) egy teljes, reguldris szemimetrikus tér, ® : RZ — R,
egy feliilrol félig folytonos hdaromszogfiiggvény d-re nézve és p : R, — R, egy fe-
liilrdl félig folytonos dsszehasonlito fiiggvény. Legyen (T},) olyan p-kontrakcicknak
a sorozata, melyek pontonkénti hatdrfiiggvénye 1 szintén p-kontrakcio. Ekkor badr-
mely kompakt H C X halmaz esetén a (1,(H)) sorozat tart a Ty(H)-hoz.

Bizonyitds. Legyen H C X kompakt halmaz és € > 0 tetszdleges. Vélasszuk meg
a0 < g9 < g1 < ¢ szamokat ugy, hogy

O(ey,e1) < g, P (e9,69) < &1

teljesiiljon. A {B(p,e2)° | p € H} egy nyilt fedése H-nak, igy a kompaktsdg miatt
l1étezik {p1,...,p,} € H, melyre

H g U B(plu 82)0-
i=1
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A p; belsé pontja a B(p;, e2) halmaznak, ezért van olyan 0 < r; < &9, hogy
B(pi,r;) € B(p;,e2)°. Tovabba a (T}) sorozat pontonkénti konvergencidja miatt
létezik ko € N ugy, hogy ha k > k, akkor d(7%(p;), To(p;)) < r; fenndll.

Legyen x € H. Ekkor van olyan i € {1,...,n}, hogy d(p;,z) < 2. Ennélfogva
k > ko esetén
d(Ty(x), To(x)) < ®(d(Ti(x), Ti(pi)), d(Th(pi), To(x)))

z, pi), ®(d(Tk(pi), To(pi)), d(To(pi), To(x)))
d(x, pi), (d(Ty(pi), To(pi)), d(x, pi))
< CI)(527 (I)(Ti752)) < (I)(527 (82752)) < (I)(82751) < @(51751) <E.
Ebbdl az egyenl6tlenségb61 kovetkezik, hogy k > ko esetén
U B(y,e), és U B(x,e)
yeTo H) €Ty H)
azaz D(T(H),Ty(H)) < e, ami éppen a bizonyitandé allitas. ]

d
d

3.10. Tétel. Legyen (X, d) egy teljes szemimetrikus tér, ® : R2 — R egy feliilrél
félig folytonos hdromszogfiiggvény és v : Ry — R egy feliilrol félig folytonos
osszehasonlito fiiggvény. Legyenek (T}.1),...,(Tkn) olyan p-kontrakciokbol dllo
sorozatok, melyek pontonként konvergdlnak rendre a 1y 1, . .., T, leképezésekhez,
melyek szintén p-kontrakciok. Tovibbd k € NU {0}-raa Ty : # (X) — H# (X)

leképezés legyen a
H):= | Tv;(H
=1

képlettel adott, és jelolje Hy, az egyértelmiien létezd (T}, . . ., Ty )-fraktdlt & (X)-
ben. Ekkor a (H},) sorozat konvergdl a Hy halmazhoz.

Bizonyitds. Legyen H az X tér nemiires, kompakt részhalmaza. A 3.9.Lemma ér-
telmében minden j € {1,...,n}-re D(1} ;(H), Ty ;(H)) — 0. Ekkor a 2.3.Lemma
miatt ekkor D(Ty(H),To(H)) — 0, tehat a T, leképezés pontonként konvergdl a
To-hoz. A 3.7. Tétel bizonyitasibol kovetkezik, hogy Ty is ¢-kontrakcid, igy az
allitas a 3.6. Tétel kovetkezménye. [
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