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TARTALOMJEGYZÉK 3

0.1. Köszönetnyilvánítás

Ezúton szeretnék köszönetet mondani témavezetőmnek, Iglói Ferencnek, aki szakértelmével

és a konzultációk során biztosított magyarázataival hatalmas segítséget nyújtott dolgozatom

elkészüléséhez.



1. fejezet

Bevezető

A kvantumos összefonódás fontos szerepet tölt be a kvantummechanikában, valamint a kvan-

tuminformatika elméletében. Az összefonódott állapotok definiálásához először tisztáznunk

kell a szeparálható állapotok fogalmát. Egy kvantumállapotot szeparálhatónak nevezünk, ha a

sűrűségmátrixát fel lehet írni szorzatállapotok konvex kombinációjaként:

ρ = Σlplρ
(1)
l ⊗ p

(2)
l ⊗ ...⊗ ρ

(N)
l , (1.1)

ahol N a részecskék számát jelöli, Σlpl = 1, valamint pl > 0. Ezután azt mondjuk, hogy azokat

a kvantumállapotokat nevezzük összefonódottnak, amelyek nem szeparálhatóak.

Kísérleti úton egy kvantumállapotról általában kevés információ nyerhető. Ez igaz még

nagy rendszerekre vonatkozó elméleti számításokra is. Ebből adódóan csak azok a módszerek

alkalmazhatóak összefonódás detektálására, amelyekhez kevés mennyiség mérése is elegendő.

Egyike ezen módszereknek, az összefonódási tanúoperátorok használata. Ezek olyan mennyisé-

gek, amelyeknek a várható értéke pozitív minden szeparálható állapotra, illetve negatív összefo-

nódott állapotokra (nem követeljük meg, hogy minden összefonódott állapotot jelezzen a tanú),

ezért a negatív várható érték összefonódás jelenlétét jelzi. Az összefonódási tanúk elméle-

te gyorsan fejlődött az elmúlt évtizedekben [1]-[3]. Le lett vezetve hogyan lehet konstruálni

összefonódási tanút, amely összefonódást jelez egy adott kvantumállapothoz közel, akár kevert,

akár kötött összefonódott állapot. Az is ismert, hogyan lehet optimalizálni egy tanút, hogy az a

lehető legtöbb összefonódott állapotot jelezze [3].

Optimális összefonódási tanúk mellett, fontos olyan tanúk konstruálása is, melyeket könnyen

mérhetünk kísérleti úton, vagy könnyű kiszámolni elméleti módszerekkel. Mindkét oldalról

nézve, spinláncok Hamilton-operátorain alapuló összefonódási tanúk nagy figyelmet kaptak

[4]-[8], ezt jelzi, hogy még végtelen láncokra is léteznek erre vonatkozó számolások [4]. Be

lett látva, hogy az optimális összefonódási tanú a lánc termikus állapotában nem szükségsze-

rűen a Hamilton-operátoron alapú tanúoperátorok. [8]. Az energián alapuló tanúk többtest-

összefonódást is képesek jelezni. Az energia alapú tanúkat számos fizikai rendszer esetén al-

kalmazzák, mint például molekuláris nanomágneseknél [9], illetve elméleti számítások során,
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1. FEJEZET. BEVEZETŐ 5

elméleti spin modellek esetén [10]-[11].

Dolgozatom során az XY-modellhez fogok összefonódási tanút keresni. A modell Hamilton-

operátorát a következőképp definiáljuk:

H = −
∑
l

[
(1 + γ)

2
σx
l σ

x
l+1 +

(1− γ)

2
σy
l σ

y
l+1 + hσz

l

]
. (1.2)

ahol l = 1, ..., L− 1 a spinek számán fut végig, σα, α = x, y, z a megfelelő helyen vett Pauli-

mátrixokat jelöli, 0 ≤ γ ≤ 1 adja az anizotrópia mértékét, h ≥ 0 pedig a transzverzális teret

jelöli. (Kritikus pontról a h =
1

2
esetben beszélünk.) γ = 1 választással a homogén kvantumos

Ising lánc Hamilton-operátorát kapjuk vissza:

H = −
∑
l

(
σx
l σ

x
l+1 + hσz

l

)
. (1.3)

Az XY-modell esetén a h = 1 egyenletű vonal választja el a ferromágneses és a paramágneses

fázist, előbbi a vonaltól balra, utóbbi pedig jobbra található. A rendezett és rendezetlen fázist a

rendezetlen vonal választja el, amit

γ2 + h2 = 1 (1.4)

egyenlet ad meg. A γ2 + h2 ≤ 1 tartományt oszcillációs tartománynak is szokás nevezni.

1.1. ábra. Fázisdiagram (1.2) Hamilton-operátorral definiált XY-modell esetén.

Összefonódás detektálására alkalmas a negativitáson alapuló összefonódási tanú használata.

Ezen összefonódási tanú megtalálásához meg kell vizsgálni, hogy a sűrűségmátrix parciális

transzponáltjának sajátértékei közül melyik a kisebb, ezt választjuk összefonódási tanúnak [12],

[13]. Numerikus számítások alapján azt is mondhatjuk, hogy a negatív sajátértéket választjuk

összefonódási tanúnak, mivel csak az egyik sajátérték lehet negatív.
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Ha globális kvencs éri az alapállapotába helyezett rendszert [24], [15], akkor a rendszer

alapállapoti h0, γ0 paramétereit megváltoztatja γ, h-ra. Mivel a rendszer így nem egy sajátálla-

potába kerül, ezért elindul a dinamika. A kvencset egy tranziens folyamat követi, amely során

a korrelációk lecsengenek, így kellő idő múlva a rendszer stacionárius állapotba fog kerül, ami

valamilyen kevert állapota a dinamika során fellépő állapotoknak. Ha a Hamilton-operátor nem

integrálható, akkor a rendszer termalizáltnak tekinthető, és a stacionárius állapotot a Gibbs-

sokaság írja le egy effektív hőmérséklettel [16], [17]. Integrálható rendszerek esetén, mint

amilyen az XY-modell is, feltételezzük, hogy a stacionárius állapotot egy úgynevezett általá-

nosított Gibbs-sokaság ír le [18], [19], ahol minden egyes fermion módushoz egy-egy effektív

hőmérséklet rendelhető.

Dolgozatomban be fogjuk látni, hogy XY-modell esetén globális kvencs utáni állapotok ha-

tékonyan kezelhetők, még nagy méretű rendszerek esetén is, valamint az összefonódási tanú

várható értéke szintén kiszámítható. Ezen kívül meg fogjuk vizsgálni, hogy mely kevert állapo-

tokat detektálja a negativitási tanú.

TDK munkám felépítése a következő:

A 2. fejezetben bemutatom az XY-modellt, felírom a Hamilton-operátorát szabad fermi-

on reprezentációban a Jordan-Wigner-transzformáció felhasználásával, majd diagonalizálom a

Fourier-, és a Bogoliubov-transzformáció segítségével. Ezután felírom a termikus átlagokat,

valamint a globális kvencs utáni folyamatokat. A 2. fejezetben alapjába véve már ismert ered-

mények, célunknak megfelelő feldolgozása történik[20], [22].

A 3. fejezetben vezetem be a negativitáson alapuló összefonódási tanút, valamint itt vizsgá-

lom meg a tanú által jelzett összefonódott állapotokat.

A függelékben (A) mutatom be a numerikus számolásokhoz írt kódomat.

A 3. fejezetben látható összefonódási tanú, valamint a hozzá tartozó numerikus számolások

a munkám során elkészült új eredmények.



2. fejezet

Az XY-modell elméleti tárgyalása

2.1. A rendszer szabad-fermion reprezentációja

Ennek a fejezetnek az a célja, hogy (1.2) Hamilton-operátort felírjuk szabad-fermion reprezen-

tációban. Elevenítsük fel a Pauli-mátrixokat, valamint a velük definiált léptető operátorokat:

σx =

(
0 1

1 0

)
; σy =

(
0 −i

i 0

)
; σz =

(
1 0

0 −1

)
(2.1)

S+ =
1

2

(
σx + iσy

)
S− =

1

2

(
σx − iσy

)
(2.2)

A következőek során áttekintjük a léptető operátorok egyes fontos tulajdonságait. A léptető

operátorok, valamint a Pauli-mátrixok kommutációs tulajdonságát kihasználva egyenlőségeket

írhatunk fel a különböző oldalon lévő (i ̸= j) léptető operátorok között:

S−
i S

+
j + S+

j S
−
i = 2S−

i S
+
j , (2.3)

S−
i S

−
j + S−

j S
−
i = 2S−

i S
−
j , (2.4)

S+
i S

+
j + S+

j S
+
i = 2S+

i S
+
j . (2.5)

Fontos még megemlíteni az azonos oldalon álló léptető operátorok két jelentős tulajdonságát,

miszerint:

S−
i S

+
i + S+

i S
−
i = 1, (2.6)

S−
i
2
= S+

i
2
= 0. (2.7)

Most vezessük be a ci és c†i fermion operátorokat. Mivel fermionokról beszélünk, ezért anti-

kommutálnak egymással, még akkor is, ha különböző helyen állnak.{
ci, c

†
j

}
= δij (2.8){

ci, cj
}
=
{
c†i , c

†
j

}
= 0 (2.9)
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2. FEJEZET. AZ XY-MODELL ELMÉLETI TÁRGYALÁSA 8

Azonos oldalon (2.6) és (2.7) kielégíthető szimplán S−
i = ci valamint S+

i = c†i helyettesítéssel.

Sajnos azonban ez nem helyes különböző helyekre, mivel (2.3), (2.4) és (2.5) nem tesznek

eleget (2.8) és (2.9) egyenleteknek.

Pascual Jordan és Wigner Jenő [23] 1928-ban megmutatta, hogy a spin operátorok rep-

rezentálhatók fermion operátorokkal az alábbi transzformáció szerint, melyet Jordan-Wigner

transzformációnak hívunk:

σz
j = 2c†jcj − 1

S+
j = c†jQ

+
j

S−
j = Qjcj

 = Jordan−Wigner transzformáció

ahol Qi = exp
[
iπ
∑i−1

l=1 c
†
l cl

]
.

Most vizsgáljuk meg a spin operátorok kommutátorát i ̸= j esetén. Tekintsük az
[
S−
i , S

+
j

]
kommutátort, ahol j > i.

S−
i S

+
j = Qicic

†
jQ

†
j = ciQiQjc

†
j

= ciΠ
i−1
l=1TlΠ

j−1
m=1Tmc

†
j

= ciΠ
j−1
l=i Tlc

†
j mivel T 2

n = 1

= cic
†
jΠ

j−1
l=i Tl mivel l ̸= j.

(2.10)

Hasonlóan írhatjuk:

S+
j S

−
i = c†jQ

†
jQici = c†jQjQici

= c†jΠ
j−1
l=i Tlci

= c†jTiciΠ
j−1
l=i+1Tl

= −c†jciTiΠ
j−1
l=i+1Tl

= cic
†
jΠ

j−1
l=i Tl = S−

i S
+
j .

(2.11)

Ezzel beláttuk, hogy
[
S−
i , S

+
j

]
= 0. Ezen eredmények felhasználásával átírhatjuk az (1.2)

Hamilton-operátort.

σx tag:

σx
l σ

x
l+1 =

(
S+
l + S−

l

)(
S+
l+1 + S−

l+1

)
=
(
S+
l S

+
l+1 + S+

l S
−
l+1 + S−

l S
+
l+1 + S−

l S
−
l+1

)
.

(2.12)

σy tag:

σy
l σ

y
l+1 =

1

i

(
S+
l − S−

l

)1
i

(
S+
l+1 − S−

l+1

)
= −

(
S+
l S

+
l+1 − S+

l S
−
l+1 − S−

l S
+
l+1 + S−

l S
−
l+1

)
.

(2.13)
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Ezek alapján az (1.2) egyenletben lévő σx-et, és σy-t tartalmazó kifejezés egyszerűsíthető:

(1 + γ)

2
σx
l σ

x
l+1 +

(1− γ)

2
σy
l σ

y
l+1 =

=
[(

S+
l S

−
l+1 + S−

l S
+
l+1

)
+ γ
(
S+
l S

+
l+1 + S−

l S
−
l+1

)]
.

(2.14)

A léptető operátorokat átírva fermion operátorokra, az alábbi összefüggéseket kapjuk:

S−
l S

+
l+1 = c†l+1cl, (2.15)

S+
l S

−
l+1 = c†l cl+1, (2.16)

S+
l S

+
l+1 = c†l c

†
l+1, (2.17)

S−
l S

−
l+1 = cl+1cl. (2.18)

A sorozat végén (ahol l = N ) hiba lép fel, mivel S+
NS

−
1 = QNc

†
Nc1 ̸= c†Nc1, ami abból követ-

kezik, hogy a transzformációban fellép egy Qi fázis faktor, ami nem tesz eleget a periodikus

határfeltételnek, ezért a Hamilton-operátort az alább látható módon "szétszedjük":

H = −
N∑
l=1

([
c†l cl+1 + c†l+1cl

]
+ γ
[
c†l c

†
l+1 + cl+1cl

])
+Nh− 2h

N∑
l=1

c†l cl

+
([

c†Nc1 + c†1cN
]
+ γ
[
c†Nc

†
1 + c1cN

])(
eiπN̂ + 1

)
,

(2.19)

ahol

N̂ =
N∑
j=1

c†jcj. (2.20)

Szakirodalmakban ezt az esetet hívják ’a-cyclic’ problémának, míg ha a termodinamikai határ-

esetet tekintjük (N → ∞), akkor a (2.19) egyenletben az utolsó tag elhanyagolható, ezt nevezik

’c-cyclic’ problémának [20]:

H = −
N∑
l=1

([
c†l cl+1 + c†l+1cl

]
+ γ
[
c†l c

†
l+1 + cl+1cl

])
+Nh− 2h

N∑
l=1

c†l cl. (2.21)

Mi most az ’a-cycle’ problémát tekintjük. Ha a (2.19) egyenlet utolsó zárójeles tagját felbont-

juk, akkor következő alakot kapjuk:

H = −
N−1∑
l=1

([
c†l cl+1 + c†l+1cl

]
+ γ
[
c†l c

†
l+1 + cl+1cl

])
+Nh− 2h

N∑
l=1

c†l cl

+ eiπN̂
([

c†Nc1 + c†1cN
]
+ γ
[
c†Nc

†
1 + c1cN

])
.

(2.22)

Legyen P = eiπN̂ a paritás operátor. Ekkor a Hamilton-operátor és a paritás operátora kom-

mutálnak egymással, vagyis a paritás egy konzetvatív mennyiség
[
P,H

]
= 0. P spektrális

felbontása:

P =
∑
ρ=±1

ρPρ = P+ − P−, (2.23)
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ahol

P+ =
∑

n páros

|n⟩⟨n| (2.24)

P− =
∑

n páratlan

|n⟩⟨n| (2.25)

a projekciós operátorok, amelyek a ρ = ±1 sajátértékekhez tartoznak, valamint |n⟩ a sajátálla-

pota N̂ -nak n sajátértékkel. Mivel a paritás konzervatív mennyiség, ezért a Hamilton operátor

felbontható a következőképp:

H = P+HP+ + P−HP− = H+ +H− (2.26)

A továbbiakban H+-t tekintjük, ahol eiπN̂ = 1. A határfeltételeket megadva H+-ban: cN+1 =

−c1 (antiperiodikus határfeltétel), így az utolsó tagot be tudjuk írni az első szummába.

H+ = −
N∑
l=1

[[
c†l cl+1 + c†l+1cl

]
+ γ
[
c†l c

†
l+1 + cl+1cl

]
− h+ 2hc†l cl

]
. (2.27)

2.2. A Hamilton-operátor diagonalizálása

Átlépve Fourier térbe, új operátorokat definiálunk (c′k) a következőek szerint:

cl =
1√
N

′∑
k

eik
′lc′k, (2.28)

c†l =
1√
N

′∑
k

e−ik′lc′†k , (2.29)

k’ lehetséges értékeit az antiperiodikus határfeltétel szabja meg. H+ esetén (antiperiodikus

határeset) cN+1 = −c1, azaz eik
′N̂ = 1 relációnak kell teljesülnie. Az így megengedett k

értékek:

k′ =
±(2m+ 1)π

N
, m = 0, 1, ...,

N

2
− 1. (2.30)

A (2.28) és (2.29) egyenletekben lévő szumma kielégíti az általános Fourier ortogonalitási re-

lációt:
1

N

∑
k

eik(n−n,) = δn,n, ,
1

N

∑
n

ei(k−q)n = δk,q. (2.31)

Világos, hogy a Fourier-transzformáció megőrzi a fermionokra vett antikommutációs relációt:

{c†m, cn} =
1

N ′

∑
kk′

{c†k, ck′}e
−ikmeik

′n =
1

N ′

∑
k

eik(n−m) = δm,n, (2.32)
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és hasonló számolás során megmutatható, hogy {cm, cn} = 0, valamint {c†mc†n} = 0. Ezeket

felhasználva, a (2.27) Hamilton-operátor részeit a következőképp írhatjuk:

N ′∑
l=1

c†l cl+1 =
N ′∑
j=1

[
(

1√
N ′

∑
k′

c†k′e
−ik′j)(

1√
N ′

∑
k

cke
ik(j+1))

]
=
∑
k′,k

eik
[ 1

N ′

∑
j

ei(k−k′)j
]
c†k′ck

=
∑
k′

eik
′
c†k′ck′ ,

(2.33)

N ′∑
l=1

cl+1cl =
N ′∑
j=1

[
(

1√
N ′

∑
k′

ck′e
ik′(j+1))(

1√
N ′

∑
k

cke
ikj)
]

=
∑
k′,k

ck′cke
ik′ 1

N ′

N ′∑
j=1

eij(k+k′)

=
∑
k′,k

ck′cke
ik′ 1

N ′

N ′∑
j=1

eij(k−(−k′))

=
∑
k′

eik
′
ck′c−k′ ,

(2.34)

N ′∑
l=1

c†l cl =
N ′∑
j=1

[
(

1√
N ′

∑
k′

ck′e
−ik′j)(

1√
N ′

∑
k

cke
ikj)
]

=
∑
k′,k

c†k′ck
1

N ′

N ′∑
j=1

eij(k−k′) =
∑
k′

c†k′ck′ .

(2.35)

N ′∑
l=1

c†l c
†
l+1 =

∑
k′

eik
′
c†k′c

†
−k′ , (2.36)

N ′∑
l=1

c†l+1cl =
∑
k′

e−ik′c†k′ck′ , (2.37)

Ezen eredményeket beírva (2.27)-be:

H+ = −
∑
k′

[
2hc†k′ck′ + eik

′
c†k′ck′ + e−ik′c†k′ck′ + γeik

′
c†k′c

†
−k′ + γeik

′
ck′c−k′

]
+ hN

= −
∑
k′

[
2hc†k′ck′ + c†k′ck′2cosk

′ + γeik
′
(c†k′c

†
−k′ + ck′c−k′)

]
+ hN

= −
∑
k′>0

[
2(c†k′ck′ + c†−k′c−k′)(h+ cosk′) + γeik

′(
c†−k′c

†
k′ + c−k′ck′

)
+ γe−ik′

(
c†k′c

†
−k′ + ck′c−k′

)]
+ hN

= −
∑
k′>0

[
2(c†k′ck′ + c†−k′c−k′)(h+ cosk′) + γeik

′(
c†−k′c

†
k′ + c−k′ck′

)
− γe−ik′

(
c†−k′c

†
k′ + c−k′ck′

)]
+ hN

= −
∑
k′>0

[
2(c†k′ck′ + c†−k′c−k′)

(
h+ cosk′

)
+ 2iγsink′

(
c†−k′c

†
k′ + c−k′ck′

)]
+ hN.

(2.38)
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Összegezve az előző egyenletet:

H+ = −
∑
k′>0

[
2(c†k′ck′ + c†−k′c−k′)

(
h+ cosk′)+ 2iγsink′(c†−k′c

†
k′ + c−k′ck′

)]
+ hN. (2.39)

Ezen egyenletben két operátor van, ck′ és c−k′ , illetve ezek hermitikus adjungáltjaik. A kö-

vetkezőek során, ahhoz hogy diagonalizáljuk (2.39) Hamilton-operátort, be kell vezetnünk az

előbbi két operátor lineáris kombinációjaként előálló ηk′ és η−k′ , szintén fermion operátorokat.

Először írjuk fel (2.39) operátort mátrixok szorzataként.

H+ = −
∑
k′>0

[
2
(
c†k′ck′+c†−k′c−k′

)(
h+cosk′)]−∑

k′>0

[
2iγsink′(c†k′c†−k′+ck′c−k′

)]
+hN (2.40)

(2.40) egyenletbe helyettesítsük be a következő mátrixokat:

c†k′ =
(
c†k′ c−k′

)
, H†

k′ =

(
ak′ −ibk′

ibk′ −ak′

)
, ck′ =

(
ck′

c†−k′

)
, (2.41)

ahol

ak′ = −2(h+ cosk′), (2.42)

bk′ = 2γsink′, (2.43)

H+ =
∑
k′>0

c†k′Hk′ck′−
∑
k′>0

ak′ =
∑
k′>0

[
ak′
(
c†k′ck′+c†−k′c−k′

)
− ibk′

(
c†k′c

†
−k′+ck′c−k′

)]
−
∑
k′>0

ak′ .

(2.44)

Tekintsük a a−k′ = ak′ , b−k′ = bk′ esetet.

Bogoliubov-rotáció segítségével felírhatjuk ηk′ operátorokra az egyenleteket mátrix szorzás

formájában:

ηk′ = Rk′ck′ , (2.45)

ahol

ηk′ =

(
ηk′

η†−k′

)
, Rk′ =

(
u∗
k′ v∗k′

−vk′ uk′

)
. (2.46)

Ezek alapján a transzformáció a következő alakba írható:

η†k′ = u−k′c
†
k′ − v−k′c−k′ , (2.47)

ηk′ = u∗
k′c

†
k′ + v∗k′c

†
−k′ . (2.48)

Rk′ egy fontos tulajdonsága, hogy unitér mátrix:

R−1
k′ = R†

k′ =

(
uk′ −v∗k′

vk′ u∗
k′

)
. (2.49)

Az inverz Bogoliubov-transzformáció a következő alakú:

c†k′ = u∗
−k′η

†
k′ + v−k′η−k′ , (2.50)
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ck′ = uk′ηk′ + v∗−k′η
†
−k′ , (2.51)

Mivel ((2.49) alapján) Rk′R
†
k′ = 1, ezért |uk′ |2 − |vk′|2 = 1. Rk′ Hk′ R

†
k′ diagonalizálják (2.39)

egyenletet, melynek sajátértékei legyenek ±Λk′ .

(|uk′ |2 − |vk′|2)ak′ + (uk′v
∗
k′ − u∗

k′vk′)ibk′ = Λk′ , (2.52)

−2uk′vk′ak′ + (u2
k′ + v2k′)ibk′ = 0. (2.53)

Ezek alapján uk′ , vk′ és Λk′-ra kapjuk:

uk′ =
Λk′ + ak′√

2Λk′(Λk′ + ak′)
, (2.54)

vk′ =
ibk′√

2Λk′(Λk′ + ak′)
, (2.55)

Λk′ =
√
a2k′ + b2k′ . (2.56)

A szimmetriákat kihasználva (u−k′ = uk′ , v−k′ = −vk′ , Λ−k′ = Λk′) valamint u∗
k′ = uk′

v∗k′ = −vk′ felhasználásával kapjuk:

H+ =
∑
k′

Λk′

(
η†k′ηk′ −

1

2

)
, (2.57)

ahol

Λk′ =
√

a2k′ + b2k′ =
√

4(h+ cosk′)2 + 4γ2sin2k′

= 2
√

(h+ 2cosk′)2 + γ2sin2k′.
(2.58)

Ha k′ > 0, akkor sink′ = sin(π − k) = sin(−(k − π)) = sink, cosk′ = cos(π − k) =

cos(−(k − π)) = −cosk, ha pedig k′ < 0, akkor sink′ = sin(−(k + π)) = sink, cosk′ =

cos(−(k + π) = −cosk, ezért

Λk = 2
√

γ2sin2k + (h− cosk)2 = ε(k). (2.59)

Az alapállapot energiáját

E0 = −
∑
k

ε(k)

2
. (2.60)

alapján definiáljuk.

2.3. Véges hőmérsékleti átlagok

Az itt feltüntetett eredmények termodinamikai limeszben érvényesek, L → ∞.

Véges hőmérsékleten[21], T > 0 a partíciós függvény a következő:

Z = 2LΠkcosh
(ε(k)
2T

)
. (2.61)
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Ebből adódóan az energia átlagértéke:

⟨H⟩T = −
∑
k

t(k, T )
ε(k)

2
, (2.62)

ahol

t(k, T ) = tanh
(ε(k)
2T

)
. (2.63)

A számolások során a kB = 1 választással éltünk.

2.4. Kvencs utáni nemegyensúlyi stacionárius állapotok

Kvantumos rendszerek tanulmányozása során nagy szerepet kapott a kvantum kvencsek vizsgá-

lata. A kvantum kvencseket olyan kísérleteknek tekintjük, melyek során a rendszert valamilyen

nemegyensúlyi állapotba inicializáljuk, majd ebből az állapotból vizsgáljuk a rendszer dina-

mikáját. Ezt hideg atomi kísérletek során a rendszer Hamilton-operátorának paramétereinek

hirtelen megváltoztatásával tudjuk elérni. Beszélhetünk globális, illetve lokális kvencsekről.

Globális kencs esetén a rendszer egy paramétere globálisan, az egész rendszerre kiterjedő mó-

don változik meg. Ilyen például egy, az egész rendszer területén homogén, külső mágneses tér

bekapcsolása. Lokális kvencsek esetén a Hamilton-operátor egy rácshely környezetében válto-

zik meg pillanatszerűen. Lokális kvencsnek tekinthető például kísérletek során röntgensugarak

fémbeli elnyelődése. Munkám során globális kvencset fogunk tekinteni.

Tekintsük a rendszert kezdetben egyensúlyi állapotban |Φ0⟩ alapállapottal, H0 Hamilton-

operátorral, és h0, γ0 paraméterekkel. Ezután a rendszert globális kvencs éri 0 hőmérsékleten,

amely a Hamilton-operátor paramétereit hirtelen megváltoztatják γ0 és h0-ról γ, h-ra. Kvencs

után, t > 0 esetén az állapot időfejlődése az új H Hamilton-operátor szerint:

|Φ0(t)⟩ = exp(−iHt)|Φ0⟩. (2.64)

Heisenberg-kép esetén egy operátor időfejlődése a következőképp írható:

σl(t) = eiHtσle
−iHt (2.65)

A rendszer kvencs utáni energiáját a következő módon definiáljuk:

⟨Φ0|H|Φ0⟩ =
∑
k

ε(k)
(
⟨Φ0|η†kηk|Φ0⟩ −

1

2

)
, (2.66)

ahol a k-adik módus betöltési valószínűsége |Φ0⟩ állapotban:

fk = ⟨Φ0|η†kηk|Φ0⟩. (2.67)

XY-modell esetén ez a Bogoliubov szögek közti különbséggel ∆k = Θ0
k −Θkfejezhető ki [14]:

fk =
1

2

(
1− cos∆k

)
, (2.68)
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ahol a ∆k koszinusza:

cos∆k = 4
(cosk − h0)(cosk − h) + γγ0sin

2k

ε(k)ε0(k)
, (2.69)

ahol a 0 index a kvencs előtti mennyiségeket jelöli. Termodinamikai limeszben (2.66) egyenlet

új alakba írható:
⟨Φ0|H|Φ0⟩

L
= − 1

4π

∫ π

−π

ε(k)cos∆kdk. (2.70)

A globális kvencset követő tranziens folyamat során a korrelációk lecsengenek, így legendően

sok idő után termodinamikai limeszben a rendszer várhatóan stacionárius állapotba kerül,

ρq = limτ→∞
1

τ

∫ π

0

e−iHt|Φ0⟩⟨Φ0|e+iHtdt, (2.71)

ahol

Tr(ρqH) = ⟨Φ0|H|Φ0⟩. (2.72)

Stacionárius állapotban a megmaradó mennyiségek miatt, a korrelációk átlagát egy általáno-

sított Gibbs-sokaság adja. Ebben az esetben minden egyes fermion módushoz egy effektív

hőmérséklet, Teff rendelhatő a következő egyenlet szerint [14]:

tanh
( ε(k)

2Teff (k)

)
= |2fk − 1| = |cos∆k|. (2.73)

Ez (2.62), (2.63) és (2.66) összehasonlításából adódik. Stacionárius állapotban az elsőszomszéd

korrelációk egyszerűen kiszámíthatók ha t(k, T )-t |cos∆l|-lel helyettesítjük.

t(k, T ) → |cos∆k| (2.74)



3. fejezet

Összefonódási tanúoperátor

Általánosan egy olyan W operátort, amely várható értéke, ⟨W⟩, kielégíti a következő kritériu-

mokat:

i) ⟨W⟩ ≥ 0 minden szeparálható állapotra,

ii) ⟨W⟩ < 0 egyes összefonódott állapotra,

összefonódási tanúoperátornak hívunk [25],[26].

3.1. Negativitáson alapuló összefonódási tanú

Ebben a részben olyan operátorból indulunk ki, amely termikus egyensúlyban lévő spinláncok

összefonódási tanújának tekinthető. Kutatási eredmények szerint kapcsolat van a sűrűségmátrix

[12], [13] parciális transzponáltja, valamint az összefonódási negativitás között [27].

Általában nehéz megmondani, hogy egy állapot összefonódott-e vagy sem. Igaz, vannak a

szeparálhatóságnak olyan szükséges tulajdonságai, amelyek könnyen tesztelhetők. Ha ezek a

tulajdonságok nem teljesülnek, akkor az állapot összefonódott.

A két-részecske sűrűségmátrixból:

ρ =
∑
kl,mn

ρkl,mn|k⟩⟨l| ⊗ |m⟩⟨n|, (3.1)

a parciális transzponáltját a k és l indexek megcserélésével kapjuk:

ρTA =
∑
kl,mn

ρlk,mn|k⟩⟨l| ⊗ |m⟩⟨n|. (3.2)

Szeparálható kvantumállapotokra ρTA ≥ 0 [12], [13]. Ezért, ha ρTA mátrixnak van negatív

sajátértéke, akkor a kvantumállapot összefonódott.

Az összefonódási negativitást a következőképp definiáljuk [27]:

N (ρ) = 2max(0,−min(µν)), (3.3)

16
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ahol µν a sajátértékei ρTA-nak.

Tekintsük az elsőszomszéd redukált sűrűségmátrixot, ρ, amelyet a σz bázisában definiálunk:

|α⟩ = | ↑⟩,vagy |α⟩ = | ↓⟩, valamint a következő konvenciót használjuk: | ↑↑⟩ = |1⟩, | ↑↓⟩ =
|2⟩, | ↓↑⟩ = |3⟩, valamint | ↓↓⟩ = |4⟩. Szimmetria okok miatt H-nak és ρ-nak két ortogonális

altere van |1⟩, |4⟩ valamint |2⟩, |3⟩ állapotokkal. A redukált sűrűségmátrix nem nulla elemei

[27]:

ρ =


ρ11 0 0 ρ14

0 ρ22 ρ23 0

0 ρ32 ρ33 0

ρ41 0 0 ρ44

 (3.4)

A mátrix valós és szimmetrikus, ezért ρ14 = ρ41 és ρ23 = ρ32 fennáll, továbbá ρ11 + ρ22 +

ρ33 + ρ44 = 1. Az általunk vizsgált probléma permutációs szimmetriája miatt ρ22 = ρ33. A

sűrűségmátrix parciális transzponáltja:

ρTA =


ρ11 0 0 ρ23

0 ρ22 ρ14 0

0 ρ41 ρ33 0

ρ32 0 0 ρ44

 (3.5)

A legkisebb sajátértéke ρTA-nak, µmin, akkor, és csak akkor nem-negatív ha az állapot szeparál-

ható [12], [1]. (3.5) szerint µmin egyike a két ortogonális szektornak:

µ
(1)
min =

1

2

[
ρ11 + ρ44 −

√
(ρ11 − ρ44)2 + 4ρ23ρ32

]
(3.6)

µ
(2)
min =

1

2

[
ρ22 + ρ33 −

√
(ρ22 − ρ33)2 + 4ρ14ρ41

]
(3.7)

Mivel ρ22 = ρ33, ezért:

µ
(2)
min = ρ22 − ρ14 (3.8)

A mátrixelemek kifejezhetők elsőszomszéd korrelációkkal[21]:

⟨σz
l σ

z
l+1⟩T −1 = ρ11−ρ22−ρ33+ρ44−(ρ11+ρ22+ρ33+ρ44) = −2(ρ22+ρ33) = −4ρ22, (3.9)

⟨σx
l σ

x
l+1⟩T − ⟨σy

l σ
y
l+1⟩T = 2(⟨σ+

l σ
+
l+1⟩T + ⟨σ−

l σ
−
l+1⟩T ) = 2(ρ14 + ρ41) = 4ρ14, (3.10)

ρ11 + ρ44 = (⟨σz
l σ

z
l+1⟩+ 1)/2, (3.11)

ρ11 − ρ44 = (⟨σz
l ⟩+ ⟨σz

l+1)/2, (3.12)

ρ32 = ρ23 = (⟨σx
l σ

x
l+1⟩+ ⟨σy

l σ
y
l+1⟩)/4. (3.13)
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A felhasznált korrelációs függvényeket kifejezhetjük g0, gc, valamint gs függvényekkel. Ezen

függvények alakja [28], [29], [21]:

⟨σx
l σ

x
l+1⟩T = gc − gs,

⟨σy
l σ

y
l+1⟩T = gc + gs,

⟨σz
l σ

z
l+1⟩T = g20 − g2c + g2s ,

⟨σz
l ⟩T = g0,

⟨σz
l+1⟩T = g0,

(3.14)

ahol

gc =
1

L

∑
k

cosk(cosk − h)t(k, T )
(ε(k)

2

)−1

,

gs = − 1

L
γ
∑
k

sin2k t(k, T )
(ε(k)

2

)−1

,

g0 =
1

L

∑
k

(h− cosk)t(k, T )
(ε(k)

2

)−1

,

(3.15)

t(k, T ) = tanh
(ε(k)
2T

)
. (3.16)

Ezen összefüggések felhasználásával a két sajátérték kifejezhető a g függvényekkel, ezek fogják

szolgáltatni WN operátor várható értékét, vagyis az összefonódási tanút:

µ
(1)
min = −1

4

[
−g20 + g2c − g2s − 1 + 2

√
g20 + g2c

]
, (3.17)

µ
(2)
min −

1

4

[
g20 − g2c + g2s + 2|gs| − 1

]
. (3.18)

Fontos megjegyeznünk, hogy egy két-qubit állapot parciális transzponáltjának legfeljebb egy

negatív sajátértéke van, és az összes sajátérték a
[
−1

2
, 1

]
intervallumba esik[30], [31].

Most vizsgáljuk meg µ
(1)
min, µ(2)

min sajátértékek, valamint h, γ paraméterek közti kapcsolatot.

A rendezetlen vonal mentén, h2 + γ2 = 1 µ
(1)
min = µ

(2)
min és ebben a tartományban az állapot

szeparálható, még T = 0 esetén is. Numerikusan belátható, hogy h2 + γ2 ≤ 1 tartományban

µ
(1)
min < µ

(2)
min, h2+γ2 > 1 tartományban pedig µ

(1)
min > µ

(2)
min. Ezen eredményeket összefoglalva

a negativitási összefonódási tanú esetén a következő eredményre jutottunk:

⟨WN⟩ =


−1

4

[
−g20 + g2c − g2s − 1 + 2

√
g20 + g2c

]
, ha h2 + γ2 ≤ 1

− 1

4

[
g20 − g2c + g2s + 2|gs| − 1

]
, ha h2 + γ2 > 1
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3.2. Összefonódás vizsgálata kvencs utáni nemegyensúlyi sta-

cionárius állapotban

Ebben a részben az az alapfelvetésünk, hogy a (1.2) Hamilton-operátorral leírt rendszer alap-

állapoti energiája (2.62), egyenlő a kvencs utáni nemegyensúlyi stacionárius állapotban lévő

rendszer (2.70) energiájával. A két mennyiséget egyenlővé téve láthatjuk, hogy az egyenlősé-

gük Teff effektív hőmérséklettől függ. Ezt a hőmérsékletet adott h, h0 értékek esetén numerikus

számításokkal meghatározhatjuk. Teff ismeretében meghatározható g0, gs valamint gc függvé-

nyek, majd WN negativitási összefonódási tanú.

Ezt elvégeztem, h, h0 paraméterek értékeit 0 és 3 között változtattam, ebben a tartományban

vizsgáltam az összefonódott állapotok jelenlétét. A 0−3 intervallumot 300 egységre bontottam

tovább, ezzel finomítva a felbontást.

Kiválasztottam hat γ értéket, ezután négy h érték esetén ábrázoltam az effektív hőmérsékle-

tek értékét h0 függvényében. Ezen eredmények 3.1 ábrán vannak feltüntetve. Az ábrán látható,

hogy a h0 = h esetet nézve Teff = 0, ha pedig h0 ̸= h, akkor minden effektív hőmérséklethez

tartozik kettő h0 érték.

3.2 ábrán a kvencs utáni összefonódott állapotokat jelenítem meg a h− h0 síkon. Sárgával

ábrázoltam (3.18) sajátérték alapján számolt összefonódási tanú által detektált összefonódást,

kékkel pedig (3.17) sajátértékből származó tanú által detektált összefonódást. γ paramétert

1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0 értékek esetén vizsgáltam, valamint a γ = 0 esetet a γ → 0+ határesettel

közelítettem.

3.2 ábra alapján látható, hogy γ = 1, vagyis a homogén kvantumos Ising-lánc esetén (3.17)

egyenlet (kék szín) nem jelez összefonódást. γ értékének csökkentésével h, h0 kisebb értékeinél

kezd el (3.17) összefonódást jelezni, majd az általa detektált összefonódott állapotok száma nő,

ezzel párhuzamosan (3.18) (sárga) által detektált állapotok száma csökken. A két tanú által

detektált állapotok együttes száma γ értékének csökkentésével növekszik.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

3.1. ábra. Az ábrákon különböző γ értékek esetén, rögzített h-értékekre az effektív hőmérséklet

görbéi láthatóak h0 függvényében
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

3.2. ábra. Az ábrákon kék színnel jelöltem (3.17) által, sárgával pedig (3.18) által detektál összefonódott

állapotokat. γ = 1 esetben, vagyis a kvantumos Ising lánc esetén csak (3.18) detektál összefonódást a sík

átlója mentén. γ = 0.8-nál már (3.17) is detektál összefonódásat a sík [0 − 0.5]x[0− 0.5] tartományán.

γ-át tovább csökketve, γ = 0.6-ra, (3.17) összefonódást jelez már az [1 − 3]x[0 − 1] tartományon is.

(3.18) által jelzett összefonódott állapotok nem változnak jelentősen. γ = 0.4-re (3.17) már közel az

egész [1− 3]x[0− 1] tartományon összefonódást jelez. γ = 0.2 esetén (3.17) már a teljes [1− 3]x[0− 1]

tartományt összefonódottnak detektálja, valamint [0 − 1]x[1 − 3] ’alsó’ részén is kezd összefonódást

jelezni. Végül, γ = 0 esetben (3.17) összefonódott állapotot jelez a [0− 1]x[0− 3], és a [0− 3]x[0− 1]

tartományon, (3.18) pedig az [1− 3]x[1− 3] tartományon.



4. fejezet

Összefoglalás

Munkám során az XY-modellel leírt kvantumos spinlánc nemegyensúlyi stacionárius állapotai-

ban fellépő kvantumos összefonódást vizsgáltam. Ehhez első lépésként az XY-modell Hamilton-

operátorát írtam fel szabad-fermion reprezentációban, ehhez a Jordan-Wigner-, a Bogoliubov-,

valamint a Fourier-transzformációt alkalmaztam. Ebből felírtam a módusok energiáját, vala-

mint az alapállapothoz tartozó energiát. A kvencs előtti, valamint a nemegyensúlyi stacionárius

állapot energiáját összevetve kaptam meg Teff efffektív hőmérsékletet. Ezután bevezettem a

negativitáson alapuló összefonódási tanút, amely várható értékét (3.15) függvények segítségé-

vel számoltam ki. Megvizsgáltam hogy az így kapott eredmény negatív, vagy pozitív, azaz

hogy detektál-e összefonódott állapotot az összefonódási tanú, vagy sem. Ezen eredményeket

tüntettem fel a 3.2 ábrán, a két összefonódási tanú által detektált állapotokat külön színnel. Az

eredmények alapján látható, hogy γ = 1 esetén csak (3.18) egyenlet jelez összefonódást. γ ér-

tékének csökkentésével h, h0 kis értékeinél kezd el (3.17) összefonódást jelezni, majd az általa

detektált összefonódott állapotok száma nő, míg (3.18) által detektált állapotok száma csökken.

A két tanú által detektált állapotok együttes száma γ csökkentésével növekszik. Ezen eredmé-

nyek mellett rögzített γ értékre (γ = 1) megvizsgáltam az effektív hőmérséklet h0 függését

h = 0, 25; 0, 5; 0, 75; 1; 1, 25 esetekben, ezt tartalmazza a 3.1 ábra. Az ábráról jól látható, hogy

ha h = h0, akkor Teff = 0, ellenkező esetben, ha h ̸= h0, akkor egy Teff értékhez kettő h0

érték tartozik.
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A. függelék

Python kód a numerikus számolások
elvégzéséhez

import math

import numpy as np

import t ime

from numba import j i t

import m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t

’ ’ ’ i t t d e f i n i á lom az ö s s z e f o n ódá s i t a n ú k i s z ámolá s á hoz s z ü ks é ges g

f ü ggv é n y e k e t ’ ’ ’

@ j i t ( nopython =True )

def g 0 f u n c t i o n ( T , gamma , h , L ) :

k = −math . p i

g0 = 0

d = 2* math . p i / L

whi le k <= math . p i :

g0 = g0 + ( ( ( math . t a n h ( math . s q r t ( ( ( gamma * math . s i n ( k ) )

** 2) + ( h − math . cos ( k ) )

** 2) / T ) ) ) * (

1 / ( math . s q r t (

( ( gamma * math . s i n ( k ) ) ** 2) + ( h − math . cos ( k ) )

** 2 ) ) ) * ( ( h − math . cos ( k ) ) ) )

k = k + d

g0 = g0 / L

re turn g0

@ j i t ( nopython =True )

26
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def g f u n c t i o n ( T , gamma , h , L ) :

k = −math . p i

gs = 0

d = 2* math . p i / L

whi le k <= math . p i :

gs = gs + ( ( math . t a n h ( math . s q r t ( ( ( gamma * math . s i n ( k ) )

** 2) + ( h − math . cos ( k ) ) ** 2) / T ) ) * (1 /

( math . s q r t ( ( ( gamma * math . s i n ( k ) ) ** 2)

+ ( h − math . cos ( k ) ) * * 2 ) ) ) * (

( ( math . s i n ( k ) ) ** 2 ) ) )

k = k + d

gs = −( gs / L ) * gamma

re turn gs

@ j i t ( nopython =True )

def g c f u n c t i o n ( T , gamma , h , L ) :

d = 2* math . p i / L

gc = 0

k = −math . p i

whi le k <= math . p i :

gc = gc + ( ( math . t a n h ( np . s q r t ( ( ( gamma * np . s i n ( k ) ) ** 2)

+ ( h − np . cos ( k ) ) ** 2) / T ) ) * (1 /

np . s q r t ( ( ( gamma * np . s i n ( k ) ) ** 2) +

( h − np . cos ( k ) ) ** 2 ) ) ) * ( np . cos ( k ) *
( ( np . cos ( k ) − h ) ) )

k = k + d

gc = gc / L

re turn gc

@ j i t ( nopython =True )

’ ’ ’ i t t adom meg az eg y en s ú l y i á l l a p o t

a lap á l l a p o t á hoz t a r t o z ó e n e r g i á t ’ ’ ’

def e l s o f g v ( gamma , h , T , L ) :

c = −math . p i

d = 2* math . p i / L

e l s o = 0

whi le c <= math . p i :

e l s o = e l s o + ( math . t a n h ( math . s q r t ( ( ( gamma * math . s i n ( c ) )

** 2) + ( h − math . cos ( c ) ) ** 2) / T ) * math . s q r t (
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( ( gamma * math . s i n ( c ) )

** 2) + ( h − math . cos ( c ) ) ** 2 ) )

c = c+d

re turn e l s o

@ j i t ( nopython =True )

’ ’ ’ i t t adom meg a k v e n c s u t á n i nemegyens ú l y i s t a c i o n á r i u s

á l l a p o t e n e r g i á j á t ’ ’ ’

def masodikfgv ( h , h0 , gamma , L ) :

masodik = 0

c = −math . p i

d = 2* math . p i / L

whi le c <= math . p i :

masodik = masodik + abs ( ( ( math . cos ( c ) − h0 ) *
( math . cos ( c ) − h ) + ( ( gamma * math . s i n ( c ) ) ** 2 ) ) / (

math . s q r t ( ( ( gamma * math . s i n ( c ) ) ** 2) +

( h0 − math . cos ( c ) ) ** 2 ) ) )

c = c + d

re turn masodik

@ j i t ( nopython =True )

’ ’ ’ i t t adom meg a k é t ö s s z e f o n ódá s i t a n ú t ’ ’ ’

def t a n u 2 ( gs , g0 , gc ) :

W = ( −1 / 4 ) * (2 * abs ( gs ) + ( ( g0 ) ** 2) − ( ( gc ) ** 2) +

( ( gs ) ** 2) − 1)

re turn W

@ j i t ( nopython =True )

def t a n u 1 ( gs , g0 , gc ) :

w = − ( 1 / 4 ) * ( − ( g0 **2)+ ( gc **2) −( gs **2) −1+2* math . s q r t (

( g0 **2)+ ( gc * * 2 ) ) )

re turn w

’ ’ ’ i t t adom meg a k e z d e t i param é t e r e k e t ’ ’ ’

h = 0 . 0 1

h0 = 0 . 0 1

T = 2 . 5

gamma = 0 . 6

L = 100000

’ ’ ’ az i d ő megadá sa csak a program f u t á s i

i d e j é nek p o n t o s t u d á sa m i a t t é r d e k e s ’ ’ ’
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s t a r t _ t i m e = t ime . t ime ( )

’ ’ ’ k é t f o r c i k l u s s a l s z á mol ta tom k i a d o t t param é t e r e k

e s e t é n az ö s s z e f o n ódá s i t a n ú t a h0−h s í kon ’ ’ ’

f o r b in range ( 2 9 9 ) :

f o r i in range ( 2 9 9 ) :

K = 2 . 5

T = 2 . 5

r e s u l t = 1

’ ’ ’ w h i l e c i k l u s s s a l p o n t o s í tom az

e f f e k t í v hőmé r s é k l e t é r t é k é t ’ ’ ’

whi le abs ( r e s u l t ) > 1 0 * * ( − 8 ) :

e l s o = e l s o f g v ( gamma , h , T , L )

masodik = masod ikfgv ( h , h0 , gamma , L )

r e s u l t = ( e l s o − masodik ) / L

i f r e s u l t > 0 :

T = T + K / 2

e l i f r e s u l t < 0 :

T = T − K / 2

K = K / 2

’ ’ ’ i t t h í vom meg a f e n t

megado t t f ü ggv é n y e k e t ’ ’ ’

gc = g c f u n c t i o n ( T , gamma , h , L )

gs = g s f u n c t i o n ( T , gamma , h , L )

g0 = g 0 f u n c t i o n ( T , gamma , h , L )

’ ’ ’ megné zem hogy az e g y i k s a j á t é r t é k k i s e b b −e

min t 0 , ha i g e n akkor az á l l a p o t

ö s s z e f o n ó d o t t , ha nem , akkor k i s z á mol ta tom

a má s i k s a j á t é r t é k e t é s ebb ő l mondom

meg hogy ö s s z e f o n ó d o t t −e vagy sem ’ ’ ’

W2 = t a n u 2 ( gs , g0 , gc )

i f W2 < 0 :

p l t . p l o t ( h0 , h , " y . " )

’ ’ ’ ha ö s s z e f o n ódá s t j e l e z ( 3 . 1 8 e g y e n l e t ) ,

akkor e z t az á br án egy s á rga p o n t t a l j e l ö l öm ’ ’ ’

e l s e :

W1 = t a n u 1 ( gs , g0 , gc )

i f W1 < 0 :



A. FÜGGELÉK. PYTHON KÓD A NUMERIKUS SZÁMOLÁSOK ELVÉGZÉSÉHEZ 30

p l t . p l o t ( h0 , h , " b . " )

’ ’ ’ ha ö s s z e f o n ódá s t j e l e z ( 3 . 1 7 e g y e n l e t ) ,

akkor e z t az á br án egy k é k p o n t t a l j e l ö l öm ’ ’ ’

h = h +0.01

h =0.01

h0 = h0 +0.01

p r i n t ( "%s s e c o n d s "%( t ime . t ime ( ) − s t a r t _ t i m e ) )

# i t t form á lom é s k é re t em k i az á br á t

p l t . x l im ( 0 , 3 )

p l t . y l im ( 0 , 3 )

p l t . x l a b e l ( ’ h0 ’ )

p l t . y l a b e l ( " h " )

p l t . t i t l e ( ’ \ u03B3 =0 .6 ’ )

p l t . s a v e f i g ( " ö s s z e f o n ód ásgamma = 0 . 6 . png " )

p l t . show ( )
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