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0.1. Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani témavezetdmnek, Igléi Ferencnek, aki szakértelmével
¢és a konzulticidk sordn biztositott magyardzataival hatalmas segitséget nyujtott dolgozatom

elkésziiléséhez.



1. fejezet

Bevezeto

A kvantumos 6sszefonddas fontos szerepet tolt be a kvantummechanikaban, valamint a kvan-
tuminformatika elméletében. Az Osszefonddott dllapotok definidldsdhoz el6szor tisztdznunk
kell a szepardlhat6 allapotok fogalmét. Egy kvantumallapotot szepardlhatonak neveziink, ha a

stiriiségmatrixat fel lehet irni szorzatallapotok konvex kombinaciéjaként:
p=Spp @pP @ .. @p", (1.1)

ahol N arészecskék szamat jeloli, >;p; = 1, valamint p; > 0. Ezutan azt mondjuk, hogy azokat
a kvantumallapotokat nevezziik dsszefonddottnak, amelyek nem szepardlhatdak.

Kisérleti tton egy kvantumadllapotrdl dltaldban kevés informdcié nyerhetd. Ez igaz még
nagy rendszerekre vonatkozé elméleti szamitdsokra is. Ebbdl adédéan csak azok a mddszerek
alkalmazhatéak 6sszefonddds detektdldsara, amelyekhez kevés mennyiség mérése is elegendd.
Egyike ezen mddszereknek, az 6sszefondddsi tandoperatorok haszndlata. Ezek olyan mennyisé-
gek, amelyeknek a vdrhato értéke pozitiv minden szepardlhato allapotra, illetve negativ 0sszefo-
nddott allapotokra (nem koveteljiik meg, hogy minden 6sszefonddott dllapotot jelezzen a tand),
ezért a negativ varhat6 érték Osszefonodas jelenlétét jelzi. Az Osszefonddési tanuk elméle-
te gyorsan fejlodott az elmult évtizedekben [[1]-[3]. Le lett vezetve hogyan lehet konstruélni
0sszefonddasi tandt, amely Osszefonddast jelez egy adott kvantumaéllapothoz kozel, akér kevert,
akdr kotott osszefonddott dllapot. Az is ismert, hogyan lehet optimalizdlni egy tantt, hogy az a
lehetd legtobb 6sszefonddott dllapotot jelezze [3].

Optimalis Osszefonddési tanik mellett, fontos olyan tanuk konstrudldsa is, melyeket konnyen
mérhetiink kisérleti uton, vagy konnyi kiszdmolni elméleti mddszerekkel. Mindkét oldalrdl
nézve, spinlancok Hamilton-operatorain alapulé Osszefondddsi tanik nagy figyelmet kaptak
[4]-[8]], ezt jelzi, hogy még végtelen lancokra is 1éteznek erre vonatkoz6 szamolédsok [4]. Be
lett latva, hogy az optimdlis Osszefonddési tand a lanc termikus dllapotdban nem sziikségsze-
rlien a Hamilton-operatoron alapui tantoperitorok. [8l]. Az energidn alapul6 tanuik tobbtest-
Osszefonddast is képesek jelezni. Az energia alapu tantkat szdmos fizikai rendszer esetén al-

kalmazzdk, mint példaul molekuldris nanomagneseknél [9], illetve elméleti szdmitadsok sordn,
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1. FEJEZET. BEVEZETO 5

elméleti spin modellek esetén [10]-[11]].
Dolgozatom sordn az X Y-modellhez fogok 6sszefonddasi tanit keresni. A modell Hamilton-

operatorat a kovetkez6képp definidljuk:

A+7 .. ,(1=7) :
H=— Z [Tal O+ Tafalyﬂ + hoy | . (1.2)
!

ahol [ =1,..., L — 1 a spinek szdmén fut végig, 0, a = z,y, 2 a megfeleld helyen vett Pauli-
matrixokat jeloli, 0 < « < 1 adja az anizotrépia mértékét, h > 0 pedig a transzverzilis teret
jeloli. (Kritikus pontrél a h = 5 esetben beszéliink.) v = 1 vélasztassal a homogén kvantumos

Ising 1anc Hamilton-operatorat kapjuk vissza:
H=— Z(afafﬂ + haf). (1.3)
!

Az XY-modell esetén a h = 1 egyenletii vonal védlasztja el a ferromédgneses és a paramagneses
fazist, el6bbi a vonaltdl balra, utébbi pedig jobbra taldlhatd. A rendezett és rendezetlen fazist a

rendezetlen vonal vdlasztja el, amit
VHh=1 (1.4)

egyenlet ad meg. A 42 + h? < 1 tartomdnyt oszcill4cids tartomédnynak is szokds nevezni.

transzverzalis Ising lanc (y = 1)

ferromagneses paramagneses
fazis fazis

[ kritikus vonal

XX-lanc (7 = 0)

0 1 hoo

1.1. abra. Fazisdiagram (I.2) Hamilton-operétorral definidlt XY-modell esetén.

Osszefonddds detektalasara alkalmas a negativitdson alapulé 6sszefondddsi tand hasznalata.
Ezen Osszefonddasi tani megtalalasdhoz meg kell vizsgalni, hogy a siirliségmatrix parcidlis
transzponaltjanak sajatértékei koziil melyik a kisebb, ezt valasztjuk 6sszefonddasi tantinak [12],
[13]. Numerikus szdmitdsok alapjan azt is mondhatjuk, hogy a negativ sajatértéket véalasztjuk

Osszefonddasi taninak, mivel csak az egyik sajatérték lehet negativ.
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Ha globdlis kvencs éri az alapdllapotdba helyezett rendszert [24)], [15)], akkor a rendszer
alapallapoti hg, o paramétereit megvaltoztatja v, h-ra. Mivel a rendszer igy nem egy sajatalla-
potdba keriil, ezért elindul a dinamika. A kvencset egy tranziens folyamat koveti, amely soran
a korrelaciok lecsengenek, igy kell id6 mulva a rendszer staciondrius allapotba fog keriil, ami
valamilyen kevert dllapota a dinamika soran fellépd dllapotoknak. Ha a Hamilton-operdtor nem
integralhatd, akkor a rendszer termalizaltnak tekinthetd, és a staciondrius allapotot a Gibbs-
sokasag irja le egy effektiv hdmérséklettel [[16]], [17]. Integralhaté rendszerek esetén, mint
amilyen az XY-modell is, feltételezziik, hogy a staciondrius allapotot egy ugynevezett dltala-
nositott Gibbs-sokasag ir le [[18]], [19], ahol minden egyes fermion mdédushoz egy-egy effektiv
hémérséklet rendelhetd.

Dolgozatomban be fogjuk latni, hogy X'Y-modell esetén globdlis kvencs utdni dllapotok ha-
tékonyan kezelhetk, még nagy méretli rendszerek esetén is, valamint az 6sszefonddasi tand
varhat6 értéke szintén kiszamithat6. Ezen kiviil meg fogjuk vizsgélni, hogy mely kevert dllapo-
tokat detektdlja a negativitdsi tand.

TDK munkam felépitése a kovetkezd:

A 2l fejezetben bemutatom az XY-modellt, felirom a Hamilton-operétorat szabad fermi-
on reprezenticidban a Jordan-Wigner-transzformécio felhasznaldsaval, majd diagonalizdlom a
Fourier-, és a Bogoliubov-transzformacié segitségével. Ezutan felirom a termikus atlagokat,
valamint a globdlis kvencs utdni folyamatokat. A[2] fejezetben alapjaba véve mdr ismert ered-
mények, célunknak megfeleld feldolgozasa torténik[20], [22].

AJ3] fejezetben vezetem be a negativitdson alapulé 6sszefondddsi tanit, valamint itt vizsga-
lom meg a tanu 4ltal jelzett 6sszefonddott allapotokat.

A fiiggelékben mutatom be a numerikus szamoldsokhoz irt kddomat.

A 3| fejezetben lathat6 6sszefondddasi tant, valamint a hozza tartozé numerikus szdmolasok

a munkdm soran elkésziilt 4j eredmények.



2. fejezet

Az XY-modell elméleti targyalasa

2.1. A rendszer szabad-fermion reprezentacidja

Ennek a fejezetnek az a célja, hogy (1.2)) Hamilton-operatort felirjuk szabad-fermion reprezen-

tacidban. Elevenitsiik fel a Pauli-métrixokat, valamint a veliik definidlt 1éptetd operdtorokat:

(o 1) (0 —i) (1 o)
ot = . oY = NS 2.1
10 i 0 0 —1

St = %(am +io,) ST = %(ax —ioy) (2.2)

A kovetkezdek sordn dttekintjiik a 1éptetd operdtorok egyes fontos tulajdonsigait. A 1éptetd
operatorok, valamint a Pauli-matrixok kommutécids tulajdonsdgat kihasznalva egyenl8ségeket

irhatunk fel a kiilonb6z6 oldalon 1év6 (¢ # j) 1€ptetd operatorok kozott:

Sy Sy + 8787 =257S], (2.3)

S; S + 878 =255, (2.4)

Sy St SESF =284 ST (2.5)

Fontos még megemliteni az azonos oldalon 4ll6 1éptetd operatorok két jelentds tulajdonsédgat,
miszerint:

S;SF+SHST =1, (2.6)

St =5+=0. (2.7)

Most vezessiik be a ¢; és cj fermion operitorokat. Mivel fermionokrdl beszéliink, ezért anti-

kommutdlnak egymadssal, még akkor is, ha kiilonb6z6 helyen allnak.
{ci,cl} =4y (2.8)
{c- c'}:{cJ~r =0 (2.9)
1y ] 177 °

7



2. FEJEZET. AZ XY-MODELL ELMELETI TARGYALASA 8

Azonos oldalon (2.6) és kielégithetd szimplan S, = ¢; valamint S;" = ¢! helyettesitéssel.
Sajnos azonban ez nem helyes kiilonb6z6 helyekre, mivel (2.3), (2.4) és (2.5) nem tesznek
eleget (2.8) és (2.9) egyenleteknek.

Pascual Jordan és Wigner Jend [23] 1928-ban megmutatta, hogy a spin operitorok rep-
rezentdlhatok fermion operatorokkal az aldbbi transzformécié szerint, melyet Jordan-Wigner

transzformacionak hivunk:

o .
aj—QCjc] 1

S;F — c;Q;F = Jordan — Wigner transz formacio
S; = Q¢

ahol Q; = exp [iw Zg;i c;cl] .
Most vizsgéljuk meg a spin operatorok kommutétorat i # j esetén. Tekintsiik az [Si_ , Sﬂ

kommutatort, ahol j > i.
Sy ST = QiCiC;Q; = CiQinC;['
= I T, 4 T
N (2.10)
= ciH{:—ilTlc} mivel T2 =1
= cic}H{;.lTl mivel | # j.

Hasonléan irhatjuk:

S7S7 = ¢jQlQici = jQ;Quc
i—1
= c}Hf:i Tic;

= T 0\ T (2.11)

_ T Jj—1
= _CjCiTiHl:z‘HTl

= cic;H{;.lTl = SZ-_S;'.
Ezzel beldttuk, hogy [SZ-_ , Sﬂ = 0. Ezen eredmények felhaszndldsaval atirhatjuk az (1.2)
Hamilton-operétort.

o”® tag:
0[O0l = <Sl+ + Sf) (Slttl + Sljﬂ) 2.12)
— (S + SF S+ ST S + 575
oY tag:
vy _ Lioy Lot -
910141 = g(Sz -5 );(SJH - Sl+1) (2.13)

= _<SI+SZ—~:H - Sl+ 41— Sl_Sl—il + Sl_Sljd)'
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Ezek alapjan az (1.2)) egyenletben 1év6 o”-et, és o¥-t tartalmaz6 kifejezés egyszersithets:

ofof .+ 5 olol., =

2 (2.14)
= [(SZJFSI_H + 5 Sl—:-1> (S+Sl—:-1 + 51_5111)}
A Iéptet6 operatorokat atirva fermion operatorokra, az aldbbi 6sszefiiggéseket kapjuk:
S, SffH = cchl, (2.15)
S} Si, = cle, (2.16)
S;St, =clel, (2.17)
Sy S = aqna. (2.18)

A sorozat végén (ahol [ = N) hiba 1ép fel, mivel S7.S7 = Qnchey # clier, ami abbél kovet-
kezik, hogy a transzformacidban fellép egy (); fazis faktor, ami nem tesz eleget a periodikus

hatarfeltételnek, ezért a Hamilton-operatort az aldbb lathaté médon "szétszedjiik":

N N
H=— Z([CZTCZH + CITHCZ} + VHCZTH + cl+1cl]> + Nh —2h Z cchl
=1 =1 (2.19)

+ ([chl + clcN} + ’y[chl + clcND (ei’”\7 + 1),
ahol

N
=> de;. (2.20)
j=1

Szakirodalmakban ezt az esetet hivjdk ’a-cyclic’ problémanak, mig ha a termodinamikai hatér-
esetet tekintjilk (N — 00), akkor a (2.19) egyenletben az utolsé tag elhanyagolhatd, ezt nevezik
"c-cyclic’ problémanak [20]]:

N N
H=— Z([C}LCHI + c}+1cl} + V[CchlTH + cchl]) + Nh — ZhZ cchl. (2.21)

1=1 1=1
Mi most az “a-cycle’ problémat tekintjilk. Ha a (2.19) egyenlet utolsé zardjeles tagjat felbont-
juk, akkor kovetkez6 alakot kapjuk:

N-1 N

H=- Z < [CZTCZH + ClT+1cl} + ”V[CZFCJTH + Cl+1CzD + Nh —2h Z cchl
=1 =1 (2.22)

+ em\?([chl + clcN} + 7[0N01 + clcND

Legyen P = eV g paritds operator. Ekkor a Hamilton-operdtor és a paritds operdtora kom-
mutdlnak egymadssal, vagyis a paritds egy konzetvativ mennyiség [P, H } = 0. P spektrélis
felbontésa:

P=)Y pP,=P.-P. (2.23)

p==%1
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ahol
Po= > |n)n| (2.24)

n paros

Po= Y |n)n] (2.25)

n paratlan
a projekcids operdtorok, amelyek a p = +1 sajdtértékekhez tartoznak, valamint |n) a sajatélla-
pota A-nak n sajitértékkel. Mivel a paritds konzervativ mennyiség, ezért a Hamilton operétor

felbonthat6 a kovetkez&képp:
H=PHP +P HP.=H"+ H" (2.26)

A tovébbiakban H*-t tekintjiik, ahol ¢™ = 1. A hatdrfeltételeket megadva H*-ban: ey =

—c; (antiperiodikus hatarfeltétel), igy az utolsé tagot be tudjuk irni az els6 szummaéba.

N
Ht = — Z [[cjclﬂ + cLlcl] + ’y[cchlTH + apa] —h+ 2hcchl . (2.27)
I=1

2.2. A Hamilton-operator diagonalizalasa

Atlépve Fourier térbe, tj operatorokat definidlunk (c}.) a kovetkezdek szerint:

1 / k'l )
q=— e, 2.28
! mzk ¢ (2.28)

1~ .
T —ik'l It
G = —F= E e c, 2.29
' VN4 ¥ (229

k’ lehetséges értékeit az antiperiodikus hatarfeltétel szabja meg. H, esetén (antiperiodikus

hatareset) cy,1 = —ci, azaz e N = 1 reldciénak kell teljesiilnie. Az igy megengedett k
értékek: ( ) N
+(2m+1)m
K =——" =0,1,...,—— 1. 2.30
N Y m Y Y ) 2 ( )
A (2.28) és (2.29) egyenletekben 1év6 szumma kielégiti az altalanos Fourier ortogonalitasi re-
laciot:
1 ik(n—n2 1 i(k—q)n
~ DR . ~ D elthan = g, (2.31)
k n
Vildgos, hogy a Fourier-transzformacié megorzi a fermionokra vett antikommutacios relaciot:
1 —ikm _ik'n 1 tk(n—m
{chen} = 7 D _{ebawle™me = 3 Jetm =45, (232)

kE’ k
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és hasonl6 szdmolds sordn megmutathat6, hogy {c,,,c,} = 0, valamint {c! ¢/} = 0. Ezeket

felhaszndlva, a (2.27) Hamilton-operator részeit a kovetkez6képp irhatjuk:

N’ N’

Z cchHl Z [ \/_ Z kle—zk’ \/_ Z zk(]+1 ]
=1
_ Z ok [ﬁ 3 ei(kfk’)j] el (2.33)
Kk J
= Z eik/c,i,ck/,
"

N’ N’

1
Cli1C, [ el +1) Ch ””]
IEDS F;k e

=1
i L ij(k+k)
:E C/ CLE _E e"
N’
Kk j=1

%

(2.34)
1
_ ik’ ij(k—(—
=S aac 53
k' k N j=1
= Z eik/ck/c_k/,
k/
N’ N’
1 . 1 o
T - , —ik'jN_~ ikj
> el = §[<chke W 2 ewe™)]
- 7= " g (2.35)
N’ )
1 ij(k—k'
— ZCL/Ckﬁzej( ) == ZCL/Ck/.
K .k j=1 %
Nl
S, =Y eV, (2.36)
=1 14
N/
Sdaa=Ye*cp, (2.37)
=1 k'

Ezen eredményeket beirva (2.27)-be:

I’I+ = — Z [2hc;;,ck/ =+ elk T,Ck/ +e zk’chk/ + fyeik/cL,CT_k, —+ ’yeiklck/c_k/} + hN
kl

= — Z [th;i,ck/ + c};,ck/2cosk' + ’yeik/(c};,cik/ + ck/c_k/)] + hN
k/

=_ Z 2(62,0]4 + cT_k,c,k/)(h + cosk’) + ve'¥ (cT_k,c};, + c_pew) + Ne (c};,cT_k, + ck/c,k/)} + hN
k>0

_ PYA t / ik (bt ik f

— Z 2(cpicp + e ) (h + cosk’) + e (c_k,ck, + c_k/ck/) ve (c_k,ck, + c_k/ck/)} + hN
k>0

= — Z 2(CL/C]€/ + cik,c_k/)(h + cosk’) + 2i’ysink'(cik,c};, + c_k/ck/)} + hN.
k>0

(2.38)
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Osszegezve az el6z8 egyenletet:
Ht = — Z [2(02,% + CT_k,c,k/) (h -+ cosk:’) + 2ifysink'(cT_k,cL + c,k/ck,)] +hN. (2.39)
k'>0
Ezen egyenletben két operdtor van, ¢, €s c_j, illetve ezek hermitikus adjungdltjaik. A ko-
vetkezb6ek sordn, ahhoz hogy diagonalizaljuk (2.39) Hamilton-operatort, be kell vezetniink az
elébbi két operator linedris kombinacidjaként el6allo 7y és 1y, szintén fermion operatorokat.
El6szor irjuk fel (2.39) operatort matrixok szorzataként.
HT = — Z [2 (cz/ck/—kcik,c_k/) (h—l—cosk:’)] —Z [Qiysink/ (CL/CJL]C/—FCk/C_k/)} +hN (2.40)
k'>0 k'>0

(2.40) egyenletbe helyettesitsiik be a kovetkezé matrixokat:

ap  —iby Cpt
ol = (cL, c,k/), H, = < ‘ k) = < N ) : (2.41)
Zbk/ — Qg C*k/

ahol
ap = —2(h + cosk’), (2.42)
by = 2ysink’, (2.43)
H+ = Z E};/Hk/@k/ — Z Ay = Z [ak/ (CLC]C/ +CT_k/C_k/) — Zbk/ (CL,CT_k, —Fck/c_k/)} — Z ag’ .
k'>0 k>0 k'>0 k>0
(2.44)

Tekintsiik a a_,» = ay/, b_;r = by esetet.
Bogoliubov-rotacié segitségével felirhatjuk 7, operatorokra az egyenleteket matrix szorzas
forméjdban:
M = RipCp, (2.45)

_ Nk Up UL
T = ( v ) Ry = ( g ’f) (2.46)
77—]{:’ —'Uk./ U’k’

Ezek alapjdn a transzformdéci6 a kovetkezd alakba irhat6:

ahol

n = u_pel, —v_pe_p, (2.47)

M = upcl, +vhe . (2.48)
Ry egy fontos tulajdonsdga, hogy unitér matrix:
-1 .'. o Uk/ _UZ/
Uk/ uk’
Az inverz Bogoliubov-transzformécié a kovetkezd alaku:

et =u b v, (2.50)
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Cx' = Up Mg + ’Uik’nT—k'a (2.51)

Mivel ((2.49)) alapjan) Rk/RL =1, ezért |up |* — |vw|* = 1. Ry Hy RL, diagonalizaljak (2.39)
egyenletet, melynek sajatértékei legyenek £ A

(|uk/]2 — |vk/|2)ak/ + (Uk/UZ/ — Uz/Uk/)Z'bk/ = Ak/7 (252)

—upvpay + (up + vi)iby = 0. (2.53)

Ezek alapjan uy, vy és Ay/-ra kapjuk:

A ’ /
o = e (2.54)
\/2Ak’(Ak:’ —|— ak’)
.
O Ok (2.55)

B \/2Ak/(Ak/ + ak/) ’

Ak/ == \/ a%/ + bz/. (256)

A szimmetridkat kihaszndlva (u_p = up, v_p = —vp, A_p = Ayp) valamint uj, = uy
vy, = —vy felhaszndlasaval kapjuk:
1
H* = kZ Aw (nfme = 5). (2.57)
ahol

Ay =/al, + b}, = \/4(h + cosk!)? + 4~2sin?k’

= 21/ (h + 2cosk’)? + y2sin2k!.

(2.58)

Ha k' > 0, akkor sink’ = sin(m — k) = sin(—(k — 7)) = sink, cosk’ = cos(m — k) =
cos(—(k — 7)) = —cosk, ha pedig k' < 0, akkor sink’ = sin(—(k + 7)) = sink, cosk’ =

cos(—(k + m) = —cosk, ezért

Ay = 24/92sin2k + (h — cosk)? = (k). (2.59)
Az alapallapot energidjat
e(k)
By = — ; — (2.60)

alapjan definidljuk.

2.3. Véges homérsékleti atlagok

Az itt feltiintetett eredmények termodinamikai limeszben érvényesek, L — oo.

Véges homérsékleten[21], T > 0 a particios fiiggvény a kovetkezd:

oL 5(k)
Z =9 Hwosh(W). 2.61)
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Ebbdl addéddan az energia atlagértéke:

k
<H>T: _Zt<k>T)€2>> (262)
k
ahol
t(k,T) = tanh(¥>. (2.63)

A szamolasok soran a kg = 1 valasztassal éltiink.

2.4. Kvencs utani nemegyensilyi stacionarius allapotok

Kvantumos rendszerek tanulmanyozdsa sordn nagy szerepet kapott a kvantum kvencsek vizsga-
lata. A kvantum kvencseket olyan kisérleteknek tekintjiik, melyek sordn a rendszert valamilyen
nemegyensulyi allapotba inicializaljuk, majd ebbdl az dllapotbdl vizsgaljuk a rendszer dina-
mik4jat. Ezt hideg atomi kisérletek sordn a rendszer Hamilton-operatordnak paramétereinek
hirtelen megvéltoztatasdval tudjuk elérni. Beszélhetiink globalis, illetve lokalis kvencsekrdl.
Globdlis kencs esetén a rendszer egy paramétere globdlisan, az egész rendszerre kiterjedé mo-
don valtozik meg. Ilyen példaul egy, az egész rendszer teriiletén homogén, kiilsé magneses tér
bekapcsoldsa. Lokdlis kvencsek esetén a Hamilton-operator egy racshely kornyezetében vélto-
zik meg pillanatszertien. Lokdlis kvencsnek tekinthetd példaul kisérletek sordan rontgensugarak
fémbeli elnyel6dése. Munkam sordn globdlis kvencset fogunk tekinteni.

Tekintsiik a rendszert kezdetben egyensulyi dllapotban |®() alapéllapottal, H, Hamilton-
operatorral, és hg, 7o paraméterekkel. Ezutdn a rendszert globdlis kvencs éri 0 h6mérsékleten,
amely a Hamilton-operator paramétereit hirtelen megvaltoztatjak vy és ho-rél 7, h-ra. Kvencs

utdn, ¢t > 0 esetén az éllapot id6fejlédése az 4j H Hamilton-operator szerint:
|o(t)) = exp(—iHL)|Dy). (2.64)
Heisenberg-kép esetén egy operator id6fejlodése a kovetkezOképp irhato:
oi(t) = Ml oe= M (2.65)

A rendszer kvencs utadni energidjat a kovetkezd médon definiéljuk:

1
(ol f00) = 32 (k) (el ) - 5). (2:66)
ahol a k-adik médus bet6ltési valdszintisége | ) dllapotban:
fie = (@o[nfni|Do). (2.67)

XY-modell esetén ez a Bogoliubov szogek kozti kiilonbséggel Ay, = OF — Oy fejezhetd ki [14]:

1
fi = 5 (1= coslg), (2.68)
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ahol a A}, koszinusza:

(cosk — hg)(cosk — h) + yyosin’k
e(k)eo(k) ’

cosA, =4 (2.69)

ahol a 0 index a kvencs el6tti mennyiségeket jeloli. Termodinamikai limeszben (2.66) egyenlet
Uj alakba irhat6:
L Cdr

A globadlis kvencset kovet6 tranziens folyamat sordn a korreldcidk lecsengenek, igy legend6en

(PolH[®o) _ 1 / " c(k)cosAdk. (2.70)

—TT
sok 1d0 utdn termodinamikai limeszben a rendszer varhatéan staciondrius édllapotba keriil,
1 ™ . .
Pq = lim, oo~ / e M D) (Bg|eTHEdt, (2.71)
T Jo
ahol

Tr(pgH) = (Po|H|Po). (2.72)
Staciondrius dllapotban a megmarad6é mennyiségek miatt, a korrelacidk atlagat egy altalano-
sitott Gibbs-sokasdg adja. Ebben az esetben minden egyes fermion mddushoz egy effektiv
hémérséklet, T, ;; rendelhatd a kovetkezd egyenlet szerint [14]:

e(k) N\ _ _
tanh(m> = [2fi — 1| = |cosAy]. (2.73)

Ez (2.62)), (2.63)) és (2.66]) tsszehasonlitdsabdl adddik. Staciondrius dllapotban az elsGszomszéd
korrelacidk egyszertien kiszamithatdk ha t(k, T)-t |cosA,|-lel helyettesitjiik.

t(k,T) — |cosAg| (2.74)



3. fejezet

Osszefonodasi tanioperator

Altalanosan egy olyan W operitort, amely vérhaté értéke, (W), kielégiti a kovetkez kritériu-
mokat:

i) W) > 0 minden szeparalhat6 dllapotra,

i) (W) < 0 egyes osszefonddott dllapotra,

Osszefonddasi tantoperatornak hivunk [25],[26].

3.1. Negativitason alapul6 osszefondédasi tani

Ebben a részben olyan operdtorbdl indulunk ki, amely termikus egyenstlyban 1évS spinlancok
Osszefonddasi tantjdnak tekinthetd. Kutatdsi eredmények szerint kapcsolat van a stiriségmatrix
[12]], [13]] parciélis transzpondltja, valamint az 6sszefonddasi negativitds kozott [27].

Altaldban nehéz megmondani, hogy egy éllapot 6sszefonddott-e vagy sem. Igaz, vannak a
szepardlhatésdgnak olyan sziikséges tulajdonsigai, amelyek konnyen tesztelhetSk. Ha ezek a
tulajdonsagok nem teljesiilnek, akkor az éllapot dsszefonddott.

A két-részecske siirliségmatrixbol:

p=Y Pranl k)l © [m)(n], (3.1)
kl,mn
a parcidlis transzpondltjat a k €s [ indexek megcserélésével kapjuk:

pl = Z Puts,mn | K) (1| @ |m) (n]. (3.2)

kl,mn

Szeparilhaté kvantumallapotokra p™4 > 0 [12]], [13]. Ezért, ha p’ métrixnak van negativ
sajatértéke, akkor a kvantumallapot dsszefonddott.

Az 0sszefonddasi negativitast a kovetkezoképp definialjuk [27]:

N(p) = 2maz(0, —min(u,)), (3.3)

16
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ahol p,, a sajatértékei p’4-nak.
Tekintsiik az els6szomszéd redukalt stirtiségmatrixot, p, amelyet a 0% bazisaban definidlunk:

12), | 41) = |3), valamint | |]) = |4). Szimmetria okok miatt H-nak és p-nak két ortogonélis

la) = | 1),vagy |a) = | ]), valamint a kdvetkez6 konvenciét hasznéljuk: | 1) = |1),

altere van |1), |4) valamint |2), |3) dllapotokkal. A redukdlt stirliségmatrix nem nulla elemei
[1270:
pn 0 0 pu
o= 0 pao pas O (3.4)
0 p32 psz O
par 0 0 pag
A matrix valds €s szimmetrikus, ezért p14 = p41 €s pa3 = p3o fenndll, tovabba p; + poo +
pss + paa = 1. Az éltalunk vizsgalt probléma permuticiés szimmetridja miatt p; = p33. A

strliségmatrix parcidlis transzpondltja:

pii 0 0 po3
0 0
pTA _ P22 P14 (3.5)
0 pua p3z O

pz2 0 0 pa

A legklsebb sajaterteke prA-nak, p,,n, akkor, és csak akkor nem-negativ ha az dllapot szeparal-

hat6 [12], [1]. (3.5)) szerint 1., egyike a két ortogondlis szektornak:
1
ufiin =5 [/)11 + pas — V(11 — pas)® + 4p23p32] (3.6)
@ _1 5
Hmin = 5 [ng + pss — /(P22 — p33)® + 4/)14,041] (3.7

Mivel pyy = p33, ezért:
Hiohy = P22 = pua (3.8)

A matrixelemek kifejezhet6k els6szomszéd korrelaciokkal[21]]:
(070 )1 —1 = p1r1—paa—psz+paas— (p11+pazo+pss+paa) = —2(paz+p33) = —4p2, (3.9)

(ofof)r — (ofol)r = 2({o) ol )r + (o7 00)1) = 2(pra + par) = 4pua, (3.10)
pi1 + pas = ({07 071) +1)/2, (3.11)
pi1 — pas = ((07) +(07,1)/2, (3.12)

P32 = P23 = (<lealm+1> + <Uly‘7§!+1>)/4~ (3.13)
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A felhasznalt korrelédcids fiiggvényeket kifejezhetjiik go, g., valamint g, fiiggvényekkel. Ezen
fliggvények alakja [28], [29], [21]:

(070l )T = ge — s,

(o070l )T = ge + s,

(ofof)r =96 — 92 + 92, (3.14)
(o7)T = 9o,

<UZZ+1>T = Yo,

ahol
2K
)

1
ge = E Zk:COSk(COSk — h)t(k7T)

gs = —%VZSW% t(laT)(@ - (3.15)
k
go = %Z(h — cosk)t(k,T) (@) 1,
t(k, T) = tanh(¥>. (3.16)

Ezen 0sszefliggések felhasznaldsaval a két sajatérték kifejezhetd a g fliggvényekkel, ezek fogjak

szolgaltatni W), operator vérhat6 értékét, vagyis az 6sszefondddsi tandt:

1
uﬁi,)-n:—;l[—9§+93—9§—1+2\/g§+g§], (3.17)

1
et — 3 98 = 92 + 92+ 21gu] — 1] (3.18)

Fontos megjegyezniink, hogy egy két-qubit dllapot parcidlis transzponaltjanak legfeljebb egy
1
negativ sajitértéke van, és az Osszes sajatérték a {—5, 1} intervallumba esik[30], [31].

n @

Most vizsgéljuk meg t,.;.., i, Sajatértékek, valamint h, v paraméterek kozti kapcsolatot.

A rendezetlen vonal mentén, h2 + 2 = 1 pl) = ;@

min — MPmin

€s ebben a tartomdnyban az allapot
szeparalhaté, még T' = 0 esetén is. Numerikusan beldthat6, hogy h? + v? < 1 tartomdnyban
p < @ B2 442 > 1 tartomanyban pedig 41} > 1) Ezen eredménycket 6sszefoglalva

a negativitdsi 0sszefonddasi tanu esetén a kovetkezd eredményre jutottunk:

1
—1[—g§+93—9§—1+2\/98+93}, ha h* ++? <1

1
—1[93—93+g§+2lgs|—1}a ha h? ++% > 1

Wy) =
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3.2. Osszefonédas vizsgalata kvencs utani nemegyensiilyi sta-

cionarius allapotban

Ebben a részben az az alapfelvetésiink, hogy a Hamilton-operdtorral leirt rendszer alap-
allapoti energidja (2.62)), egyenld a kvencs utdni nemegyensulyi staciondrius dllapotban 1év4
rendszer energidjaval. A két mennyiséget egyenldvé téve lathatjuk, hogy az egyenldsé-
giik T s effektiv hdmérséklettdl fiigg. Ezt a hdmérsékletet adott h, hg értékek esetén numerikus
szamitdsokkal meghatarozhatjuk. 7¢;; ismeretében meghatdrozhato gy, g, valamint g. fliggvé-
nyek, majd VW, negativitasi 0sszefonodasi tanu.

Ezt elvégeztem, h, hy paraméterek értékeit 0 és 3 kozott valtoztattam, ebben a tartomdnyban
vizsgaltam az 6sszefonddott dllapotok jelenlétét. A 0 — 3 intervallumot 300 egységre bontottam
tovabb, ezzel finomitva a felbontast.

Kivélasztottam hat -y értéket, ezutan négy h érték esetén dbrazoltam az effektiv hdmérsékle-
tek értékét hy fiiggvényében. Ezen eredmények abran vannak feltiintetve. Az 4bran lathato,
hogy a hy = h esetet nézve T.;; = 0, ha pedig hy # h, akkor minden effektiv h6mérséklethez
tartozik kettd hg érték.

abran a kvencs utdni 6sszefonddott dllapotokat jelenitem meg a h — hg sikon. Sargdval
abrazoltam (3.18) sajatérték alapjan szamolt Osszefonddasi tand éltal detektalt Gsszefonddast,
kékkel pedig sajatértékbol szdrmazé tand dltal detektdlt Gsszefonddast. - paramétert
1,0.8,0.6,0.4,0.2, 0 értékek esetén vizsgaltam, valamint a v = 0 esetet a 7 — 0" hatdresettel
kozelitettem.

[3.2]abra alapjan lathatd, hogy v = 1, vagyis a homogén kvantumos Ising-lanc esetén (3.17)
egyenlet (kék szin) nem jelez 6sszefonddast. v értékének csokkentésével h, hg kisebb értékeinél
kezd el Osszefonddast jelezni, majd az dltala detektalt 6sszefonddott dllapotok szdma nd,
ezzel parhuzamosan (3.18)) (sarga) éltal detektalt dllapotok szama csokken. A két tand éltal

detektdlt dllapotok egyiittes szdma y értékének csokkentésével novekszik.
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(a)

y=0.6
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y=0.2
1.2 4 — h=0.5
—— h=0.75
— h=1
1.0 4 — h=1.25
0.8
=
= 0.6
0.4
0.2
0.0 T T T T u T T T
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3.1. dbra. Az dbréakon kiilonbozd v értékek esetén, rogzitett h-értékekre az effektiv hGmérséklet

gorbéi lathatdak h fiiggvényében
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0 y=1 0 y=0.8
2.5 2.5
2.0 4 2.0
c 15 c 15
1.0 1.0 1
0.5 0.5 .
0.00.0 0.5 1.0 1.‘5 2:0 25 3.0 0.00.0 0.5 1:0 l.‘S 2:0 2.‘5 3.0
hy ho
(a) (b)
0 y=0.6 0 y=0.4
2.5 2.5
2.0 4 2.0
c 15 c 15
1.0 1.0
0.5 0.5
0.00.0 0.5 1.0 1.‘5 2:0 25 3.0 0.000 0.5 0 1.5 2.0 25 3.0
hy ho
©) (d

(e
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3.2. dbra. Az dbrakon kék szinnel jeloltem (3.17)) 4ltal, sdrgaval pedig (3.18) 4ltal detektdl 6sszefonddott

allapotokat. v = 1 esetben, vagyis a kvantumos Ising lanc esetén csak (3.18) detektal 6sszefonddast a sik

atl6ja mentén. v = 0.8-nal mar (3.17) is detektdl 6sszefonddasat a sik [0 — 0.5]x[0 — 0.5] tartomanyan.

~-at tovabb csokketve, v = 0.6-ra, (3.17) 6sszefonddast jelez mér az [1 — 3]x[0 — 1] tartomdnyon is.

(3.18) 4ltal jelzett 6sszefonddott dllapotok nem véltoznak jelentGsen. v = 0.4-re (3.17) mar kozel az

egész [1 — 3]x[0 — 1] tartomdnyon Jsszefonddast jelez. v = 0.2 esetén (3.17) madr a teljes [1 — 3]x[0 — 1]

tartomanyt 9sszefonddottnak detektdlja, valamint [0 — 1)x[1 — 3] "alsé’ részén is kezd Gsszefonddast

jelezni. Végiil, v = 0 esetben (3.17) dsszefonddott dllapotot jelez a [0 — 1]x[0 — 3], és a [0 — 3]x[0 — 1]

tartoményon, (3.18) pedig az [1 — 3]x[1 — 3] tartoményon.



4. fejezet

Osszefoglalas

Munkém sordn az X'Y-modellel leirt kvantumos spinldnc nemegyensilyi staciondrius dllapotai-
ban fellépd kvantumos 6sszefonddést vizsgaltam. Ehhez els6 1épésként az X' Y-modell Hamilton-
operatorat {rtam fel szabad-fermion reprezentaciéban, ehhez a Jordan-Wigner-, a Bogoliubov-,
valamint a Fourier-transzformaciét alkalmaztam. Ebbdl felirtam a moédusok energidjat, vala-
mint az alapallapothoz tartozé energidt. A kvencs el6tti, valamint a nemegyensulyi staciondrius
allapot energiajat Osszevetve kaptam meg 7. ¢ efffektiv hOmérsékletet. Ezutdn bevezettem a
negativitdson alapul6 osszefondddsi taniit, amely varhat6 értékét (3.13) fuggvények segitségé-
vel szamoltam ki. Megvizsgaltam hogy az igy kapott eredmény negativ, vagy pozitiv, azaz
hogy detektdl-e dsszefonddott allapotot az Osszefonddasi tand, vagy sem. Ezen eredményeket
tiintettem fel a @ abrén, a két 6sszefondddsi tanu éltal detektélt dllapotokat kiilon szinnel. Az
eredmények alapjan lathatd, hogy v = 1 esetén csak (3.18) egyenlet jelez 6sszefonddast. -y ér-
tékének csokkentésével h, hg kis értékeinél kezd el Osszefonddast jelezni, majd az ltala
detektalt 6sszefonddott dllapotok szdma nd, mig altal detektélt dllapotok szdma csokken.
A két tanu altal detektalt allapotok egylittes szdma ~ csokkentésével novekszik. Ezen eredmé-
nyek mellett rogzitett vy értékre (y = 1) megvizsgaltam az effektiv hOmérséklet h, fiiggését
h = 0,25;0,5;0,75; 1; 1,25 esetekben, ezt tartalmazza a[3.1] dbra. Az dbrardl jol lthatd, hogy
ha h = hy, akkor T, sy = 0, ellenkezd esetben, ha h # hy, akkor egy T.;; értékhez kettd hg

érték tartozik.
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A. fiiggelék

Python kod a numerikus szamolasok

elvégzéséhez

import math
import numpy as np

import time

from numba import jit

import matplotlib.pyplot as plt

ittt definidlom az Osszefonoddsi tanu kiszdmoldsdhoz sziikséges g

>

fiiggvényeket
@jit(nopython=True)

def gOfunction (T, gamma, h, L ):

k = —math. pi
g0 =0

d = 2xmath.pi/L

while k <= math. pi:

g0 = g0 + (((math.tanh(math.sqrt (((gamma * math.sin(k))
x% 2) + (h — math.cos(k))

xx 2) [ T)))

#(
1 / (math.sqrt(

((gamma * math.sin(k)) %% 2) + (h — math.cos(k))
x% 2))) % ((h — math.cos(k))))

k =k +d
g0 = g0 / L
return g0

@jit(nopython=True)

26
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def gfunction (T, gamma, h, L):
k = —math. pi
gs =0
d = 2xmath.pi/L
while k <= math. pi:
gs = gs + ((math.tanh(math.sqrt (((gamma % math.sin(k))
x% 2) + (h — math.cos(k)) =« 2) / T)) = (1 /
(math.sqrt (((gamma % math.sin(k)) =% 2)
+ (h — math.cos(k))*x 2))) = (
((math.sin(k)) =#x 2)))
k =k +d
gs = —(gs / L) % gamma
return gs
@jit(nopython=True)
def gcfunction (T, gamma, h, L):
d = 2xmath.pi/L
gc =0
k = —math. pi
while k <= math. pi:
gc = gc + ((math.tanh(np.sqrt(((gamma % np.sin(k)) == 2)
+ (h — np.cos(k)) =% 2) / T)) = (1 /
np.sqrt (((gamma % np.sin(k)) =% 2) +
(h — np.cos(k)) =% 2))) =% (np.cos(k) =
((np.cos(k) - h)))
k =k +d
gc = gc / L
return gc
@jit(nopython=True)
"’ itt adom meg az egyensiulyi dllapot
alapdllapotdhoz tartozo energidt’’’
def elsofgv(gamma, h, T, L):
¢ = —math. pi
d = 2+«math.pi/L
elso = 0
while ¢ <= math. pi:
elso = elso + (math.tanh(math.sqrt (((gamma % math.sin(c))

x% 2) 4+ (h — math.cos(c)) *x 2) / T) % math.sqrt(
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((gamma * math.sin(c))
x% 2) + (h — math.cos(c)) #x 2))
c = c+d
return elso
@jit(nopython=True)
"’ itt adom meg a kvencs utdni nemegyensiulyi staciondrius
dllapot energidjdt’’’
def masodikfgv(h, hO, gamma, L):
masodik = 0
¢ = —math. pi
d = 2xmath.pi/L
while ¢ <= math. pi:
masodik = masodik + abs (((math.cos(c) — hO) =
(math.cos(c) — h) + ((gamma % math.sin(c)) =% 2)) / (
math. sqrt (((gamma % math.sin(c)) =% 2) +
(hO — math.cos(c)) =% 2)))
c=c¢c+d
return masodik
@jit(nopython=True)
ittt adom meg a két osszefonoddsi tanit’’’
def tanu2(gs, g0, gc):
W= (=117 4) = (2 = abs(gs) + ((g0) =% 2) — ((gc) == 2) +
((gs) *x 2) — 1)
return W
@jit(nopython=True)
def tanul(gs, g0, gc):

w = —(1/4)x(—(g0*+2)+(gc*+2)—(gs*x2)—1+2xmath.sqrt (
(g0#%2)+(gc=x%2)))
return w

>

"’ ittt adom meg a kezdeti paramétereket

h = 0.01

hO = 0.01
T = 2.5
gamma = 0.6
L = 100000

"7az idd megaddsa csak a program futdsi

PEE )

idejének pontos tuddsa miatt érdekes
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start_time = time.time ()

"’két for ciklussal szdmoltatom ki adott paraméterek
esetén az osszefondddsi tanut a hO-h sikon’’’
for b in range(299):

for i in range(299):

K= 2.5
T = 2.5
result = 1

"7 while ciklusssal pontositom az
effektiv héomérséklet értékét’
while abs(result) > 10%%(-8):
elso = elsofgv(gamma, h, T, L)
masodik = masodikfgv(h, hO, gamma, L)
result = (elso — masodik) / L
if result > O:
T=T+ K/ 2
elif result < O:
T=T-K/ 2
K=K/ 2

itt hivom meg a fent

>0

>0

megadott fiiggvényeket
gc = gcfunction (T, gamma, h, L)
gs = gsfunction (T, gamma, h, L)
g0 = gOfunction (T, gamma, h, L)
"’ "megnézem hogy az egyik sajdtérték kisebb—e
mint 0, ha igen akkor az dllapot
osszefonodott, ha nem, akkor kiszdmoltatom
a masik sajdtértéket és ebbdél mondom
meg hogy osszefonodott—e vagy sem’’’
W2 = tanu2(gs, g0, gc)
if W2 < 0:

plt.plot(hO, h, "y.")

"’’ha o0sszefonoddst jelez (3.18 egyenlet),

akkor ezt az dbrdn egy sdrga ponttal jelolom’’’
else:

WI = tanul (gs, g0, gc)

if WI < O:

29
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plt.plot(hO, h, "b.")
"’’ha osszefonodddst jelez (3.17 egyenlet),
akkor ezt az dbrdn egy kék ponttal jelolom’ '’
h = h+0.01
h=0.01
hO = h0+0.01
print ("%s_,seconds"%(time.time()—start_time ))
#itt formdlom és kéretem ki az dbrdt
plt.xlim (0, 3)
plt.ylim (0, 3)
plt.xlabel (" h0"’)
plt.ylabel ("h")
plt.title (’\u03B3=0.6")
plt.savefig("0sszefonéddsgamma=0.6.png")
plt.show ()
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