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1. Bevezetés

Az els¢ vilaghaboru alatt Frederick W. Lanchester angol mérndk, aki az
operacidkutatas egyik megalapitdja is volt, matematikai modelleket adott
a hdbortban all6 hader6k veszteségeinek leirdsara. Els6sorban az a kérdés
foglalkoztatta, hogy mely tényez&k befolyasoljdk a csata kimenetelét, és
ezeket hogyan lehetne szdmszertisiteni. 1914-ben, az I. vildghabora kito-
rése el6tt publikalta a 1égi hadviselésrol alkotott elképzeléseit. Ezt konyv
formédjaban el6szor 1916-ban adtdk ki Aircraft in Warfare: The Dawn of
the Fourth Arm cimmel [8], amely olyan differencidlegyenletek leirasat
tartalmazza, amelyekbdl levezethet6ek a ma Lanchester négyzetes torvé-
nyeként ismert Osszefiiggések. Ez két hadsereg relativ er6sségét és kol-
csonhatasat modellezi. Lanchester torvényét azéta sokan tovabbfejlesztet-
ték, és munkdja alapot adott mas jelleg(i harci modellek felallitdsara, mint
a hagyoményos-gerilla harc vagy a gerilla-gerilla harc [4].

A 2022-es orosz invazié Ukrajna ellen ezen év februar 24-én vette kez-
detét, amikor Oroszorszag hadmfiveletet inditott Ukrajna ellen. Tobben
a masodik vildghabora 6ta Eurépaban zajlé legnagyobb katonai konflik-
tusnak nevezte az orosz ukrdn invaziét. Egyedisége ennek a habortnak,
hogy az ukrdn hader6 nemcsak sajat ér6forrdsait hasznélja a hdbortban,
hanem az ellenfele altal hatrahagyott ép fegyvereket 6sszegyfijti és beveti.
Az AFP francia hirtigynokség jelentése alapjan az ukran katondk tobb széz
katonai jarmtivet zsakmanyolnak, amelyeket a menekiil6 oroszok hagytak
hatra, és ezeket a megszall6 hadsereg ellen forditjdk. A The Kyiv Inde-
pendent lehozta, hogy az Oryx elemz8 oldal dsszesitett napi listdi szerint
szeptember 1. és 23. kozott az ukrdnok tobb mint 100 harckocsit, kozel
200 gyalogséagi harcjarmtivet és pancélozott szallitéjarmtivet, tobb mint 20
parancsnoki és iranyité jarmiivet, valamint tobb tucat tiizérségi darabot
foglaltak el, emellett kdzel 100 teherautét és terepjarét, valamint néhany
specidlisabb jarmftivet is megszereztek. Az Oryx listdi az egész orszagra
vonatkoz6 Osszesitett képi dokumentécioval elldtott adatokat tartalmaz-
zék. Jakub Janovsky katonai elemz6 és az Oryx csapat tagja, aki ezeket a
listdkat allitja Ossze, azt mondta, hogy ezek 75-80%-at Harkivban fogtak
el. Az ukran hadsereg masfélszer annyi orosz tankot zsdkmanyolt eddig,
mint amennyit vesztett a habort soran. Szakért6k szerint a zsdkmanyolt
orosz fegyverek nélkiil a harkivi és a limani csata sem végz6dhetett vol-
na ukrdn gy6zelemmel. A fent emlitett nyilatkozatok sajtomegjelenéseit a
Fliggelékben taldlhat6 tdblazat tartalmazza.

A dolgozat célja, hogy a Lanchester torvényt kiterjessziik a jelenlegi
orosz-ukrdn haborus szitudciéra, melyben modelleziik a zsakmanyolast
is, és a kvadratikus torvényt dltaldnositsuk komplexebb harci helyzetekre.
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2. Matematikai el6zmények: Lanchaster differen-
cidlegyenletes modellje

2.1. A modell bemutatasa

Mint ahogy a bevezetésben emlitésre keriilt, Lanchester egy harci modellt
irt le. A két szembendllo felet elnevezte kékeknek és pirosaknak. Legyen
x(t) a pirosak-, y(t) a kékek hadereje t id6pontban. Legyenek a és b pozitiv
paraméterek, amelyek az egyes hadseregek hatékonysagéat fejezik ki (azaz,

hogy a hadseregek milyen hatékonysdggal tudjak elpuszitani egymast). A

% a piros sereg, a % pedig a kék sereg haderejének valtozdsasa. A modell

differencidlegyenletrendszere a kovetkezé:

dx __,
ar Y
dy _

E— bx,

ahol x(0) > 0 és y(0) > 0 a hadertk kezdeti értékei. A harcnak akkor
lesz vége, ha valamelyik csapat katondi elfogynak, azaz amikor valame-
lyik valtozé nullava valik. Definiadljuk a kovetkez6 fliggvényt az alabbiak

szerint:
a

V() = x(0) ~ § -y ().
Ez a differencidlegyenlet invaridnsa lesz, mivel ha id6 szerint derivaljuk

a V(t)-t, akkor konstans nulla fiiggvényt kapunk. Ekkor a csata barmely
pillanatdban a V' (0) kezdeti értékét veszi fel, azaz:

igy . .
X*(t) — 7 - y*(t) = x*(0) — b -y*(0).

A fenti 0sszefiiggést nevezik Lanchester kvadratikus torvénynek. Vizsgal-
juk meg, hogy mely esetekben hogyan alakulhat a csata kimenetele. Min-
den esethez megadtunk egy dbrat, amely az adott feltételeket illusztraljak.
A piros fliggvény jeloli a kezdetiérték probléma megoldédsat. Az a fél nyer,
amely ellenfele a 0 id6pillanatban 0-v4 vélik. Ez szemléletesen azt jelen-
ti, hogy a piros csapat pontosan akkor nyer, ha a kezdetiérték-probléma
megoldésa az x tengelyt metszi, a kék csapat pedig akkor, ha az y tengelyt
metszi. Az invaridns megmutatja a megoldast. x akkor és csakis akkor



1. 4bra. Azonos min&ségii hadseregek esetén a nagyobb létszamu gy6z.

nyer, ha V(0) > 0 és y akkor és csakis akkor nyer, ha V(0) < 0 egyenl6t-
lenség teljestil.

Emellett azt is megtudjuk, hogy a nyertes csapatnak mennyi a megmaradt
katonai létszdma. Péld4ul ha a piros csapat nyer valamely p* id6pontban,
akkor y(p*) = 0,igy V(p*) = V(0). Ekkor a kovetkez? teljestil:

x(p*)? = v(0),

melybdl

kifejezést kapjuk.

* Haa = b, azaz a két fél egyenl6 min6ségii hadsereggel rendelkezik,
akkor a csata elején tobb katonaval rendelkezd fél fog gy6zni.

* Ha x = y, azaz a két félnek azonos szdmu katondja van, akkor a
nagyobb tlizerdvel rendelkezé fél fog gy6zni,

e Hax > yésa > b, akkor a piros sereg fog nyerni, mig ha x < y és
a < b, akkor a kék sereg fog nyerni,

e Hax >y, dea < b, vagy x < y,dea > b, akkor a gydztes oldal at-
tol fiigg, hogy a b/a ardny nagyobb vagy kisebb, mint az x/y ardny
négyzete. Ha tehat a 1étszadm és a hatékonysag ellentétes iranyban
egyenl6tlen, akkor a gy6zelemhez a 1étszdmbeli kisebbség négyzeté-
vel egyenld mindségbeli folény sziikséges.
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3. dbra. A fekete vonal donti el melyik fél gy6éz. Itt x csapat minSsége
jobb (b = 1,a = 2), a fekete egyenes és a zold gorbe kozotti régid az, ahol
kisebb kezdeti hader&vel is gy6zni tud.



A kovetkeztetések koziil az els6 harom nyilvdnvalé. Az utolsé a "négy-
zetes torvény" elnevezés eredete.

2.2. A modell torténelmi alkalmazasai

Egy nevezetes példa a gettysburgi csata elsé napjanak modellezése a Lan-
chester modell hasznalatdval [1]. A gettysburgi csatat 1863. julius 1. és
3. kozott vivtdk az Uni6 és a Konfoderacié erdi az amerikai polgarhabora
idején. A csata az egész haboru legtobb dldozatat kovetelte, és gyakran a
haboru fordulépontjaként irjék le. A differencidlegyenletrendszer a kovet-
kezb:

du/dt = —aC(t),

dC/dt = —bU(t),

ahol dU/dt jelenti az Unids gyalogosok szamdanak valtozast adott pilla-
natnyi id6 alatt, dC/dt jelenti a konfoderacids gyalogosok csapatok 1étsza-
manak valtozasat adott pillanatnyi id6 alatt. Adott id6ben éppen harcban
all6 Uni6s és Konfoderacios gyalogosok szamat rendre U(t) és C(t) jeloli.
A b az az ardny, mellyel az egyes Unids katondk harcképtelenné teszik a
Konfoderacios katondkat és a az az ardny, amellyel az egyes Konfoderéci-
6s katondk harcképtelenné teszik az Unids katondkat.

El8szor meg kell hataroznunk a csapatok hatékonysagat. A Konfodera-
ci6 163 agyut hasznalt, amelyek 175 Unids gyalogos halalat okoztédk, ekoz-
ben a 133 Uni6s dgyt 350 konfoderéciés dldozatot hozott. gy az a/b arany
a (350/133)/(175/163) = 2,4511 hanyadossal becsiilhetd. A rendszer egy
invaridnsdhoz a paramétereket a kovetkezéképpen vélasztjuk meg: b =1,
a = 2,4511.

A gettysburgi csata elsd napja, amely sokkal jelentésebb, mint a véres
mésodik és harmadik nap, a hdbort 23. legnagyobb csatédja a részt vevo
csapatok szamat tekintve. Az Unids csapat koriilbeliil egynegyede, tehat
22000 £6 és a Konfoderaci6 egyharmada, azaz 27000 vett részt. Tehat szam-
szertsitve Uy = 22000 és Cy = 27000.

Alkalmazzuk a kvadratikus torvényt:

V(0)=b-U?—a-C3
Helyettesitéssel
V(t) = 27000% — 2,4511 - 22000% < 0,

tehat a modell szerint a Konfoderacié nyerte az elsé napot, amely a torté-
nelemben is igy volt. Az Uni6 serege visszavonult a varos déli részén 1évo
magaslatra, és er6s védelmi poziciét alakitott ki.
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Szdmos mds torténelmi csatara is alkalmaztdk a Lanchester modell va-
lamilyen valtozatat. Ilyen példdul az Iwo Dzsimai csata [13], vagy a mé-
sodik vildghaboru sordn vivott angliai csata [15], illetve az ardenneki of-
fenziva és a kurszki tankcsata [2]. Hasonlé modellezésekkel kimutattak,
hogy Napodleon megnyerte volna a waterloo-i csatat, ha a porosz hadtest
késtbb ért volna az angolok segitségére [7]

Viselkedésokoldgiai kutatasokban is megfigyelték a Lanchester torvényt,
példéul allatcsoportok kozotti konfliktusokra [3]. Ilyenek példaul a csim-
panzokkal [15] és a tlizhangyakkal [12] végzett tesztek. A csimpanz alkal-
mazds sikeres volt; a tlizhangya viszont nem er&sitette meg a négyzetes
torvény alkalmazasat.



3. Zsakmanyolassal kiterjesztett modell

Az orosz-ukrdn habortuban megfigyelhet volt, hogy az ukran hadsereg
nagy mennyiségii fegyvert zsakmanyolt az oroszokt6l, majd ezekkel sajat
csapataikat erésitették. Ez a fajta zsakmanyolds nem szerepel a klasszikus
Lanchester-modellben, ezért azt tovabbfejlesztettiik a kovetkez6 rendszer-
ré:

X'(t) = —ay(t) + pbx(t), ©)
y(t) = —bx(t), 2)

ahol p € [0,1] paraméter a zsdkmdny ardnya. A dolgozat f6 kérdése az,
hogy a zsdkmanyolds mennyiben befolyasolja a harcok kimenetelét. Aho-
gyan azt az el6z06 szakaszban is emlitettiik, a harcok kimenetelét nagyban
befolyasolja a szemben all6 felek szdma. Ezen ténymegallapitdst nagyban
megbonyolithatja a zsdkmanyolds mint folyamat, ugyanis ezzel a szem-
ben 4ll6 felek szama, és felszereltsége (pl. 16vedékek, fegyverek, felszere-
1és) valtozik, a zsakmanyol6 fél szdmadra pozitiv, a kifosztott fél szdmara
negativ médon. A Lanchester modell egyszer(iségét az is okozta, hogy
tudjuk hogy az x(t) és y(t) fiiggvények monoton csokkennek. A kiterjesz-
tett modellben ez nem allithat6 a teljes értelmezési tartomdanyra, hiszen a
zsdkmdnyol6 fél er6forrdsainak szama egyarant tud novekedni, stagnalni
és csokkeni.



4. A kiterjesztett modell nem vezethet6 vissza li-
nedris transzformacidoval a klasszikusra

Mivel a Lanchester modell egy linedris rendszer, matrix formdban is fel-
irthatjuk, ami hasznos médot ad tulajdonsdgainak elemzésére. Az x és y
egyitthatoit figyelembe véve a kovetkez6képpen alak:

dlx] _ [0 —a]|x

at ly| |-b 0] |y
Ez explicit is megoldhat6, a megoldas soran megadjuk a sajatvektorokat és
sajatértékeket, majd ezekkel jellemezziik az 4ltaldnos megoldast. A rend-

szer sajatértékei
)L1:Vﬂb, /\2:—thb,
és megfelel sajatvektorai

vlz[—/ﬂ, UZZM.

Ekkor a rendszer &ltaldnos megoldasa:

-0 [ o ]

Behelyettesitve az x(0) és y(0) kezdeti feltételeket, amelyek rendre x, illet-
ve y seregek kezdeti erejét jelentik, meghatarozhatjuk a c; és c; konstanso-
kat.

Most pedig a kiterjesztett modellre elvégezziik az analég szdmolaso-
kat. A rendszer matrix alakja

d x| _[pb —a] [x
dt |y| | —-b 0 y |-
Ezen rendszerben a sajatértékek

Y _ pb+\/p?b* + 4ab A _ pb—\/p?b* + 4ab
1 — > ’ 2 — > ’

és a megfelel6 sajatvektorok pedig

_ —Vbp — \/4a + bp? } _

{ —Vbp + /4a + bp?
2vb '
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A rendszer altaldnos megoldasa az

Bl i

+C2€—%(pb—\/p2b2+4ab) _\/Ep + \/4ab + bp?
2Vb
kifejezés.

Ennek a megoldasi médszernek az a hatrdnya, hogy szemléletesen nem
feltétlentil latszik konnyen, hogy kiilonbdz6 paraméterek és kezdeti érté-
kek esetén melyik csapat nyer. Az invaridns haszna mér a Lanchaster-
modellnél vildgosan latszik, hiszen a V (t) = x(t) — £ - y2(t) = x*(0) — ¢ -
y2(0) kifejezésnél az x csapat pontosan akkor nyer, ha az y csapat lenullé-
z6dik, tehdt ha a V(0) pozitiv. Ugyanakkor y csapat pontosan akkor nyer,
ha az x csapat nullazodik, tehdt akkor nyer, ha V(0) negativ.

A kovetkez6 kérdést vizsgdljuk : vajon létezik-e olyan linedris transz-
forméci6, amellyel visszavezethetjiik a kiterjesztett modellt a kalasszikus
Lanchester modellre. Ehhez definidljuk a kovetkez&ket:

4.1. Definicié. Egy A € R"*" anti-diagondlis mdtrix, ha a;; = 0 amikor i +j #
n+ 1.

4.2. Definicié. Eqy A € R"*" er6sen anti-diagondlis mdtrix, ha anti-diagondlis
matrix és minden i + j = n + 1 indexpdr esetén a;; # 0.

4.3. Definicié. Egy A € R"*" erlsen anti-fels6trianguldris mdtrix, ha triangu-
laris és a;; # 01 > j esetén.

A kovetkez6 lemmaéban belatjuk, hogy egy er6sen anti-diagonalis mat-
rix és egy er8sen trianguldris matrixok két dimenziéban nem hasonlita-
nak.

4.4. Lemma. Az n = 2 esetben egy tetszlleges erosen anti-diagondlis mdtrix és
eqy tetszileges erdsen anti-felsOtrianguldris mdtrix nem hasonlo.

Bizonyitds. Az er6sen anti-diagondlis matrix nyoma 0, viszont az er6sen
trianguldris matrix nyoma az 411, ami nem 0 a definici6 szerint, tehat el-
lentmondasra jutottunk. O

Ekkor alkalmazzuk a fentieket a modelliinkre. A Lanchester modell és
a kiterjesztett modell matrixalakjait ismerjiik. Ezek a kovetkezbek:

10 —a | pb —a
S R B R
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ahol az A erdsen fels6 trianguldris matrix és az L egy er6sen antidiago-
nalis matrix. A lemma garantédlja, hogy nincs olyan linedris transzfor-
maéci6, amellyel visszavezethetnénk a problémat a klasszikus Lanchester-
modellre. Ezek 4ltal megfogalmazhat6 az alabbi kovetkezmény.

4.5. Kovetkezmény. Nincs olyan linedris transzformdcid, amivel visszavezethe-
t6 a zsdkmdnyoldsi modell a klasszikus Lanchester modellre.

Bizonyitds. Tegytik fel indirekten, hogy létezik olyan T invertalhaté mat-
rix, amelyre teljesiil az alabbi 6sszefliggés:

it
Y Yy
ahol ;: a Lanchester modellnek, B} pedig a zsakmanyoléssal kiterjesz-

tett modellnek tesznek eleget. Ekkor az aldbbiak teljesiilnek:

wlol =Ty =l =

Viszont 4.4. Lemma alapjan tudjuk, hogy egy er6sen antidiagondlis mét-
rix és egy erbsen trianguldris matrix nem hasonl6, tehat ellentmondasra
jutottunk. O]
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5. Polinomidlis invarians keresése

Az el6z6 fejezetben lathattuk, hogy nem létezik olyan linedris transzfor-
macid, amellyel a kiterjezett modellt vissza tudnank vezetni a Lanchester
torvényre. Igy keressiink egy masik lehetséges megolddst az Gj torvény-
re: hatdrozzunk meg egy invaridnst. Definidljuk az invaridns fogalmat (az
irodalomban els6 integralnak is nevezik).

5.1. Definicié. EqQy x'(t) = f(x(t), x(t)) € R", differencidlegyenlet - rendszer
invaridnsaa V : R" — R fiigguény, ha
d

ﬁV (x(t)) = VV(x)- f(x) =0.

Ez azért hasznos, mert teljesiil a V(t) = V(0) reldci6, melyr6l konnyen
leolvashatjuk a csata kimenetelét.
Frdekes kérdés, hogy érvényben marad-e a Lanchester kvadratikus tor-
vénye, vagy annak valamilyen valtozata, azaz hogy létezik-e kvadratikus
polinomialis invaridns a kiterjesztett modell esetében. Mivel a modell ho-
mogén linedris, vildgos, hogy egy n-edfoku tag iddbeli derivalds utan n-
edfokt tagokat fog generdlni, igy a polinomidlis invaridns keresésénél ele-
gendd azonos foku tagok Osszegeit vizsgdlni.

5.2. Allitas. A kiterjesztett modellnek nincs Ax? + Bxy + Cy? alakil invaridnsa.

Bizonyitds. Hatarozzuk meg a kovetkezoket:

% (x2> = 2x-x =2x(—ay+bpx) = —2axy + 2pbx?,

d
5 () = 2y = —2bxy,
%(xy) = X'y+y'x=(—ay+bpx)y — bx* = —ay* + bpxy — bx*.

Amennyiben kvadratikus polinomidlis invaridnst szeretnénk meghataroz-
ni, akkor azt ezen kifejezések linedris kombindacidjdval lehet megadni. Vi-
szont figyeljitkk meg, hogy y? tag csak az (xy)’-ben szerepel, igy a kvadra-
tikus invaridnsban B = 0 kell hogy legyen. Ekkor az (x?)’ és (y?)’ kife-
jezések maradtak, viszont csak az (x?)'-ben szerepel x? tag, tehat szintén
nem szerepelhet a kvadratikus invaridnsban. Ekkor csak az (y?)" kifeje-
zés maradt, de mivel ez nem egyenl6 nullaval, ezért belattuk, hogy nincs
kvadratikus invarians. O

Mivel nem taldltunk kvadratikus invaridnst, ezért probalunk kobos po-
linomidlis invaridnst keresni.
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5.3. Allitas. Tetsz6leges a > 0, b > 0, p > 0 paraméterekre nem létezik kobos
invaridns, csak az a = 2bp? specidlis esetben. Ekkor az invaridns

V = —4p°y® + 3pxPy + 2°.

Bizonyitds. A levezetés analdg a kvadratikus esettel:

% <x3> = 3x%x = —3ax?y + 3bpx°,
% <x2y> = 2xx'y + x%y = —2axy* + 2bpx*y — ba®,
d

<xy2> = 2xyy + x'v? = —2bx*y — ay® + bpxy?,

[

t
% (y3> = 3y = —3bxy?.

Vegyiik észre, hogy y° tag csak az (xy?)'-ben szerepel, igy nem szerepel-
het a kobos invaransban. Emellett azt is hasznaljuk fel, hogy —2¢ (1°)" +
(xzy)/ esetén mar csak xy? és x> kifejezések fognak szerepelni.

A3p (x2y) + (x3)" esetén mar csak x2y kifejezés fog szerepelni. Ekkor
a kovetkezdnek kell teljestilnie:

6p*bx*y — 3ax’y = 0.

Alakitsuk szorzatta:
(6p2b - Sa) X’y =0,

tehat valamelyik tényezgje 0.
De x%y nem lehet 0, mivel x > 0ésy > 0, ezért 6p°b = 3a melybSl a =
2bp?. A szamolast kdvetve ebben az esetben megkapjuk V-t. O

Mivel a kdbos invaridns csak a paraméterek egy nagyon specidlis kon-
figuracojéra létezik, szamunkra nem tal hasznos, tovabb kell keresniink.

5.4. Allitas. A kiterjesztett modellnek nincs negyedfokii invaridnsa.

A szamités anal6g a kordbbiakkal, csak hosszadalmasabb, ezért itt nem
részletezziik.

14



6. Az 1j torvény és levezetése

6.1. Az 1j invarians

A polinomidlis invaridns keresése nem jart sikerrel, ezért egy masik meg-
kozeliést alkalmazunk. A kovetkezd tétel ismerteti a kiterjesztett modell
invaridnsat.
6.1. Tétel. A

__pvb

1Y% — (12 N\ | VA4a+bpty — Vb (2x 4 py) | aerb?
(x,y) = (bx + bpxy —ay ) .
V4a +bp2y + Vb (2x + py)

fiigguény a zsdkmdnyoldssal kiterjesztett modell invaridnsa.

Bizonyitds. A tétel éllitasa kozvetleniil is ellendrizheté VV(x) - f(x) ki-
szamoldsaval, ahol f a modelliink jobboldala. Differencidlni pontosan
az egyenesen 1év6 pontokban nem tudunk, a 7. fejezetben megmutatjuk,
hogy ezen pontok az ,elfajul6 esete" a csatakimenetelnek.

Az egyéb pontokban, parcidlis derivélads utan a kovetkez6ket kapjuk (vagy
az ellentetjét, attdl fliggben hogy a kritikus egyenes alatt vagy felett va-

gyunk):

0
av(x,y) =
Vbp

/ 24 /4a+-bp2
(2bx + bpy) 40+ bply = VB(2x + py) | Vi +
V4a +bp%y +Vb(2x + py)

Vbp

Vbp(bx? + bpxy —ay® \ [ /4a +bp2y — Vb (2x + py) R/ .
\/4a + bp? V4a + bp%y + Vb(2x + py)

_2\/E<\/4a+bp2y—\/5(2x—|—py)> - 2vb
(VA2 +bp%y + Vo(2x + py)>2 VAa+bp?y +Vb(2x + py)
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és

0
@V(x,y) =
__ by
\4a + bp?y — 2x +py)\ Vo2
(2bx + bpy —
V4a +bp%y + Vb(2x + py)
_ Vbp
Vop(bx® + bpxy —ay?\ (VAT bpy —Vo(2x+py) | Ve
\/4a +bp? V/4a+bpy + Vb(2x + py)
B (Vop++/2a+bp?y ) (\/4a+bp2y—Vb(2x-+py)) 4 b+ Aatbply
(W}/—F\/E(Zx—i-py))Z \V/4a+bp2y+Vb(2x+py)

\/4a + bp?

Hosszas (itt nem részletezett) rendezés utan a kovetkezdket kapjuk

Vbp

d Vaa+bp2y — Vb(2x + py) | Va2
—V(x,y) = 2bx
ox V4a + bp2y + Vb(2x + py)

és
by
/ A/ 4a 2
iV(x,y) = 2(bpx —ay) da+ bpPy — Vb(2x + py) e
dy V4a +bp2y + Vb(2x + py)

Ezeket felhasznélva adodik:

VV()- (x) = (—ay +bpx) - 52V () = bx- £V (x,5) =0

6.2. Az invarians meghatarozasa integralassal

Most pedig ismertetjiik az invaridnshoz vezet6 utat. El6szor a differen-
cidlegyenletrendszer egyenleteit elosztjuk egymadssal (a pozitiv stknegyed
belsejében, vagyis az x > 0,y > 0 tartomanyon vizsgdlédunk). Az osztés

utan a
dx

ay_
T 3)
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differencidlegyenletet kapjuk. Ez egy tigynevezett Chini-féle differencial-
egyenlet [6], ami az

y'(x) = f()y(x)" — g(x)y(x) + h(x)

alaka kozonséges, egyismeretlenes, nem-autoném, elsérendii differenci-
alegyenletek osztédlyédba tartozik, ahol ahol f(x), g(x) és h(x) tetsz6leges
sima fliggvények (itt x és y szerepe fel van cserélve (3)-hoz képest, hogy a
szokdsos jeloléseket hasznaljuk). Ha n = 2, akkor a Chini-féle differenciél-
egyenlet Riccati-tipust, ha pedig n = 3, akkor Abel tipusu. Tetszéleges n
esetén, ha h1(x) = 0, akkor az egyenlet Bernoulli tipust. Az altaldnos eset-
ben a Chini-féle differencidlegyenletre nincs explicit megoldés, bizonyos
esetekben viszont megoldhat6. Kamke [6] konyve nyomdn (26. oldal (g)
eset és 303. oldal 1.55, illetve [11]) tekintsiik az

a = [ )R () (fF ()R (x) = £ (x)h(x) — ng (x) f (x)h(x))"n ™"

kifejezést. Amennyiben ez nem nem fiigg x-t6l, akkor Chini-féle invari-
ansnak nevezik, és ekkor megoldhaté a differencidlegyenlet.

A (3) egyenletet Chini-féle differencidlegyenletként tekintve, az alabbi-
akat tudjuk:

n=-1, f(y)= % gly) =0, h(y)=-p.

Ez alapjdn a (3) egyenletre « = % - p*, ez tehdt nem fiigg x-t6l igy Chini-
féle invaridns, ezért a differencidlegyenlet is megoldhaté. Alkalmazzuk a
kovetkezd helyettesitést:

x(y) = yo(y),
tehat

igy

Helyettesités utan az

alakot kapjuk. Rendezziik
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egyenletté, majd vegytik a reciprokat:

1 dy bv

y do  a—bpo—bo?
Integraljuk mindkét oldalt:

1 bv
/?dy__/bpv—bvz—adv'

Innentdl kezdve a differencidlegyenlet megoldasa sordn az egyes integra-
lok primitiv fliggvényeit keressiik. A jobb oldali integral legyen I;, ennek
levezetése a kovetkezd: el6szor emeljiik ki a b-t. Ekkor az

v
h= _b/ a—bpv— bvzdv'

kifejezést kapjuk. Alkalmazva a v = - (2bv + bp) — § 6sszefiiggést,

_ (! vtp p _
h= b(Z/(bvz+pbv—a va—i—pbv—a)dU)_

egyenletre. Alkalmazzuk az

u="bv*+bpv—a

helyettesitést, igy

du
% = 2bv + bp,
amibdl (# 0 esetén)
1
ST

adodik. Alkalmazzuk a helyettesitést az els6 integralra, majd a masodik
integral nevez6jében 16v{ kifejezést alakitsunk teljes négyzetté. Igy

I = —b ;—b/%du—g L v
<\/Ev+@) —b%—a

A jobb oldali integralra most alkalmazzuk a kovetkez6 helyettesitést:

_ Vb(2v+p)
bp? ’
24/ -2 —
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melybdl

am _ b
dU —sz _q
atrendezve
W
dv = 4 dm.
N

Helyettesités utan

bp?
171 pb ——a
b (2 / udu 2 Vb ((*bpszz)mszzﬂ _ a) dm) '

(—bp? — ba)m?* — bp?
4

Ekkor a

—a

kifejezést alakitsuk

(—bp* — 4a)
— (mZ +1)

alakra. Igy az

:_b< / o p/\/g —beZﬂ._(a2+1)dm)

formulét kapjuk. A mésodik integralndl egyszerfisitsiink a konstansokkal,
majd emeljiik ki 6ket. Ekkor az

Y ES VR S S
u Vb — b’ me +
alakot kapjuk. Végezziik el az integraldsokat, majd bonstuk fel a zargjelet:
pvVb 1

2w,

ahol C’ € R paraméter az integracidés konstans. Térjiink vissza az egyen-
lethez és helyettesitsiik be a kapott eredményeket. Igy

p\/— 1 . ( V(20 + p) ) e

-arctan(m) + C’

—b
Il = 71n|1/l| +

Injy| = ——ln ‘bv + bpv — a’ +

19



Szorozzuk meg az egyenletet 2-vel, majd a logaritmus azonossaga szerint

2
2/-% 4

In|y?| = —In ‘bvz + bpv — a’ +.

alakot kapjuk, ahol C = —2C’. Rendezéssel adédik, hogy

C= —ln’b-x2+bpxy—ay2‘ +p—\/5-arctan (w) .

/_b%z_a \/ —4a — bp?

A jobboldalon egy komplex fiiggvényt kaptunk, viszont a megadott pa-
raméterek tulajdonsdgai altal valos fliggvényt fogunk kapni a kdvetkezd
atalakitdsokkal. A modellben 4, b, p, y, c értékei pozitivak. Haszndjuk fel
az

1+ x
1—x

arctan(ix) = % In

formulat. fgy a

\/5(2~£+p> \/E(Z—Xﬂﬂ)
p\/E<1n 1—#@2 —In 1+ﬁ)

C= —ln’bx2+bpxy—ay2‘ +

\/4a + bp?

valos kifejezést kapjuk. Rendezziik a

s
pvb L= T

Vaarbp? | (i)

4a+bp?

—C=1In ‘bx2 + bpxy — ayz‘ —

egyenletet. Alkalmazzuk a logaritmus megfeleld tulajdonsagait, igy

__pVb
B ﬁ(%—i—p \/ 4a+bp?
\/4a+bp?
v/ 4a+bp?

—C =1In||bx® + bpxy — ay2‘ .

~
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majd vegyiik mindkét oldal exponencidlisat. Ekkor kapjuk, hogy

__pvo

Vaatbp?y — Vb (24 p)y| Ve
Vaa+bp?y+ Vo (X +p)y

ahol K = ¢~C konstans. Az egyenlet jobboldalan &ll6 kifejezés tehat kons-
tans, vagyis megkaptuk az eredeti modelliink egy invaridnsat. Az alabbi-
akban ezen invaridns segitségével megadjuk a csata kimenetelét, a Lanchester-
torvényt dltalanositva a zsdkmanyoldsos esetre. Jegyezziik meg, hogy p =

O esetben azinvaridnsa V(x,y) = ‘bx2 — ayz} alakra redukélodik, és vissza-
kapjuk Lanchester négyzetes torvényét. Mivel V invaridns és folytonos, az
abszolut értéknek nincs jelentsége.

K= bx2+bpxy—ay2) ,
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6.3. Az invarians meghatarozasa bazistranszformaciéval

Az invaridnst egy masik modszerrel is le lehet vezetni, mégpedig bazis-
transzformdcioval. Az eljaras a kovetkez6: diagonalizaljuk a kiterjesztett
modell matrixat, ahol a kapott D matrix f6atlojadban a sajatértékek szere-
pelnek. A transzformdcié soran alkalmazott Q invertalhaté matrix osz-
lopai a sajatvektorokbdl dllnak. A D matrix altal meghatédrozott linearis
differencidlegyenlet-rendszer egy invaridnsat az aldbbiak szerint egysze-

rtien meg tudjuk hatarozni. Tekintsiik a

AHE AR

egyenletrendszert. Kdnnyen ellendrizhetd, hogy ennek

invariansa, hiszen

d x)\Q B )sz/\zflxl(t)y/\l _ f)\z/\ly/\lilgl(t)
dt\gh) 7

MAxM2gh — A A xteght
gZ)\l =0

A fentieket alkalmazhatjuk az A matrixra a kordbban mér kiszamolt sa-
jatértékekkel és sajatvektorokkal. Ezutan a kapott V invariansbol a valto-
zokat visszatranszformalva a Q maétrix inverzével, kapunk egy invarianst
az eredeti valtozokban kifejezve. Itt nem részletezett szdmoldsokkal meg-
mutathat6, hogy amit igy kapunk, az nem fiiggetlen a korabban levezetett
invaridnstol, és a szintvonalaik egybeesnek. Altaldnosan, egy n-valtozés
rendszernek n — 1 fiiggetlen els6 integrélja lehet. Linearis esetben 1étezik
egy altaldnos eljards ezek megtaldldsara, amely a Jordan-féle normalalak-
ra transzformdldson alapul. Ez az eredmény a [17] cikkben taldlhat6. Az
eljards azonban nagyon bonyolult, és konkrét esetekben csak hosszas sz&-
moldas utdn kaphat6 meg explicit formaban az invaridns.
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7. Zsakmanyolasi paraméter szerepe a harci dina-
mikaban

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a paraméterek jelent6ségét. A Lanches-
ter modellhez hasonléan az invaridns megmutatta, hogy az ismert para-
métereket behelyettesitve mi lesz a csata kimenetele. Az x csapat pon-
tosan akkor nyer, ha az y csapat megsemmisiil, azaz y = 0 valamely ¢
iddpillanatban. Emellett az y csapat pontosan akkor nyer, ha az x csapat
megsemmisiil, azaz x = 0 valamely ¢ id8pillanatban. Ez két részre vagja
az allapotteret.

Az alabbi tételben pontosan szétvalasztjuk a két esetet.

7.1. Tétel. A csata kimenetelét eldontd kritikus gorbe egy linedris fiigguény, amely-
nek egyenlete adott a, b és p esetén

B bp 1 |dab+ b?p?
J0= %o (ﬂJFE' V2

Bizonyitds. Legyenek x, yo olyanok, hogy V(xo,yo) = 0 valamely a, b és p
paraméter esetén.

Ekkor
bx3 + bpxoyo — ayg = 0 4)
vagy
pvb
0— <y0'\/4ﬂ—FbP2——\/E(Zxo%-Pyo)) Va2 )
Yo+ v/4a +bp? + Vb (2x0 + pyo)
teljestil.

El6szor vizsgéljuk meg a (4)-et. Osszuk el a kifejezés mindkét oldalat a-
val, majd rendezziik

b b
;%Z—fwmﬁ%.
alakra.
222
Adjunk mindkét oldalhoz 12 0_t, ekkor kis szdmoléssal az
bpxo\> b,  bU*p*ad
(yo— 2a ) AT
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egyenletet kapjuk. Mivel 2 > 0, b > 0 és p > 0, ezért gyokvonds és
rendezés utan

2a 2 a?

egyenletet kapjuk, ami a tétel allitdsdban is szerepelt Most pedig vizsgal-
juk meg a (5)-6t. A nevezdben minden pozitiv, igy a szdmlal6t vizsgaljuk

meg. Ekkor
0= yo - \/4a+bp? — Vb(2x0 + pyo).

0=yo- (\/4a—l—bp2— \@p) —2vbxg

ado6dik. Mindkét oldalbél vonjunk ki 2v/bx-t. Igy

2Vbxo = yo - (\/m— \/EP>

Osszuk el mindkét oldalt \/4a + bp? — v/bp-vel. Ekkor

o 2\/53(0
Yo \/4a—|—bp2—\/5p

Gyoktelenitéssel és rendezésel
B bp 1 |dab+ b?p?
yoxo'(zaJrE'\/ a2

Azt kaptuk tehét, hogy V pontosan akkor nulla, ha a tételben szerepl6
egyenl8ség teljesiil. Vegyiik észre, hogy p = 0-ra visszakapjuk a Lanches-
ter modell dontetlen esetét.

A 7.1. tételben taldlhat6 egyenes dltal meg tudjuk hatdrozni azon csatdk
kimenetelét, amelyeket a kiterjesztett modellel szamszer{sitiink. A fent
emlitett egyenes a siknegyedet két részre osztja, hiszen olyan eset nem le-
hetséges, hogy egy megolddsgorbe metszi a széban forg6 egyenest, mivel
V invaridns és csakis itt nulla. Ekkor az egyenes feletti megoldasok esetén
az y csapat gy8z, az egyenes alatti megoldasok esetén az x csapat gy6z és
ez egyenesen dontetlen. O

bpxo 1 \/bxg(da+bp)
Yo=—H5—+

Rendezéssel

adoédik.
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7.2. Megjegyzés. Az invaridns egyenes megkaphaté az explicit megoldds sordn
meghatdrozott sajdtvektorokbdl is.

Ez a kovetkez6t jelenti: adott xo, yo, 4, b és p esetén

2.2

* hayy < xp- (Z—Z + % . W) , akkor az x csapat nyer;
2.2

* hayg > xo- (Z—Z + % . w> , akkor az y csapat nyer.

Az egyenes egyenletében megfigyelhet, hogy a csata kimenetele fiigg a
zsdkmanyolasi paramétertél. Hatarozzuk meg azt a csatakimenetelt, ahol
a zsdkmanyolds meg tudja forditani a kimenetelt az x csapat szdmara. A
lehet6 legkedvez8bb eset a p = 1. Ezért ez pontosan akkor lehetséges, ha
X0, Yo, a és b esetén teljesiil az alabbi egyenl6tlenség:

b+ /4ab + b? b
X - 2 > Yo > X0 E

Mindezekb&l megéllapithatd, hogy ahol semmilyen zsakmdanyolds nem
tud segiteni az x csapat szdmadra, az a kovetkez6 egyenl6tleség teljestilése
esetén all fent: alkalmas xg, yo, a és b esetén

. b+1 4ab + b?
Yo 0" 12, "2 a2

Mivel a kritikus egyenes meredeksége p-ben monoton nd, az is vilagos,
hogy valamilyen p esetén az x csapat gy6z, akkor minden p’ > p esetén is
az x csapat gyoz.
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10

0 X
0 2 4 6 8 10

4. dbra. A csata kimenetele a = 1,b = 2 paraméterek mellet.

A piros tartomany azt jeloli, hogy a csata kimenetele az y csapat gy&zel-
mével zarul, a kék tartomdny az x csapat gy6zelmével ér véget. A halvany
szinek jelolik azokat a lehetséges kimeneteleket, amelyek még a zsdkma-
nyoldsi paraméterrel médosithatdak. A vastag kék egyenes tartozik p = 0-
hoz, a vastag piros pedig p = 1-hez, a fekete pedig egy koztes zsdkmanyo-
lasi paraméterhez.
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8. Az invarians alkalmazasai kiilonb6z6 végfelté-
telek esetén

Ahogyan maér 4. fejezetben is emlitettiik, a kiterjesztett modell megolddsat
egzaktan is meg lehet adni, hiszen egy konstans egyiitthatés homogén li-
nedris rendszer. Ez azt jelenti, hogy a gyztes fél a sajatvektor ismeretében
is megadhat6 az invaridns nélkiil. Ha csak azt szereténk megtudni, hogy
a két csapat koziil melyik nyer, akkor az explicit megoldés is konnyedén
alkalmazhat6. Abban az esetben viszont, amikor mar azt is meg akarjuk
hatdrozni, hogy a mennyi végsd fél allapota, az explicit megoldas alkal-
mazdsa mar hatranyosabb lehet, mert tobb miiveletigényi, hosszadalmas
szdmolast igényel.

Azonban van olyan eset is, amikor az explicit megolddst nem tud-
juk haszndlni, viszont az invaridnst igen. Ha a csata végét az definidlja,
hogy x(t) = x, és y(t) = y. koziil melyik kovetkezik be hamarabb, ahol
xs« > 0és y, > 0 a kritikus hader6méretek, akkor az explicit megoldds-
bol nem lehet kiszamolni a gy6ztes fél végallapotat, az invaridns viszont
V(x,y«) = V(x(0),y(0)) alapjan megadja (itt x gy6z, a masik eset ana-
16g). Az igy definialt csatakimenetel a val6 életben stratégia formdjaban is
megvaldsulhat, azaz ha a csapatok 1étszéma egy-egy elére meghatarozott
kritikus létszdmhatar ala esik, akkor az a csapat feladja a csatét és vissza-
vonul.

A csata kimenetelét itt nem a sajatvektor egyenese donti el, hanem a
V (x4, yx) szintvonala. Ekkor egy nemlinedris hatdrol6 gorbe vélasztja el
hogy ki nyer, ami éppen az (x.,y.) ponton athaladé trajektdria, és azon
mulik a dolog hogy V(x,yo) kisebb vagy nagyobb mint V(x,,y.). Ezt
szemlélteti az 5. dbra.

A végfeltételeket tovabb lehet bonyolitani: lehetséges, hogy nem egy
kritikus hader6 esetén adja fel az egyik fél a csatat, hanem a két hader6
méretének egy nemlinedris fliggvényének egy kritikus értékénél, ami egy
gorbét definidlhat a pozitiv siknegyedben. Ezt most itt nem formalizaljuk.
Ekkor szintén az a helyzet, hogy az explicit megodds nem sokat segit, az
invaridns segitségével viszont a kezdeti értékb6l meghatdrozhato, hogy a
kritikus gorbe melyik pontjdn érhet véget a csata (a kritikus gorbe és V
adott szintvonalanak metszete).
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5. dbra. Az 1j csatakimenetel a kovetkez6képpen definidlt: akkor ér véget
a harc, amikor x, = 1,5 és y, = 0,5 koziil valamelyik el8szor bekovet-
kezik. A kritikus értéket elérd fél feladja a csatat. A sziirke tartomany
hatarol6 egyenesein atfuté trajektoridk alapjan donthetd el a kimenetel. A
narancssdrga egyenes jeloli a sajatvektor egyenesét, a piros gorbe pedig az
4j kritikus gorbe az x, = 1,5 és y, = 0,5 végfeltételek mellett. Amennyi-
ben a kezdeti érték ezen gorbe alatt van, akkor x nyer, ha f6lotte, akkor

pedig y.
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9. A modell lehetséges kiterjesztései

A modellt tobbféleképpen is tovabb lehet fejleszteni. Az elsé lehetséges
kiterjesztés a kovetkez6: az a fél, aki tud zsdkmanyolni a megszerzett esz-
kozoket csak késleltetve, bizonyos id6 utdn elteltével tudja csak felhasz-
nélni. Gyakorlatban a késleltetés oka a szallitds, a rendszerbe 4llitas, vagy
a fegyverek rendbehozasa lehet. Ez megvéltoztatja a kiterjesztett modellt,
hiszen a zsdkmdnyolds soran a vaddszo fél szamadara akar tal késén ke-
riilhetne bevetésre a megszerzett fegyverallomany, és addigra esetleg mar
elveszitette a csatat vagy mar szdmadra nincsen esély a gy6zelemre.

9.1. Ideiglenes kompartment a zsakmanyolt eszkézoknek

A modell felallitdsahoz a frissen szerzett és még nem hasznalt zsdkmanyra
egy v(t) véltozot, valamint a bevetés gyorsasagat kifejezd c ratat vezetiink
be. A modell a kovetkezd:

X'(t) = —ay(t) +co(t), (6)
y(t) = —bx(t), )
o' (t) = pbx(t) —co(t). (8)

A kovetkez6 dbrak szemléltetik egy ilyen tipust csata kimenetelét. A
kék fiiggvény mutatja az x csapat haderejét t id6 szerint, a sarga fliggvény
az y csapat haderejét t id6 szerint és a zold fiiggvény jeloli a késésben levd
és még nem bevetett zsakmanyok mennyiségét, v(t)-t.

— X)) — yt) — v()

Haderdé

0 \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
1d6

6. abra. A csata zsdkmanyolds nélkiil.
A paraméterek a kovetkezbek:
a=19b=2p=0,c=7.
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— x(t) — y() — v()
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7. abra. Az x csapat zsdkmanyol és nyer.
A paraméterek a kovetkezbek:
a=19b=2,p=0,6,c=7

— x(t) — y(t) — v(t)

T T T T T T T T T T T

—
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8. dbra. Az x csapat zsdkmanyol, de igy is veszit.
A paraméterek a kovetkezbek:
1=19b=2p=03,c=01

9.2. Explicit idokésleltetés

Még tovadbb gondolhat6 a kiterjesztés: tegyiik fel, hogy a zsdkmanyol6
tél csak egy bizonyos, rogzitett id6 elteltével képes bevetni az ellenség-
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t6l megszerzett dllomanyt. Ennek okai hasonlé a fenti modelléhoz, tehat
széllitas, reparélas allhat a hattérben. A rogzitett késleltetési id6t jeloljiik
T-val. Ekkor a modell a kdvetkezé:

x'(t) = —ay(t) + pbx(t — 1),
y'(t) = —bx(t).

Ez egy id6késleltetéses differencidlegyenlet-rendszer, de az alkalmazas szem-
pontjabdl a kezdeti-érték problémat tigy oldjuk meg, hogy a adott x, yo
kezdeti értékekkel a [0, T] intervallumon egy Lanchester modellt oldunk
meg (zsakmdényolds nélkiil), hiszen zsdkmany a legkorabban a 7 idében
lesz bevehethetd. Ezutan a [T, 27] intervallumon mar integralhat6 az egyen-
let, hiszen az x(tf — 7) tag egy ismert fliggvényértékhez nyulik vissza,
majd igy tovabb, T hosszt intervallumokon 1épésrdl 1épésre megoldhat6
az egyenlet. A kiterjesztés szintén megvaltoztatja a modellt hasonlé okbdl,
tehat ha a zsdkmanyolo fél szdmara késén, mar reménytelen idében érkez-
hetnek meg a zsakmanyolt harcieszk6zok, akkor a zsdkmdanyolds, mint
tevékenység nem nyuijt segitséget a gy6zelemhez. Az aldbbi dbrdk ezen
folyamatokat illusztraljak. A kék fliggvény jeloli az x csapat haderejét ¢
id6 szerint, a sarga fiiggvény pedig az y csapatét.

— x(t) — y()

10F
5,
:e \
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o 0
T
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_107\ L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L \7
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Id6

9. dbra. Zsdkmdnyoldas nélkiil x veszit.
A paraméterek a kovetkezbek:
a=19b=2,p=0,1t=0.
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— x(t) — y()
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10. abra. Az x zsdkmanyol és nyer.
A paraméterek a kovetkezbek:
a=190b=2p=0671=04

4 ]
3 ]
2t :
0
g 1 :
@®
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-2k ]
0.0 0.5 1.0 15 2.0
1d6

11. abra. Az x zsdkmanyol, de til nagy a késleltetés, igy veszit.
A paraméterek a kovetkezbek:
a=190b=2p=0,671=0,6.
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9.3. Kblcsonos zsakmanyolas

Masfajta megkozelitéssel is lehet dltaldnositani a modellt. Tegytik fel, hogy
mindkét fél tud zsdkmdanyolni a masiktél. Ekkor egy 4j paraméter jelenik
meg a modellben, a g € [0,1], amely az y csapat zsakmanyolési ardnya.
Ekkor a modell igy alakul:

x'(t) = —ay(t) + pbx(t),
y'(t) = —bx(t) + qay(t).

Ez a modell megint érdekessé teheti a csata kimenetelét, hiszen varatlanul

barmelyik fél szert tehet rdadasul akdr mas mennyiségti zsakmanyolt fel-
szerelésre. Az alabbi dbra szemlélteti egy ilyen csata kimenetelét.
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12. dbra. Egy példa kolcsonos zsdkmdnyoladsra: a gyengébb tlizerejti fél
tigyesebben zsdkmadnyol, ezzel kiegyenliti a hatranyat. A trajektoridk
azonban nem szimmetrikusak a y = x egyenesre.

33



10. Alkalmazas az ukrajnai orosz invaziora

Oroszorszag 2022. februdar 24-én teljes kor(i invaziét inditott Ukrajna ellen.
A két orszag teljes hadi erejét az 1. tdblazat mutatja. A hdbortiban azon-
ban, és kiilondsen az egyes csatdkban viszont nyilvan nem a teljes hadertk
vesznek részt. Az a/b ardnyt a habora kezdetén 1.5-re becsiilték [10], ami
egybevag a kezdeti orosz elérenyomuléssal.

Az orosz ukran konfliktus a modern harcok egyik legtijabb és ezaltal
az egyik legkiszdmithatatlanabb hdbort mintapéldaja. Kordbban is voltak
példak ra, hogy egész csatdkat modelleztek le (pl. Gettysburgi csata), vi-
szont abban a csatdban nem volt jelen a zsakméanyolds mint moédszer. Ez a
tevékenység motivalta a Lanchester modell kiterjesztését.

A hédbort mésik érdekessége, hogy a veszteségek és a zsakmanyolt
eszkozok jelentds részben online is dokumentédlva vannak. A https:
//www.oryxspioenkop.com/2022/02/attack-on-europe-documenti
ng-equipment.html weboldalon dokumentélva vannak azok az
orosz harckocsik és egyéb harci eszkdzok, melyekr6l képi megerdsités ta-
masztja ald, hogy megsemmisiiltek, megsériiltek, elhagytak, vagy az uk-
ranok lefoglaltdk. Nyilvadn ez nem fedi le a teljes veszetéget az orosz rész-
rdl, viszont a képi dokumentacié igazolja ezen veszteségeit az oroszoknak,
valamint a jelentds mérték{i ukran zsdkmanyszerzést. Az oldal statiszti-
kaibol megéllapithato, hogy a kiilonféle orosz harckocsik veszteségeinek
mintegy 35%-at az ukrdn zsdkmanyolds teszi ki. Ez az ardny viszonylag
stabil minden harci eszkoz tekintetében, ezért p = 0.35 egy redlis para-
métervalasztds (lasd 2. tablazat). A zsdkmanyolds mint tényezd viszont
rendkiviili, eddig még nem latott mértékben befolyasolta a csatdk kime-
netelét, ugyanis az ukran haderd altal zsakmanyolt felszerelést késébb do-
kumentalhat6an felhasznaltdk. A 7.1 Tétel szerint amig a/b = 1.5, addig
az ukrdn egységeknek 23%-kal nagyobb létszamunak kell lennie a gy6-
zelemhez zsdkmdényolds nélkiil. A p = 0.35 érték ezt 7%-ra csokkenti.
A nyugati fegyverekkel és kiképzésekkel azota az ukran hadsereg jelen-
tésen er6s0dott, és az a/b arany minden bizonnyal jelentésen csdkkent.
Kiszamolhat6, hogy ha az a/b ardny 1.3-ra vagy kisebbre csokkent, ak-
kor a zsdkmadnyolds segitségével azonos létszdmu csapatok szembendllé-
sa esetén mar az ukrdnok gyéznek. A harkovi felszabaditas soran egyes
vélemények szerint p megkozelitette a 0.8-at. Ez egybevag azon szakértdi
nyilatkozatokkal, amelyek szerint a zsakmanyolt eszkozoknek nagy sze-
repiik volt a limani csata megnyerésében.
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1. tablazat: L6szermennyiségek, csapatlétszam

Oroszorszdg | Ukrajna
Teljes csapat 2900 000 | 1 000 000
Aktiv személyzet 900 000 | 200 000
Tartalék személyzet 2000000 | 900 000
Téamado repiil6gépek 1511 98
Téamado helikopterek 544 34
Tankok 12 240 2596
Péancélozott jarmiivek 30 122 12 303
Vontatott tiizérség 7571 2040

2. tdblazat: Zsdkmanyolt harci eszkdzok ardanya az Oryx elemzése alapjan
(november 6.)

Harci eszkoz Orosz veszteség | Ebbdl ukran zsdkmany p
Tank 1420 492 | 0.35
Pancélozott jarmi 684 228 | 0.33
Légvédelmi jarmii 1626 511 | 0.31
Pancélozott személyszallito 252 90 | 0.36
Osszes katonai eszk6z 7581 2465 | 0.33
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11. Osszegzés

A dolgozatban el6szor ismertettiik a klasszikus Lanchester harci modellt,
melynek val6 életbeli alkalmazasait is bemutattuk. Utdna, az orosz-ukrén
hédbort koriilményeihez adaptélva konstrualtunk egy kib&vitett modellt,
ami a hadieszkozok zsakmanyoldsat is figyelembe veszi. Belattuk, hogy
nem létezik linedris transzformaci6, mellyel a kib6vitett modellt vissza
tudnank vezetni a Lanchester modellre. A kiterjeszett modellre nem 1é-
tezik kvadratikus torvény, mint amilyen a Lanchester modell esetén 1é-
tezik. Altaldnos kobos polinomiélis invaridnst se taldltunk a kiterjesztett
modellben, csak egy nagyon specidlis esetben. Végiil egy Chini-féle nem-
autonom differencidlegyenlet explicit megolddsan keresztiil talaltunk egy
megfelel invaridnst. Ezutan megvizsgaltuk a paraméterek, elsésorban a
zsdkmadnyolasi paraméter szerepét a csata kimenetele szempontjabdl, vé-
giil alkalmaztuk a modellt az orosz-ukrén invazidra.

A dolgozat {6 kérdése az volt, hogy Lanchester négyzetes torvényét ki
tudjuk-e terjeszteni egy zsdkmanyolasi paraméterrel rendelkez6 altaldno-
sabb modellre, és ez a mdédositds mennyiben valtoztatja meg a csata ki-
menetelét. Sikeriilt dltaldnositani a kvadratikus torvényt, és a zsdkmanyo-
lasos modell esetére taldltunk egy bonyolultabb torvényt. Ennek segit-
ségével egzaktul karakterizdltuk, melyik esetben ki nyeri a csatat. Meg-
vizsgaltuk tovabbd a modell tovébbfejlesztésének lehetséges irdnyait, és
alkalmaztuk a modellt az orosz-ukran habortra.
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12. Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Dr. Rost Gergelynek a
témavélasztasban és a dolgozat megirdsaban nyujtott segitségért.

Szinten koszoném Dr. Garab Abelnek, hogy rairdnyitotta a figyelmemet a
kiterjesztett modell invariansdnak megadésara Jordan-normalformaval.
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