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KIivONAT. A dolgozat szférikus korlemezbe irt véletlen korpoligonok aszimp-
totikus tulajdonsigaival foglalkozik. A véletlen modellben egy r sugard géombi
korlemezbdl vélasztott egyenletes minta gémbi r-orsékonvex burkat —vagyis
az Osszes 6t tartalmazé r sugard gombi korlemez metszetét— tekintjitk, majd
vizsgaljuk a kapott korpoligon tulajdonsigait, ha a minta elemszama tart
végtelenbe.

A dolgozat kapcsolatot teremt két ismert eredmény kozott : az egyik modell-
ben az egyenletes minta a fél gombfelszinrél szarmazik, és azok gombi konvex
burkét tekintjiik; a masik modellben a pontok egy sikbeli r sugaru korle-
mezbdl szarmaznak, a vizsgdlt véletlen objektum pedig a pontok r-orsékonvex
burka. A véletlen szférikus-, valamint orsékonvex poligon cstcsszama mindkét
modellben egy véges konstanshoz tart, és ezen konstansok megegyeznek. A
dolgozatban igazoljuk, hogy a csicsszam gombi orsékonvexitds esetén —amely
dtmenetként értelmezhets a két modell kozott— is ugyanezen konstanshoz tart.



1. BEVEZETES ES EREDMENYEK

Rényi és Sulanke |10] iskolateremtd munkéssdgat kovetve Bardny, Hug, Reitzner
és Schneider [3] 2017-es cikkiikben a kovetkezd valdsziniiségi modellt vizsgéltdk:
jelolie K a fél S9=1 gombfeliiletet, és legyen X,, = {x1,...,z,} egy K-n vett
egyenletes eloszlas szerint, egymastol fiiggetleniil valasztott n-elemii ponthalmasz.
Jelolje tovabba K, az X,, minta gombi konvex burkat, azaz az 0sszes 0t tartalmazd
fél gombfeliilet metszetét. A problémakor f6 kérdései a kapott K, gombi politép
tulajdonsagainak vizsgalata aszimptotikusan, amint n — oo. Ilyen tulajdonsdgok
példdul K, cstcsszama, hiperlapjainak széma, vagy a SArea(K \ K,) kimaradd
felszin. A cikkben tobbek kozott igazoltak, hogy a kapott véletlen gombi politép
hiperlapjainak szdma n — oo mellett egy véges, csak dimenziétdl fiiggd konstanshoz
tart.

A fent leirt gémbfeliileten vizsgalt modell egy kozeli rokon problémaja a kovet-
kez0, euklideszi sikon, orsékonvexitasban definialt probléma. Egy ponthalmaz r-
orsokonver vagy r-konver burkan az Osszes 6t tartalmazo r-sugaru korlemez met-
szetét értjlik. Véges sok pont esetén az orsékonvex burok véges sok korlemez met-
szeteként all el6, igy az oldalak és cstcsok fogalma értelemszertien definidlhato.
Az orsékonvexitds részletes leirdsét lasd [4]. Fodor, Kevei és Vigh 2014-ben iga-
zolték, hogy ha egy r-sugari zart korlemezbdl egyenletes eloszlas szerint n pontot
vélasztunk, majd ezek r-konvex burkét tekintjiik, akkor a csicsszam (ezzel ekviva-
lensen az élek szdma) n — oo mellett egy véges konstanshoz tart [7]. Fodor 2020-ban
ezen eredményeket dltaldnositotta magasabb dimenziéra, mely szerint a hiperlapok
szadma szintén egy véges, csak dimenziétdl fiiggd konstanshoz tart [6].

A fenti eredmények egy érdekessége, hogy a csicsszamhoz tartozé aszimptotikus
konstans megegyezik az S? gombfeliileten és a sikbeli orsékonvexitdsban. A dolgo-
zatban ezen eredmények analégjat igazoljuk a gombi ors6konvexitdsban, ezzel a két
eredmény kozotti kapcsolatot is vizsgalva.

Megjegyezziik, hogy a véletlen politépok kérdéskore sokat kutatott téma. A
linedrisan konvex eset atfogo attekintését 1lasd 2], az orsékonvexitasbeli eredményeket,
valamint azok linearis konvexitasbeli eredményekhez valé kot6désének friss Gssze-
foglalgjat 1lasd [8].

A dolgozat egy részében S2-t gombi geometrai szemlélettel vizsgaljuk, és erre
a terminolégiank is illeszkedik, egyes esetekben pedig S2-t R3-be agyazottként te-
kintjiik, és euklideszi terminologiat hasznalunk.

Két pont tdvolsagan altaldban a gdmbi tavolsdgukat fogjuk érteni, vagyis az 6ket
Osszekoto fokor kozéjitk es6 ivének hosszat, két kor tavolsdgan pedig kozéppontjaik
(g6mbi) tdvolsdgat értjiikk. Ha 0 < r < /2, akkor egy r sugard gombi korlemez, vagy
euklideszi terminolégidban gombsiiveg, azon pontok halmaza S2-n, amelyek gombi
tavolsdga a kozéppontdl legfeljebb r. Specidlisan, r = /2 esetén a fél gombfeliiletet
kapjuk vissza.

Legyen 0 < 7 < 7/2, és tegyiik fel, hogy az X C S? ponthalmaz része valamely r
sugard gémbi korlemeznek. Ekkor jelolje conv ,.(X) az X halmaz r gombi orsékonvex
burkdt, azaz az Osszes X-et tartalmazo r sugard gombsiiveg metszetét. Ha X véges,
akkor conv ,.(X)-t gombi korpoligonnak nevezziik, ami véges sok gbmbsiiveg metsze-
teként all el§. A tovabbiakban az orsékonvexitas r sugarat rogzitettnek tekintjik,
és jeloléseinkben nagyrészt elhagyjuk.

A dolgozatban vizsgélt valésziniiségi modell a kovetkezo: legyen K egy r sugaru
szférikus korlemez, és tekintsiik az X,, = {Py, ..., P,} n-elemi, K-ban egyenletesen



valasztott fiiggetlen mintat, valamint jelolje ezek r-orsokonvex burkéat K. Jeldlje
tovabba egy gombi halmaz szférikus teriiletét (felszinét) A(-), egy gbémbi korpoligon
cstcsszamat fo(-).

A {6 eredményiink a kovetkezo.

1. tétel. A fenti jeldlésekkel élve a csicsszdm, valamint a kimaradd terilet vdarhato
értékének hatdrértéke

7T2

lim E(fo(Kn)) =

n— o0 2

lim E(A(K \ K,)) -n =71 —cosr).

n—oo

Megjegyezziik, hogy a két eredményt a jél ismert Efron-azonossag koti Ossze
(lasd (), valamint [29]).

Az tételbdl r = m/2 esetén visszakapjuk [3] megfelel§ eredményét d = 2
dimenziéra. Tovabba szemléletesen » — 0 mellett visszakapjuk a sikbeli eredményt
is, azonban ezt formalisan nem sikeriilt igazolnunk.

2. HASZNALT ESZKOZOK

Ebben a fejezetben az[I] tétel bizonyitdsdban haszndlt technikai lemmadkat mond-
juk ki.
2. lemma. Jeldlje A(t) két r sugarid, t < r tdvolsdgi kor kilonbségének teriletét.

Ekkor
Alt
lim Q = 2sinr.
t—0
Bizonyitds. Az dltaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy mindkét kor sikja

merdleges az xy sikra, és a vele vett metszeteik az

, cosT — X Ccost
€:X =CosT és fior=——77-—
sint

egyenesek (a konstrukcié zy sikra vett vetiiletét ldsd abra). Ekkor a korok
kiilonbségének xy sikra vett vetiilete pontosan az e és f egyenesek, valamint az
egységkoriv altal meghatarozott tartomany, melyet az abran sotéttel jeloltiink.

A teriiletet egy integréllal szamitjuk ki, ahol az integraciés tartomény pontosan
a fent leirt vetiilet. A kérdéses teriilet ekkor

cos(r)—z-cos(t)

cos(r—t) — sm(® 1
Alt) =2 / / Ny
cosr Syt 1222

A belso, y szerinti integral elemi szamitassal explicit megadhato, igy

cos(r—t) cosT — x cost T
A(t) = 2/ arcsin () + — dz.
() cos T sint~\/1—x2 2

Az integrandus korlatos, és ¢ — 0 mellett az intervallum hossza nulldhoz tart,
fgy A(t) — 0. Emiatt a L’Hopital szabdly alkalmazdsdval adddik, hogy

. A(t) 9.1 d /COS(T_” . [ cosr—xcost LTy
im —= =2 lim — arcsin [ ——————— —dz.
t—0 ¢ t—0dt /. sint - V1 — 2 2

dydz.

os T



1. dbra. Két gombi korlemez kiilonbségének tertilete.

A Leibniz-féle integralszabdly értelmében a hatarértékben az

. {cosT — cos(r —t) cost A (r— )+
arcsin —| -sin(r —
sintsin(r — t) 2

) /COS(T—t) d [arcsin <cos(r) - xcos(t)) n W] da
cosT dt Sin(t) V1= 2 2
kifejezés szerepel.

Az els6 tag els6 tényezije trigonometrikus azonossagok segitségével egyszertisithetd,
igy az arkuszszinuszban szerepl kifejezés értéke —1, vagyis az Gsszeg elsé tagja 0.
A masodik tagban a t szerinti derivalds, majd egyszerlsitések utan adodik

1 cos(r—t) X — CcosT cost
sint /.,

dx. (1)

os T V/(sintsinr)? — (x — cosr cost)?

Az integrandus primitiv fiiggvényének meghatarozasa egyszeri, viszont behe-
lyettesités utan az alsé hatarbol kapott formula hatarértékének meghatarozasa bo-
nyolult. Emiatt az alsé hatart kiterjesztjiik cos r-rél cosr cost-re, és belatjuk, hogy
a hozzdadott tartomanyon vett integral ¢ — 0 mellett nulldhoz tart.

Mivel az integrandus a vizsgalt intervallumon pozitiv, igy a kiterjesztésre

1 cosT x — cosTcost
- - - dz <
SNt Jeosrcost v/(sintsinr)? — (z — cosrcost)?
cos T
1 cost T — cosrcost
< - —— dx =
SNt Jeosrcost \/(sintsinr)? — (z — cosr cost)?

. .9 cos?r .,
=sinr —4/sin“r — sin“ ¢,
coS



ahol az egyenlGség az integral explicit meghatdrozdsabdl adddik. Az igy kapott
kifejezés t — 0 mellett nulldhoz tart, igy az[l] egyenletbeli integral hatarértéke

dz = sinr,

1 cos(r—t) Z — cosrcost
im — - —
>0 sint  Jeosreost +/(sintsinr)? — (z — cosr cost)?

ahol az egyenlGség ismét a primitiv fliggvény meghatarozasabdl és behelyettesitésbol
elemi médon kovetkezik. |

3. lemma. Jeldlje 0(t) két r sugard, t tdvolsdgi kor metszetének egyik hatdrold
1wéhez tartozo kozépponti szoget. Ekkor

~1 t
6(t) = 2 arccos (bm - cot r) )
1+ cost

Bizonyitds. Tekintsiik ismét a [2| lemméban megadott, [1} abran lathaté konstruk-
ciét. Az e és f egyenesek () metszéspontja az
ta t sint
=T - n——mr - —
4 2 1+ cost

egyenesen fekszik. Tovabba az f vetiileti kor euklideszi kézéppontja P, amely az
y = x - tant egyenesen fekszik, és a vizsgdlt koriv a kor azon ive, amely xy sikra
vett vetiilete a QR szakasz. A kor sikjat a abran latjuk.

Sin 7

I

2. abra. A keresett iv a metszo kor sikjaban.

A konstrukciébol adédik, hogy

. , sint
P = (cosrcost7 cosrsmt) €s Q= |cosr, cosT- —— |,
1+ cost

igy az euklideszi tavolsaguk
sint
d(P,Q) =

————— - cosT,
1+ cost
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és az ivhez tartozé kozépponti szogre
0(t) d(P,Q)  sint  cosr
cos | —= ,
2 sint  1+cost sinr

amibol kovetkezik a lemma allitasa. O

3. Az [ TETEL BIZONY{TASA.

Legyen K C S? az az r sugari korlemez, amely csticsa az északi pdlus, azaz
R3-ben a (0,0,1) pont, és vezessiik be az A = A(K) jelolést.

Legyen P; és P, két kiilonb6z6 K-beli pont. Ekkor pontosan két olyan r su-
gard kor van, amely hatdrdn tartalmazza mindkét pontot. Jelolje D~ (P, Py) és
DT (Py, P2) ezen korok kiilsejének K-val vett metszetét, azaz K azon részét, amelyet
a megfelel kor nem fed le. Tovabb4 vezessiik be az A~ (Py, Py) = A(D™ (P, P2)) és
AT (P, Py) = A(DT(P1, P»)) jeloléseket, ahol feltehetd A~ (P, Py) < AT (P, P).

A kovetkezd lemma a [7] cikk 4.3. lemméjdnak gémbon vett megfelel§je, bi-
zonyitasa az eredetivel 1ényegében identikus.

4. lemma. Létezik olyan § > 0 konstans, hogy AT (Py, Py) > § - A minden Py, Ps
K-beli pontpdrra.

Rétériink az |1 tétel bizonyitdsira. Ervelésink a Rényi és Sulanke [10] altal
hasznalt mddszeren alapszik. A Py, P, € K véletlen pontpar pontosan akkor hatdrozza
meg a conv .(X,) egy élét, ha a D~ (P, P5) és DT (Py, P;) valamelyikébe nem esik
tobb X,,-beli pont.

Emiatt

B(o(n)) = (5) - 0¥+ W)

//( Pl’PQ)) dP,dP,  és
+
o (10

Al I lemma szerint A, (P, Py) >0 - A mlnden pontparra, igy

. n 4 . n—2 _
nhHH;O <2) W< nlgr;@ (2> el /K/K (1-9) dPdP; =0, (2)

vagyis a varhato érték masodik tagja hatarértékben elhanyagolhatd, és a tovabbiakban
csak W, -al foglalkozunk.

Legyen P, = (z1,y1,/1 — 2% —y?) és P» = (x2,y2,1/1 — 23 — y3). Ekkor az

integral x1,y1, 2, y2 valtozdkra transzformalasa utdn

Y

(rg,y2)€ (T1 Y1)€E
B2.sinr BZ2.sinr

ahol

1 1
X . d.’ﬂldyldl'gdyg (3)

VI-af—yi V1-a3—y3
Legyen most K , az az r sugaru korlemez, amely koézéppontja

C =C(t, ) = (sintcosg,sintsin @, cost).



Ekkor K; , és K kozéppontjainak gombi tavolsdga pontosan ¢. Definidljuk tovabba
a wy = (sinp, cos,0) és wy = (costcos,costsing, —sint) vektorokat. Konnyti
14tni, hogy a (C,w;,ws) harmas ortonormalt bazis alkot R3-ben.

Tekintsiik az (z1,y1,x2,y2) = P(p,t, p1, 2) dtparaméterezést, ahol

<a¢i,yi, \/J1—a? —yf) =cos7 - C 4 sinr cos @; - w1 + sinrsin ; - ws.

Ezéltal a pontpart a kovetkezoképpen irjuk le: ha K , egy, a pontpart hataran
tartalmazoé korlemez, akkor a hatara pontosan a cosr - C; , ponton athalads, Cy
normalvektori sik és a gombfelszin metszete, amely sikjaban w; és wo ortonormalt
bazist alkot. A megfelel6 pont ezen bézisban vett koordindtait adja meg 1 és ¢o.
Tetszbleges K-beli pontparhoz pontosan két ilyen K , korlemez tartozik, azonban
t > r esetén az integrandus exponencidlis kicsi, igy hatarértékben elhanyagolhatd,
hasonléan W, esetéhez —ben. A t < r feltétel mellett legfeljebb egy megfelel
korlemez van.

3. dbra. A pontpar atparaméterezése.

A transzformaécié Jacobi-determindnsa

|J®| = | sin?r - sint - sin(p; — @2) %

X (cosrcost —sinrsintsing;) - (cosrcost — sinrsintsing@)‘,
amely meghatarozasa a Fiiggelékben olvashaté. A szorzat utolsé két tényezdje pon-
tosan a megfelel§ P; pont harmadik koordindtdjaval, azaz \/1 — 22 — y2-el egyezik
meg, amelyek a -ben szereplo feliiletelemek reciprokai, igy azok a transzformacié

elvégzése utan kiesnek. Tovdbbd az A~ teriilet az Gj paraméterezésben csak t-t6l
figg, és ez pontosan a2} lemmdban definidlt mennyiség, azaz

.2 27 ' 62 72 A t n—2
W, = %/ / / / (1 - Q) -sint - | sin(p1 — @2)|dp1derdide,
A 0 0 91 91 A

ahol 01 és 6 azon (t-t6l és ¢-t6l fiiggd) paraméterértékek, amelyek K és Ky,
hatardnak metszéspontjait adjik. A o1 és o valtozok szerinti integrdlas utan a



10

f2—0; kiilonbség jelenik meg, ami megegyezik a lemméban definidlt 6(¢) mennyiséggel,
ami csak t-tdl fiigg, ¢-t6l mar nem.
A 1 és o, valamint ¢ valtozdk szerint kiintegralva

W, = Mjgzr/; < - A/(f))n_2 ~sint - (6(t) —sin6(t))dt .

Legyen € > 0 rogzitett. Ekkor létezik olyan 0 < v; < r konstans, amelyre minden
0 <t <~ esetén
(i) 2sinr-t-(1+e)" ' <A(t) <2sinr-t-(1+¢),
(i) 7-(14+e)"t<O(t)—sinft) <7-(1+¢), és
(iil) t-(1+e)"t <sint<t-(1+e).
Az els6 feltétel teljesiilése a 2} lemmébdl, a méasodik a [3] lemmdabdl, az utolsé
pedig a sinxz/z — 1 (x — 0) hatdrértékbdl kovetkezik.
Mivel A(t) monoton névé fliggvény, igy t > 1 esetén A(t) > A(y1) =(1-9)- A
valamely § > 0 értékre. Igy az integrandus exponencidlisan kicsi, vagyis
r Al+ n—2
lim ( - ()> sint - (6(t) —sinf(t))dt <
71

n—00 A
< lim [ (1-6)"2 -7dt =0,
n—oo
71
és az integralban elég a [0, ;] intervallummal foglalkozni.

A ~; konstans megvélasztisa miatt

2 ¢in2 " G . n—2
(142 T80T / (1—251HTA(1+5) ~t> tdt <
0

< /0% (1 - Ajff)y_z -sint - (0(t) — sin O(t))dt <

4 2 . 2 Y1 2 . . 1 —1 n—2
§(1+€)2-w~/ (1— sinr - (1+¢) -t) tdt. (4)
0

A2 A
Az igy kapott integralok becslésére egy, a gamma fliggvényt haszndlé aszimptoti-
kus azonossdgot haszndlunk (ldsd E. Artin [1], valamint Boroczky, Fodor, Reitzner
és Vigh [5]). Eszerint tetsz6leges 8 > 0, w > 0 és a > 0 esetén

g(n)
/ P (1 — wt®)"dt ~ ! T <ﬁ i 1> -~ B/ (5)
0

o w(ﬁ‘f’l)/o‘ «

ha n — oo, amennyiben

<(0‘+6+ 1) .lnn>1/a <g(n) < w e

awn

valahonnantol. A egyenl6tlenségekben o = § = 1, valamint a felsé becslésben
wt = 2sinr - (1 +¢)71/A, az alséban w™ = 2sin7r - (1 + €)/A. Legyen tovdbba
gt(n) = 7 = 1/(2w*) és g~ (n) = 75 = 1/(2w™) Ekkor teljesiilnek a (j5))-hez
sziikséges feltételek, és adddik, hogy

V5 - N 2. 2
/2 <1281nr (1+e) .t) tdtww.n*Q és
0

. b
A 4sin®r
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V2 N - n—2 2, —2
/ (1—2SIDTA(1+E)-2?> tdtNA (l—l;s) 2,
0

4sin”r
ahol fi(n) ~ fa(n) alatt azt értjiik, hogy n — oo mellett fi(n)/fa(n) — 1.
Osszességében, ha v = min{vy, 74,7, }, akkor

n—00 n—2.7x2

< (1+e)

Mindent Gsszevetve kapjuk, hogy
2
_ T
Wn + W,;r ~ ﬁ,
amibdl adédik a tétel csicsszamra vonatkozo éllitasa.
A teriiletkiilénbségre vonatkozé tétel igazoldsdhoz az Efron-azonossig gémbi
orsékonvex megfeleljét hasznaljuk, mely szerint
nE(A(K\ K»))
E(fo(Kn)) = #n (6)
Elemi szamitds mutatja, hogy A = 27(1 — cosr), amibél a tétel mdsodik 4llitdsa is
kovetkezik.

4. ZARO MEGJEGYZESEK

A dolgozatbeli probléma egy lehetséges altaldnositasa a kovetkezd: legyen K egy
S2-beli gombi orsékonvex halmaz, és tekintsiink egy K-bdl egyenletesen valasztott
fliggetlen minta altal meghatarozott beirt gombi korpoligont, majd vizsgaljuk tu-
lajdonsagait. Amennyiben K hatira C? sima, a hatdr egyes hatdrpontok koriili
simuldkorrel vald kozelitését felhasznalva a bizonyitas alapjat varhatéan a dolgo-
zatbeli, korre vonatkozo eredmények adhatjak majd.

A masik lehetséges kiterjesztés magasabb dimenziéra vonatkozik. Mint azt a
bevezetoben emlitettiink, a hiperlapok szama a magasabb dimenzids gdmbi- és a
magasabb dimenzids orsékonvex esetben is egy dimenzi6tdl fiiggd véges konstanshoz
tart, amelyek tetszOleges d > 2 esetben is megegyeznek. A dolgozatbeli eredmények
ilyen iranyu kiterjesztése ravilagitana a két eredmény kozotti kapcesolatra a maga-
sabb dimenziés esetben is.

5. FUGGELEK

A —ban leirt transzformacié Jacobi-determinanst kiils6 szorzat segitségével
hatarozzuk meg. Ekkor ¢ = 1, 2 esetén

dz; = cosp - (cosrcost — sinrsintsin ;) dt+
+ [cos ¢« (sinrcosg;) —sing - (cosrsint + sinr costsin ;)] dp+
+ (—sin psin ¢; + cos p cost cos ;) - sinr dy;,
és
dy; =sinp - (cosrcost —sinrsintsin ;) di+
+ [sing - (sinrcos 1) 4 cos ¢ - (cosrsint 4 sinr cost sin p;)| dp+
+ (cos psin p; + sin g cost cos ;) - sinr dep;.
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A dz;dy; kiilsé szorzat meghatdrozasakor a ¢-t tartalmazé tényezék szerint cso-
portositunk: a sin ¢ cos ¢ kifejezést tartalmazé tagok kiesnek, a sin® ¢ és cos? -t
tartalmazé tagok egyiitthatéi pedig megegyeznek. Tovabba legyen dtde egyiitt-
hatéja A = A(t, ¢, p1,92) — a pontos kifejezést nem hatérozzuk meg, ennek indo-
koltsagat késobb fogjuk latni. Ekkor tehat

dz;dy; = sinrsin g, - (cosr cost — sinrsintsin ;) dtde;+
+ [sin7 cos g; sin @; — cost cos p;(cosrsint + sinr cos tsin¢;)| dpdp;+
+ Adtdey,
amely masodik tagjat rendezve kapjuk, hogy
dx;dy; = (cosT cost—sinrsintsin g;)- [ sin 7 sin ;- dtdy;+cos ¢; sint dgpdw] +Adtde.

Mivel dt vagy dy valamelyike szerepel az Gsszeg minden tagjaban, igy a dxzidy;
szorzatban szereplé Adtdy tagot a dradys szorzat barmelyik tagjaval kiils6 szorozva
megjelenik valamelyik differencidl 6nmagaval vett szorzata, igy az kiesik. A négyes
szorzat emiatt

dady;daadys = sinrsint - (Sin g cos g2 — €OS g 8in 1) X
X (cosrcost — sinrsintsin ¢q)(cosrcost — sinrsint sin o) dtdp;dedes,

amibol adodik az allitas.
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