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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Bérczi-Kovacs Erikanak, aki a té-
mat ajanlotta szamomra. A bizonyitdsaimat mindig figyelmesen atnézte, a hianyos-
sagokra felhivta a figyelmemet, illetve szamos tanaccsal latott el a dolgozat készitése
soran.

Koszonetet szeretnék mondani Vass Baldzsnak, aki folyamatosan rendelkezésre
allt a technikai hattér megértésében, modellek kitalalasaban, szimuldcidk tervezésé-
ben. A felmeriil6 kérdéseimre mindig készségesen valaszolt.

Tovabba szeretném megkoszonni Rétvari Gabornak, akitol szarmazik a probléma
felvetése, illetve folyamatos iranymutatéassal latott el, hogy mely problémak lehetnek

érdekesek egy mérnok szamara.



1. fejezet

Bevezetés

A kommunikaciés halézatok csomoépontjaiban adatcsomag-tovabbitd céleszkozok
(switchek és routerek) helyezkednek el, melyek elsédleges célja az, hogy a bejové
adatcsomagokat feldolgozza és eldontse, hogy milyen iranyba menjenek tovabb. A
kordabban gyartott tradicionalis switchek elore meghatarozott funkcidkkal rendelkez-
tek, aminek a hatranya az volt, hogy erésen kotott volt a viselkedéstik, igy az internet
viselkedését néha csak lecserélésiik altal lehetett modositani. Ezt a problémat or-
vosolva jelentek meg az tgynevezett programozhatéd switchek, amik manapsag mar
egyre népszeriibbek.

A kilonbozé alkalmazasok (halézati telemetria [10], in-network computing [5],
terhelés elosztas (load-balancing) [9, 11], sth.) &ltal elvart viselkedéseket egy speci-
alis programnyelvben, példaul P4-ben [1, 3] fogalmazhatjuk meg, melyet egy fordi-
toprogram a programozhat6 switchiinkre lefordit. A forditand6 programkéd repre-
zentalhatd egy kormentes iranyitott graffal, amelyet be szeretnénk agyazni a switch
er6forrasaira gy, hogy az minél hatékonyabb és energiatakarékosabb legyen. FEzt
a feladatot matematikailag is modellezhetjiik egy alap titemezési feladattal tovabbé
egyéb, komplex feltételekkel.

Beldathatd, hogy ezen grafbeagyazasi feladatok A4 9?-nehéz probléméak, igy IP
megoldokkal, illetve moho algoritmusokkal probalnak optimaélis, vagy optimalist ko-
zelité megoldasokat keresni. Az IP megold6 lasst, van amikor orakba telik akar
egy kozepes méretii grafra is megtaldlni az optimalis megoldast [15]. FEzzel szem-
ben a heurisztikus megkozelitések, példaul moho algoritmusok polinomialis idoben
garantaltan talalnak egy beagyazast, habar nem olyan jot, mint az IP megoldok.

Nagy mennyiségben gyartasban 1évé programozhaté switch az RMT (Reconfigu-
rable Match Tables) architektirajia INTEL Tofino switch [7]. Azonban az RMT ar-
chitektiranak van néhany probléméja, melyeket egy 1j, tigynevezett ARMT (disagg-
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regated RMT) architektira kifejlesztésével probaltdk orvosolni [4], habar gyartasba
eddig még nem keriilt. Azt vizsgdlom a dolgozatomban, hogy a grafbeagyazasok kii-
16nbo6z6 feltételek mellett milyen hatékonyan végezhetok el a dRMT architektiran.
Ehhez kidolgoztam a modellek elméletét, konstans kozelité algoritmusokat tervez-
tem, implementaltam, majd szimuldciokat végeztem rajtuk ésszehasonlitva a [4] cikk
heurisztikaival.

A 2. fejezetben részletesen koriiljarjuk az RMT és dRMT architektira techni-
kai hatterét. A 3. fejezetben matematikai eszkozokkel vizsgaljuk meg a problémat,
meghatarozzuk a kiilonb6z6 modellek bonyolultsagi osztalyait, approximacios algo-
ritmusokat adunk. A 4. fejezetben tobb szimulaciot is bemutatunk, megmutatjuk,
hogy az el6z6 fejezetben adott mohd algoritmus nem csak konstans kozelito, hanem
a gyakorlatban hatékonyabb is, mint a [4]-ben adott heurisztikdk. Az 5. fejezet-
ben megemlitek tobb, a dolgozat frasakor még nyitott, tovabb kutatandoé kérdést a
témaval kapcsolatban.

Az elért eredményeink egy része megjelent a CONEXT konferencian szervezett
EuroP4 workshopon [16].



2. fejezet

Technikai hattér

2.1. RMT

A sziitkséges halézati viselkedéseket (pl. adatcsomagok tovabbitasi portjanak ki-
valasztasa, adatfolyam statisztikdk készitése stb.) rendszerint egy tgynevezett P4
programnyelvben [1, 3] definidljak, amit aztan a P4 fordit6 (amit minden hardverre
a switch gyartok kiilon megirnak) az adott switchre alkalmazza.

Egy fordité feladata, hogy feldolgozza a P4 programot, és az adott hardver
megkotéseit figyelembe véve (példaul elérheté memériateriilet és memoriatipusokat,
munkadllomasok szdma), taldljon egy minél hatékonyabb és energiatakarékosabb
tgynevezett bedgyazast az RMT architektiraba [8].

Egy P4 program meghatéroz egy vezérlésfolyamot (control flow), amit repre-
zentalhatunk egy olyan kormentes iranyitott graffal, ahol a csticsok tgynevezett
match-action tabldknak felelnek meg, az élek pedig fiiggoségeknek.

Ebben a grafban egy-egy ut egy-egy lehetséges feldolgozasat mutatja egy adat-
csomagnak. A tablakban bejegyzések szerepelnek, amik két részbdl allnak: egyez-
tetésekbdl (match) és miiveletekbél (action). Az el6bbiek parhuzamosan keresnek,

a legjobb egyezés miiveletét végrehajtjak. Az utébbi utasitasokat tartalmaz, pél-

S o)
Unicast Routing (3) fs:  ethernet.dMac, fr <all> \
f,: ipva.dIP vlan_tag.vlan a;: std_meta.drop_code Exit
ag ethernet.sMac, ag: std_meta.mcast_index

ethernet.dMac,
vlan_tag.vlan / IGMP (5) ——> Exitto CPU

Multicast Routing (4) fe: ipva.dip,
vlan_tag.vian,

std_meta.ig_port
3 std_meta.mcast_idx

&,

MAC Learning (1) ===  Routable (2)

f;: ethernet.sMac, f;: ethernet.sMac,

vlan_tag.vlan ethernet.dMac,
a;: null vlan_tag.vlan
a,: null

f,: ipva.diP
a,: std_meta.mcast_idx

2.1. dbra. Egy lehetséges vezérlésfolyamat (control flow). [8]
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daul az adatcsomagon modositson egy mezot, megmondja, hogy melyik tabla felé
haladjon tovabb az adatcsomag, stb. A tablakat élek kotik 0ssze, melyek megel6zési
feltételeket hataroznak meg. Példaul a 2.1. abran a Unicast Routing tablaban 1évo
feladatokat csak akkor végezhetjiik el, ha mar végeztiink a Routable-ben 1év6 6sszes
feladattal.

Ezt a vezérlésfolyamot és a hozza tartozé kérmentes iranyitott grafot a P4 forditéd
az elso 1épésében el is késziti. Ezutan egyrészrol ezt a grafot a fordité megprobal-
ja bedgyazni a csOszertien (szekvencidlisan) felépitett munkaallomasokba gy, hogy
azok teljesitsék a hardver szerkezeti megkotéseit, illetve minél kevesebb munkadl-
lomést hasznaljon fel. (Ezt a bedgyazast fogjuk majd matematikailag vizsgélni.)
Maésrészrél pedig megtervezi az adatcsomagok eléfeldolgozasanak menetét. (2.2.
abra)

A feldolgozandé adatcsomagok folyamatosan jonnek az el6feldolgozdba, majd vé-
gighaladnak a munkaallomasokon, és legvégén az utéfeldolgozon keresztiil tovabb-
haladnak.

A match-action tablakat a munkaalloméasokban szereplé meméridkban taroljék.
Minden munkaalloméasban kétfajta memoriatipus is elérheté: TCAM és SRAM. Az
elébbi kitiing az el6tag- (prefix) és helyettesité karakteres (wildcard) egyezések ke-
resésében, azonban dragabb és jelentés energiakoltséggel jar, mig az utobbi idedlis a
pontos (exact) vagy tartoményi (range) egyezésekben, illetve a miiveletek kédjanak
tarolasaban.

Leegyszertisitve, a bedgyazasra az alabbi szerkezeti megkotések vannak:

e Memoéria: Minden memoridnak van egy szélessége és egy magassaga. Min-
den bejegyzést el kell helyezniink a memoéria valamelyik soraban gy, hogy a
memoria minden sordban a szélességek Osszege nem haladhatja meg az adott

memoériatipus korlatjat.

o Horizontal-split (h-split): ha egy tdbla nem férne bele egy munkaalloméasba,
akkor a tablat horizontélisan elvaghatjuk, igy a bejegyzéseket tobb munkadl-

lomésba helyezziik el.

e Crossbar: Minden munkaalloméasban van egy korlat a tabldk szamara, az

egyeztetések szélességeinek Osszegére és a miiveletek szélességeinek Osszegére.

« Word-packing: Néhany bejegyzést egymds mellé lehet ragasztani, ezzel me-

moriat sporolva.
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2.2. dbra. Egy switch felprogramozasanak menete.

o Késleltetés: Ha két munkaallomasban 1év6 tablak kozott nincsen él, akkor

egymas utani érajelben végre lehet hajtani a munkadllomasokat. Ha egy tab-
1abol egy masik tablaba megy egy él, és az elobbi egy olyan mezén hajt végre
miiveletet, amit az utobbi felhasznal az egyeztetés soran, akkor egy bizonyos
szamu (pl. legaldbb 12) drajelnek el kell telnie azon két munkaallomas kozott,

ahova bedgyaztuk ¢ket. (Példaul a 2.1. dbrdn Unicast Routing és Switching

tablak koézott ilyen van.)

Ezen megkotések mellett a cél minimalizalni a munkaallomasok szamanak, az

energiahasznalatot és a szekvencia hosszat.
A [15] cikkben matematikai eszkézokkel definidltak ezen modelleket, majd meg-

vizsgaltak ezen feladatok bonyolultsag osztélyait, illetve approximacios algoritmu-

sokat adtak ra.
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2.2. dRMT

A dRMT (disaggregated Reconfigurable Match-Action Table) [4] egy 4j architektiira
programozhaté switchekre, ami az RMT switchek két fontos, a csészerli szekvencialis

architektiurabol fakadé problémajara kinal megoldast:

1. Az RMT-ben a memoria a munkaallomashoz tartozik, ami csak az adott mun-
kadllomasbol érheté el. Ez parhuzamosan elvégezheté kereséseknél, illetve
nagy tablaknal is problémas lehet. Tekintsiink néhény tablat, amiket parhu-
zamosan el lehet végezni. Ha a tablak mérete til nagy lenne a munkaallomas
lyezni 6ket, azonban ezaltal a hozzaadott munkaalloméasok szamitasi kapacité-
sai nem lesznek kihasznalva. Ugyanigy, ha egy tabla memoriaigénye nagyobb,
mint amekkora egy munkadllomés memoéridja, akkor tobb munkaalloméasba

kell elhelyezni ezt a match-action tablat.

2. Az RMT szekvencidlisan hajtja végre az egyezéseket (match), majd a mive-
leteket (action), mikozben a csomagok athaladnak a csévon. Azaz az elsd
munkadallomasban egy match utan action jon, a mésodik munkadllomasban
is egy match utan action jon és igy tovabb. Ez is a hardveres eroforrasok
kihasznalatlansagahoz vezethet, ha a matchek és actiontk kiegyensilyozatla-
nul fordulnak el6. Példaul, ha néhany actiont nem kell matchnek megel6znie,
akkor is le van foglalva a memoriaigénye matchnek. Tovabba, ha egy prog-
ram nem fér bele a hardver altal elérheté6 munkadllomasok szaméba, (mert
példaul az aciklikus grafunkban 1évé leghosszabb 1t hossza nagyobb, mint a
munkadllomasok szdma) akkor lehetéség van arra, hogy még egyszer végig-
menjen a program a szekvencian azért, hogy minden feladatot elvégezhessen.
Réadasul akkor is végig kell mennie a programnak még egyszer a szekvencian,
ha csupan egy extra munkadllomésra lenne sziikség, ezzel akar megfelezheti
(vagy ha k-szor megy végig a szekvencidn, akkor k-ad részére csokkentheti) a

teljesitményt a maximaélis teljesitményhez képest.

A dRMT gy oldja meg mindkét problémat, hogy kiilonvalasztja a hardveres

eréforrasokat (2.3. dbra):

1. Memoria: A memoriat szétvalasztja a processzortél, amit egy tgynevezett

crossbaron keresztiil ér el a processzor.

2. Processzor: Az RMT-ben szereplo csoszert szekvencialis munkaallomasokat

felvaltjak az igynevezett match-action processzorok halmaza. Ahelyett, hogy
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2.3. abra. A dRMT architektura felépitése.

minden munkaallomas foglalkozik egy kicsit a csomaggal, majd tovabbadja
a kovetkez6 munkaallomasnak, most egy csomaggal csak egy processzor fog
foglalkozni. A csomag mindaddig a processzornal taldlhato, amig annak a
teljes programjéval nem végez. (Egy processzor természetesen tobb csomaggal

is foglalkozhat egyszerre.)

A memoria és processzor szétvalasztasa jelentds flexibilitast nyajt. Megoldja a
memoériat illetGen a parhuzamos keresési problémat és a nagy tabldk probléméjat, a
graf bedgyazast illetéen pedig akar kevesebb munkadllomés/processzor segitségével
is megoldhatok ugyanazok a feladatok. Példaul egy példa program bedgyazasa az
RMT architekturaba 2.4. abran lathaté 3 munkaallomast felhasznalva, mig ugyanez
a program a dRMT architektirdban P = 2 periédussal megoldhaté (2.5. abra), azaz

50%-al t6bb csomagot is fel tud dolgozni ugyanannyi processzorral.

@ stage 1 —» stage 2 —— stage 3

() (b)

2.4. dbra. Egy példa program és annak bedgyazasa az RMT architekturaban 3

munkadllomas felhaszndlaséval.
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2.5. tablazat. A példa program egy lehetséges titemezése a ARMT architekttraban
2 processzoron. Megfelelo paraméterek mellet ez egy optimalis bedgyazas P = 2
periodussal a ARMT architekturaba.

Feltehetjiik, hogy a P4 program kimenetébdl a forditd segitségével rogton meg-
kapjuk az aciklikus grafunkat, aminek a cstcsai lesznek a match és action cstcsok,
az élein pedig adott egy kapacitds fiiggvény, hogy mennyi sziinetnek kell eltelnie
a két cstcs kozott. Ezt szitkséges most a dRMT architektirdba bedgyazni (avagy
itemezni) nem megsértve a P4 program megel6zési feltételeit vagy a dRMT archi-
tektura szerkezeti korlatait. A megel6zési feltételek alatt azt értjik, hogy ha egy
egy match vagy action cstics utan egy masik valamilyen cstcsba él megy, akkor a
legkorabban csak a AM-ik illetve AA-ik orajel utan hajtédhat végre.

A match és action inditasara az aldbbi szerkezeti korlatok vannak:

(i) Egy processzor legfeljebb M darab parhuzamos keresést kezdeményezhet,
egyenként legfeljebb b bittel. (Példdul ha egy match-action tabldzatban ke-
resendd string 2,5 - b bit hosszu, akkor harom parhuzamos b bites vektor el-

kiildésével meg tudja ezt tenni, feltéve, hogy 3 < M).

(ii) Egy processzor legfeljebb A darab action mezé médositast hajthat végre par-

huzamosan.

(iii) Egy processzoron legfeljebb IPC (inter-packet concurrency) darab match in-

dithaté minden orajelben.

(iv) Egy processzoron legfeljebb IPC (inter-packet concurrency) darab action in-

dithaté minden orajelben.

Ezen kivill még szamos korlat van (habér ezekkel mar nem fogunk foglalkozni),

példaul:
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(v) Membéria blokkok: Ugyantigy lehetnek TCAM és SRAM tipusi meméridk,
illetve egy memoria blokkra ugyanazok a korladtozasok vonatkoznak, mint az
RMT architekturaban.

(vi) Memdria elérés: Minden érajelben egy match-action tdblahoz tartozé me-

moriablokkhoz legfeljebb egy processzor egy csomagja férhet hozza.

(vii) Crossbar: A processzor és a memoria kozotti informdaciéaramlasért felel a

crossbar, aminek szintén vannak eroforras-korlatai.

A dolgozat soran azonban fel fogjuk tenni, hogy egy processzor (és egyféle meméo-
ria) all rendelkezésre, ezért a megszoritasokat a kévetkezo szekciéban rogton ennek
a fiiggvényében mondjuk majd ki. Az IPC értéke jellemzéen 1 vagy 2 szokott lenni.

A dolgozatban féként az I PC' = 1 értékre fogunk fékuszélni, ugyanis a [4] cikk-
ben a szimulaciok mar azt mutattédk, hogy I PC = 2 esetén az ILP megoldok konnye-
dén megtalaltak az optimalis megoldasokat.

A [4] cikkben az ODG-nek egyetlen iitemezését ismételték P periddusonként,
ugyanis a gyakorlatban egyszertibb tarolni és szdmolni, ha periodikusan ismétlod-
nek a feladatok. Igy egy-egy processzor ciklikus rendezését eltolva P processzorral
orajelenként tudunk egy-egy csomagtovabbitast kezdeni és végezni. Céluk egyrész-
r0l ennek a P periddusnak, mésrészrol az titemezés hosszanak minimalizaldsa volt.
A kovetkezo fejezetben mi is fel fogjuk tenni ezen feltételeket, azonban a végén te-
sziink egy kitérét, és annyit modositunk ezen, hogy meg fogjuk engedni azt is, hogy
egy helyett egyszerre akar k darab titemezést is valtogassunk, amivel javulast lehet

elérni a hatékonysagban.



3. fejezet

Elméleti eredmények

Ebben a fejezetben felépitiink egyre boviilé modelleket azzal a céllal, hogy jobban
megértsiik az eréforras igényiiket, amikor egy P4 programot a dRMT strukturaba
agyaznank be. Minden modell soran megprébaljuk megallapitani a bonyolultsagi
osztalyat, milyen approximéciés algoritmus adhaté ra, vagy milyen approximéciok
adasara nincs esély, ha P# N P.

Minden modelliinkben a P4 programot egy D = (V, E) aciklikus irdnyitott gréaffal
reprezentaljuk, ahol V' =V, UV,,, azaz a csicshalmaz fel van osztva match és action
csucsokra. Az E iranyitott élek a fiiggdségeket reprezentaljak a csuicsok kozott.
Ha az e = (u,v) tove match vagy action cstics, akkor a v cstcs végrehajtasahoz
legalabb AM vagy A A érajelet szitkséges varni az u elkezdése utdan. Tovabba minden
processzor egyszerre legfeljebb M parhuzamos tabla keresést kezdeményezhet, és
legfeljebb A action mez6t moédosithat parhuzamosan. AM, AA, M, A paraméterek
pozitiv egész szamok. (példa: 2.4. dbra)

A [4] cikkben olyan periodikus titemezéseket vizsgalnak, amikor egyetlen csoma-
got ismételnek periodikusan egy processzoron. Ez azzal ekvivalens, hogy a csomag
t,t+P,t+2P, ... 6rajeleiben szereplo csiicsok halmazanak teljesitenitik kell a meg-
felel§ eréforrds (M, A) és késleltetési feltételeket (AA, AM) minden ¢t € {1,..., P}
modulo osztalyra.

BASIC modellben nincs tovabbi megkotés, mint a fentiek, tovabba feltessziik,
hogy minden cstcs szélessége 1. Belathato, hogy ebben a modellben az optimalis P
periédusszam megtaldlhaté polinom idében. (3.4.1. tétel)

IPC1 modellben a BASIC fenti megkétései mellett megjelenik az IPC (Inter-
Packet Concurrency) feltétel, azaz minden érajel legfeljebb IPC (ami ebben a mo-
dellben 1) darab match és action cstcsot indithat. A WIDTH modell annyiban

kiilonbozik a BASIC modelltol, hogy a match és action cstcsok szélességei tetszole-
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ges pozitiv egészek lehetnek. Belathatd, hogy mindkét modell A ?-nehéz, tovabba
nem is kozelitheté meg, kivéve, ha /P =2. (3.4.3. tétel, 3.4.4. tétel) Az IPC1 mo-
dellre azonban megadunk linedris ideji 3-approximaciés mohé algoritmust. (3.5.7.
tétel)

A két modellt egyesitve kapjuk a WIDTH-IPC1 modellt, ami szintén .4 &?-nehéz
és nem kozelitheto meg, kivéve, ha /P =2. Azonban ebben a modellben is meg-
adhaté egy kvazi linedris idejii 4-approximécios mohé algoritmust. (3.5.4. tétel)

Ha az IPC értékét 2-re valtoztatjuk, akkor kapjuk a WIDTH-IPC2 modellt.

A [4] cikkben a WIDTH-IPC1 és WIDTH-IPC2 modellekkel foglalkoztak.

A kovetkez6 két alfejezetben (3.1., 3.2) matematikai eszkozokkel precizen és rész-
letesebben definialjuk a modelleket, majd utana Osszefoglaljuk a dolgozatban sze-
replé eredményeket (3.3). Késobb megvizsgaljuk a modelleket bonyolultsagi oszté-
lyait (3.4), majd pedig approximéciés algoritmusokat adunk kiillonb6z6 modellekre
(3.5). Az utolsé alfejezetben (3.6) elrugaszkodunk attél a feltételezéstol, hogy min-
dig egyetlen csomagot ismétliink periodikusan, és igy vizsgéaljuk az elméleti legjobb
iitemezéseket. Ezzel akar még hatékonyabb iitemezéseket lehetne elérni, habéar az

iitemezések taroldsara tobb memoriara lenne sziikség.

3.1. Matematikai fogalmak

Az alabbi alfejezetben definidljuk a fogalmakat a dRMT modellhez.

Egy dRMT feladatot az aldbbi bemenethalmaz ir le: adott egy D = (V) E)
iranyitott aciklikus graf, ahol a V' cstcshalmaz fel van osztva a V,, és V, match
és action csticshalmazokra. Tovabbé adott egy W : V' — NT szélességi fiiggvény,
AM,AA € N* késleltetési konstansok, M, A, [PC' € NT U {oc} szerkezeti korlatok.

A AM és AA konstansok indukédlnak egy [ : V. — {AM,AA} késleltetési
fiiggvényt minden cstcsra az aldbbi médon: (v,,) = AM és I(v,) = AA minden

U € Vi és v, € V,-ra.

3.1.1. Definicié. Egy tetszdleges S : V' — NT fligguényt iitemezésnek nevezink.
(Itt Nt az drajeleket reprezentdlja.) Ha teljesil még rd az is, hogy minden (i,j) € E
élre l(v;) < S(j) — S(3), akkor megengedett iitemezésnek hivjuk.

Egy megengedett litemezést szeretnénk beagyazni periodikusan tgy, hogy kézben

bizonyos szerkezeti korlatok is teljestilnek. Errdl szol az alabbi definicio:

3.1.2. Definicié. Eqy S megengedett titemezésre és P € NT-re leqgyen S az S; tite-
mezések halmaza, ahol S;(v) := S(v) + iP (ahol i € N). Azt mondjuk, hogy S
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végrehajthato P-periodikus titemezés, ha S minden drajelben a csiucsok kielé-

gitik az erdéforras és IPC korldatot.

« Erdforras korlat, (i) és (ii): Minden match és action csicsnak van egy szé-
lessége, amit a W fiiggvény ir le. Minden érajelben a match és action csicsok
szélességeinek Osszege legfeljebb M és A lehet. Formalisan

VEeNT: > Y W) <M
SES v EVin
S(vm )=t

és ugyanez az action csucsokra.

o IPC korlat, (iii) és (iv): Az [ PC érték egy fels korlat arra, hogy egy érajel-
ben hany ttemezés (avagy csomag) foglalkozhat match illetve action cstcsok-

kal. Formalisan
V¥t € N : #{S € S|Fvm € Vi : S(vm) =t} < IPC
és ugyanez az action csucsokra.

A dRMT feladat kimenetének egy végrehajthaté P-periodikus iitemezésnek kell
lennie, ahol P € N*.

Egy titemezés fontos tulajdonsaga még az iitemezés hossza, ugyanis amellett,
hogy sok csomagot akarunk elvégezni, nem akarjuk azt, hogy egy csomag elvégzése

tal sok idot vegyen igénybe.
3.1.3. Definicid. Legyen T = T'(S) := max,ey (S(v)+1(v)) egy S titemezés hossza.

Amikor egy megengedett S titemezésrol akarjuk eldonteni, hogy 6 végrehajthato
P-periodikus titemezés-e, akkor elegendd az aldbbi feltételt leellendrizni, nem kell
hozzé az § halmazt megkonstrualni és abban leellenérizni a feltételeket. Ugyanez
az allitds megtaldlhaté a [4]-ben is. (3.5. tétel)

3.1.4. Allitas. Legyen P € NT és S egy megengedett itemezés. Az ebbél konstrlt S
pontosan akkor végrehajthato P-periodikus k-iitemezés, ha a S-ben az orajeleket mod

P ekvivalencia osztdlyokra bontva minden ekvivalencia osztdlyra teljesiil az erdforrds
korlat és IPC korldt.

Bizonyitds. Meggondolhaté, hogy az S P-periodikus titemezésben minden ¢ > T'(.S)
érajelben pontosan azon csucsok fognak szerepelni, mint az S titemezés ¢ (mod P)
szerinti ekvivalencia osztdlydban. S minden ¢t < T'(S) 6rajelében pedig ugyanezen
csticsoknak csak egy részhalmaza fog szerepelni. Igy valéban elegendé csak S modulo

osztalyaira vizsgalni az erdforras korlatot és IPC korlatot. O
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3.1.5. Példa. A 2.5. tdblazatban P = 2, igy ha a 0. processzort tekintjik, akkor
elegendd az elsé sorban a pdros, majd pdratlan orajeleket mequizsgalni. Mindketto
teljesiti példaul az IPC =1 korldtot, ugyanis a paros szami orajelekben legfeljebb 1
db orajel tartalmaz match csicsot, és legfeljebb 1 db orajel tartalmaz action csicsot,
valamint ugyanez elmondhaté a pdratlan szami drajelekrdl is. (Ha azonban az A,

csucsot dttennénk a 2-es orajelbe, akkor mar csak az IPC = 2 korldtot teljesitené.)

Elsédleges célunk az, hogy olyan végrehajthatd P-periodikus iitemezést talal-
junk, aminek minél nagyobb a hatékonysaga, azaz minél kisebb P periédussal ren-
delkezik. Masodlagos célunk pedig az, hogy minimalizaljuk T-t. Ezek alapjan az

alabbi modon definialjuk az optimalis megoldasokat:

3.1.6. Definicid.

OPT := min (P ’ S egy végrehajthato P-periodikus dtemezés)
OPTT := min (T(S ) ’ S eqy végrehajthaté P-periodikus ’dtemezés)

3.2. Modellek

Definialjuk a vizsgalt modelleket, melyek egy processzort és egyféle memoriat hasz-
nalnak. Mindegyik modellben legyen M, A € NT és AM,AA € N*.

BASIC: (IPC =)+ (W =1)

Ebben a modellben egy olyan megengedett tlitemezést keresiink, ahol minden
csucs szélessége legyen 1, és minden oOrajelben a csticsoknak teljesitenitik kell az
eréforras korlatot, azaz legfeljebb M és A match és action cstics szerepelhet egy

6rajelben. Azonban egy orajelben akar tobb csomag csicsaival is foglalkozhatunk.

WIDTH: (IPC =)+ (W :V — NT)
Ez a modell annyiban kiilonbo6zik a BASIC modelltol, hogy mostantél egy cstics
szélessége egy tetszoleges természetes szam lehet, és egy orajelbe a match és action

csticsok szélességeinek osszege legfeljebb M és A lehet.

IPC1: (IPC=1)+(W=1)

A BASIC modell feltételein feliil bejon az, hogy egy orajelben legfeljebb egy
csomag csucsaival foglalkozhatunk. A 3.1.4. allitas miatt egy megengedett titeme-
zésben elegendd azt ellendrizni, hogy minden ekvivalencia osztalyban legfeljebb egy

orajelben inditunk match és action csicsokat.

WIDTH-IPC1: (IPC =1)+ (W :V — N*)
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Az el6z6 két modell pluszfeltételeit egybe rakva kapjuk ezt a modellt. Ezt hasz-
naltak a [4] cikkben is.

WIDTH-IPC2: (IPC =2)+ (W :V — Nt)

Annyit médositunk az eléz6 modellhez képest, hogy mostantol egy érajelben
legfeljebb két csomag cstcsaival foglalkozhatunk, azaz IPC' = 2. Ezt a modellt is
hasznélték a [4] cikkben is.

3.3. Elméleti eredmények osszefoglalasa

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk, hogy milyen eredményeket tudunk az egyes mo-
dellekrol.

A BASIC modellben vilagos, hogy az O PT értéke maximum [%1 és PLZ‘"] lehet.
Kideriil azonban, hogy ennek a két értékének a maximuma el is érhet6 egy egyszeri
moh¢ algoritmussal. (3.4.1. Tétel)

Azonban az OPT7T meghatérozasa mar a BASIC modellben is .4 #?-nehéz prob-
léma. Illetve ha béviil a modellink az IPC = 1 feltétellel vagy W : V — Nt
feltétellel, az O PT meghatarozasa maris A4 Z-nehézzé valik.

Belatjuk, hogy WIDTH modell egy specidlis esete ekvivalensek az RMT archi-
tektira 1D1R modelljével [15]. (3.4.3. tétel) Az IPC1 és WIDTH-IPC1 modellek
egy specidlis esete pedig ekvivalens lesz egy ismert iitemezési problémaval. (3.4.4.
tétel)

Megadunk az IPC1 és WIDTH-IPC1 modellekre egy 3- és 4-kozelitd algoritmust
az O PT-ra nézve, melynek futdsi ideje kvazi linedris. (3.5.4., 3.5.7. Tétel)

Osszefoglalva az eredményeket a 3.1. tablazat tartalmazza.

A 3.6. alfejezetben altalanositjuk a problémat a WIDTH-IPC1 modell esetén,
elrugaszkodunk attol a feltételtdl, hogy mindig egy megengedett titemezést agyazunk
be periodikusan. Megengedjiik azt, hogy k darab megengedett iitemezést agyazzunk
be periodikusan, vagy akar végtelen sokat is. Ezen feltételek mellett az optimalis
megoldast OPT-val és OPT-nel jeloljiikk. (Az eddig haszndlt jelolésre igaz lesz,
hogy OPT = OPTy.)

Habar az O PT}, értékek nem feltétlen monoton csokkennek, konnyedén belathato,
hogy OPT, > OPT, > OPT,, minden k € N* értékre, illetve OPT; < 2- OPT,,.
(3.6.22. allités, 3.6.23. allitas)

Megmutatjuk, hogy minden dRMT feladatra létezik K € NT, hogy OPTx =
OPT,,, azonban ez a K tetszolegesen nagy is lehet, ugyanis mutatunk egy példat,



BONYOLULTSAGOK 15

Modell neve: |BASIC| IPC1 | WIDTH |WIDTH-IPC1|WIDTH-IPC2
Bonyolultsag P | NP-nehéz| N P-nehéz| N P-nehéz ?

Rossz hir: Nem

kozelithet6 jobban, OPT 4/3-OPT | 3/2-OPT 3/2-OPT ?

mint ... (, kivéve ha

P=NP)

Jo6 hir: Konstans

kozelithetd

OoPT 3-OPT ? 4.-0PT 8-OPT

3.1. tdblazat. Eredmények Osszefoglalva. Rossz hir: a dRMT bedgyazasi probléma
N P-nehéz még akkor is, ha csak approximalni akarjuk. J6 hir: a BASIC modell
polinomialis idében megoldhatd, a tobbi modell pedig konstans kozelitheté kvazi
linedris id6ben, még az [4]-ben vizsgalt WIDTH-IPC1 és WIDTH-IPC2 modellek is.

aminél OPT} = ... = OPTy_, > OPT}. (3.6.20. tétel, 3.6.21. tétel)

3.4. Bonyolultsagok

Ebben az alfejezetben megvizsgaljuk, hogy az egyes modellek milyen bonyolultsagi

osztalyba tartoznak.

3.4.1. Tétel. A BASIC modellben

o (3], [4])

Tovdbbd megadhato egy végrehajthaté O PT -periodikus tiitemezés O(|E|+|V|) idében.

Bizonyitds. Az OPT alsé becslése konnyen latszik, ugyanis |V,,| match cstcsot kell

bedgyaznunk, amihez sziikséges legalabb [%W

cstcsokat is, kovetkezik, hogy OPT > max ([%W : [MD

orajel. Figyelembe véve az action

A
A masik iranyhoz legyen P := max ([%W , P‘%‘D.
Vegyiik a graf egy tetszéleges vy, va, . . ., v, topologikus sorrendjét, (azaz v,v; € E

esetén i < j). Ezt O(|E| + |V|) id6ben meg tudjuk tenni. Menjiink végig ebben
a sorrendben a cstucsokon és adgyazzuk be a cstucsokat az alabbi médon: Legyen
S(v1) :=1. j > 1 esetén, legyen 0, := max{S(v;) + I(v;) | v;jv; € E}, ha v; befoka
legalabb 1 egyébként §; := S(v;_1). Ha v; € V;,,, akkor S(v;) := min{k > 9§, | #{i :
i < j,v; €V, S(v;) =k mod P} < M}. (Ha v; € V,, akkor hasonléan adddik a
képlet.)

Vegyiik észre, hogy ez egy megengedett iitemezés lesz, tovabba P megvalasztasa

miatt teljesiilnek az eréforras korlatok is.
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Az 6sszes 0; kiszamolasa O(|E|) id6. A v; cstcs esetén S(v;) meghatérozdsdhoz
taroljuk le mindig egy kétirany éllistaban, hogy a 0,1..., P—1 maradékosztalyokra,
mi az el6z6 és kovetkez6 maradékosztaly, ami még nincs tele. Ha S(v;) megtelt, akkor
ennek megfeleléen frissitsitk az el6zo és kovetkezd orajelet, ami még nincs tele az
ilyen tipust csticsokkal. Ilyen médon S(v;) O(1) id6ben meghatarozhaté. Igy az
algoritmus futdsi ideje O(|E| + |V]).

O

Ezzel belattuk, hogy BASIC modellben a minimalis P peri6édusszam meghataro-
zésa P-ben. Azonban OPTT meghatérozasa (azaz a legrovidebb iitemezés hossza)

mar A Z-nehéz probléma, akarmelyik modellt is tekintjiik:

3.4.2. Tétel. Annak eldontése, hogy P, T € N esetén barmelyik 3.2. alfejezetben
definialt modellben létezik-e S végrehajthatd P-periodikus itemezés, gy hogy T(S) <
T, NV P-teljes. Tovdbbd nem létezik 4/3-nél jobban kizelité algoritmus az OPTT -re
nézve, kivéve ha P =N .

Bizonyitds. Specidlis esetként feltehetjiikk, hogy csak match csicsaink vannak és
AM = 1. Tovabba az IPC értéke nem szamit, hiszen csak egy darab S iiteme-
zést keresiink.

Az igy kapott modell pedig egy klasszikus titemezési feladattal ekvivalens,
Plprec,pj = 1|Cinaz, ami pedig visszavezetheté a KLIKK problémaéra. [12] A bizonyi-
tds megtaldlhaté a [14] 3.4.2. tételben, ahol a gépek szdma most M-al egyenls. [

3.4.3. Tétel. Annak eldontése, hogy rogzitett P € N esetén WIDTH modellben
eqy ARMT feladat esetén létezik-e végrehajthato P-periodikus titemezés, NP -teljes
probléma. Tovdbbd nem létezik 3/2-nél jobb kizelitd algoritmus, kivéve ha P=NP.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy csak match csicsaink vannak és AM = 1. A kapott
feladat ekvivalens az RMT problémakor 1D1R modelljével [15]. O

3.4.4. Tétel. Annak eldontése, hogy rogzitett P € Nt esetén az IPC1 és WIDTH-
IPC1 modellekben eqy dRMT feladat esetén létezik-e végrehajthato P-periodikus tte-

mezés, N P-teljes probléma. Tovdbbd nem létezik 4/3-ndl jobban kozelitd algoritmus

az OPT-ra nézve, kivéve ha P=NP.

Bizonyitas. Felteheto, hogy csak match cstcsok vannak és W = 1. Ezért és az
IPC=1 feltétel miatt minden 6rajelben legfeljebb egy iitemezés fordulhat elé. Eb-
bdl kovetkezik, hogy olyan iitemezést szeretnénk talalni, amely legfeljebb P oérajelet

felhaszndlva végez. (Egy titemezés akkor haszndl fel egy érajelet, ha van abban az
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érajelben legaldbb egy cstcsa.) Ha nem taldlunk ilyet, akkor nincs ilyen végrehajt-
hat6 P periodikus iitemezés. Ha taldlunk egy ilyet, abbdl mar konnyen készithetiink
P-periodikus titemezést (példaul a 3.5.3. lemma ezt mondja ki).

Ezzel a problémat visszavezettiik az Plprec,p; = 1|Cap, ami visszavezethet6 a
KLIKK probléméra. [12, 14] O

A nem megkozelithet6ségben a WIDTH-IPC1 modellben tudunk még javitani a
kovetkezoképpen:

3.4.5. Tétel. A WIDTH-IPC1 modell esetén nem létezik 3/2-nél jobban kizelité
algoritmus az OPT-ra nézve, kivéve ha P=NP.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy AM = 1. Ugyantigy, mint a 3.4.3. tétel bizonyitasaban,
most elegendo6 egy iitemezés talalasa, ami minél kevesebb orajelet hasznal fel. Ez
pedig ekvivalens az RMT problémakor 1D1R modelljével [15]. O

3.5. Approximaciés algoritmusok

Ebben a szekcioban megadunk egy 3— és 4—kozelito algoritmust az IPC1 és WIDTH-
I[PC1 modellben. Ehhez el6szor egy 1j fogalomra, az el6iitemezés definialasara lesz

sziikségiink.

3.5.1. Eloutemezés

3.5.1. Definicid. Jelilje A és M az S ditemezésben azon drajelek szamdt, ahol
létezik eqy action illetve match csiucs. Jeldlje N pedig azon orajelek szamdt, ahol

létezik egy match vagy action csics. Formdlisan

A=A(S) = #{n| v, € Va:n =5}
M= M(S):= #{n ‘ v, € Vi, in = S(vm)}
N =N(8):=#{n|IveV:in=50)}

Ha a szovegkornyezetbol egyértelmiien kidertl, hogy mire vonatkozik, akkor
A, M, N-nek fogjuk csak roviditeni.

Minden megengedett litemezéshez hozza szeretnénk rendelni egy olyan tgyneve-
zett elGiitemezést, amiben nem szerepelnek sziinetek, azaz addig nincs iires jaratu
(action és match cstcs nélkiili) érajel, amig az Gsszes match és action cstics nem

szerepelt.
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3.5.2. Definicié. Egy S itemezést nevezzink eléiitemezésnek, ha A(S)+M(S) =
N(S), tovabbd létezik olyan f : {1,2,...,N(S)} — NT szigorian monoton névd
figguény és S" megengedett iitemezés, hogy f(S(v)) = S'(v) minden v € V-re.

Ekkor S’ iitemezést S iitemezés kiterjesztésének nevezziik.

Az el6iitemezés soran nem engedjik meg, hogy egy odrajelbe match és action

csucs is legyen. Vegyiik észre, hogy véges sok elGiitemezés van.

3.5.3. Lemma. Legyen S egy eloitemezés, legyen IPC' = 1 és legyen P :=
max (A, M) . Ekkor P az a legkisebb egész szam, amire tudunk konstrudlni egy S’

végrehajthato P-periodikus titemezést, amely az S eldiitemezés kiterjesztése.

Bizonyitds. Meghatarozzuk az f(1),..., f(N) értékeit. Legyen f(1) := 1. Ha létezik
egy él cstcs befoka S-ben nem nulla, akkor 6 := max{f(S(v))+I(v)|vw € E, S(w) =
i}, egyébként ¢ := f(i — 1) + 1.

fG@):=min{k >6|Aj<i:f(j)=k mod P és
S~1(i), S7Y(j) ugyanolyan tipust }

Vegytik észre, hogy az f(i) minimuméban szereplé halmaz nem az tires halmaz,
hiszen P > M és P > A, igy a korabbi drajelekben az azonos tipust csicsok nem
tudjak lefedni az 6sszes P modulo osztalyt.

Az IPC' =1 korlat miatt az A és M értékek also korlatok, mert egy elotitemezés

kiterjesztésében ugyanannyi érajel tartalmaz match és action csticsot. O]

3.5.2. Eredmények

3.5.4. Tétel. A WIDTH-IPC1 modellben létezik 4-approximdacios algoritmus az
OPT;-re nézve, melynek futdsi ideje O(|V|log(|V|) + |E|).

Bizonyitas. A 3.5.3. lemmat felhasznalva a célunk az, hogy megadjunk egy elotite-
mezést, ahol minimalizéljuk a max(A, M) kifejezést, hiszen a lemma értelmében ez-
utdn mar tudunk max(A, M)-periodikus titemezést késziteni. Megadunk egy moho
algoritmust, amirdl belatjuk, hogy 4-approximéacios algoritmus az elébbi kifejezésre
nézve.

Az algoritmus a cstucsoknak egy V' részhalmazabdl fogja bedgyazni a csicsokat
az oOrajelekbe. Kezdetben legyen V' := V. Jelolje m és a azon match és action
csucsoknak listajat, melyeknek a befoka 0 a V’ altal kifeszitett részgrafban, tovabba

ezen halmazok legyenek szélesség szerint csokkeno sorrendbe rendezve. Egy fazisban
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az algoritmus agyazzon be néhany csicsot m és a listakbdl egy vagy két érajelbe,
majd ugorjon a kovetkezo érajelre és kezdje elolrdl a fazist miutan az m és a listakat
frissitette. Jelolje ¢ a legkisebb fires érajelet.

Jelolje w,, és w, a cstucsok szélességeinek Osszegét rendre m-ban és a-ban. Egy
fazisban csinaljuk a kovetkez6t:

Ha w,, < M /2 ésw, < A/2, dgyazzuk be az dsszes csticsot m-bdl az i-ik érajelbe,
az Osszes csucsot a-bdl az i+ 1-ik érajelbe. Ugorjunk a kovetkezo orajelre: i := i +2.

Ha w,, > M/2 és w, < A/2, akkor 4gyazzuk be mohén m csicsait, amig csak
lehet, és ugorjunk a kovetkez6 fazisba és a kovetkezo érajelre.

Hasonléan, ha w,, < M/2 és w, > A/2, dgyazzuk be mohén a csicsait, amig
csak lehet, és ugorjunk a kdévetkezo fazisba és a kovetkezo orajelre.

Végiil, ha w,, > M /2 és w, > A/2, akkor tetszéleges valaszthatunk m és a koziil
és agyazzuk be jra mohon az i-ik érajelbe, gy mint az el6bb.

Lassuk be, hogy ez 4-approximacios algoritmus. Osszuk fel az érajeleket négy
csoportra: jelolje HF,, és HF, azon oOrajeleket, melyek legalabb félig tele vannak
match, illetve action csicsokkal. Hasonléan, jelolje N H F,,, és N H F, azon orajeleket,
melyek nincsenek félig tele. Vegyiik észre, hogy [NHF,,| = [NHF,| és NHF,,[j] =
NHEF,[j] - 1.

Felteheto, hogy M > A. A 3.5.3. lemmébdl azt kapjuk, hogy a kapott PS
el6iitemezésbol konstrualhato egy S végrehajthatd P-periodikus iitemezés.

Jelolje P, az optimalis periédust a problémara.  Tudjuk, hogy P, >
Svev,, W(v)/M. Mivel

S W)M=Y W()/M 2 |HE|/2,

vEVm, vEPS—1(HFy)
igy azt kapjuk, hogy |HF,,| < 2P,.
3.5.5. Allitas. Minden v bedgyazott csiicsra N HF,,[i)-ben vagy NHF,[i]-ben (i >
2) létezik egy 1t eqy csicsbol a N HF,,[i — 1]-b6l vagy NHF,[i — 1]-bél a v-be.

Bizonyitds. Vizsgaljuk azt a fazist, amikor a NHF,,,[i —1] és N H F,,[i — 1] 6rajelekbe
frunk. Vegytik észre, hogy ekkor minden csiics V'-ben elérheté a NHF,,[i — 1]-bél
vagy NHF,[i — 1]-bél. O

3.5.6. Allitas. Létezik egy legaldbb |NHE,,| hosszi it a D grdfban.

Bizonyitds. Alkalmazva a 3.5.5. allitdst visszafelé tetszdleges vnpp,, bedgyazott
csucsra NHF,,[|NHF,|]-ben vagy NH F,[|NHF,,|]-ben kaphaté egy Gt v\nmr,,|-1-



APPROXIMACIOS ALGORITMUSOK 20

bél, ami NHF,,[|NHF,,| — 1]-be vagy NHF,[|NHF,,| — 1]-be van bedgyazva, stb.

Ezen utakat osszekapcsolva megkapunk egy P utat, amivel az allitast igazoltuk. [

Vegyiik észre, hogy barmilyen @ ttra [V (Q)NV,,| < P, és |V(Q)NV,| < P, igy
V(Q)| < 2P,. Ezért INHE,| < |V(P)| < 2P, ésigy | M| = |HE|+|NHE,| < 4P,,
ami bizonyitja a tételt.

Konnyen meggondolhatd, hogy az algoritmus futési ideje O(|V]log |V|+|E|). O

Algoritmus 1: WIDTH-IPC1 modell moh¢ algoritmusa (3.5.4. Tétel)
Input: ODG D = (V,E); W:V = Nt; M, A
Output: PS:V — Nt
begin

1 =1LV =V
2 while V' # () do
3 a := list of action nodes with 0 indegrees, descending order of width
4 m :=list of match nodes with 0 indegrees, descending order of width
5 w, := sum of widths in a
6 Wy, = sum of widths in m
7 current__usage := 0
8 if w,, > 1/2M and w, > 1/2A then
9 L Go to line 12 or 19
10 if w, > 1/2A4 and w,, < 1/2M then
11 L Go to line 19
12 while m[0] +current_usage < M do
13 current_ usage += m/[0]
14 PS[m[0]] := ¢
15 V=V {m[0]}
16 m :=m — m/[0]
17 i=i+1
18 if w,, > 1/2M then
L continue
19 while a/0]+current_usage < A do
20 current_usage += a[0]
21 PS[a[0]] :=1
22 V=V \ {a[0]}
23 a:=a — al0]
24 ti=1+1
25 return PS

3.5.7. Tétel. A IPC1 modellben létezik 3-approrimdcids algoritmus, melynek futdsi
ideje O(|V] + |E|).
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Bizonyitas. Lehet ugyanaz az algoritmusunk, mint a 3.5.4. tételben szerepl6 algo-
ritmus annyi moédositassal, hogy nem sziikséges a w és a elemeket szélesség szerint
csokkend sorrendbe helyezniink, ezzel a futési idénk lecsékken. Tovabbd az M /2 és
A/2 helyett a limitek legyenek M és A, azaz ha meg tudunk teliteni egy orajelet
match vagy action cstcsokkal, akkor telitsiink meg és ugorjunk a kovetkezo fazisra,
egyébként pedig agyazzuk be az 6sszes match és action cstucsot a kévetkezo két ora-
jelbe. Jeloljik F,-mel és F-val a tele 1év6 orajeleket. Ekkor egy élesebb becslést is
felirhatunk |F,,| < P,, ami 3-approximaciét ad. O

3.5.8. Tétel. A WIDTH-IPC2 modellben létezik 8-approzimdcios algoritmus, mely-
nek futdsi ideje O(|V|1log(|V'|) + | E|).

Bizonyitds. Jelolje P* és Py az optimalis értéket a WIDTH-IPC1 és WIDTH-
IPC2 modellekben ugyanazon feladat bemenetek mellett (kivéve I PC' értékét). Mi-

vel egy végrehajthato P-perodikus titemezés a WIDTH-IPC2 modellben attranszfor-
malhato egy végrehajthaté 2 P-periodikus iitemezéssé a WIDTH-IPC1 a modellben,

gy PP < 2Pg%. Jelolje P* a 4—approximaciés algoritmus &ltal adott titemezést
WIDTH-IPC1 modellben (3.5.4. Tétel). Ekkor P* < 4P"" < 8Ps*". O

3.6. Tobb iitemezés beagyazasa

Altalanositsuk a problémét olyan médon, amibél jobban 1atszik, hogy hogyan lehet
processzorunkat a leheto legjobban kihasznalni. Ne feltétleniil egy darab titemezést
ismételjiink periodikusan, hanem engedjiink meg tobb iitemezés periodikus ismétlé-
sét is. Sot, akar el is engedhetjiik a periodicitast, azaz feltessziik, hogy végtelen sok
iitemezéstink lehet a beagyazasban.

Ha példaul tekintjik a 3.2. dbran 1év6 grafot, akkor az eddigiek alapjan P = 2
lenne a legjobb megoldas. Azonban ha két iitemezést agyazunk be periodikusan,
akkor az optimélis megoldas P = 4 helyett P = 3 lesz, ezzel a hatékonysagot 33%-al

novelve, ahhoz képest, ha csak egy litemezést ismételnénk periodikusan.

3.6.1. Matematikai fogalmak

3.6.1. Definici6. Utemezések eqy k elemd halmazdt, ahol k € N* U {cc}, k-
ttemezésnek nevezink. Jelolés: S. FEgy S k-iutemezést megengedett k-

ttemezésnek hivunk, ha minden S € S titemezés megengedett titemezés.

3.6.2. Definicié. Egy megengedett iitemezést végrehajthato titemezésnek neve-

ziink, ha minden orajelben a csicsok kielégitik az erdforrds korlatot. Egy S meg-
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Orajel: 0 |1 |2
M

1. itemezés: | Ay ! A,
M,

) . A
2. ltemezés | M M;
Ay

() (b)

3.2. dbra. P = 4 helyett P = 3 periédusszam is elérhetd ennél a grafnal, ha két

iitemezést agyazunk be periodikusan.

engedett k-itemezést (k € NT U oo) végrehajthatd k-iitemezésnek nevezink, ha

minden S € § titemezés végrehajthato titemezés, tovdbbd S kielégiti az I PC' korldtot.

A dRMT feladat kimenetének egy végrehajthatd k-titemezésnek kell lennie, ahol
k € NT U oo. Ahhoz, hogy meg tudjuk fogalmazni a célfiiggvényiinket, vezessiik be

az alabbi definicidkat.

3.6.3. Definicid. Legyen CT(S,t) := #{S|S € S§;Yv € V : S(v) + l(v) < t} a
végrehajtott feladatok szima a t-ik idopillanatban S-ben.
Egy végrehajthato iitemezés hatékonysagat definidljuk a kévetkezoképp.

CT(St)

3.6.4. Definicié. Legyen S egy oco-iitemezés. Legyen Q(S) := lim sup,cy+ ——;

az

S hatékonysdga.

Ez lényegében azt fejezi ki, hogy hény feladatot tudunk elvégezni egy id6egység
alatt, ha kell6en sok ideig fut a processzorunk.

A kovetkez6 definicié a 3.1.2. definicié altaldnositdsa k-iutemezésekre.

3.6.5. Definicié. Legyen k,P € Nt és S = {S1,...,Sk} egy megengedett k-
titemezés. Legyen 8" := (Spm|n < k,m € N), ahol S, m)(v) := Sy (v)+m-P. Ekkor
S titemezést végrehajthaté P-periodikus k-iitemezésnek nevezziik, ha S’ eqy

végrehajthato co-itemezés. Tovabbd ennek a hatékonysdga legyen Q(S, P) = Q(S').

Vegyiik észre, hogy Q(S,P) = %, hiszen ¢ € N esetén CT(S',(P) < lk <
CT(S',T(S)+ LP), tovabba a CT figgvény monoton né a masodik viltozdjaban.
A 3.1.4. allités is altalanosithaté (lényegében ugyanazzal a bizonyitassal) az alab-

bi modon:
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3.6.6. Allitas. Legyen k, P € N* és S ={Sy,..., Sk} egy megengedett k-iitemezés.
S pontosan akkor végrehajthato P-periodikus k-itemezés, ha az orajeleket mod P

ekvivalencia osztdlyokra bontva minden ekvivalencia osztdlyra teljesil az erdforrds
korlat és IPC korldt.

Célunk az, hogy olyan végrehajthaté titemezést taldljunk, aminek minél nagyobb
a hatékonysaga, azaz minél kisebb periddussal rendelkezik. Ezek alapjan bevezetjiik

a kovetkezd definicidkat.

3.6.7. Definicié.

1
OPTy := mi S ‘grehajthato P-periodikus k-1t d
k= min (Q(S,P) | eqy végrehajthato P-periodikus k- emezes)
OPT,, := inf S eqy végrehajthato oo—z'itemezés)
(Q(S) ‘

R

den fix k-ra létezik egy trivialis k(|V,,| 4 |Va|)-periodikus k-litemezés, és (szintén fix

1
[Vin|+|Val

Osszhangban van a korabbi definiciéval, azaz OPT = OPT).

k esetén) véges sok (P, k) par van, ahol % > Azt is vegyiik észre, hogy ez

3.6.8. Megjegyzés. Ha létezik végrehajthato P-periodikus k-tiitemezés, akkor
OPT,, < P/k. Hasonléan Vk € N* : OPT,, < OPTy.

3.6.2. Bonyolultsagok
A kovetkezo tétel a 3.4.1. tétel Altaldnositdsa k-uitemezésekre.

3.6.9. Tétel. A BASIC modellben

e ABCD)

k Y
ha k € NT, illetve
[Vin| [ Val
OPT,, = oml el
max( v

Tovdbbd k € NT esetén megadhats eqy O PTy-periodikus k-itemezés O(|E| + k|V|)

idoben.

Bizonyitis. Az OPT), pontos értékének bizonyitasa megegyezik az OPT; pontos
értékének bizonyitasaval (a 3.4.1. tétel), annyi a kiillonbség, hogy most a k darab

iitemezést vessziik sorban és agyazzuk be mohon az érajelekbe.
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Legyen k := M - A, ekkor OPT,, < OPT}, = max (IVmI @)

M A
Az OPT,, als6 becsléséhez vegyiik észre, hogy t drajel alatt a match csicsok

szélességeinek Osszege maximum tM lehet, az action cstcsoknal pedig tA. Ebbol

ers<mn (|| 2])

1 <|vmw Vi

azt kapjuk, hogy

amibdl

M ?

OPTw:m—szmaX
t

|

)

Az IPC = 1 modellek (IPC1, WIDTH-IPC1) esetén is atmegy a bizonyitdsa
a 3.4.4. és 3.4.5. tételeknek, ha egy fix k € N esetén az OPT), értékét tekintjuk.

[]

3.6.10. Tétel. Annak eldontése, hogy rogzitett k, P € N esetén az IPC1 modell-
ben eqy ARMT feladat esetén létezik-e végrehajthato P-periodikus k-iitemezés, NP -
teljes probléma. Annak eldontése is NP -teljes, hogy létezik-e S végrehajthaté oo-
itemezés, amelyre Q(S) < . Tovdbbd ¢ € N* U {oo} esetén nem létezik 4/3-ndl
jobban kézelité algoritmus az O PTy-re nézve, kivéve ha P=NP.

3.6.11. Tétel. ¢ € NT U {oo} esetén WIDTH-IPC1 modell esetén nem létezik 3/2-
nél jobban kézelité algoritmus az OPTy-re nézve, kivéve ha P=NP.

3.6.3. Periodicitas

Célunk, hogy belassuk a 3.6.20. tételt. Ehhez szamos definiciéra és lemmara lesz
sziikségiink. Eloszor is bizonyos tUtemezéseket ekvivalensnek akarunk tekinteni, igy

vezessiik be a kovetkezd definicidkat:

3.6.12. Definicié. Egy S végrehajthato titemezést minimadlis iitemezésnek ne-
veziink, ha nem létezik olyan S’ végrehajthats ditemezés, amire A* < A M’ < M
vagy A" < A, M' < M.

3.6.13. Definicid. Legyen A, M € N*. Ekkor a
C(A,M) = {S/ végrehajthato ttemezés ‘ A=A M = M}

halmazt iitemezési osztdlynak (vagy roviden csak osztdlynak) nevezzik. Azt
mondjuk, hogy az S titemezés haszndlja az C(A, M) osztdlyt, ha S N C(A, M) # ().
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Vegytik észre, hogy véges sok minimalis titemezési osztaly.
Azt mondjuk, hogy S végrehajthato k-iitemezés hasznalja az S el6ilitemezést,
ha létezik olyan S’ € S iitemezés, az S eléiitemezése kiterjesztése. Igy mér a 3.5.3.

lemma is altaldnosithaté az aldbbi mdédon:

3.6.14. Lemma. Legyenek Si,..., Sk eloutemezések, legyen IPC =1 és legyen

k k
P := max <Z A, ZMZ> )
=1 =1

Ekkor P az a legkisebb egész szam, amire tudunk konstrudlni eqy S végrehajthato P-
periodikus k-titemezést, amely csak az Sy, ..., Sy elotitemezéseket hasznalja, raaddsul

mindegyiket pontosan eqyszer.

Bizonyitds. Vegytlik sorban S, ..., S; eldiitemezéseket és csinaljuk ugyanazt, mint
a 3.5.3. lemmaban. O

Ha adottak az Si, Sy elGiitemezések ugy, hogy A; < M; < M,, akkor tudunk
konstrualni egy végrehajthatéo M;-periodikus 1-iitemezést, azonban az utébbi 3.6.14.
lemma miatt nem tudunk konstrualni P-periodikus k-iitemezést gy, hogy % < My,
amely kizarolag az Sy, S, el8iitemezéseket hasznalja. Igy elegendd az alabbi esetet
vizsgalni:

3.6.15. Lemma. Legyen Si,Sy eldiitemezés és tegyiik fel, hogy Ay, My < My és
Ay, My < As. Legyen

P L A2M1 - A1M2
" Inko(M; — Ay, Ay — My))’

illetve

L o— Ml—A1+A2—M2
T lnko(M1 - Al; A2 - MQ)

Tudunk olyan végrehajthato P-periodikus k-titemezést konstrudlni, mely kizdrdlag

az S és Sy eloitemezéseket haszndlja, azonban nmincs olyan végrehajthato tteme-
z€s, melynek a hatékonysdiga k/P-nél jobb lenne. Tovdabbd, minden végrehajthato
P’ -periodikus k'-iitemezésnél, aminek a hatékonysdga k/P és kizdrolag az Sy és Ss

elbiitemezéseket haszndlja, P’ = nP és k' = nk, ahol n € NT,

Bizonyitds. P € NT, mert

(My — Ay) My + (Ay — My) M, _

P =
hlkO(Ml - Al; A2 - Mg)
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o (My — Ay)As + (Ay — Ma) Ay
N lnko(M1 — Al, A2 — Mg) .

Ao — Mo M —Ay
Inko(M1—A1,A2—Ma Inko(M1—A1,A2—Ma

nyat. A 3.6.14. lemma miatt tudunk egy S végrehajthaté P-periodikus k-iitemezést

Vegytink S;-nek ] darab, mig Ss-nek ] darab példa-

konstrualni, hiszen azt kapjuk, hogy M = P = A.
Vizsgaljuk azt az esetet, amikor Si-nek c¢; példanyat, So-nek pedig ¢y példanyat

vessziik. Szimmetria okok miatt feltehetjiik, hogy
ClAQ + CgAl < oMy + c1 M.

Azt kell belatnunk, hogy

B < max(clAz + CQAl, CQMl + ClMg) . CQMl + Cle
E — c1+ co cp+ecp

c sz

majd egyszeriisitsiink. Atrendezés utdn azt kell kapnunk, hogy
(A2 — MQ)(Ml — Mg)Cl S (Ml — Al)(Ml — MQ)CQ.

Mivel My > My ezért leoszthatjuk mindkét oldalt M, — Ms-vel. Atrendezés utén

megkapjuk a feltételezésiinket. Egyenloség pedig pontosan akkor van, ha c¢; és ¢y az

As— Mo éS Mi—Aq
Inko(M1—A1,A2—M>) Inko(M1—A1,A2—M>)

tObbszorose. O

3.6.16. Lemma. Legyen S eqgy végrehajthato P-periodikus k-titemezés. Ekkor tu-
dunk konstrudlni eqy S" végrehajthato P-periodikus k-titemezést, amely csak mini-

malis ttemezésekbol dll.

Bizonyitas. Minden nem minimalis elGiitemezést cseréljiink ki minimalis el6titeme-
zésre. A 3.6.14. lemma miatt ez is egy végrehajthaté P-periodikus k-litemezés lesz,
ugyanis
k k k k
max (Z ALY MZ> > max (Z AL M{)
i=1 =1 =1 =1
és ha tudunk ttemezést konstralni P periédussal, akkor minden P’ > P-re szintén

tudunk iitemezést konstrualni P’ periédussal. O]

3.6.17. Lemma. Legyen &1 eqy végrehajthato Pi-periodikus ki-titemezés, amely
c > 2 darab minimalis titemezési osztalyt hasznal. Ekkor tudunk konstrudini egy
Sy végrehajthato Ps-periodikus ko-titemezést, amely legfeljebb ¢ —1 minimadlis titeme-
2€s1 osztalyt haszndl, tovdbbd Py/ky > Py /ks.
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Bizonyitas. Tegytik fel, hogy minden minimalis titemezési osztalyra A < M. Ekkor
legyen S egy iitemezés abbdl az osztalybol, ahol M miniméalis. Az IPC =1 felté-
tel miatt teljesiilnie kell annak, hogy M < P;/k;. Azonban a 3.6.14. lemma miatt
konstrualhaté egy S M-periodikus 1-titemezés. Ez kizardlag egy osztalybol tartal-
maz iitemezést. Amennyiben A > M minden osztalyra, akkor ugyanez az érvelés
elmondhatd.

Igy feltehetjitk, hogy létezik két minimalis titemezési osztaly, melyre A; < M,
illetve Ay > M,. Legyen fi := Ay — My, fo := My — Ay, és legyen S; egy minimalis
iitemezés az i-ik osztalybol. Vegyiink Si-nek f; darab, S;-nek f, darab példanyat.
A 3.6.14. lemma miatt tudunk egy Sy végrehajthaté Pr-periodikus ko-litemezést
konstrualni, ahol Py := fi M+ foMs = AsMy— A1 My = f1 A1+ foAs és ko := f1+ fo.

Ha P)/k; > P,/ky, akkor készen vagyunk, mert Sy két osztalybdl tartalmaz
csak ttemezést. Tegytk fel, hogy P/k; < P2/ks. Ekkor e; jelolje azt, hogy hany
litemezést tartalmaz Sy az i-ik osztalybdl, ahol 1 < i < ¢. (Azaz -7 e; = ky.)
Tegyiik fel, hogy eifa < eafi. (A maésik esetben ugyanez az érvelés elmondhat6
lesz.) Si-nek vegyiik 0 darab, Se-nek es f1 — eq fo darab, S;-nek 3 < i < ¢ esetén fie;
darab példanyat. A 3.6.14. lemma miatt tudunk konstrualni egy S3 Ps-periodikus
ks-utemezést, ahol Py := f1 P, — e1 P és ks := fik1 — e1 f1 — e1 fo.

Azt kell belatnunk, hogy

PP _ fiPi—eiPs
ki = ks fiki—eifi —eifo

ami igaz, mert atrendezés és egyszeriisités utan azt kapjuk, hogy Pi/k1 < Py /ks.

Ss legfeljebb ¢ — 1 osztalybdl tartalmaz iitemezést, mert 0 példanyt vettiink
S1-bol, igy készen vagyunk. n

3.6.18. Megjegyzés. Nem precizen megfogalmazva vettik Si-nek fi példanyadt, és
kitoroltink Sy-nek ey darab példdnydt, aminek a hatékonysdaga rosszabb volt az Sy

hatékonysagdandl.

3.6.19. Kovetkezmény. A WIDTH-IPC1 modellben minden dRMT problémdra a
K := argming y+ OPT}, jol definidlt, illetve OPTx megkonstrudlhato legfeljebb 2

minimalis titemezési osztaly segitségével.

Bizonyitds. A 3.6.16. lemma miatt elegend6 azon iitemezéseket vizsgalni, melyek ki-
zardlag minimalis titemezési osztalyokat hasznalnak, tovabba a 3.6.17. lemma miatt
leredukaltuk a problémat arra, amikor amikor legfeljebb két minimalis titemezési

osztalyt hasznalhatunk. Mivel véges elotitemezés illetve elGiitemezési parok vannak,
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tovabba a 3.6.15. lemmabdl tudjuk az optimdlis megoldast ezekre, ezért ezen vé-
ges sok eset kozil kivalasztva a legjobb hatékonysagit megkapjuk a K értékét, sot,
O PTy-ra konstrukciot is kapunk. O

3.6.20. Tétel. A WIDTH-IPC1 modellben minden dRMT problémdra létezik eqy
K, hogy OPTx = OPT,..

Bizonyitds. Tegyuk fel, hogy OPT,, < OPT), minden k € NT esetén. Specidlisan
OPT,, < OPTyg ahol K a 3.6.19. kovetkezmény szerint legyen definidlva. Az OPT,,
definicidja miatt léteznie kell egy S végrehajthatd co-iitemezésnek gy, hogy ﬁ <
OPTyg. A hatékonysag definici6ja miatt létezik egy olyan P, amely oszthatd K-val és
% < OPTg. Azon iitemezéseket véve, amelyek a P-ik érajelben készen vannak,
konstrudlhaté egy P-periodikus k-litemezés, aminek a hatékonysaganak reciproka

kisebb, mint O PT, ami ellentmond K definici6janak. O

Ez jo hir, hogy mindig talalhaté egy P-periodikus K-litemezés, amely tényleg
az elméleti minimum. Azonban nem jé hir, hogy ez a K akarmilyen nagy is lehet

(természetesen graftol fiiggben), errél szol a kovetkezo allités:

3.6.21. Allitas. Legyen M = A = 2, AA = AM = IPC = 1. Ekkor minden
2 <k < o0 esetén létezik eqy D = (V, E) graf, ami esetén
1
OPT, =OPT, =-+- = OPTiy = (1+ 57— ) OPTi.
Bizonyitds. Vegyiik a kovetkezé aciklikus grafot (3.3. dbra):
Vi = URE{Mi}, Vi = U {Ai} és
E = UZH{ (M, Migr), (Migio1, Migi), (As, Air) } U {(My—1, Ar), (Ao, My}

®

3.3. abra. 3k — 2 csucsu graf, amely esetén OPT, = ... = OPT,_1 > OPT}

Ekkor két minimalis titemezési osztaly van: S; és Sy, ahol A(Sy) = k—1, M(S;) =
2k — 2 és A(S2) =k, M(S;) = k — 1. (3.4. tdblazat)

A 3.6.15. lemmabdl tudjuk, hogy OPT), = k — %, amit ugy kaphatunk, hogy
egyszer az els6 és k — 1-szor a masodik minimalis titemezési osztalyt vessziik. Ezzel

szemben koénnyen ellenérizheto, hogy OPTy; = ... = OPT),_; = k. O
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Orajel: | 1 | 2 |...| k1 k| k+1]...] 2k-2 | 2k-1
A A A
Si: M, | M, My 0 2 it Moj—o
Ay M, Moy_3
M M. M,
Sy: Ay ' h 2 Ay Ao Aga
M, Moy_3 | Map_o

3.4. tablazat. A két minimalis iitemezési osztaly a 3.3. dbra esetén.

3.6.22. Allitas. Mindegyik modellben minden dRMT problémdra OPTs, < OPT) <
OPT; tetszbleges k € NT esetén.

Bizonyitas. OPTi-hez tartozik egy S O PT-periodikus 1-iitemezés, ezt k-szor megis-
mételve tudunk késziteni egy S’ k-OPT)-periodikus k-litemezést tetszdleges k € N*-
ra, igy OPT, < OPT,. OPT, < OPT} nyilvanvalo, hiszen minden k-iitemezés defi-

nial egy oo-iitemezést, melynek hatékonysaga ugyanannyi, mint a k-titemezésé. [

3.6.23. Allitas. A WIDTH-IPC1 modellben minden dRMT problémdara 2-OPT,, >
OPT;.

Bizonyitds. Vegyiink egy tetszoleges & oco—iitemezést. Ekkor az IPC = 1 feltétel
miatt minden S € S-re A(S) > OPT) vagy M(S) > OPT), kiilonben létezne
OPT;-nél kisebb periodikus 1-iitemezés. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy 2 - OP%Tl >
CT(S',t), ugyanis az [ PC = 1 feltétel miatt egy érajelben legfeljebb egy iitemezés

foglalkozhat match csicesal és legfeljebb titemezés foglalkozhat action cstiicesal. [



4. fejezet
Szimulacidok

A [4] cikkben taldlhat6 egy szimuldciés program példakkal egytitt, ami segitségével
létre lehet hozni WIDTH-IPC1 és WIDTH-IPC2 dRMT iitemezéseket.

A szimulacidjuk roviden osszefoglalva a kévetkez6képp néz ki: Rogzitenek egy
P periédus értéket, és egy végrehajthatd iitemezést keresnek minimalizalva a be-
agyazas hosszat, T-t. Lefuttatnak tobbféle heurisztikat erre a P értékre, igy egy
végrehajthato, vagy majdnem végrehajthaté titemezést kapva. Ezutan felirnak egy
IP feladatot, aminek a kezdeti értékének beadjak a legjobb heurisztikat, majd egy
IP megoldén futtatjak a feladatot egy ideig. (Kizardlag olyan megoldast keresnek,
ahol az iitemezés hossza nem nagyobb, mint a kritikus Ut hosszanak mésfélszerese.)
Ha nem talal végrehajthato iitemezést, akkor nagyobb P-vel probalkozik, ha talal
végrehajthaté titemezést, akkor kisebb P-vel probalkozik. A megfelel6 P értéket
pedig binaris kereséssel keresik meg. Kezdetben P-re megadhaté egy trividlis alsé
korlat, amit a szélességek osszege és A, M értékek hatdroznak meg.

A dolgozatban kétféle javitassal is prezentalunk: egyrészrél megadtunk egy jobb
heurisztikat (3.5.4), amirél bizonyitott, hogy konstans kozelit6 algoritmus. Masrész-
rol ha csak annyi a célunk, hogy egy végrehajthato titemezést keressiink, a 1" hossza
nem annyira szamit, akkor arra jobb mddszer is van. Az IP felirds sordn, (vagy az
rnd_sieve algoritmus sordn) ha feltessziik, hogy AA = AM = 1, akkor lényegesen
kevesebb paramétere lesz az IP felirasnak, igy az I[P megold¢ is gyorsabb lesz.

A futési id6ket egy kozonséges szamitdégépen mértitk 64 GB RAM-mal 24 szalon
2,40 GHz-en. A programkéd elérhetéek az aldbbi oldalon: https://github.com/
fraknoiadam/drmt.

A [4] cikk programkddjdban szdmos médositast végre kellett hajtani, hogy meg-
kapjuk a kivant eredményeket, tovabba implementaltam a 3.5.4. tételben szereplo

algoritmust.


https://github.com/fraknoiadam/drmt
https://github.com/fraknoiadam/drmt
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Szamos szimulaciot harom valédi, switch.p4 [2] programbdl generdlt grafon vizs-
galtuk: Ingress, Egress és Combined (Ingress+FEgress), ahogy azt a [4] cikkben is

hasznaltak.

4.1. Utemezés hossza

Megvizsgaltuk, hogy a harom grafon kilénbo6z6 P értékek mellett milyen végrehajt-
hat6 titemezést lehet generdlni, aminek hossza (T') minél révidebb, és ezt mennyi
id6 alatt lehet megtaldlni. Az eredmények megtalalhatok a 4.1. tablazatban. Azt
tapasztaltuk, hogy futasi idék nem névekedtek meg drasztikusan az Egress grafot
kivéve. Illetve azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy az alacsonyabb P érték nincs

szignifikans hatassal a legkisebb hosszra, ami elérheto.

H Egress Ingress Combined

P 11 |12 | 13 || 17 | 18 | 19 || 21 | 22 | 23
optimdlis Tp || 217 | 208 | 206 || 245 | 246 | 244 || 243 | 244 | 243
idé [mp] 1203 | 76 [107| 106 | 59 | 23 || 118 | 25 | 109

4.1. tablazat. P vs T: Alacsonyabb P periédusérték érték nem okoz magasabb Tp

hossz értéket.

4.2. P periédus minimalizalasa

Ebben a fejezetben Osszehasonlitjuk a kiilonbo6zé algoritmusok milyen jo P perio-
dus értékeket taldlnak meg. Minél kisebb P periédus minél nagyobb hatékonysagot
jelent. Egyrészrol vizsgaljuk a [4] cikkben szereplé dRMT modellhez tartozé ILP
megoldot, masrészrol szintén ebben a cikkben szerepl6 rnd_sieve algoritmust, tovab-
ba mi mohé algoritmusunkat (3.5.4. tétel). A legjobb P értékeket és futasi idejiiket
a 4.2. tablazat tartalmazza. Ugyanezen eredményeket tartalmazza a 4.3. dbra, csak
most az ILP megoldé eredményéhez tekintjiikk, hogy milyen jo teljesitményti a két
heurisztika.

Rnd_ sieve. Lerogzitenek egy fix P periédust és itt keresnek egy végrehajthato
iitemezést. Egy futtatas soran vesznek egy topologikus sorrendet, majd egyesével
megprobaljak bedgyazni a cstucsokat P-periodicitassal. Mindig veszik a legkisebb
érajelet (vagy idénként az uténa 1évét), ahova bedgyazhatjak a cstcsot. Ezen kiviil

tobb trikkkot bevetnek, hogy minél tobb véletlent belevigyenek az algoritmusba. Ha
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Egress Ingress Combined

Graf V| = 104 V| = 224 V| = 328
Algoritmus |E| = 291 |E| = 930 |E| = 1221

P | tfmp] | P | t[mp] | P | t[mp]
[4] rnd__sieve 13 0,36 21 1,78 28 1,65
3.5.4. Tétel algoritmusa 13 | 0,007 19 0,28 23 10,5
[4] ILP 11 0,13 17 3,4 21 30,6
ILP altal adott alsé becslés 7 - 15 - 21 -

4.2. tablazat. Legjobb P értékek és futési idejiik kiilonboz6 algoritmusok esetén

nem akadnak el az eréforras feltételek miatt, akkor ezzel egy jo bedgyazast kaptak.
Elonye ennek az algoritmusnak, hogy I PC' = 2 esetén is miikodik. Az algoritmus
futtatdas soran, AA = AM = 1 késleltetési fuggvényeket vettiik, ezzel is gyorsabbd
téve az algoritmust.

Moh¢ algoritmusunk. A mi algoritmusunk soran nem rogzitjik le P értékét,
hanem azt majd az algoritmus végén kiszamoljuk, hogy milyen P értéket kapnank
ebbdl az IPC = 1 korlatot is figyelembe véve. Az algoritmus soran itt is lehet
hasznalni véletleneket, példaul topologikus sorrend vételével is. Hatranya az algo-
ritmusunknak, hogy felteszi az I PC' = 1 korlatot.

[4] ILP. A cikkben kétféle ILP felirdst hasznalnak. Egyrészrél megadtik a
dRMT probléma egy felirasat, masrészrél még az RMT problémakornek is egy felira-
sat, amibol generalhato egy dARMT megoldas, habar ez nem feltétlen lesz ugyanolyan
jo, mint az el6bbi ILP felirds dltal adott megoldas. (A hérom graf esetén mindkettd
ILP ugyanazt az optimalis P értéket adta, azonban kisebb grafoknal az sokszor nem
igaz.) Jelen futasi id6k esetén az RMT-hez tartoz6 ILP felirast vettem.

Az Egress és Ingress grafnal is van egy 57% és 13%-os lyuk, ahol nem tudjuk az
optimalis P értéket. Ennek meghatarozasa reménytelennek tiinik, az ILP-t futtatva
tobb, mint 24 6ran at sem kaptunk jobb als6 vagy felsé becsléseket ezen grafokra.

A mi mohd algoritmusunkat a véletlen eseményekkel felhasznélva 1000-szer fut-
tattuk le a hdrom gréfon (Egress, Ingress, Combined). Az eloszlasuk a 4.4. dbran
lathatoak. Az atlagos futasi id6 7 ms, 24 ms és 41 ms volt. Ebbol azt kapjuk, hogy
a legjobb P érték megtalalasa varhaté értékben 0.007, 0.28 és 10.5 masodperc volt.
Ezzel szemben az rnd_sieve algoritmus atlagos futasi ideje a harom grafon, amig
talalt egy jo megoldast az adott tablazatban szereplé P értékre 0.36, 1.78 és 1.65

masodperc volt.



P PERIODUS MINIMALIZALASA 33

22()() | |
B Fels6 becslés HEILP 7 Mohé algoritmusunk!!frnd sieve

150 | 727 i

100 - 7

N
N
N

L 277
7277

777
777
277
777
277
777
277
777
777
777
777
777
777
277

%-a a legjobb ILP eredménynek

T
Ingress Combined

4.3. abra. Kiilonbo6z6 algoritmusok teljesitménye a legjobb ILP megoldasahoz képest.

100 |- o . 0 39.5%

<3
N
NN
=~
)
T
NN
NN
N
N
N
N
|

Y Y Y
557 557
Y Y
0 o0 557 557
Y Y
pas} hos} 277 257
@» @ Y 255
A B 757 225
255 255
E 5
225 525
v v Y Y
. < 557 757
a 50 - - 255 275
> > = 755 557 -
Y Y
@] @] 757 325
Y Y

NN
NNNIY
NNNNN
NN
NINNINY
NN
NN
SANINNY
SNNSNNN
—_
KNSSsss
Ry 2
RRRRRRRAR N
(=)

0.1%
T

(a) Egress (b) Ingress

40

DO
(a]
T

Gyakorisig

2.4%
0 7771

23

(¢) Combined

4.4. dbra. A 3.5.4. tétel mohé algoritmusunk &ltal adott P értékek eloszlasa az
Egress, Ingress és Combined grafokon 1000 futtatas soran. Egy futtatds atlagos

futasi ideje 7 ms, 24 ms és 41 ms volt.



5. fejezet
Konklazidé, nyitott kérdések

A P4 szekvenciak beagyazasa valodi céleszkozokre egy kritikus pontja a programoz-
haté adatcsomag-tovabbitas témakorének. Az adatatviteli sebesség és P4 program
figgvényében a hatékonysag maximalizdlasa kiemelt fontossagu. A dolgozatban
megvizsgaltuk az elméleti hatterét a probléménak, meghataroztuk a feladatok bo-
nyolultsdgat, felsé és also korlatokat adtunk a kiilonb6z6 modellekben optimalis at-
viteli sebesség kozelithetéségére. Eredményeink hozzdjarulhatnak létez6 P4 forditod
teljesitményének novekedéséhez, és segitik hatékony jovobeli csomagtovabbito prog-
ramnyelvek és forditok tervezését. Most 1étezé magasabb szintii nyelvek a pP4 [13]
és Lyra [6] egy magasabb szintii absztrakcios szintet nyujtanak a programozoknak,
konnyebbé téve azt, hogy a program tobb eszkdzon is futhasson.

A dolgozat megirasa végén szamos tovabbi izgalmas nyitott kérdés és kutatasi
iranyt latunk, ezeket alabb foglalom Ossze.

A modellek toébbségének meghataroztuk a bonyolultsagi osztalyat, kivéve a
WIDTH-IPC2 modellnek. Vajon A4 Z-nehéz probléma-e ebben a modellben leg-
kisebb P peridodus megtalaldsa?

Hasonléan a modellek tobbségére adtunk approximéacios algoritmust, kivéve a
WIDTH modellre. Erre a modellre milyen approximaciés algoritmus adhaté?

Belattuk, hogy egy iitemezés hosszénak (T') a minimalizéldsa is .4 F?-nehéz prob-
léma. Ezt a problémakort is tovabb lehet vizsgalni, példaul létezik-e fix P esetén
T-t kozelito algoritmus a modellekben? Vagy legalabb garantalhaté-e mindegyik
modellben, hogy ha a hatékonysdgbdl egy kicsit engediink, akkor mar tudunk 7T-re
nézve kozelito algoritmust adni?

A 3.6. alfejezetben a WIDTH-IPC1 modell esetén bevezettiik a k-iitemezés fogal-
mat, ami nagyobb hatékonysag reményében megengedi k darab iitemezés valtogata-

sat. Itt is szamtalan kérdés felvetodik. Egyrészrol ezt a fogalmat a tobbi modellre is
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be lehet vezetni. Mit mondhatunk a feladat bonyolultsagardl a tobbi modellben, ha
nem az O PTi-re vagyunk kivancsiak, hanem az O PTy-ra? Illetve a tobbi modellben
is igaz az, hogy mindig létezik egy K pozitiv egész, hogy OPTx = OPT,,. Méas-
részrol jelenleg van egy becslésiink az OPT}, és OPTj kozott, azonban lehet-e ennél
élesebb becslést mondani? Példdul tudunk-e 33%-nal nagyobb hatékonysignove-
lést elérni, ha egy oco-titemezést tekintiink és nem 1-litemezést, azaz igaz-e az, hogy
% -OPT, > OPT,? Hasonléan, ha példaul 100-iitemezés helyett 101-iitemezéseket
vesziink, akkor van olyan eset, amikor meg tudjuk lényegesen névelni a hatékonysa-
got, vagy létezik egy jo alsé korlat, aminél jobban mar nem segit a 101-iitemezés.
Ezen kérdések mellett az egyszeriisitett modellek vizsgalatanak is fontos szerepe
van, ugyanis ezzel segiteni tudjuk a hardver tervezoket, mely megkotések okoznak
igazabol nehézséget, és melyek nem okoznak nehézséget; hogyan érdemes tervezni

az architektirat, hogy utana egy-egy bedgyazas elvégzése mar konnyebb legyen.
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