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1. fejezet

Bevezetés

A momentumalapt képfeldolgozas mar régota kutatott teriilet az informatikaban. A
momentumok kiszamolasdnak motivacidja az, hogy fontos informaciokat nyerjiink
ki egy képrdl, amit aztan hasznalhatunk példaul tomoritésre, vizjelezésre |1, 2| vagy
objektum felismerésre [3] is.

Kezdetben ezek a modszerek f6leg sziirkedrnyalatos képeknél voltak hasznalatosak,
ahol a képet egy valos értékd fiiggvényként lehet reprezentalni. Szines képek kezelé-
sére az adott lehetGséget, hogyha kiilon kezelték az RGB szincsatornékat, egymastol
fiiggetlentil.

Az utobbi években megjelent egy 14j technika a szinesképek reprezentalasara: va-
16s helyett kvaternio [4] értéki fiiggvénnyel reprezentaljuk a képet. Ennek a repre-
zentalasi modnak az el6nye, hogy egységesen kezeli a szincsatornakat, igy szamos

képfeldolgozasi eljaras az emberi szem szaméra természetesebb eredményeket ad.



1. Bevezetés

Elért eredményeink
Dolgozatomban tobbféle kvaternios polar—Fourier tipusit momentumot vizsgaltunk
(mely egy aktivan kutatott teriilet a képfeldolgozas teriiletén |5, 6, 7, 8, 9]), kiilonds

tekintettel azok hatékony kiszamitasi modjaira:

— az ismert kvaternios Legendre-Fourier momentumok (QLFMs) [8] kiszédmola-
sara bevezettiink egy j modszert, és ezt Osszehasonlitottuk més ismert kisza-

molasi algoritmusokkal;

— definialtuk az uj, kvaterniéos Chebyshev-Fourier momentumokat (QCFEFMs) és
tobb kiszamitasi modszert rajuk, melyek eltérd feltételek esetén is hatékonyan

alkalmazhatok;

— implementaltuk a kvaterniés RadialHarmonic-Fourier ~momentumokat
(QRHFMs) [9], tobbféle kiszamolasi modszerrel és ezeket Osszehasonlitottuk

az el6z6 momentumokkal.

A 2-3. fejezetekben definidljuk a fenti polar—Fourier momentumokat az ket megha-
tarozo ortogonalis fliggvényrendszereken keresztiil, tovabbé ismertetjiik alkalmaza-
sukat szines képek reprezentalasara.

A 4-5. fejezetekben bemutatjuk a polar-Fourier momentumok numerikus kiszami-
tasara hasznélt f6bb ismert modszereket. Az 5. fejezetben bemutatott, a Legendre—
Fourier momentumok kiszamitésara ismert Accurate modszert altalanositjuk a tobbi
momentumtipusra. Végiil egy 1j, a korabbiaknél id6hatékonyabb moédszert adunk
az Accurate pontrendszeren alapulé interpolacios képrekonstrukciora.

A 6. fejezetben kidolgoztunk egy sajat, interpolécios Gjramintavételezésen és matrix-
aritmetikan alapuld, az ismerteknél joval gyorsabb momentumszamitasi és rekonst-
rukcios eljarast, ami egységesen alkalmazhato a fent emlitett momentumtipusokra.
A Chebyshev-Fourier momentumoknéal tovabba egy gyors Fourier—transzformécion
(FFT-n) alapuld, nagyobb mérettartomanyban még hatékonyabb momentum kiszé-
mitasi és rekonstrukcios eljarast készitettiink.

A kiilonb6z6 polar—Fourier momentumtipusok és szamitési algoritmusaik numerikus

Osszehasonlitasat a 7. fejezetben részletesen targyaljuk.



1. Bevezetés

A 8. fejezetben definidltunk a Chebyshev—Fourier momentummodszerhez eltolés, for-
gatés és skalazas invariansokat, majd teszteltiik ezek robusztussdgat a tobbi polar—
Fourier momentummodszer invariansaihoz képest.

Lehetséges alkalmazasként, a 9. fejezetben az invariansokat felhasznalva objektum
felismerési algoritmust implementaltunk. A felismerés pontossagat széles korben
teszteltiik, és Osszehasonlitottuk a kiilonbéz6 polar—Fourier momentummodszerek-
kel.

A 10. fejezetben tovabbi alkalmazasként bitsorozatokat kodolo, szabad szemmel nem
lathato vizjeleket helyeztiink el képekre, melyek a képek transzforméalasa, mas for-
matumba val6 exportilasa valamint zaj hozzédadéasa utén is kis veszteséggel vissza-

nyerhetGek.



2. fejezet

Egységkorlemezen ortogonalis

polar—Fourier fuggvényrendszerek

Ebben a fejezetben bemutatunk harom, az egységkorlemezen ortogonélis fiiggvény-
rendszert: a Legendre-Fourier (LF) [8], RadialHarmonic-Fourier (RHF) [9] és az
altalunk definialt, eddig nem hasznéalatos Chebyshev—Fourier fliggvényrendszereket.
A fiiggvényrendszerek konstrukcidja hasonlo: egy [0, 1] intervallumon (sugérmenti)
ortogonalis fiiggvényrendszer, valamint a [0, 27| intervallumon (szogelfordulasi) or-
togonélis trigonometrikus fliggvényrendszer direktszorzataként allnak els. Az ilyen
jellegii szorzatrendszerek jol hasznalhatoak olyan képfeldolgozasi feladatokban, ame-
lyek képek geometriai transzformécioihoz kotédnek.

Az egységkorlemezen a vizsgalt fligvényrendszerekkel természetesebb szamolni pol-
arkoordinatakkal, igy azokat hasznalunk.

A trigonometrikus rendszer

Mindharom, az egységkorlemezen ortogonélis fiiggvényrendszerhez sziikségiink van
az E,(¢) = €9 (komplex) trigonometrikus polinomokra, amik a [0, 27 intervallu-

mon ortogonélisak:
2
/ E(9)Ey(9)de = 2md4y (2.1)
0

ahol * a komplex (késébb a kvaternios) konjugaltat jeloli, § pedig a Kronecker-delta.



2. Egységkorlemezen ortogonalis polar—Fourier fiiggvényrendszerek

2.1. Chebyshev—Fourier fiiggvényrendszer

A tovabbikban definidlunk egy 1j, Chebyshev polinomokon alapulo, az egységkorle-
mezen ortogonélis fliggvényrendszert.

Jelolje T}, a p-ed foku, elséfaji Chebyshev polinomot, melynek értéke a

T,(x) = cos(p - arccos(z)) (p € N)

képletbdl adodik.
Ez a fuggvényrendszer a [—1, 1] intervallumon ortogonalis a \/1;_7 sulyfiiggvény mel-

lett. Az ortogonalitést a kovetkezd integralformula fejezi ki:

;

0, hap#p
1
dx
/ Tp(2) Ty (2)—— = q =, hap=p =0

7/2, hap=p #0

\
Szamunkra azonban [—1, 1] helyett a polarsugarak mentén, azaz a [0, 1] intervallu-
mon van szilikség az ortogonalitasra, ezért az alabbi, eltolt Chebyshev polinomokat

hasznéaljuk:

T,(r) = Tp(2r* — 1)

Ekkor az eltolt Chebyshev polinomok értéke is konnyen szamolhato az eredeti poli-
nomokbol:

T,(r) = T, (2r* — 1) = cos(p - arccos(2r® — 1))

Az eltolt Chebyshev polinomokra maér teljesiil az alabbi, szdmunkra hasznos ortogo-
nalités, ezuttal \/ﬁ stlyfiiggvény mellett (ami kénnyen levezethets a z = 2r? — 1

helyettesitéssel):

0, hap#yp

1 [t dx
=5 /1Tp(x)Tp’(x)ﬁ ={47/2, hap=p =0
w/4, hap=p #0

(2.2)




2. Egységkorlemezen ortogonalis polar—Fourier fiiggvényrendszerek

Az el6z6ek alapjan elkészithetjiik az egységkorlemezen ortogonalis

Cpq(ra ¢) = Tp<T)Eq(¢)

(Chebyshev—Fourier) fiiggvényrendszert:

27 1 . dr
<Cpq7 Cp’q’> = /0‘ /0 CPQ<T7 (b)cp’q/ (T, ¢> md¢
0, ha p # p' vagy ¢ # ¢

I B dr 2T .
- /0 Tp(?“)Tp/(T)m'/o Ey(9)Ey(¢)dp = {72,  hap=p =0,q=¢

/2, hap=p #0,¢=¢

2.2. Legendre—Fourier fliggvényrendszer

A Legendre polinomok [10] széles kérben hasznalatosak a [—1, 1] intervallumon valo
konstans w = 1 sulyfiiggvény melletti ortogonalitasuk miatt. Jelolje P, a p-ed foku
Legendre polinomot.
Ekkor tetsz6leges fokszamra a polinomok értékei a kévetkezd rekurzioval adhatoak
meg:

Py(z)=1,P(z)=x

Py(x) = (2 _ %) ©P, 1 (x) + (1 _ 1) P, o(x)

X

Az ortogonalitést leird integralformula:
! 2
/_1 Byp(x) Py () dx = m%/
Szamunkra azonban [—1, 1] helyett a polarsugarak mentén, azaz a [0, 1] intervallu-

mon van sziikség az ortogonalitasra, ezért az eltolt Legende polinomokat hasznéljuk:

Py(r) = By(2r* = 1) (p€N)
Konnyen megadhato6 rekurzié az eltolt Legendre polinomokra is:
Py(ry=1,P(r)=2r* -1

B,(r) = (2 - 1) (2r2 = 1)P, 4 (r) + (1 — %) P, 5(7)

p

Az eltolt Legendre polinomokra mér teljesiil az alabbi, szdémunkra hasznos ortogo-

nalitas (ami kénnyen levezethets az o = 272 — 1 helyettesitéssel):



2. Egységkorlemezen ortogonalis polar—Fourier fiiggvényrendszerek

1 1
/ B, (r) Py (r)rdr —/ P,(2r* — 1)Py(2r* — 1)rdr
0 0

I 1
=— P,(t)P, = ——0,,
4 /_‘1 p(t) p (t)dt 4p -+ 25pp

Az el6z6ek alapjan elkészithetjiik az egységkorlemezen ortogonalis
Lyq(r, 6) = Py(r) E,(9)

(Legendre-Fourier) fliggvényrendszert:

Lpg, Lyqr) /%/ pa( (7’7 ¢)rdrde
7T

27
:/0 By(r) Py (r)rdr - /0 Eq(¢)Eq'(¢)d¢: mépp/dqq’

2.3. RadialHarmonic—Fourier fiiggvényrendszer

Liu és tarsai dolgozata [9] alapjan induljunk ki a kévetkezd, [0,1] intervallumon

ortogonalis fiiggvényrendszerbdl:
\/g , hap=0
Ry(r) = \/gcos(pﬂr), ha p paros (2.4)

\/gsin((p + 1)7r), ha p paratlan
\

.

Ahol az ortogonalitast a kdvetkezs integralformula irja le:

/ R,( r)rdr = dpy

Ez alapjan elkészithetjiik az egységkorlemezen ortogonélis

Hyy(r, ¢) = Rp(r)Eq(¢)

(RadialHarmonic—Fourier) fliggvényrendszert:

/ / (1, O)rdrds

:/ R,(r) r)rdr - / E (¢ ¢)dp = 270 Ogqr
0 0

10



3. fejezet

Kép abrazolasa polar—Fourier

momentumokkal

3.1. Kép abrazolasa az egységkoron

Lathattuk, hogy az el6z6 fliggvényrendszerek az egységkorlemezen értelmezettek,
ezért valamilyen modon le kell képezniink a feldolgozandé képilinket az egységkorle-
mezre.

Feltehetjiik, hogy a képiink négyzet alaku, ami M x M pixelbdl all.

A kovetkezdkben bemutatunk két modot az egységkorlemezre vald attérésre.

3.1.1. Részleges Abrazolas

A képiink bal also sarkanak koordinataja legyen (—1, —1), a jobb fels6jé pedig (1, 1).
Ekkor a képnek csak az egységkorlemezbe es§ pontjaival foglalkozunk. Ez a fajta
abrazolasi méd nagyobb pontossigot eredményez, ezért jol hasznalhato képelemzési
feladatokban (példaul objektumfelismerésnél vagy vizjelezésnél).

Az alabbi abran lathaté az egységkor és a kép elhelyezkedése. A piros pontok a kép
pixeleit jelolik.

11



3. Kép abrazolasa polar—Fourier momentumokkal

p
p
o>

3.1. abra. Kép részleges lefedése

Ekkor a kép pixeleinek koordinatéi Descartes-féle koordindta-rendszerben felirva

(i, 9;) = (525 — 1, 3245 — 1) alaktak, ahol 0 <4, j < M.

3.1.2. Teljes abrazolas

A képiink bal als6 sarkédnak koordinataja legyen (—‘/75, ——2>, a jobb felsGjé pedig

2
(ﬁﬁ

) ) Ekkor a kép teljes egészében az egységkorlemezbe esik. Ez a fajta abra-

zolasi mod hasznalatos, hogyha sziikséges a teljes kép megdrzése (példaul tomorités
vagy atméretezési feladatok esetében).

Az alabbi abran lathaté az egységkor és a kép elhelyezkedése. A piros pontok a kép
pixeleit jelolik.

~

3.2. abra. Kép teljes lefedése

Ekkor a kép pixeleinek koordinatai Descartes-féle koordinata-rendszerben (X;,Y;) =

1+
i . .
(%_%E’M_iﬂl_%§>,ah010§27]<M'

12



3. Kép abrazolasa polar—Fourier momentumokkal

Erdemes megjegyezni, hogy az egységkorlemezbe ess, de a képen kiviil levs részeket
jellemzGen nem feketével toltjiik ki, hanem sugariranyban kiterjesztjiik a kép szélén

levs szineket.

3.2. Szirkearnyalatos kép abrazolasa polar—Fourier
momentumokkal

Sziirkearnyalatos képeket f : [0,1] x [0,27) — R valos fliggvényként reprezentéalha-
tunk az egységkorlemezen, ahol f(r,¢) € R jeloli a kép (r, ¢) polarpontjaban vett
értékét.

Ekkor az el6z6 fejezetben bemutatott fiiggvényrendszerek segitségével tobbfélekép-
pen elGallithatjuk f-et. Ehhez a tovabbiakban tegytik fel, hogy az f fiiggvény négyze-
tesen integralhato az egységkorlemezen. Lathato, hogy a direktszorzatos konstrukeio
kovetkeztében a négyzetesen integralhatod fliggvények korében a korabban definialt

fliggvényrendszerek mindegyike teljes ortogonélis rendszer.

3.2.1. Kép Aabrazolasa Chebyshev—Fourier fiiggvényrendszer-

ben

A Chebyshev—Fourier fiiggvényrendszer ortogonalitasat és teljességét kihasznalva a
kép egy pontja felirhaté a kovetkezd modon:

ZZMC)C L0

p=0 g=—o0
ahol Még lecC komplex értékek a Chebyshev-Fourier momentumok: egy tetszéleges

M,ﬁf ) momentum az f-nek Cp,-val vett skalarszorzata az egységkorlemezen (felszo-

rozva megfelel konstansokkal, az ortogonalitas képletébsl adoddan):

MO (F) = MO = = (f, Cog) = fo 1, @) O3, (1, 0) = dr —d¢, hap=0
pq pq % <f7 pq = fO ;q ¢)¢%d¢’ ha P 7é 0
(3.1)

Természetesen a gyakorlatban az 0sszes momentum kiszémolasara nincs lehet&ség,

csak valamilyen elGre rogzitett pg, qo indexekig tessziik ezt meg. Ezek felhasznalasaval

13



3. Kép abrazolasa polar—Fourier momentumokkal

a képnek is csak egy megkozelité értéke adhatd meg:

po—1 go—1

f(ro) = [l (o) =D Y MChlr,9) (3.2)

p=0 g=—qo+1
3.2.2. Kép abrazolasa Legendre—Fourier fiiggvényrendszerben

A Legendre-Fourier fiiggvényrendszer ortogonalitasat és teljességét kihasznalva a
kép egy pontja felirhaté a kévetkezd modon:

=30 D ML)

p=0 g=—
ahol M,§§ ) eC komplex értékek a Legendre-Fourier momentumok: egy tetszéleges

M,S(f ) momentum az f-nek L,,-val vett skalarszorzata az egységkorlemezen (felszo-

rozZVvVa 2p_+—Vel7 hiSZ <qu, L;q> = 210%)
2p +1 2p +1 [
M}St? - <f> pq> - / / f T, ¢ ('I" (b)?“d?“dgb (33)

Ekkor el6re rogzitett pg, o indexek mellett megkaphato a képnek egy kozelitése:

po—1 gqo—1

f(?", ¢> poqo Z Z Pq T (b)

p=0 g=—qo+1
3.2.3. Kép Abrazolasa RadialHarmonic—Fourier fliggvényrend-

szerben

A RadialHarmonic-Fourier fiiggvényrendszer ortogonalitasat kihasznalva a kép egy
pontja felirhato a kovetkezé modon:
= Z Z Méf)Hpq(ﬁ ¢)
p=0 g=—o00
ahol Méf JecC komplex értékek a RadialHarmonic-Fourier momentumok: egy tet-
sz6leges M,Sf ) momentum f-nek H,,-val vett skalarszorzata az egységkorlemezen

(leosztva 2m-vel):

1
i = st = o [ [ o oraa G
Ekkor el6re rogzitett pg, ¢o indexek mellett megkaphato a képnek egy kozelitése:
po—1 go—1
fore)~ Mgy =>" > MIDH,(r.¢)
p=0 g=—qo+1
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3. Kép abrazolasa polar—Fourier momentumokkal

3.3. Szines kép abrazolasa polar—Fourier momentu-

mokkal

Lathatjuk, hogy az eddig leirt modszerek csak valos értéki f fliggvény reprezentalé-
sara alkalmasak. Ebbdl adoddan, ha egy szinesképet akarnank igy feldolgozni, akkor
szét kellene bontanunk a képet 3 szincsatornara, és kiilon foglalkozni veliik. Ekkor
azonban elvesznek a szinkomponensek kozti esetleges Osszefiiggések.

Tisztéan képzetes kvaterniokkal [4] azonban kénnyen tudunk egy f (r, ¢) szines pixelt

reprezentalni:
f(r,0) = fr(r,¢) - i+ fo(r.0) -j+ fo(r,¢) - k

ahol fr, fa, fB az adott szincsatornékat reprezentaljak és i, j, k a kvaternios képzetes
egységek.

Komplex helyett definialhatunk kvaternié értékt polar—Fourier fliggvényrendszere-
ket, illetve momentumokat, hogyha az eddig hasznalt E,(¢) fiiggvényeket lecseréljiik
a kvaternios megfelelGjiikre: Eq(gﬁ) = €M% ahol pu = f -(i4j4+k) a tisztan képzetes
kvaternios egység.

A kvaternio értékid Chebyshev—Fourier fiiggvényrendszer példaul a kovetkezd alak-

ban irhato fel:

~ — ~

Cpq(r,0) = T,(r) Ey(9)
Ekkor a szineskép egy pontja az alabbi médon hatarozhatoé meg:

po—1 go—1

Z Z M(C)C ,¢) & poqo Z Z (r,¢)

p=0 g=—00 p=0 g=—qo+1

ahol M,Sf ) € H kvaternios értékek a jobboldali Chebyshev—Fourier momentumok (a
kommutativitas hidnya miatt beszélhetiink bal és jobboldali kvaterniés momentu-
mokrol).

Egy tetsz6leges jobboldali kvaterniés Chebyshev—Fourier momentum a kévetkezéfé-

leképpen irhato fel:

A _ 2r el 2 o dr _
Mzgg) _ 7r_12 <f7 0q> = # 0 fo f(rv ¢)00q(r7 ¢)1—_72d¢7 ha p=0
2 (F.Cu) = 2 77 fy F.0)Ci(r0) a6, hap #0
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3. Kép abrazolasa polar—Fourier momentumokkal

A kvaterniés Chebyshev—Fourier momentumokhoz (QCFMs) hasonlé médon defi-
nialhatok a kvaternios Legendre—Fourier (QLFMs) és RadialHarmonic—Fourier mo-

mentumok (QRHFMs).

3.3.1. Attérés kvaterni6 értékii polar—Fourier momentumokra

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy egyszertien attérhetiink komplexrsl kvaternios
Chebyshev-Fourier momentumokra. Ez hasonléan megteheté a masik két polar—
Fourier momentumtipusnél is.

Jelolje Mzﬁf)(fR), Még)(fg), Mzgg)(fg) értékek az adott szincsatornahoz tartozo
komplex Chebyshev—Fourier momentumokat.

Ekkor a jobboldali kvaterniés Chebyshev—Fourier momentumok felirhatoak

M]E? = Qg + Bogh + VpgJ + Opgk

alakban, ahol

g = — = - S(MO () + Myo(f) + My f))

&

Bro = R(My(fr) + —= - SO (f) — Myg(f5))

Voo = R(Mpe(fc)) + : %(Mggg)(fB) — Mpy(fr))

Hg|H
w0 o

510(1 = §R(]\/[pq(fB)) + ﬁ ’ %(Mggg)<fR) - Mpq(fG))

T stz

trigonometrikus tag szerint kifejtve.
Hasonl6 szdmoléssal a kvaternios Chebyshev-Fourier momentumokat felhasznalva

megkaphatjuk mindharom szincsatorna értékeit egy adott (7, ¢) pontban a kovetkezd

modon:

. 1 .
fr(r,0) = R(Bpg) + ﬁ ) %(&pq + Vpg — Opg)
fG(Ta QS) = §R(’?pq) + % : %(&pq + gpq - qu)
IB(r,¢) §R(51)(1) + % ) %(dpq + qu - %q)

ahol P
Qpg = Z Z g Copg (1, §) = Z Z pgCopg (1, B)
p=0 g=—o00 p=0 g=—qo+1
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3. Kép abrazolasa polar—Fourier momentumokkal

po—1 go—1
ﬁpq Z Z 5pq pq Z Z ﬁpq pq
p=0 g=—o0 p=0 g=—qo+1
0 00 po—1 gqo—1
Vog = Z Z VpaCpq(T, @) = Z Z VpqCra(T, @)
p=0 g=—o00 p=0 g=—qo+1
po—1 go—1
Z Z 519‘101"1 Z Z 5pq0pq
p=0 g=—0c0 p=0 g=—qo+1

Latjuk tehat, hogy a tovabbiakban elég a komplex értéki esetet targyalnunk; onnan

konnyedén attérhetiink kvaternios esetre.

3.4. Rekonstrukcid

Természetes modon hasznalhatjuk a rekonstrukeios képleteket (példaul Chebyshev—
Fourier esetben a (3.2) képletet), kozvetleniil a kép pixelpontjaiban. Jelenleg polar—
Fourier momentumoknal és més hasonlo jellegti momentumtipusoknal szinte kizéro-
lag ez a rekonstrukciés modszer van hasznalatban.

Ekkor egy pixelpontbeli érték kiszamitasa (a fliggvényrendszer értékeinek el@szami-
tasa mellett) O(poqo) futasi idével torténik, ezért az Osszes pixel meghatarozasahoz
O(pogoM?) idére van sziikség.

Egyik {6 célkittizésiink volt id6hatékonyabb eljarasok keresése rekonstrukciora, me-
lyek megérzik a rekonstrukcié pontossigat is. A késébbiekben bemutatunk tobb
altalunk készitett modszert is, melyek jelent&sen gyorsabbak az eddig hasznalt mod-

szernél, és nem vesztenek jelentésen a pontossagbol sem.
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4. fejezet

Basic moédszer

A polar—Fourier momentumok kiszamolésara, valamint a rekonstrukciora tobb lehe-
t6ség van; az egyik legrégebbi (és esetiinkben leglassabb, illetve legpontatlanabb) a
Basic modszer, melyet ebben a fejezetben mutatunk be. Ezt a modszert eredetileg a
Zernike momentumok kozelitésére talaltak ki (lasd [6, 11]), de az Gsszes momentum-
tipusra konnyen alkalmazhato. Lathatjuk majd, hogy a modszer probalja megérizni
a Descartes—féle koordinata-rendszert és az eredeti pixelpontok koordinatéait.
Altalanossagban elmondhaté, hogy a Basic médszer mindharom polar—Fourier mo-
mentumtipusnal O(pygoM?) futasidével hatarozza meg a momentumokat.

A kovektezGkben csak a részleges képabréazolassal foglalkozunk, a teljes eset hason-

l6an szémolhato.

Pontrendszer

A Basic modszer a kép pixeleinek koordinatait hasznalja alapul. Mar tudjuk, hogy
részleges esetben a kép pixeleinek koordinatai Descartes-féle koordinata-rendszerben
(w;,y,) alakuak, ahol

2i 1 y— 25
M-1 7 7 M-1

-1, 0<i,j< M

xT; =

Ezeket atvaltva polarkoordinatakra megkapjuk a Basic pontrendszer alappontjait.

Ekkor egy (z;,y;) pont polarkoordinatai: R;; = /a2 + Y7, d;; = atan2(y;, z;).

Tehat a pontrendszeriink polarkoordinatakban a kovetkezd:
{(Rij, D) = (@ [ + 3, atan2(yj,xi)> |i,j < M;i,j € N}
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4. Basic modszer

Rajzoljunk be egy négyzetracshalot az alabbi abran lathaté modon, ahol a négyzetek
kozéppontjai a pontrendszeriink pontjai és a kis négyzetek ﬁ oldalhosszuséguak.

A piros pontok a Basic pontrendszer alappontjait (pixelpontok) jeldlik.

//o o|leofe o\\
/. o|le|e|o]e o\
/ olo|o|o|e]e \
f ole|o|eo|o]e +
\ olo|e|e]e /
Ne[o|o[e|e[0]e)

NG+ [+[

~ [~

4.1. abra. Basic pontrendszer, avagy a kép pixelei

4.1. Polar—Fourier momentumok meghatarozasa

A momentumok kiszamolasanal azzal a kozelitéssel éliink, hogy egy tetszdleges
(Rij,(i)ij) alappont koré rajzolt négyzeten az f fliggvény, illetve az adott tipusu
polar-Fourier fiiggvényrendszer tagjai konstans értékeket vesznek fel, mégpedig az
(Rij, ®i;)-beli értékeket.

Latni fogjuk, hogy egy tetszéleges tipust polar—Fourier momentum O(M?) komp-
lexitassal szdmolhato, ezért az 6sszes momentum kiszamoldsahoz O(pogoM?) idére

van sziikség.

4.1.1. Chebyshev—Fourier momentumok meghatarozasa

A kovetkezSkben levezetjiik, hogy hogyan szamolhatoak ki az altalunk definialt
Chebyshev—Fourier momentumok a Basic modszer segitségével.

Tekintsiitk minden kis négyzeten beliil konstans f(R
Cpq(Rij, ci%-j)—nek Cpy-t.

ij,(fij)—nek f-et és konstans
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4. Basic modszer

Ekkor az Mzgg ) kiszamolésahoz sziikséges (3.1) integralt kozelithetjiik osszegként a

kovetkezd modon:

o D DD S arye ,],iij)Ca‘q(Rij,ff)ij)ﬁ, ha p=0
M\~ ~
pq

%Z Z] =0 (M- 12f< R )C* (szafizg)ﬁa hap#o

ahol az egységkoron kiviili f értékeket 0-nak tekintjiik.

4.1.2. Legendre—Fourier momentumok meghatarozasa

Tekintsitk minden kis négyzeten belill konstans f(R;;, ®;;)-nek f-et és konstans
Lypg(Rij, ®i;)-nek Ly,t. Ekkor az My kiszémoldsahoz sziikséges (3.3) integréalt ko-
zelithetjiik 6sszegként a kovetkezé modon:

M-1M-1

2p+1zz (R, ®3) L2 (Riy, 0)

=0 j=0

ahol az egységkoron kiviili f értékeket 0-nak tekintjiik.

4.1.3. RadialHarmonic—Fourier momentumok meghatarozasa

Tekintsiikk minden kis négyzeten beliil konstans f (Rij,@ij)—nek f-et és konstans
H,y(Rij, ®;;)-nek H,,-t. Ekkor az MY Kiszémolasahoz szitkséges (3.4) integralt

kozelithetjiik 6sszegként a kovetkezd modon:

ahol az egységkoron kiviili f értékeket 0-nak tekintjiik.
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5. fejezet

Accurate modszer

Ebben a fejezetben bemutatjuk Hosny és Darwish modszerét [8] a Legendre-Fourier
momentumok kiszdmolasara (a hasznalt technika eredetileg a [12] publikicioban
jelent meg) és kiterjesztjiik ezt a modszert az altalunk definialt Chebyshev—Fourier
momentumokra, valamint a RadialHarmonic—Fourier momentumokra is.

A modszerhez sziikséglink van egy elére rogzitett N € NT értékre, ami a min-
tavételezési pontrendszer nagysagat fogja meghatarozni. Altalanossagban elmond-
haté, hogy az Accurate moédszer mindharom polar—Fourier momentumtipusnél
O(poqoN + qoN? + M?) futasidével hatdrozza meg a momentumokat, ami jelentsen
gyorsabb, mint a Basic mddszer.

Megadunk tovabba egy 1j rekonstrukcios eljarast, ami hasznélhaté mindegyik polar—
Fourier momentummodszernél, és a 3.4. szekcioban mutatott modszer O(poqoM?)

futasi ideje helyett O(pogoN + qoN? + M?) id6ben fut.

Pontrendszer

Osszuk fel egyenletesen N darab Ar = % szélességli korgytriire az egységkorle-
mezt. Beliilr6l az <. korgytrtt pedig osszuk fel polarszog szerint egyenletesen 8¢ + 4
darab A¢; = 82.2% szogszélességl részre. Ezzel felosztottuk az egységkorlemeziinket
polartartomanyokra, jeloljiik az . korgytird j. tartomanyéat 7;;-vel.

Mintavételezziik az f képiinket minden polartartomany kozéppontjaban. Ezek

(fi, gZ;U> alaku polarpontok, ahol 0 <i < N és 0 < j < 8i + 4 korlatok mellett:

o = AFJ2 +0iAF, ¢y = Adi/2 + A,
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5. Accurate moédszer

Tehat a pontrendszeriink polarkoordinatakban a kovetkezd:

- i+05 (j+0.5)271\ o
{(rn@j):( N mird |i < N;j <8 +4;i,7 €N

Az alabbi abran lathatjuk a polartartomanyokat és az (73-, &U) pontrendszeriinket

(piros pontok).

A mintavételezésre itt bicubic [13] interpolaciot hasznalunk, aminek a lényege, hogy
elGszor origotol valo tavolsag szerint, aztan polarszog szerint alkalmazunk cubic (ko-
bos) interpolaciot. Ilyen moédon megkaphatjuk az f <fi,gz~5ij> fliggvényértékek egy

megkozelits értékét.

5.1. Polar—Fourier momentumok meghatarozasa

A momentumok kiszamolasanal mar csak azzal a kozelitéssel éliink, hogy egy tetszd-
leges T;; polartartomanyon f konstans f (72, $1J> értéket vesz fel. Ezen egyszertisités
miatt, ki tudjuk szamolni a momentumokhoz sziikséges integralok pontos értékét a
polartartomanyokon, amelyek 6sszegébdl fognak adédni az egyes momentumok.

Vezesstik bea U; =i-Ar és Vj = j- Ag; jeldléseket, melyek az alabbi dbran lathato

modon meghatarozzék a T;; tartoméanyokat.
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5. Accurate moédszer

(Uis1, Vs j+n)

(Uis1, Viia)))

(Ui Vigi+)
(U Vi)

5.2. abra. T;; polartartomany

Latni fogjuk, hogy egy tetszdleges tipusi polar-Fourier M,, momentum O(N?)
komplexitassal szamolhato, ezért az ésszes momentum kiszdmolasdhoz O(poqoN?)
idére lenne sziikség. Kihasznélva az Accurate alappontok korkoros elhelyezkedését,

ez csokkenthets O(poqoN + qoIN?)-re

5.1.1. Chebyshev—Fourier momentumok meghatarozasa

A kovetkezdkben levezetjiik, hogy hogyan szamolhatdak ki az altalunk definialt
Chebyshev-Fourier momentumok az Accurate modszer segitségével.

A (3.1) egyenlet alapjan:

MO ~ 7z Z ZSZ+3 ( (fi, QZ;U> fTij 0q (7 Gb)\/{i—iﬁdqﬁ) hap=0
pq 2 Z 281+3 ( <77i, &z]) fTZ_]_ o (r, qb)\/f—iﬁdgb) ha p 0

Tehat nem az egész egységkorlemezen integralunk, hanem 7T;; polartartomanyokon

(5.1)
egy konstans f (fz-, gz%) szin feltételezése mellett. Ekkor a kettds integrél szétbont-

. U“rl_ dr Vigen
/To (r; 9) 1—r2d¢ / Vi /V E:(¢)d¢ (5.2)

]

hato:

ahol
/UZ+1 7 () dr 1 /2U1+1 T (2) dx 1 /2Ui2+1_1 cos(p arccos(x))d
" _Z r)— — = x
: p V1 —7”2 2 2Ui2_1 P \/1 _I'Q 2 2Ui2_1 \4 1 _xQ
2
: [arcsin(x)]zg?_ll ' , hap=0
- 1 1. 202, -1

—3, [sin(p arccos(a:)]wig_l , hap>0

valamint
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5. Accurate moédszer

ViG+1) V;(j—&-l) - ‘/ij; ha q = 0
[ oo =4 (5.3)
Y o (B;(Vign) — Eg(Vig)) » hag#0

Ezek alapjén a T;;-n vett integral mar konstans idében, pontosan kiszamolhato.

5.1.2. Legendre—Fourier momentumok meghatarozasa

Egy tetszoleges Legendre—Fourier momentum Accurate modszerrel a (3.3) egyenlet
alapjan a kovetkezd modon hatédrozhatd meg:
N—18i+3

>3 () [

ij

2p+1

Ly, (r, gb)rdrdgb)

Tehat nem az egész egységkorlemezen integralunk, hanem 7T;; polartartomanyokon

egy konstans f (ﬁ», gz%) szin mellett. Ekkor a kettds integral szétbonthato:

Uit Vig+1)
/ L;q(r, ¢)rdrde = P,(r)rdr / E;(¢)dq§
T,

W Ui Vi
ahol
Uit1 (UZ-Q+1 — UZ?) /2, ha p =
/ P,(r)rdr = ) . Ui
Ui 1 [ ”“(Zﬂp_l(r)h Chap>0

valamint az f‘Y_i_(ﬁ” Er(¢)d¢ integralt mar kifejeztiik (5.3).

5.1.3. RadialHarmonic—Fourier momentumok meghatarozasa

Egy tetszoleges RadialHarmonic-Fourier momentum Accurate modszerrel a (3.4)
egyenlet alapjéan a kovetkezé modon hatérozhaté meg:

N1813

1
pq % ( TZ,QSU / r¢rdrd¢>

=0 7=0
Tehat nem az egész egységkorlemezen integralunk, hanem T;; polartartomanyokon

egy konstans f <77i, gz%) szin mellett. Ekkor a kettds integral szétbonthato:

/ " (r, ¢)rdrdg = / U R e /V _V_i(m) B ()do

ij

ahol

24



5. Accurate moédszer

Jo+ e = 3y
Uit
/ Ry (r,¢)rdr = f ' V/2r cos(prr)dr = \/_f VUitt o2 cos(pra?)dx

\fU;“ V2rsin((p + 1) ar)dr = ﬂfr”UiUHl 222 sin((p + 1)7a?)dx

(
[%’”\/ﬂ gf“ ) hap=0
_ x sin(prz?) Uit 7Hrl sin(pra?) "
(V2 — o o —V2 f T o dx, ha p paros
X COS 7T$ Ul COSs ™ 2
—\/_ [ ﬂ)lw } \/_f i (:—f;r)da:, ha p paratlan

és a megmaradt integralok a p # 0 esetekben Fresnel-integralok, melyek [14] alapjan
hatékonyan szamolhatoak.

Az [0V Ex(¢)de integralt korabban kifejeztiik (5.3).

5.1.4. Momentumszamitas gyorsitasa

Az el6bbiekben lathattuk, hogy egy momentum kiszamolasa a kettGs szumma mi-
att O(N?) id6be telik, {gy az dsszes momentum kiszamolasa kozvetleniil a definicio
alapjan O(poqoN?) ideig tartana.

Megmutatjuk, hogy ez Hosny és Darwish [8] képlete alapjan hogyan gyorsithato a
Chebyshev—Fourier momentumoknal (a t6bbi polar-Fourier momentumtipusnél ez
hasonloan megtehetd).

Az (5.1) képletbdl kiindulva, (5.2) felhasznalaséval a szummat és az integralt felcse-

rélve a kovetkezot kapjuk (p # 0 esetet tekintve):

WSS ( [ ACe— Sfjg(f (o) [ ;‘(¢>)d¢>)
=0 g i

Lathatjuk, hogy a bels6 szumma értéke nem fiigg p-t6l, az Osszes lehetséges értékének
kiszdmitasa O(qoN?) ideig tart. Ha ezeket az értékeket mar ismerjiik, akkor egy

momentum kiszadmolésa csak O(N ) ideig tart a kiils6 szumma miatt. Tehat az Osszes

c e,

qoN?) ideig tart.
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5. Accurate moédszer

5.2. Rekonstrukci6é gyorsitasa

Ebben a szekcioban bemutatunk egy altalunk készitett 1j, gyorsabb rekonstrukciot
az Accurate pontrendszer felhasznalasaval. A 3.4-ban leirt rekonstrukcioval ellentét-
ben most nem az eredeti pixelpontokban, hanem els6 lépésben az Accurate pont-
rendszerben allitjuk el6 az f szinértékeket, majd interpolaciéval hatarozzuk meg az
eredeti pixelpontbeli értékeket.

A kovetkezSkben a Chebyshev—Fourier momentummodszeren fogjuk demonstrélni
az eljarast, de ez konnyedén atiiltethets a tobbi polar—Fourier momentummodszerre

is. A (3.2) rekonstrukcios képletet felhasznélva az Accurate pontrendszeren:

po—1 go—1 go—1 po—1
i)~ S S MOCud) = S <Eq<qzij>zM,gg>fp<m)
p=0

p=0 g=—qo+1 g=—qo+1
Lathatjuk, hogy a bels§ szumma értéke nem fiigg j-t6l, az Osszes lehetséges értéké-
nek kiszamitasa O(poqoN) ideig tart. Ha ezeket az értékeket mar ismerjiik, akkor egy
Accurate pontrendszerbeli szinérték kiszamolasa csak O(q) ideig tart a kiilsé szum-
egyiitt) O(pogoN + qoN?) ideig tart.

Héaromszogeljiik az accurate pontrendszert az abran lathaté modon:

5.3. abra. Accurate pontrendszer hdromszogelése
Az eredeti pixelpontokban megkaphatjuk f egy megkozelits értékét, ha a megfeleld

haromszégben baricentrikus koordinatak segitségével interpolalunk [15].

A rekonstrukei6 futési ideje az interpolaciokkal egyiitt O(poqoN + qoN? + M?).
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6. fejezet

Diszkrét modszer

Ebben a fejezetben bemutatunk egy integral diszkretizacion alapulé 0j modszert
a Legendre—Fourier momentumok, illetve az altalunk definidlt Chebyshev—Fourier
momentumok kiszamolasara. Jelenleg egyetlen hasonlé modszerrsl tudunk a szak-
irodalomban [9] (melyet az osszehasonlitas végett szintén bemutatunk), de ott a {6
motivacié a trigonometrikus rendszerre valo visszavezetés és nem a diszkrét orto-
gonalitas elérése volt. A késSbbiekben latni fogjuk, hogy az ily médon konstrualt
RadialHarmonic-Fourier rendszer szamos, elméleti és gyakorlati szempontbol elény-
telen tulajdonsaggal rendelkezik. A mi megkdzelitésiink ezzel szemben széles korben
alkalmazhato, altalanos modszer a momentumszamitas és a rekonstrukcié hatékony
kezelésére.

A modszerhez sziikségiink van elére rogzitett Ng, Ny € Nt értékekre, amik a minta-
vételezési pontrendszer nagysagat fogjak meghatarozni sugar és szogelfordulési irany
szerint. Altalanossiagban elmondhat6, hogy a Diszkrét modszer mindharom polar—
Fourier momentumtipusnal O(pogoNa + poNrNa + M?) futésidével hatarozza meg
a momentumokat, ami jelent&sen gyorsabb, mint a Basic modszer (és latni fogjuk,
hogy konstansszorzoban gyorsabb, mint az Accurate modszer).

A modszeriink a momentumértékek szdmolasat ortogonalis métrixokkal valo szor-
zésokra vezeti vissza (ami numerikusan stabil), igy hatékonyan implementéalhato, és
rendkiviil kénnyen parhuzamosithato.

Bemutatunk tovabba a Chebyshev-Fourier momentumok esetében egy gyors
Fourier—transzformacion (FFT) alapul6, aszimptotikusan még gyorsabb momentum-

szamitasi modot, valamint [9] alapjan egy hasonl6 modszert a RadialHarmonic—
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6. Diszkrét modszer

Fourier momentumokra is.

Megadunk tovabba egy 1j rekonstrukcios eljarast, ami hasznélhaté mindegyik polar—
Fourier momentummodszernél, és az eddig hasznalt 3.4 rekonstrukcié O(pogoM?)
futasi ideje helyett O(pogoNa + poNrNa + M?) id6ben fut. Latni fogjuk hogy ez
szintén tovabb gyorsithaté Chebyshev-Fourier és RadialHarmonic-Fourier esetben

FEFT-vel.

Pontrendszer

A Diszkrét modszer altal hasznalt pontrendszer polar—Fourier momentumtipuson-

ként eltérs, de altalanossaghban felirhaté a kovetkezd alakban polarkoordinatakkal:

ahol r;-k az adott momentumtipus integraldiszkretizacidjahoz sziikséges alappontok,
O = jj\?—: pedig a szogtartomany egyenletes felosztasa.

Mintavételezziik az f képiinket az (r;, ¢;) polarpontokban. A mintavételezésre itt
bicubic [13] interpolaciot hasznalunk, aminek a lényege, hogy elészor origotol valo

tavolsag szerint, aztan polarszog szerint alkalmazunk cubic (kobos) interpolaciot.

Ilyen moédon megkaphatjuk az f (r;, ¢;) fiiggvényértékek egy megkozelits értékét.

6.1. Polar—Fourier momentumok meghatarozasa

A momentumok meghatarozasahoz sziikséges (Chebyshev—Fourier esetben (3.1)) in-
tegralt, mar nem az egységkorlemez teriiletekre bontasaval fogjuk kozelitéleg meg-
hatarozni, hanem az integral diszkretizacidjaval.

Latni fogjuk, hogy egy tetszbleges tipust polar-Fourier M,, momentum
O(NgrN,) komplexitassal szamolhato, ezért az Osszes momentum kiszamolasahoz
O(pogoNrN4) id6re lenne sziikség. Szerencsére kihasznélva a Diszkrét alappontok
korkoros, illetve sugarmenti elhelyezkedését, ez csokkenthets O(pogoNa + poNrNa)-
re. A Legendre—Fourier momentummodszer kivételével pedig még gyorsabb eljarast

tudunk megadni.
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6. Diszkrét modszer

6.1.1. Chebyshev—Fourier momentumok meghatarozasa

Jeloljiik T, gyokeit :L‘Z(-C) -vel. Konnyen lathato, hogy xl(c) = cos (%3—:”) és pon-
(©)

tosan Np darab gyok van (i < Ng;i € N). Jeloljiikk Ty, gyokeit r; ’-vel, ekkor

© _  [29%
r; = 5 -

Ekkor a pontrendszeriink legyen tehat a kévetkezd alaki:

(i40.5)m
COS (N—R,) + 1 j27T
2 " Ny

(rz(c)’(bj): ‘i<NR;j<NA;i7jEN

Az alabbi abran lathato ezen polarpontok elhelyezkedése:

6.1. abra. Chebyshev—Fourier Diszkrét pontrendszer(Ng = 4, Ny = 8)

Sziikségilink lesz a késébbiekben az FE, polinomok, illetve a Tp polinomok diszkrét

ortogonalitasahoz. Léasd példaul [16] alapjan

Ny—1 5,
> Ey(¢))E; () = . (6.1)
j=0

tovabba [17] alapjan

.

0, ha p # p/
Np—1
= CI\ C C C
S TN = Y Ty )) =S N, hap=p =0 (6.2)
1=0 3

NR/27 hap:p/#o
\
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6. Diszkrét modszer

A momentumok meghatéarozasahoz induljunk ki p # 0 esetbdl (3.1) alapjan:

M =2 4, Co) ~ 55 (15 Oy = / [ o 0—so

[ (EE ’

p'=0 ¢'=—qo+1 V1-—r?
po—1 qo—1 (C) T 1 dT
Z Z (Mp’q/ /0 /0 Cpyg (1,0)C, (1, ¢)ﬁd¢)

p'=0 ¢'=—qo+1

Z S (1 [ enn e [ Eomomn)

P'=0 ¢'=—go+1

cb)) Cpg(1: 0) do

(6.3)
Innen (2.1) és (2.2), valamint (6.1) és (6.2) ortogonalitasokat felhasznalva:

po—1 qo—1 ﬂ_ NA 1

p'=0 ¢'=—qo+1 =0

QNRNAZ Z ((Z > MO () <¢J>) <<C>E*<¢]>>

p'=0 ¢'=—qo+1

Np— 1NA 1 po—1  go—1
s 2 2 ((z 5 a6u010.0)) crt%.0)

=0 j5=0 p'=0 ¢'=—qo+1
Nr—1Nyp-—1
C’ ()
QNRNA z_; jzg fpoqo ( ’¢])

(6.4)
Tehat az altalunk bevezett pontrendszer segitségével a kovetkezképpen hatarozhat-
juk meg a momentumokat:

Np—1 \~Na— 1 (@) v /(C) B
M(C) ~ 4NRNA Z Z ( ’ ’gb])c()q( 7¢]) hap =0 (65)

Pq
ER Y S 9 6)Cx (19 ¢;), hap#0
6.1.2. Legendre—Fourier momentumok meghatarozasa

Jeloljik Py, gyokeit ZL‘EL)—VGI. Belathato, hogy pontosan Ny darab gyck van (i <
_ ()

Ng;i € N). Jeloljik Py, gyokeit TZ(L)—VGI, ekkor rgL) = %TH, mely értékek meg-

hatérozasara [18| segitségével keriil sor.

Ekkor a pontrendszeriink legyen tehat a kévetkezd alaki:
{9, 05) i < Ngi j < Najisj € N}
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6. Diszkrét modszer

Az alabbi abran lathato ezen polarpontok elhelyezkedése:

6.2. abra. Legendre-Fourier Diszkrét pontrendszer(Ng = 4, Ny = 8)

Sziikségiink lesz még a P, polinomok diszkrét ortogonalitdsara. Gauss—Legendre

kvadratira felhasznéalaséaval, [18] alapjan:

. Opp/ :/0 Py (r)Py(r)rdr = 411/ By (x) Fy()dx

4p+ 2 1
1 Vel | Nal (6.6)
L D L)\ p L
= Z wiPy (e )Py = 7 D7 wiby (r() By(r")
=0

ahol az Np-ed rendii w; Gauss—Legendre stlyokat [18] segitségével szamoljuk.

A (6.3) levezetéshez hasonloan azt kapjuk (3.3)-bol, hogy

g = 25 5 (i [ By pieae [ o om)

p'=0¢'=—qo+1
Innen (2.1) és (2.3), valamint (6.1) és (6.6) ortogonalitasokat felhasznalva, (6.4)

levezetéshez hasonléan:

2p+1p° . = DINS 5y 0y 2T N
M(L Z Z ( e Z By (r;) Py(r; )._A Eq/(¢j)E;‘(¢j)>
p'=0 ¢'=—qo+1 i=0 =0
Nrp—1Nx—1
2p+1 L .
- 2Ny Z Z poqo qu(ri , G )W
=0 ;=0

Tehat az altalunk bevezett pontrendszer segitségével a kdvetkezdképpen hatarozhat-

juk meg a momentumokat:

ML) ~
pa ON,

i
o
<.
Il
o
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6. Diszkrét modszer

6.1.3. RadialHarmonic—Fourier momentumok meghatarozasa

[9] leirasa alapjan megadjuk hogyan szamithatoak ki a RadialHarmonic—Fourier mo-
mentumok.

Legyen a pontrendszeriink a kovetkezé alaku:

1 92T
{(TEH),@) = (N i ) S N < Nt GN}

Tehat osszuk fel a [0, 1] intervallumot is egyenletesen. Az alabbi abran lathato ezen

polarpontok elhelyezkedése:

6.3. abra. RadialHarmonic—Fourier Diszkrét pontrendszer(Ng = 4, Ny = 8)

Ekkor az ortogonalitast kifejezd integralt alsé Riemann kozelit6osszeggel diszkreti-

zaljuk:
Ng—1

1
/ Ry (r)Ry(r)rdr =~ Z Ry (r™) R, (rF))p(H) (6.7)
0

A (6.3) levezetéshez hasonloan azt kapjuk (3.4)—b017 hogy

po—1 qo—1

M= S () [ Reom o [ BB 000

p'=0 ¢'=—qo+1
Innen (2.1) és (2.4), valamint (6.1) és (6.7) ortogonalitdsokat felhasznalva, (6.4)

levezetéshez hasonloan:

po—1 go—1 Np—1 H H) - o Na—1

S S ol (2D o S Bl

p'=0 ¢'=—qo+1 j=0
Np—1N4y4—1

(H) (H) (H)
NRNA Z Z fpoqo 7¢J (z a(bj)ri

=0 j=0
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6. Diszkrét modszer

Tehat a bevezetett pontrendszer segitségével a kovetkezSképpen hatarozhatjuk meg

a momentumokat:

Nr—1Njyp—1

H (H) (H)
Mpq NRNA ZZ:; z; f (ri 7¢j)ri

6.1.4. Momentumszamitas gyorsitasa I.

Az elébbiekben lathattuk, hogy egy momentum kiszamolasa a kettds szumma miatt
O(NgN,) idébe telik, igy az Osszes momentum kiszamolasa O(poqoNgN4) ideig
tartana.

Megmutatjuk, hogy ez hogyan gyorsithaté a Chebyshev—Fourier momentumoknal (a
tobbi polar—Fourier momentumtipusnal ez hasonléan megtehetd).

(6.5) képletbdl kiindulva (p # 0 esetet tekintve):

Ng—1N4—1

Mo’ 2N N Z Z 1 6T, (i(c))E;(cbj)
R4 i=0 j=0
1 Np—1 Np—1 )
"IN 2 <E3<¢f) 2 f<r§(’>,¢j>Tp<r§C)>>
=0 =0

Lathatjuk, hogy a bels6 szumma értéke nem fiigg ¢-t6l, az 6sszes lehetséges értékének
kiszamitasa O(poNrN4) ideig tart. Ha ezeket az értékeket mar ismerjiik, akkor egy
momentum kiszamolasa csak O(N 4) ideig tart a kiils6 szumma miatt. Tehét az Gsszes
polNrN,4) ideig tart.

Megjegyzendd, hogy a szummék sorrendjének megcserélésével egy hasonlé modszer

adhato, melynek futési ideje O(pogoNgr + o NrNa).

6.1.5. Momentumszamitas gyorsitasa 11I.

Lehet6ségilink van a Chebyshev—Fourier momentumok kiszamolasat FFT-vel még
jobban gyorsitani. Ez hasonl6éan megtehet§ a RadialHarmonic—Fourier momentu-

mokkal is [9] alapjan.
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6. Diszkrét modszer

Rogzitsiik a mintavételezési nagysagokat po,qo értékek alapjén: Ni := po, Nao =

2qo — 1. Ekkor a (6.5) képletbsl adodik, hogy:

1 2qo—2 po—1 ~
C) g = * (L <) . ©)
My, 2p0(2g0 — 1) Z (Eq(gbﬂ) Z f (i, ¢5)Tp(r; ))

J=0 i=0
1 2q0—2 po—1
P E* (b, ©) VT (2O
S~ 1) 2 ( 1(00) 2 F0i 0Tl ))

Ekkor észrevehetjiik, hogy xgc) = cos (%) miatt [19] alapjan a belsg szum-
ma felirhat6 egy Il-es tipust DCT-ként (Discrete Cosine Transform, FFT specialis
esete). Emiatt az Osszes lehetséges bels6 szumma kiszamitasa nem O(pgNpN4) =
O(p3qo), hanem O(polog(po)qo) ideig tart.

A kiils6 szumma pedig ¢; = % miatt [19] alapjan egy FFT-ként irhato fel.
Emiatt ha a belsé szummak értékét mar ismerjik, az 6sszes momentum kiszami-
tasa O(pogoNa) = O(pog?) helyett O(poqolog(qo)) id6ben elvégezhets.

Tehét az 6sszes momentum kiszamolésa a belsé szummék elGkalkulaciojaval egytitt

O(pogo(log(po) +log(qo))) ideig tart, ami jelentésen gyorsabb mint az eddig mutatott

modszerek.

6.2. Rekonstrukci6 gyorsitasa I.

Ebben a szekcioban bemutatunk egy 1j, gyorsabb rekonstrukciot a Diszkrét pont-
rendszer felhasznélasaval. Az 3.4-ban leirt rekonstrukcidval ellentétben, a 5.2-ban
leirthoz hasonlé médon most nem az eredeti pixelpontokban, hanem a Diszkrét
pontrendszerben allitjuk el6 az f szinértékeket.

A kovetkezdkben a Chebyshev—Fourier momentummodszeren fogjuk demonstrélni
az eljarast, de ez konnyedén atiiltethetd a tobbi polar—Fourier momentummodszerre

is. A (3.2) rekonstrukcios képletet felhasznalva a Diszkrét pontrendszeren:

po—1 qo—1 po—1 qo—1
o) C’ = (C
CREDED DB o) = (Tp<r§ DY M;g>Eq<¢j>>
p=0 g=—qo+1 p=0 g=—qo+1
(6.8)
Lathatjuk, hogy a bels§ szumma értéke nem fiigg i-t6l, az Osszes lehetséges értékének

kiszamitasa O(pogoNa) ideig tart. Ha ezeket az értékeket méar ismerjik, akkor egy
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6. Diszkrét modszer

Diszkrét pontrendszerbeli szinérték kiszamolasa csak O(py) ideig tart a kiilsé szum-

c stz

egylitt) O(pogoNa + poNrN4) ideig tart.

Osszuk fel a pontrendszeriinket polartartomanyokra az alabbi abran lathaté modon.

6.4. abra. Chebyshev—Fourier Diszkrét pontrendszer tartoményokra osztasa

Az eredeti pixelpontokban megkaphatjuk f egy megkozelits értékét, ha a megfeleld
polartartomanyban bilinearisan interpolalunk [15].

A rekonstrukeio futasi ideje az interpolaciokkal egyiitt O(poqoNa + poNpN4 + M?).
Megjegyzendd, hogy a szummék sorrendjének megcserélésével egy hasonlé modszer
adhato, melynek futasi ideje O(poqoNg + qoNpNa + M?).

Megemlitend6 tovabba, hogy Legendre-Fourier esetben annak a meghatarozéasa-
ra, hogy egy kép pixelpontjat melyik polartartomanyban kell interpolalni csak
O(log(Ng)) futasideji algoritmust adtunk, igy itt a rekonstrukci6 futasi ideje
O(pogoNa + poNrN4 + M?log(Ng)), vagy O(poqoNg + qoNrNa + M?log(Ng)).

6.3. Rekonstrukcié gyorsitasa II.

Lehet&ségiink van Chebyshev-Fourier esetben a rekonstrukciot FFT-vel még jobban
gyorsitani. Ez hasonléan megteheté a RadialHarmonic—Fourier esetben is.
Rogzitsiik a mintavételezési nagysagokat pg,qo értékek alapjan: Ni := po, Na =

2qo — 1. Ekkor a (6.8) képletbsl adodik, hogy:

po—1 q0—1 po—1 q0—1
i c c
M;gfwz(n,(rg DY M,E?Eq(qu)): (Tp<x§ DY M;?Eq(qw)

p=0 q=—qo+1 p=0 q=—qo+1
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6. Diszkrét modszer

Ekkor észrevehetjiik, hogy ¢; = ﬁ—j miatt [19] alapjan a bels§ szumma felirhato

egy IFFT-ként (Inverse Fast Fourier Transform). Emiatt az Osszes lehetséges belss

szumma kiszamitasa nem O(pogoNa) = O(pog?), hanem O(pyqolog(qo)) ideig tart.
(©)

A kiils6 szumma pedig x; ' = cos (%) miatt [19] alapjan egy Ill-as tipust
DCT-ként irhato fel. Emiatt ha a bels6 szummak értékét mar ismerjiik, az 6sszes f
szinérték kiszamitdsa O(poNrNa) = O(paqo) helyett O(po log(po)qo) id6ben elvégez-
hetd.

Tehat az Osszes pixelérték kiszamolasa a bels§ szummak el6kalkulaciojaval és inter-
polacioval egyiitt O(poqo(log(po) + log(qo)) + M?) ideig tart. Ez a modszer aszimp-
totikusan gyorsabb az eddig mutatottaknal, mely nagy felbontasa képeknél, nagy
momentumindexek esetén mutatkozik meg. Kisebb méreti bemenet esetén latni fog-

juk, hogy hatékonyabbak az FFT-t nem hasznal6 megoldasok.
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7. fejezet

Momentumszamitasi modszerek

numerikus osszehasonlitasa

A tesztek elvégzéséhez négyféle képet hasznaltunk, ezek a kovetkezdk:

(c) Foka (d) Kiksts

7.1. abra. Felhasznalt képek

A képeknek hasznaltuk a 128x128, 256x256, 512x512 és 1024x1024 pixel felbontéastu
valtozatat is. Megmeértiik a rekonstruélt kép pontossagat, valamint azt, hogy a mo-
mentumokat illetve a rekonstruélt képet milyen gyorsan allitottuk el6. A tesztelés
sorédn a py = ¢ egyenldséggel éltiink.

A teszteket AMD Ryzen 5 5600X processzorral és 32 GB-os Kingston FURY DDR4
3600MHz CL17 Beast Black memoriaval felszerelt asztali gépen végeztiik, egy pro-

cesszoros végrehajtassal, SIMD utasitasok hasznalata nélkiil.
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7. Momentumszamitasi médszerek numerikus 6sszehasonlitdsa

7.1. Mérési eszkozok

Rekonstrualt kép

Amikor (példaul Chebyshev—Fourier esetben) a rekonstrukci6 soran kiszamoljuk
féﬁl)o értékét a pixelpontokban, a pixelértékek még lebegépontos szamok. A végleges
f,gecc) rekonstrualt kép elkészitéséhez még sziikséges, hogy ezeket a lebeg&pontosa-
kat kvantaljuk a {0,1,2,...,255} halmazra, hiszen a pixel egy szinkonponense ilyen
értékeket vehet fel egy kimentett képnél.

Hibakép

Hogy vizualisan is megjelenithessiik a rekonstrukcié pontatlansagait, hibaképeket
készitiink. Példaul Chebyshev—Foureir esetben ennek az félc})f képnek az elGallitasa
ugy zajlik, hogy pixelenként kivonjuk az eredeti f és a rekonstrualt f,()ocqzj képet
(majd abszolut értéket vesziink, hogy a kapott pixelértékek ne legyenek negativak).
A hibaképet tetszdleges konstanssal felszorozhatjuk, hogy a hiba lathatobb legyen.
A késébbiekben latni fogjuk, hogy a hibaképeken f6leg a képen talédlhato élek raj-
zolodnak ki, hisz ott a szomszédos pixelek kozti gyors szinintenzitas reprezentélasa
csak magas rendi momentumokkal lehetséges.

Rekonstrukciés hiba

MSE, avagy atlagos négyzetes hiba megmutatja, hogy milyen mértéki az eltérés az
eredeti és a rekonstrualt kép kozt. Ertéke minél kisebb, annal pontosabb a rekonst-

rukci6. Kiszamolasa a kovetkezé képlet alapjan torténik:

2

f(p) - prQO (p)

MSE = Z

p kép pixel

ahol || a kvaternios abszolutértéket jeldli.

Részleges 3.1.1 rekonstrukcidkor csak a kép egységkorbe esd pixeleit vessziik figye-
lembe, hiszen csak ott torténik rekonstrukeio.

Egy hasonl6 mérészam az NIRE, avagy normalt rekonstrukcios hiba. Ertéke az MSE-
b6l szamolhatod normaléassal:

NIRE = MSE

2

f(p)

Z p kép pixel
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7. Momentumszamitasi médszerek numerikus 6sszehasonlitdsa

Futasi idsk
A momentumok elGallitdsanak idejét a tovabbiakban Ti-gyel, a rekonstrukcié futéasi

idejét Th-vel jelsljiik. Ertékiik masodpercben értendd.

7.2. Altalanos 6sszehasonlitas

El6szor adunk egy atfogdobb képet a kiilonb6z6 modszerek, kiilonb6z6 polar—Fourier
momentumtipusok rekonstrukciés hibajarol és futasidejérsl. A Basic modszer a ta-
pasztalat szerint pontossagban és futasidében is jelentGsen lemarad a tobbi mod-
szertl, ezért azt itt nem reprezentaltuk.

A kovetkez6 diagramok elkészitéséhez a 256x256 pixeles Foka képet hasznaltuk,
részleges 3.1.1 modon, py = qo azonossaggal élve. Accurate modszernél N := 256,
Diszkrét modszernél Ni = 362, Ny := 724 mintavételezési paramétereket hasz-
naltunk, hisz ekkor a mintavételezések nagysaga kozel egyenls (4N? = 262144 =~
262088 = NrNN,) és a tapasztalat szerint egyenld pg = qo paraméterek mellett érde-
mes a 2Ng &~ N4 kozelitéssel élni.

Magas rendii momentumok esete

Az alabbi diagramok megmutatjak az egyes polar—Fourier momentumtipusok esetén,
hogy a rajuk adott kiilonb6z6 modszerek milyen rekonstrukcids pontossagot érnek
el nagy pg = qo értékek esetén, és hogy milyen a futésidejiik.

Minden diagram négy kiilonb6z6 modszert mutat egy adott polar—Fourier momen-
tumtipusnal: az Accurate modszert és a (Chebyshev és Legendre esetben) altalunk
kidolgozott Diszkrét modszert, mindkét esetben mutatjuk az eddig hasznalt 3.4 és
az altalunk kidolgozott interpoléacios (5.2 és 6.2) rekonstrukeiot is. A bal oldali di-
agramok az MSE értékeket mutatjak, a jobb oldaliak a teljes futési id6 alakulésat
(T} + T5) mésodpercben.
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Chebyshev-Fourier Chebyshev-Fourier
70 160
—S5— Accurate —5— Accurate

60 —)<—Ai‘3cura'te +interpolacio 14p | |~ Accurate + interpolacio
¢ o Diszedt —&— Diszkrét
—3— Diszkrét + interpolacio Diszhrét + interpolacio

50

40

MSE

30

20

)
140 160 180 200 220 240 260 280 300
Py =4y

Legendre-Fourier Legendre-Fourier

70 160
_e_ﬁ“:“”"e o —&— Accurale
—*— Aceurate + Intarpolacit —s¢— Accurate + interpolacio 5
60 szkre 140 P 2
O Diszkrét o —&— Diszkrét //i
——— Diszkrét + interpolacia —— Diszkrél + interpolicié o
120 g
50
100
40 ~
w
2 5_ 80
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60 =
20 7
0¢"_—~
10 o "’M
. ; e X
140 160 180 200 220 240 260 280 300 140 160 180 200 220 240 260 280 300
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RadialHarmonic-Fourier . " n
300 RadialHarmonic-Fourier
160
—&— Accurate -
—%— Accurate + interpolacia ADC”'::E + intermolacid
B . —— Accurate + i erpolacio 5}
250 & Diszhrel - MO 5 bkt e
—— Diszkrét + interpolacio Diszkrét + interpolicio P
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200
7
150
=
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0 L e e e
140 160 180 200 220 240 260 280 300 140 160 180 200 220 240 260 280 300
Py =4, Py =g

7.2. dbra. MSE és futéasidé alakulasa magas rendd momentumok esetén

Alacsony rendii momentumok esete

Sok alkalmazéasnal (invariansok meghatarozasa, objektumfelismerés) csak a kis rendd
momentumok kiszamolasara van sziikség, ezért kiemelten vizsgaljuk ezt az esetet is.
Az alabbi tablazatok, diagramok elkészitéséhez az el6z6 paramétereket hasznéltuk.
A bal oldal (ezuttal tablazat formajaban) mutatja az MSE értékeket, mig a jobb

oldali diagramok a teljes futasidg alakulasat (77 + T3) masodpercben.
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po || Accur. | Accur. | Diszk. | Diszk.
qo interp. interp.
10 || 1346.3 | 1346.2 | 1346.3 | 1346.2
20 || 668.2 | 668.2 | 668.2 | 668.2
30 || 453.8 | 453.7 | 453.8 | 453.8
40 || 351.8 | 351.8 | 351.8 | 351.8
50 || 278.5 | 2787 | 2784 | 2784
60 || 231.2 | 231.5 | 231.1 | 231.2
70 || 192.4 1929 | 192.2 | 1924
80 || 161.7 | 162.5 161.4 | 161.9
po || Accur. | Accur. | Diszk. | Diszk.
qo interp. interp.
10 1301 | 1300.8 | 1301 1301
20 || 654.3 | 653.8 | 654.3 | 654.3
30 || 447.2 | 447.1 | 447.1 | 447.2
40 || 3494 | 3494 | 349.4 | 3494
50 || 276.5 | 276.7 | 276.4 | 276.5
60 || 229.6 | 229.8 | 2294 | 229.6
70 || 190.9 191.4 | 190.6 | 190.9
80 || 160.7 | 161.4 | 160.3 | 160.8
po || Accur. | Accur. | Diszk. | Diszk.
qo interp. interp.
10 || 2169.1 | 2170 1880 1876
20 || 1131.8 | 1133.2 | 921.2 | 914.2
30 || 832.6 | 833.5 | 641.6 | 631.1
40 || 678.3 679 495 481
50 976 o77.1 | 401.9 | 384.5
60 || 504.6 | 507.1 | 337.7 | 317.3
70 || 4454 | 447.6 | 282.3 | 258.8
80 402 403.3 243 216.7

Chebyshev-Fourier

—6— Accurate

—— Accurate + interpolacia
—5— Diszkrel
—— Diszkrél + interpolacio

Legendre-Fourier

—8— Accurate

—— Diszkrét
—— Diszkrét + interpolacio

—+— Accurate + interpolacio

RadialHarmonic-Fourier

—6— Accurate
—— Accurate + interpolacia
—=— Diszkrét
—3¢— Diszkrét + interpolacio

Py =4y

7.3. abra. MSE és futasidé alakulasa alacsony rendd momentumok esetén

41



7. Momentumszamitasi médszerek numerikus 6sszehasonlitdsa

7.2.1. FFT hasznalata

Erdemes megvizsgalni, hogy Chebyshev-Fourier és RadialHarmonic-Fourier esetben
milyen hatassal bir a Diszkrét modszerre az FFT hasznélata. Azt talaltuk, hogy a
rekonstrukciés pontossiagra nincs (jelentds) hatassal az FFT hasznélata, ezért az
alabbiakban csak a futasi id6ket hasonlitjuk Ossze.

A kovetkezd diagramok elkészitéséhez a Foka képet hasznaltuk, részleges 3.1.1 mo-
don, py = qo azonossaggal élve. Es a mintavételezési paramétereket az FFT haszna-
lata miatt Ng = pg, Na = 2qo — 1 modon allitjuk be.

A diagramok két kiilonb6z6 modszert mutatnak egy adott polar—Fourier momentum-
tipusnal: a Diszkrét modszert interpolacios rekonstrukcioval, de FFT nélkiil, illetve
FFT-vel. A diagramok a teljes futési id6 alakulasat (T; + T5) mutatjak méasodperc-
ben.

Magas rendii momentumok esete

Az 512x512 pixeles Foka kép esetén:

Chebyshev-Fourier RadialHarmonic-Fourier
60 60
—— Diszkrét + interpolacio X —— Diszkrél + interpolacio x
Diszkrét + interpolacio + FFT / Diszkrél + interpolacio + FFT
50 / 50
40 40
o~ ™~
= =
+_ 30 +_ 30
[ [
20 20
e
10 - 10 -
e ¥
T e
- e
o e
o R —

— ]
L S SRR SR PSS

Po =% Pe=9,

7.4. dbra. FFT hatéasa T} 4+ T,-re magas rendd momentumok esetén
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Alacsony rendii momentumok esete

A 256x256 pixeles Foka kép esetén:

Chebyshev-Fourier RadialHarmonic-Fourier
0.6 18
—— Diszkrét + interpolacio —— Diszkrét + interpalacio
Diszkrét + interpolacia + FFT 16 Diszkrét + interpolacio + FFT
05
1.4
0.4 1.2
= = 1
+ 03 +
(— F o8
0.2 0.6
%
/X-
_w 0.4
0.1 e
— 0.2
- —x
e e
e e
s - e e W

0 0
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 G0 65 70 75 80 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
Pa =Yg Pg =Yg

7.5. abra. FFT hatasa T} + Ts-re alacsony rendd momentumok esetén

7.3. Rekonstrukciés hiba vizsgalata

7.3.1. Polar—Fourier momentumtipusok osszehasonlitasa

Ahogy azt a 7.2 diagramokrol és 7.3 téblazatokbol kiolvashatjuk, adott modszer
esetén nem taladlunk jelentds kiilonbséget Chebyshev-Fourier és Legendre-Fourier
tipusok kozott, de a RadialHarmonic—Fourier tipus jelent&sen lemarad téliik. Ennek
f6 oka a RadialHarmonic—Fourier fliggvényrendszer origobeli szingularitasa, melynek
kovetkeztében numerikus pontatlansagot tapasztalunk az origd kérnyezetében.

Az alabbi tablazatban megmutatunk par rekonstrualt frec képet és fdiff hibaké-
pet (Otszoros szinintenzitassal), csatolva a NIRE rekonstrukcios hibékat. A tablazat
elkészitéséhez a 256x256 pixeles Léna és Foka képeket hasznéltuk részleges 3.1.1
modon, Diszkrét kiszamitasi moddal Ny := 362, N := 724 mintavételezési paramé-
terek mellett, eredeti pixelpontokban torténd rekonstrukcioval. Eszrevehetjiik, hogy
a hibaképeken az élek rajzoloédnak ki, hiszen a magas rendd momentumok (ami-
ket mar nem hasznaltunk a rekonstrukciora) tudjak kezelni a hirtelen szinintenzités

ugrasokat, amik az éleket jellemzik.
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po || Chebyshev Chebyshev | Legendre | R.Harm.
4do
20

0.01577 0.01544 0.02175
50

0.00657 0.00652 0.00949
80

0.00405 0.00381 0.00574

110

0.00218

0.00232

0.00231

0.00407

7.6. abra. NIRE értékei kiillonb6z6 polar—Fourier momentumtipusok esetén
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7.3.2. Accurate és Diszkrét modszer osszehasonlitasa

Ahogy azt a 7.2 diagramokrol és 7.3 tablazatokbol kiolvashatjuk, mindegyik polar—
Fourier momentumtipus esetén pontosabb rekonstrualt képet kapunk a Diszkrét
modszer hasznalataval. Az eltérés féleg nagy rendd momentumok esetén figyelhe-
t6 meg.

Interpolaciés rekonstrukcié hasznalata

A 7.2 diagramok és 7.3 tablazatok szerint megfigyelhetjiik azt is, hogy az altalunk
készitett interpolacios rekonstrukcios eljarasok valamivel pontatlanabbak Accurate
és Diszkrét esetben is, de ezt a hatranyt ellenstlyozni tudja a moédszerek gyorsasaga.
A rekonstrukcié enyhe romléasa féleg nagy rendd momentumok esetén figyelheté meg.
FFT hasznalata

Tapasztalataink szerint FFT hasznalata nem ront, vagy javit a rekonstrukcié pontos-
sadgan (amire lehetett szadmitani, mivel ugyanazt a matrixszorzast szamolja ki, csak
més algoritmussal), a futési idében fog csak jelentds javulast okozni nagy méreti

bemenet esetén.

7.4. Futasi id6 vizsgalata

7.4.1. Teoretikus futasi idd

Momentumszamitasi idé
Az alabbi tablazatban Osszefoglaltuk a momentumszamitas elméleti futéasi idejét

kiilonb6z6 moszerek esetén.

Basic O(pogoM?)
Accurate O(pogoN + qoN? + M?)
Diszkrét O(pogoNa + poNgNa + M?)

vagy

O(poqoNr + qoNrNa + M?)
Discrete + FFT | O(pogo(log(po) + log(qo) + M?))
ahol Ng =po, Na =2q9 — 1

7.7. abra. Teoretikus 17 idSk
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Természetesen 6.1.5 alapjan a Discrete + FFT eset csak Chebyshev—Fourier és
RadialHarmonic—Fourier momentumtipusokra vonatkozik, Legendre-Fourierre nem.
Rekonstrukciés idé

Az alabbi tablazatban Osszefoglaltuk a rekonstrukcio elméleti futasi idejét kiillonbo6zé

modszerek esetén.

Kozvetleniil eredeti pixelpontokban O(pogoM?)

Accurate pontrendszeren -+ interpolaci6 O(poqoN + qoN? + M?)

Diszkrét pontrendszeren + interpolacio O(poqoNa + poNrNA + M?)

vagy
O(PoqoNr + o NrNa + M?)

Diszkrét pontrendszeren + interpolacié | O(poqo(log(po) + log(qo) + M?))
+ FFT ahol Ng =po, Na =2¢qp — 1

7.8. abra. Teoretikus 15 id6k

Természetesen 6.3 alapjan az FFT-t hasznal6 rekonstrukcié csak Chebyshev—Fourier
és RadialHarmonic—Fourier momentumtipusokra vonatkozik, Legendre—Fourierre
nem. Tovabba 6.2 alapjan Legendre-Fourier esetben esetben a Diszkrét pontrend-
szert hasznalé rekonstrukcio futasideje valamivel nagyobb (a tapasztalat szerint el-
hanyagolhato meértékkel) O(pogoNa + poNrNa + M?log(Ng)), vagy O(poqoNg +
q@NgrNA + M?log(Ng))

7.4.2. Accurate és Diszkrét modszer osszehasonlitasa

Az alabbiakban megmutatjuk milyen hatasa van T-re és Ts-re a pyg, qo értékek meg-
valasztéasa kiilonb6z6 modszerek esetén. A tapasztalat alapjan a Basic modszer je-
lentGsen lemarad a tobbi modszertdl, igy azt itt nem preneztaljuk.

A 7.2 és 7.3 diagramok alapjan altalanossagban elmondhat6, hogy a momentum-
tipus nincs jelentGs kihatéassal a futésidére (ha nem hasznalunk FFT-t). Tovabba
az is leolvashato, hogy az altalunk bemutatott interpolacios rekonstrukciot hasznalod
algoritmusok jelentGsen gyorsabbak az eddig hasznalt rekonstukcidokhoz képest. Azt
is lathatjuk, hogy a (Chebyshev és Legendre esetben) altalunk készitett Diszkrét

modszer gyorsabb az Accurate moédszernél.
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7. Momentumszamitasi médszerek numerikus 6sszehasonlitdsa

Vizsgaljuk meg részletesebben kiilon a momentumszamitasi (77) és rekonstrukeios
(T5) idSket.

Momentumszamitéasi idé

Az alédbbi diagram elkészitéséhez a 256x256 pixeles Peppers képet hasznaltuk, rog-
zitett N := 256, Np := 362, Ny := 724 paraméterekkel, részleges 3.1.1 esetben,

Chebyshev—Fourier momentumokkal. A diagram T}-et mésodpercben mutatja.

e

e

R

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
Py =9,

7.9. abra. Kivalasztott modszer hatésa Tj-re

Lathatjuk, hogy a (Chebyshev és Legendre esetben) altalunk készitett Diszkrét mod-
szer joval gyorsabban szamolja ki a momentumokat.
Rekonstrukciés idé

Ugyanezen paraméterek mellett a 75 futasidék a kévetkezGképpen alakulnak:

90

—%— Eredeti pixeleken
80 | |—— Accurate + interpolacio
—— Diszkrét + interpolacia

T0

60

50
o

[
40

30

20

10

— ——— X

0
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240

Py =9,

7.10. abra. Kivalasztott modszer hatasa Ts-re

Lathatjuk, hogy az &ltalunk alkotott interpolacios rekonstrukcios eljarasok joval

gyorsabbak, mint az eddig hasznalt, eredeti pixelpontokban rekonstruélé modszer.
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Leggyorsabb pedig a Diszkrét, interpoléciot hasznélé rekonstrukcios modszeriink.

7.4.3. FFT hasznalata

A 7.2.1. szekcioban mar lathattuk, hogy a Diszkrét modszer teljes futasi idében

jelentds javulast ér el (nagy paraméterek esetén), ha FFT-t hasznalunk.

Vizsgaljuk meg részletesebben kiilon a momentumszamitasi (7)) és rekonstrukeios

Momentumszamitasi és rekonstrukcios idd

Az alabbi diagramok elkészitéséhez a 128x128 illetve 1024x1024 Kikots képeket hasz-

naltuk, Ng := pg, Na := 2qo — 1 paraméterekkel, részleges 3.1.1 esetben, Chebyshev—

Fourier momentumokat szamolva. A diagramok Ti-et és T5-6t masodperchben mu-

<2
tatjak.
128x128-as kép eseten
07 160
Diszkrét + FFT 140 Diszkrét + FFT
0.6 /
120
0.5
100
0.4
= T g /
0.3
/ *
0.2
A 40 P
e o
0.1 e ,’
e =0 e
— —H "'7:(.--
e Py
0 0 — :
1 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 80 160 240 320 400 480 560 640 720 8OO 880 960
Pp =g Po = do
P 2
7.11. dbra. FFT hatéasa T7-re
- 128x128-as kép esetén 1024x1024-as kep esetén
. 100
—¢— Diszkrét + interpolacio —— Diszkrél + interpolacio
0.45 Diszkrét + interpolacio + FFT a0 Diszkrél + interpalécio + FET
0.4 80
0.35 70
0.3 60
025 =50
0.2 / 40
0.15 - 30
T
0.1 e 20
T -
0.05 e 10 7
e L
0 ke o d— e
10 20 30 40 50 60 70 80 80 100 110 120 80 160 240 320 400 480 560 640 720 800 880 960
Py =4, Py =Y

7.12. abra. FFT hatéasa T5-re
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Lathatjuk, hogy kis kép esetén az FF'T hasznélata valamivel lassabba teszi a mo-
mentumszamitast és rekonstrukciot, nagy felbontasu kép esetén azonban jelentds

gyorsulast ér el.
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8. fejezet

Transzformacido—1nvarians

mennyiségek

Az eltolas, forgatas és skalazas invariansok rendkiviil fontosak példaul objektumfel-
ismerési feladatok megoldasaban. Pontos invarians értékek kiszdmolésa tehat nélkii-
16zhetetlen. Tovabbi elvaras az invariansokkal szemben, hogy legyenek minél robusz-
tusabbak a zajjal, képminGség romlésaval szemben.

Ebben a fejezetben megadunk az altalunk definialt Chebyshev—Fourier momentum-
modszerhez eltolas, forgatas és skalazas invariancidkat, majd 6sszehasonlitjuk ezeket
a Legendre-Fourier, valamint a RadialHarmonic-Fourier momentummaodszerek in-
variansaival.

Lathatjuk majd, hogy az altalunk definialt Chebyshev—Fourier invariansok is hason-

lban meghizhatoak a tébbi polar-Fourier invarianshoz.

8.1. Eltolas invariancia

Mas momentummodszerekhez (|8], [9]) hasonloan a Chebyshev—Fourier momentum-
modszernél is skaldzas invaridansokat kapunk, hogyha a képet eltoljuk ugy, hogy a
sulypontja az origdba keriiljon.

Suk és Flusser [20] az alabbiak szerint definialja egy kép (., y.) stlypontjat:
ze = (mao(fr) + mio(fe) +mio(fz))/moo

Yo = (mo1(fr) + mo1(fa) +mo1(fB))/moo
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ahol

moo = Moo (fr) + moo(fa) + moeo(fB).

Az moo(fa), mo1(fa), mio(fa) értékek az adott A € {R, G, B} szincsatornahoz tarto-
z0 els6rendii geometriai momentumok, vagyis (az argumentumok ezuttal Descartes-

féle koordinata-rendszerben értenddk):

() = / / iy fale, y)dedy

A sulypont a valasztott momentummodszertdl fliggetleniil a fenti képlet alapjan
kénnyen meghatarozhato.

Jeloljiik j?—fel f—nek azon eltoltjat, amelyre teljesiil, hogy a stlypontja az origdba
esik. Az el6bbiek alapjan tehét (az argumentumok ezuttal Descartes-féle koordinata-

rendszerben értenddk):
f(xay) = f(x LY — yc)

Az (z.,y.) silypont meghatérozasa utan, a fenti képlet alapjan f mar meghatéroz-

hato, aminek a Chebyshev—Fourier momentumai eltolas invariansok:

5 ([ .Cug) = 5 I3 fy Fr,0)C3, (1, 0) Eds, bhap=0

2(.Con) = 3 J)7 Jo T, 0)Cpr,0) zds, hap #0

8.2. Forgatas invariancia

Maés polar-Fourier momentummaodszerekhez hasonloan ([8], [9]), a forgatés invari-
ancia a Chebyshev-Fourier momentummodszernél is természetesen adodik.

Egy f(r, ¢) szineskép a szoggel valo elforgatottjat jelolje f”"t(r, o) = f(r, b — ).
Ekkor az elforgatott kép Chebyshev—Fourier momentumaira (p # 0 esetet tekintve,

a p = 0 eset hasonloan adodik):

dr

i

G =5 (5 Gy = 5 [ [ 5000

9 [2m ol A dr
-2 /0 /O f(r.6 = )G, r.0) s do

ol
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ahonnan w = ¢ — «, ¢ = w + « integraltranszformacioval:

~ 2w dr
rot _ -
Mpq (f / / flrw) ,(rw+a) mdw

2 . B . dr
—= / Fr )T ) Egfeo + o) o

[ e mn 0 E e
0 —Tr

Valoés értékii invariansok

Ekkor (MISqC )( frot) ’Mpg ) fE;(a ‘ = ‘Mpq £)|, tehat a Chebyshev—Fourier

momentumok abszolut értéke forgatas invarians (hasonléan a tébbi polar—Fourier
momentuméhoz).

Kvaterni6 értéki invariansok

Adhatoak kvaterni6 értéki invaridnsok is, hiszen az el6zéek alapjan tetszéleges p, p’

indexekre:
r £ro £ 9 roty | 9 £\ r(C) B\ *
00, () =N () (M) = MO () By a) (015 () By ()
5 () i\ - N (& VI 3
=M C)(f) H(@)Ey() (M () = 1) (M50 ()) =T0,.(f)
Lathatjuk, hogy ezzel egy altalanosabb definiciot adtunk a forgatas invaridnsokra,
hiszen a p = p’ azonossaggal élve visszakapjuk a valos értéki forgatas invariansok

négyzetét:
t t
fT‘O ‘ o f?"O

A tovabbiakban ezeket a kvaternio értéki ng, (f) forgatas invariansokat fogjuk hasz-
nalni. A tébbi polar-Fourier forgatas invarians is hasonléan szamolhato, csak a meg-

felel6 tipust momentumot kell a képletekbe helyettesiteni.

8.3. Skalazas invariancia

Skaldzas invariancia szamitasdhoz feltételezziik, hogy az objektum a kép egészé-
hez viszonyitott aranya allando, csak a kép felbontasa skaldzodik. Mivel a momen-
tumszamitéas sordn a képteret attranszformaljuk az egységkorlemezre a 3.1. szekcio-

/\C)

ban leirt modok valamelyikén, ezért a M,gq momentumok invaridnsak a skalazasra.

. (L) yp(H P .
Hasonloéan, a M,Eq), M;gq ) momentumok is skalazas invariansok.
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8.4. RST invariancia

A gyakorlati alkalmazésok soran sziikség van RST invariansokra, vagyis olyan ér-
tékekre, amik egyszerre invaridnsak az eltolasra, forgatasra és skdlazasra is. A 8.1.
szekcioban lathattuk, hogy ha az eredeti f képet eltoljuk tgy, hogy a sulypontja
egybeessen az origoval, akkor az eltolt f képbdl szamolt momentumok invariansak
az eltolasra. 8.3. szekci6 alapjan ezek a momentumok invariansak a skalazasra is.
Ekkor 8.2. szekci6 alapjan megkaphatjuk a \i/;p, RST invariansokat:

\IquJp’ - \Ijgp’(f) - ng’( )

Hasonl6an kaphat6 meg a tobbi polar-Fourier RST invarians is.

8.5. Mérési eredmények

Tesztelésre hasznalt képek
A Columbia Object Image Library (COIL-100) [21] adatbazisabol valasztottuk ki az
alabbi 10 képet a teszteléshez:

(g) obj43 (h) obj54

8.1. dbra. Felhasznalt képek a COIL-100 konyvtarbol

Ezek a képek mind 128x128 pixel felbontéasuak. A teszteléshez a képeket egy 204x204
pixeles fekete hattérre helyeztiik, hogy az elforgatottjuk, eltoltjuk is teljes mértékben

a fekete hattéren beliil maradjon. Ezt kdvetGen az objektumokat eltoltuk Az pixellel
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az x, Ay pixellel az y tengely mentén, majd elforgattuk a képeket kiilonbozé o
szogekkel. Végiil skalaztuk a képeket A-szorosukra. Ezeket a kép transzforméciokat
a matlab imtranslate, imrotate,imresize fliggvényeivel végeztiik (ahol a forgatas
nearest, a skilazas bicubic interpoléciot hasznalé ujramintavételezésen alapul).

Az alabbiakban az igy késziilt képekbdl lathatunk par példat:

(a) a=30°,A=05 (b)) a=120°,A=1 (c) @ =1270°, A =15

8.2. dbra. Transzformalt képek, mindegyik el van tolva Az = 9, Ay = —6 pixellel.

Relativ szoéras
Azt, hogy az invariansok milyen mértékben valtoznak egy kép kiilonb6z6 transzfor-
malt valtozatai esetében, a relativ szorassal tudjuk mérni. Ertéke minél kisebb, annal
kevésbé valtoznak a momentumok abszolit értékei, vagyis annal robusztusabbak a
transzforméciokra.
Feltéve tehat, hogy a méréseket az fl, fQ, cee fK képeken végeztiik (ahol ezek a
képek egy adott objektum transzforméalt valtozatai), a relativ szoras kiszamitésa
adott rendi (példaul RST) invaridnsra a kovetkezs képlet alapjan torténik:

.7
1
ahol o az ’\ifgp,( f;;)‘ invariansok szorésa, p pedig az atlaga.
Tesztelési paraméterek
Az invariansoknak a kisebb rendii momentumok jobban megfelelnek (mert kevésbé
érzékenyek a képen végbemend valtozasokra), ezért a tesztelés soran py := qop := 4

paraméterekkel éltiink.
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8. Transzformacio—invarians mennyiségek

A momentumszamitési algoritmusnak minden esetben az altalunk kidolgozott
Diszkrét modszert valasztottuk Ng := |v2M |, Ny := 2Ny mintavételezési para-
méterekkel. Azért, hogy az objektum egésze az egységkorlemezre essen, a 3.1.2.

szekcioban leirt, teljes modon reprezentaltuk a képeket.

8.5.1. Eltolas invariancia eredmények

Mivel f pontosan meghatarozhato f tetszéleges eltolésa esetén, ezért az Mpq( f)
eltolas invariansok relativ szorasa 0 (vagyis az invariansok értéke nem valtozik, ha

tetszdleges eltolt képet tekintiink), amit a méréseink is igazolnak.

8.5.2. Forgatas invariancia eredmények

A teszteléshez a képeket o € {0, 15,...,330,345} fokkal forgattuk el, tehat a tesz-
telést 240 képen végeztiik.

Az alabbi téblazatokon a forgatas invaridnsok abszolit értékének relativ szorasa
lathatoé Chebyshev—, Legendre—, illetve RadialHarmonic—Fourier momentummaodszer
esetében (atlagolva a 10 felhasznalt COIL-100 objektumra nézve).

A tablazatokbol kiolvashatjuk, hogy a relativ szérasok nagysagrendileg azonosak a
kiilonb6z6 polar—Fourier momentummaodszerekre, bar a Chebyshev—Fourier forgatés

invariansok kissé lemaradnak a masik kettd félétsl.
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8. Transzformacio—invarians mennyiségek

p=0 p= p=2 p=

q||p'=0|p=0|p=1|p=0|p=1|p=2|p=0|p=1|p=2|p=3

0| 0.12% | 0.13% | 0.14% | 0.18% | 0.19% | 0.25% | 0.53% | 0.54% | 0.59% | 0.97%

1| 1.05% | 1.22% | 1.39% | 1.23% | 1.4% | 1.48% | 0.84% 1% 1.08% | 1.04%

2| 1.2% | 1.36% | 1.52% | 1.99% | 1.96% | 4.29% | 0.66% | 0.77% | 2.61% | 1.85%

3| 1.54% | 1.59% | 1.66% | 1.59% | 1.69% | 1.92% | 1.9% | 1.97% | 2.13% | 3.08%

(a) Chebyshev—Fourier

p=0 p= p=2 p=

/ / / /

ql|p=0|p=0|p=1|p=0|p=1|p=2|p=0|p=1|p=2|p=

0 || 0.06% | 0.06% | 0.07% | 0.07% | 0.07% | 0.09% | 0.16% | 0.17% | 0.19% | 0.31%

11 0.35% | 0.35% | 0.35% | 0.40% | 0.42% | 0.52% | 0.42% | 0.44% | 0.52% | 0.71%

2 || 0.41% | 0.42% | 0.44% | 0.47% | 0.49% | 0.59% | 0.47% | 0.48% | 0.53% | 0.95%

31| 0.66% | 0.67% | 0.72% | 0.62% | 0.7% | 0.77% | 0.78% | 0.83% | 0.91% | 1.14%

(b) Legendre-Fourier

p=0 p= p=2 p=

q|pP=0|p=0|p=1|p=0|p=1|p=2|p=0|p=1|p=2|p=

0| 0.07% | 0.07% | 0.08% | 0.37% | 0.37% | 0.75% | 0.4% | 0.4% | 0.77% | 0.82%

1] 0.39% | 0.37% | 0.38% | 0.37% | 0.35% | 0.62% | 0.36% | 0.33% | 0.51% | 0.54%

211 0.55% | 0.52% | 0.51% | 0.39% | 0.46% | 0.81% | 0.33% | 0.36% | 0.71% | 0.65%

3| 0.88% | 0.75% | 0.69% | 0.93% | 0.89% | 1.51% | 0.78% | 0.78% | 1.34% | 1.28%

(¢) RadialHarmonic—Fourier

8.3. dbra. Polar—Fourier forgatés invariansok relativ szorésa

8.5.3. SkaAlazas invariancia eredmények

A teszteléshez a képeket A € {0.5,0.625,...,1.875,2}-szeresére skalaztuk, tehat a
tesztelést 130 képen végeztiik.

Az alabbi tablazatokon a skalazés invariansok (vagyis az Mpq momentumok) abszolut
értékének relativ szorasa lathatéo Chebyshev—, Legendre—, illetve RadialHarmonic—
Fourier momentummodszer esetében (atlagolva a 10 felhasznalt COIL-100 objek-

tumra nézve):
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8. Transzformacio—invarians mennyiségek

q=01]¢g=1|qgq=2 | q=3 q=01]¢g=1|q¢g=2 | q=

p=0 1 0.24% | 0.95% | 0.86% | 1.47% p=01 047% | 1.33% | 0.59% | 0.96%
p=1]017% | 1.07% | 1.12% | 1.43% p=11 035% | 1.09% | 0.53% | 1.03%
p=21 0.22% | 1.39% | 1.87% | 2.57% p=21 0.09% | 0.86% | 0.76% | 1.25%
p=31 1.49% | 1.67% | 1.45% | 1.79% p=3 1% 2.78% | 1.87% | 2.15%

(a) Chebyshev-Fourier (b) Legendre—Fourier
¢q=0|qg=1]qg=2]|q=3
p=0 | 0.34% | 0.85% | 0.56% | 0.79%
p=11 017% | 0.68% | 0.62% | 0.63%
p=2 3% | 2.22% | 1.4% | 1.04%
p=31 1.39% | 1.08% | 1.17% | 0.93%

(¢) RadialHarmonic—Fourier

8.4. dbra. Polar-Fourier skalédzas invaridnsok relativ szorasa

A tablazatokbol kiolvashatjuk, hogy a relativ szérasok nagysédgrendileg azonosak
a kiilénbo6z6 polar—Fourier momentummodszerekre. Azt is megfigyelhetjiik, hogy
kisebb p rend esetén a relativ szoras is kisebb. Megfigyelhetjiik tovabba, hogy a

rend novelésével az invariansok szoérasa is novekszik.

8.5.4. RST invariancia eredmények

A teszteléshez o € {0,30,...,300,330} forgatast és A € {0.5,0.75,...,1.75,2} ska-
lazést hasznéaltunk, tehat a tesztelést 840 képen végeztiik.

Az alabbi tablazatokon a forgatas invariansok relativ szorésa lathaté Chebyshev—,
Legendre—, illetve RadialHarmonic—Fourier momentummodszer esetében (atlagolva
a 10 felhasznalt COIL-100 objektumra nézve).

A tablazatokbol kiolvashatjuk, hogy a relativ szorasok nagysagrendileg azonosak a
kiilonb6z8 polar—Fourier momentummodszerekre, bar a Chebyshev—Fourier invari-

dnsok kissé lemaradnak a masik kettd félétsl.
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8. Transzformacio—invarians mennyiségek

p=2

p=1

=2

0.21%

0.37%

1.57%

1.37%

1.14%

2.14%

2.53%

3.86%

(a) Chebyshev—Fourier

p=20

p:

p=2

p:

p:

p:

p:

/

p:

p=1

p=2

p:

p:

p:

p:

0.97%

0.84%

0.71%

0.52%

0.4%

0.17%

0.45%

0.54%

0.8%

1.62%

1.03%

1.04%

1.06%

1.07%

1.1%

1.18%

1%

1.02%

1.06%

1.09%

1.04%

0.9%

0.79%

0.77%

0.77%

1.03%

1.88%

1.78%

1.64%

3.39%

1.19%

1.09%

1.01%

1.08%

1.06%

1.4%

1.24%

1.18%

1.32%

1.84%

(b) Legendre-Fourier

p=20

p:

p=2

p:

p:

p:

p:

p=0

p=1

=2

p=0

p:

p:

p:

0.69%

0.51%

0.33%

3.41%

3.29%

6.57%

2.45%

2.34%

4.9%

4.58%

0.94%

0.97%

1.15%

0.87%

0.8%

1.11%

1.17%

1.09%

1.27%

1.96%

0.87%

0.81%

0.9%

1.19%

0.98%

2.01%

0.66%

0.65%

1.25%

0.92%

1.17%

0.97%

0.96%

1.35%

1.18%

1.96%

1.09%

1.06%

1.59%

1.79%

(¢) RadialHarmonic—Fourier

8.5. adbra. Polar-Fourier RST invariansok relativ szorasa
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9. fejezet

Objektum felismerés

Objektum felismerés soran a célunk az, hogy a 8. fejezetben definialt invariansok
segitségével azonositsuk egy objektum eredeti (nem transzformalt) képét, miutén az
atesett eltolason, forgatason, skaldzason, zajositéson.

Tesztelésre hasznalt képek

Tesztelésre a Columbia Object Image Library (COIL-100) [21] adatbazisanak egé-
szét, mind a 100 képét hasznaltuk. A 8.5. szekcidban leirt modon ezeket a 128x128
pixel felbontést képeket rahelyeztiik 204x204 pixel felbontasnu fekete héatterekre.

A képeket a tesztelés soran gyakran Gauss, vagy so—bors zajjal torzitottuk. Az alab-

biakban ilyen képekre lathatunk par példat.

(a) Eredeti kép (b) o2 =0.01 (c) o2 =0.02 (d) 0% =0.03

9.1. abra. o2 szorast Gauss zajjal torzitott képek
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9. Objektum felismerés

(a) Eredeti kép (b) d=10.05 (¢) d=0.1 (d) d=0.15

9.2. 4dbra. d valoszintiségl s6—bors zajjal torzitott képek

Tesztelési paraméterek

Momentumszamitasi algoritmusnak minden esetben az altalunk kidolgozott Diszkrét
modszert valasztottuk Ng := [v2M |, N4 := 2Ny mintavételezési paraméterekkel.
Azért, hogy az objektum egésze az egységkorlemezre essen, a 3.1.2 szekcidban leirt

modon reprezentaltuk a képet.

9.1. Invarians vektor

Az objektum felismeréshez, az eredeti és a transzformalt képekre is kiszamolunk egy-
egy valos elemekbdl &llo I = [Iy, I, - - -, I1] invaridns vektort. A vektorok I elemei
az egyes kvaternio értékid invariansok koordinatéi (figyelve arra, hogy el6fordulnak
olyan invariansok, melyeknek bizonyos koordinatai nem hordoznak informaciot).

Ezt a vektort Suk és Flusser [20] lefrasa alapjan a kovetkezd modon normalizaljuk:
. 1
Jk = SZgTL(Ik) |Ik|r

ahol r az egy darab invarianshoz hasznalt momentumok szama. Az eltolas és skalazas
invariansok esetén r = 1, a forgatas és RST invaridnsok esetén r = 2.

Ekkor egy transzformalt objektumot akként az eredeti objektumként fogunk klasszi-
fikalni, amelyikhez a legjobban "hasonlit" a J invaridns vektora. Erre bevett gya-

korlat, hogy a J invarians vektorok Euklideszi tavolsagat vessziik figyelembe.
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9. Objektum felismerés

Invarians vektor elkészitése

Az invarians vektorokat érdemes az alacsony rendid momentumok felhasznalaséaval
elkésziteni, hiszen azok altalanosabb leiré informaciokat tartalmaznak a képrél.
Hogy hany darab kvaterni¢ értékid invarianst hasznalunk az invarians vektor elké-
szitéséhez, nem magatol értetddd, és nagyban befolyasolja az objektum felismerés
pontossagat, sebességét. Hogyha tul kevés elemt invaridns vektort hasznalunk, akkor
tal kevés informécionk lesz a pontos klasszifikdlashoz. Hogyha til sok elemi invari-
ans vektort hasznalunk, akkor az objektum felismerés feleslegesen lassi lesz (és nem

garantalt, hogy a hosszabb invarians vektor pontosabb felismerést eredményez).

9.2. Tesztelési eredmények

9.2.1. Objektum felismerés skilazott képek esetén

A 8.3. szekcidoban lathattuk, hogy a Mpq momentumok skalazas invaridansok. Az [
invarians vektor elkészitéséhez rogzitjiik a pg, qo paramétereket és az Osszes Mpq
invarians koordinatéjat felhasznaljuk, amire p < pg és 0 < g < ¢o. A p = ¢ esetben
a Mpq invarians tisztan képzetes, ezért a valos részét nem hasznaljuk fel az invarians
vektor elkészitéséhez.

Ekkor az I invarians vektor L hossza a kovetkezd képlet alapjan adodik:

L = 4poqo — po

Az alabbi tablazatok és grafikonok elkészitéséhez minden képet skaldztuk A €
{0.5,0.75,--- ,2} szorosara, és az igy készitett 700 darab képet klasszifikaltuk (ez-
uttal a képeket nem helyeztiik ra a nagyobb, fekete hattérre). A képekre kiillonb6z6
mértékd Gauss vagy s6—bors zajt helyeztiink.

Gauss zaj hatasanak vizsgalata

Az alabbi tablazatban lathatjuk a felismerés szézalékos pontossdgat kiilonbozs o2
szorasu Gauss zaj esetén. Zajmentes képek esetén a felismerés minden momentum-

modszernél tokéletes volt, igy a tablazat csak a zajjal terhelt eseteket mutatja.
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9. Objektum felismerés

Chebyshev Legendre R.Harmonic
o |po\aq| O 1 2 0 1 2 0 1 2
0 80.3 | 99 | 100 65 97 | 100 || 79.1 | 99 | 100
1 93.3 | 100 | 100 96 | 100 | 100 | 97.6 | 100 | 100
002 2 99.9 | 100 | 100 || 100 | 100 | 100 || 100 | 100 | 100
3 100 | 100 | 100 || 100 | 100 | 100 {| 100 | 100 | 100
0 33.6 | 79.4 | 97 20 | 66.9 | 90.1 || 30.3 | 80.6 | 97
1 84.9 | 974 | 97 | 66.6 | 93.4 | 100 || 63.1 | 99 | 100
00t 2 89.1 | 99 | 100 || 83.9 | 99.9 | 100 || 83.1 | 98.6 | 100
3 96.3 | 100 | 100 || 93.7 | 100 | 100 || 92.3 | 100 | 100
0 18.3 | 53.6 | 84.6 || 13.6 | 45.9 | 72.7 || 15.3 | 52.9 | 83
1 50.4 | 89.4 | 96.7 || 43.1 | 82.7 | 97.4 || 39.4 | 78.4 | 99.1
000 2 71.6 | 974 | 99 | 60.9 | 96.9 | 100 || 58.1 | 89.4 | 100
3 87.6 | 98.4 | 100 || 78.7 | 97.4 | 100 || 71.3 | 93.9 | 100

9.3. abra. Objektum felismerés %-os pontossaga Gauss zaj esetén

A tablazatbol kiolvashatjuk, hogy a momentummodszerek nagysagrendileg hason-
16 pontossaggal végzik az objektumfelismerést, ugyanakkor nagyobb zaj esetén az
altalunk kidolgozott Chebyshev—Fourier invariansok adjék a legjobb eredményt.
Megfigyelhetjiik tovabbéa, hogy nagyobb zaj esetén a modszerek pontossaga csok-

ken, viszont a pg, qo értékek novelésével javithato az eredmény.

S6-bors zaj hatasanak vizsgalata

Az alabbi grafikonokon lathatjuk az objektum felismerés szézalékos pontossagat kii-

16nb6z6 nagységa s6—bors zaj esetén. Minden pixelt d valészintiséggel modosit a zaj.

A grafikonok elkészitéséhez csak a pg = qo eseteket tekintettiik.

Meéréseink alapjan, hasonléan a Gauss zaj esetéhez, a kiilonb6zd tipusta invariansok

nagysagrendileg hasonlé eredményt adnak.
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9.4. abra. Objektum felismerés %-os pontossaga s6—bors zaj esetén

9.2.2. Objektum felismerés elforgatott képek esetén

Az [ invarians vektor elkészitéséhez rogzitjiikk a pg, qo paramétereket és az Osszes

f’gp, invarians koordinatajat felhasznaljuk, amire p’ < p < pp és 0 < g < ¢o. A

p = p’ esetben a ng, invarians valos, ezért a képzetes részeket nem hasznaljuk fel az

invaridns vektor elkészitéséhez.

Ekkor az I invarians vektor L hossza a kovetkez6 képlet alapjan adodik:

Az alabbi tablazatok és grafikonok elkészitéséhez minden képet elforgattunk o €
{0,15,---,90} fokkal, és az igy készitett 700 darab képet klasszifikaltuk. A képekre

L = 2qopo(po + 1) — 3poqo

kiilonb6zé mértékd Gauss vagy sé-bors zajt helyeztiink.
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9. Objektum felismerés

Gauss zaj hatasanak vizsgalata

Az alabbi tablazatban lathatjuk a felismerés szézalékos pontossagat kiillonbozs o

2

szorasu Gauss zaj esetén. Zajmentes képek esetén a felismerés minden momentum-

modszernél szinte tokéletes volt, igy a tablazat csak a zajjal terhelt eseteket mutatja.

Chebyshev Legendre R.Harmonic

o |po\q| O 1 2 0 1 2 0 1 2
0 20 | 679 | 96 83 | 57.6 | 89.1 || 15.1 | 67.7 | 97
0.01 1 95.4 | 100 | 100 88 99 199.9 || 96.9 | 100 | 100
2 99.9 | 100 | 100 || 99.1 | 100 | 100 || 100 | 100 | 100
0 5 | 403 | 73.1 4 | 186 | 474 | 54 | 251 | 634
0.02 1 7231 96.4 | 99.6 || 42.6 | 76.9 | 91.7 || 67.4 | 93.7 | 97.7
2 95.7 | 100 | 100 || 85.6 | 99 | 100 || 92.4 | 98.9 | 100
0 4 23 | 53.6 3 | 141 283 3 | 153|349
0.03 1 454 | 784 | 94.3 || 249 | 52.3 | 72.1 || 46.1 | 77 | 93.3
2 83.6 | 100 | 100 | 62.3 | 92.1 | 98.1 || 79.1 | 93.3 | 98.1
0 4 | 144 30.7 3 11 | 18.1 3 | 114|224
0.04 1 283 | 55.7 | 81.6 || 13.1 | 33.1 | 57.7 || 31.4 | 61.6 | 77
2 67 | 954 | 99.7 | 44.3 | 77.3 | 89.1 || 59 84 | 89.3

9.5. abra. Objektum felismerés %-os pontossdga Gauss zaj esetén

A tablazatbol kiolvashatjuk, hogy az altalunk kidolgozott Chebyshev—Fourier inva-

ridnsok adjak a legjobb eredményeket, de a kiillonb6z6 modszerek hasonloan teljesi-

tenek.

S6-bors zaj hatasanak vizsgalata

Az alabbi grafikonokon lathatjuk az objektum felismerés szézalékos pontosséagat kii-

16nb6z6 nagységa s6—bors zaj esetén. Minden pixelt d valoszintiséggel modosit a zaj.

A grafikonok elkészitéséhez csak a pg = qo eseteket tekintettiik.

Meéréseink alapjan a kiilonbozé tipusi invariansok nagységrendileg hasonlo ered-

ményt adnak, de legjobban a Chebyshev—Fourier invariansok teljesitenek.
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Chebyshev Legendre
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9.6. abra. Objektum felismerés %-os pontossaga s6—bors zaj esetén

9.2.3. Objektum felismerés RST transzforméacié utan

Az [ invarians vektor elkészitéséhez rogzitjiik a pg, qo paramétereket és az Osszes
\i/gp, invarians koordinatajat felhasznéljuk, amire p’ < p < py és 0 < ¢ < qo. A
p = p’ esetben a \ilgp, invarians valos, ezért a képzetes részeket nem hasznéljuk fel
az invarians vektor elkészitéséhez.

Ekkor az I invarians vektor L hossza a kovetkez§ képlet alapjan adodik (a 9.2.2.

szekcioban leirtakhoz hasonléan):

L = 2qopo(po + 1) — 3poqo

Az alabbi tablazatok és grafikonok elkészitéséhez minden képet eltoltunk Ax =
9,Ay = —6 pixellel, elforgattunk o € {0,25,50,75} fokkal, végiil skalaztunk
A € {0.5,1,1.5,2}-szoroséara. Az igy készitett 1600 képet klasszifikaltuk. A képekre

kiilénbo6z6 mértékd Gauss vagy soé—bors zajt helyeztiink.
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9. Objektum felismerés

Gauss zaj hatasanak vizsgalata

Az alabbi tablazatban lathatjuk a felismerés szézalékos pontossagat kiillonbozs o

szorasu Gauss zaj esetén.

Chebyshev Legendre R.Harmonic

o |po\q | O 1 2 0 1 2 0 1 2
0 61.8 | 96 | 100 || 54.8 | 90.4 | 99.1 || 62.9 | 95.5 | 99.8
0.00 1 100 | 100 | 100 | 99.8 | 100 | 100 || 100 | 100 | 100
2 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 || 100 | 100 | 100
0 20.4 1 629 | 955 || 94 | 33.5 | 73.8 | 14.1 | 52.3 | 90.6
0.01 1 94.3 199.9 | 100 || 839|979 | 99 | 96.5| 100 | 100
2 98.4 | 100 | 100 || 98.6 | 100 | 100 || 99.9 | 100 | 100
0 7.8 | 31.6 | 64.8 || 4.5 | 14.7 | 33.1 || 6.3 | 19.3 | 47.3
0.02 1 70.8 | 87.5 1994 || 414 | 69.1 | 88.2 || 72.1 | 91.1 | 97.8
2 90.4 | 97.9 | 100 || 82.8 | 97.6 | 100 || 88.1 | 96.6 | 99.9
0 3.6 | 206|471 41 | 9.1 | 157 39 | 13.3 | 278
0.03 1 419 | 62.8 | 88.3 || 19.4 | 37.2 | 66.6 || 42.1 | 74.3 | 914
2 78 91 | 98.6 | 56.1 | 82.3 | 96.3 || 73.9 | 86.4 | 95
0 3.9 | 13.1 | 314 3 7.1 | 12.3 3 8.4 | 18.9
0.04 1 32.4 | 52.8 | 74.6 || 13.6 | 21.4 | 43.9 || 30 | 59.6 | 78.4
2 61.8 | 86.6 | 98 || 40.9 | 66.9 | 88.3 || 51.9 | 69.1 | 82.8

9.7. abra. Objektum felismerés %-os pontossaga Gauss zaj esetén

A tablazatbol kiolvashatjuk, hogy a kiilonb6z6 tipust polar—Fourier invariansok

2

nagysagrendileg azonos eredményeket adnak, de a Chebyshev—Fourier momentum-

modszer adja a legjobb eredményt.

S6—-bors zaj hatasanak vizsgalata

Az alabbi grafikonokon lathatjuk az objektum felismerés szézalékos pontossagat kii-

16nb6z6 nagysagi s6—bors zaj esetén. Minden pixelt d valészintiséggel modosit a zaj.

A grafikonok elkészitéséhez csak a py = qo eseteket tekintettiik.

Meéréseink alapjan a kiilonboz6 tipusi invariansok nagységrendileg hasonlo ered-

ményt adnak.
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9. Objektum felismerés

Chebyshev 100 Legendre
100 . —_— ' — |
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= ES
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100 " —_—
80
60
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40
20
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0
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9.8. abra. Objektum felismerés %-os pontossiaga s6—bors zaj esetén

Objektum felismerés magasabb rendii momentumokkal
Az alabbi grafikonon a Chebyshev—Fourier momentummodszer eredményeit lathat-
juk erGsen zajos képek esetén, ha magas rendd momentumokat is hasznalunk az

invarians vektor elkészitéséhez.

100

80

60

40

20

—#— p0=q0=9
pO=q0=10

] 002 004 006 008 0.1 012 014 016
Gauss za| szorasnégyzete

9.9. dbra. Objektum felismerés pontossaga extrém mértékid Gauss zaj esetén
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10. fejezet
Képek vizjelezése

Ebben a fejezetben bemutatjuk a polar—Fourier momentumok egyik lehetséges fel-
hasznalasi teriiletét, a képek vizjelezését (lasd példaul [22, 23]).

Klasszikus vizjelezésnél a vizjel szabad szemmel jol lathato (ezzel is akadéalyozva a
kép illetéktelen felhasznalasat), azonban a vizjel gyakran eltavolithato kiilonb6z6
képszerkeszté programokkal. A vizjelezés egy masik tipusa, amikor szabad szemmel
nem lathato, rejtett vizjelet helyeziink el a képen, mely ellenall6 a képfeldolgozasban
gyakran hasznalt transzformaciokkal valamint zajhatasokkal szemben. Igy a kép tu-
lajdoni, szerz6i jogai kimutathatok, védhetGek maradnak. A dolgozatban bemutatott

momentum tipusok utébbihoz adnak eszkozoket.

10.1. Vizjel beagyazasanak folyamata

Jelolje L a bedgyazni kivant bitsorozat hosszat, az ¢. bitet pedig b;. Lehet&ségilink
van kis binaris (fekete—fehér) képek (példaul cégek logoja) bedgyazéséra is, ehhez a
kép pixeleit sorfolytonosan tekintjiik a bedgyazni kivant bitsorozatnak.

Az alabbi abran lathatoé az altalunk végzett vizjelbeagyazas f6bb 1épései, melyeken

a kovetkezdkben részletesen beszélni fogunk.

. - . Felhasznalt oy oy
Vizjelezési tartomany . Momentumok Vizjel Vizjelezett
. momentumindexek NP AR B A
meghatarozasa (. kiszamitasa eléallitasa kép elGallitasa
meghatdrozasa

10.1. abra. Vizjel beagyazasa
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10. Képek vizjelezése

10.1.1. Vizjelezési tartomany meghatarozasa

Eddig kétféle modot adtunk meg egy kép egységkorben valod abrézolasara a 3.1. szek-
cioban, ezekbdl azonban csak a 3.1.1 részleges eset hasznalhatd vizjelezésre, hiszen
szeretnénk ha az egész vizjel a képen beliilre essen.

egyféle titkos kulcsként kezelhetjiik. Ehhez csak ki kell valasztanunk egy tetszéleges
korlemezt a képen ami alapjan dolgozni fogunk.

Az egyszertiség kedvéért mi a 3.1.1. szekcioban leirt részleges modot hasznaljuk.

10.1.2. Felhasznalt momentumindexek meghatarozasa

Tehat sziikségiink van I = {(p1,q1), (p2,q2), - - -, (pr,qr)} momentumindex megha-
tarozasara, melyek altal meghatarozott momentumokba fogjuk bedgyazni az egyes
biteket.

[23| megfontolasai alapjan érdemes olyan Mpq momentumokat hasznalni vizjelezésre
(mindharom polar—Fourier momentumtipusnéal), ahol 0 < ¢. Ezek koziil is elsGsorban
a kis p indextd momentumokat hasznaltuk. Ekkor mindenképpen tgy kell megvalasz-
tanunk pg, go paramétereket, hogy L < po(qo — 1) teljesiiljon, hisz csak igy lesz elég
momentumunk a vizjelezésre.

Egy Mpq momentumot vizjelezésnél elényben részesitiink egy Mp/q/ momentummal
szemben, hogyha p < p/, vagy p=p' és ¢ < ¢'.

Az alabbi dbran lathatoak a vizjelezésre kivalasztott momentumok (és a sorrendjiik)

Po = qo = 4 esetén:

o dl 3| 2|10 | 1] 2|3
0 1. | 2. |3
1 4. | 5. | 6
2 7. 18 |9
3 10. | 11. | 12

10.2. &bra. Vizjelezésre hasznalt indexek
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10. Képek vizjelezése

10.1.3. Momentumok kiszamitasa

Vélaszthatunk tetszéleges polar-Fourier momentumtipust és tetszéleges szamitasi
modot. Ugyanakkor a kiszamolt momentumok pontossidga nagyban befolyasolja a
vizjelbeagyazas és kiolvasas pontossagat. Torekedjiink tehat olyan modszert alkal-
mazni, ami pontosan, és kis pyg, qo értékek mellett gyorsan szamolja ki a momentu-

mokat.

10.1.4. Vizjel elsallitasa

Szeretnénk a by, b, . .., by, biteket belekddolni az Mplql, Mp2q2, cee MPL(IL momentu-
mokba.

Erre egy gyakran hasznalt modszer a binaris kvantalt dither modulacio [23]. Ehhez
generéaljunk (titkos kules alapjan) egy (dy,da, ..., dy) pszeudorandom egyenletes el-
oszlasu vektort a [0, A] intervallumon, ahol A a kvantalasi 1épéskoz.

Ekkor a kovetkez6 modon hatarozzuk meg a régi ¢. vizjelezésre szant Mpi(h' momen-

tumbol az 4j Méiqi momentum abszolut értékét, majd magat a momentumot:

~

Digi |

[—W”"Z _dz} A+ d;, ha b; = 0
[—W””i A‘dﬁA/Q)} A+di+A/2, hab =1
ahol [-] a kerekit6 operator. Ekkor a momentumot a kovetkezs képlet alapjan sza-

moljuk:

!
o o Piqi

~

Piqi

~

Piqi

Fontos megjegyezni, hogy egy Mpiqi momentum modositasakor sziikséges a konjugalt

~

parjat (M, _,,) is ugyanigy modositani.

10.1.5. Vizjelezett kép elGallitasa

Ha f képet szeretnénk vizjelezni (példaul Chebyshev—Fourier esetben), ahol

f= Z Z Mzgf)épq
p=0 g=—0c0
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10. Képek vizjelezése

akkor a vizjelezett f maried KED a kovetkezéképpen irhato fel:

2 : § : )1 A
marked CPQ

p=0 g=—00

ahol az el6z6ek (10.1.4) alapjan

~(C
M(C),, Mlgq ),7 ha (pa Q> €l vagy (p, —Q) el
pqa .
M) egyébkent

Ekkor a vizjelezett képet a kovetkezd képlet alapjan tudjuk elallitani a gyakorlat-

ban:
)\ A @) ~r(C) A -
marked f + Z <( pz% 1§qu> Pigi (Mpl, 1/ - Mpi7—Qi> Cpi,—qi) =
= f+ fégblk
ahol
po—1 go—1
faﬁ = Z Z D(C)C
p=0 g=—qo+1
és
~r(C ~r(C
HO) _ My = My, ha (p,q) € I vagy (p,—q) € 1
pqg

0, egyébként

/

A 10.1.4. rész alapjan ha a sziikséges MZSQC ),M,ch )" értékeket mér ismerjiik, akkor

tetszdleges rekonstrukeios eljarassal megkaphatjuk f &) ety €8 18y fmarked ot.

10.2. Vizjel kiolvasasanak folyamata

A vizjel visszanyeréséhez elGszor is sziikségiink van a 10.1.2. szekcibban meghatéro-
zott I és a 10.1.4. szekcioban eldallitott (dy,da, ..., dr) értékekre (melyeket a titkos
kules alapjan megkaphatunk).

A kovetkezGkben a Chebyshev—Fourier esetet tekintjiik, de a modszer konnyen atiil-
tetheté més polar—Fourier momentumtipusokra.

Hatéarozzuk meg f pLe) arkeg-0€k I altal meghatarozott Mégg” momentumait egy tetszd-

leges, de minél pontosabb modszerrel.
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10. Képek vizjelezése

Ekkor a kiolvasand6 B bitsorozat b, bitjének meghatarozésahoz szamoljuk ki

‘ r(Cn
’Ui(o) _ pigq;

A

—d;
A +d;

Sr(C)
o [

Y;

—(d; + A/2)

A+di+ A2

értékeket, és ekkor

0, [ o] < [N o

Bi -
1, egyébként

10.3. Vizjelezési eredmények

A vizjelezési algoritmusunk jellemzéséhez a kovetkezs szamszert leirokat hasznaljuk:
Maximum jel-zaj arany

Az eredeti és vizjelzett képek kozti eltérést ezittal a PSNR-rel, avagy a maximum
jel-zaj arannyal meértiik. Ertéke kozvetleniil szamolhaté az eredeti és a vizjellel re-

konstruélt kép kozti MSE értékbdl:

2 2

Ertéke minél magasabb, annal kevésbé zajositja a hozzaadott vizjel az eredeti képet.
Bit hiba arany

A visszanyert bitsorozat pontossagat a BER, avagy bit hiba ardany méri. Az értékébdl
megtudhatjuk, hogy a bitsorozat L hosszahoz aranyosan hany bitet kaptunk vissza

hibasan a vizjel kiolvasasakor. Ertéke konnyen szamolhato:

HIBA

BER =
L

ahol HIBA azon 1 < i < L indexek szamossaga, amire b; # Z;Z

Vizjel lathatosaga

Az alabbiakban a 256x256 pixeles Léna képbe bedgyaztunk L := 128 hossztsagu
véletlenszert bitekbdl allo vizjelet, Ng := 362, Ny := 724, py :=9,qo := 30, A := 0.2
paraméterek mellett. A vizjelezéshez a Diszkrét modszert hasznaltuk, Chebyshev—

Fourier momentumokkal, interpoléaciés rekonstrukciéval.
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10. Képek vizjelezése

(a) Eredeti kép (b) Vizjelezett kép  (c) Vizjel 30-szorosa

10.3.1. Vizjelezett képek oOsszehasonlitasa

Az alabbi tablazat elkészitéséhez a 256x256 pixeles Léna képet hasznaltuk, Diszkrét
modszerrel, interpolécios rekonstrukcioval, Np = 362, Ny := 724 mintavételezési
paraméterekkel, A := 0.2 esetben. Véletlenszert bitekbdl allo, L := 64,128,256
hosszusagu vizjeleket helyeztiink el a képen. Ehhez a py := 9, ¢y := 30 paraméterva-
lasztéassal éltiink (tapasztalatunk szerint érdemes pg értékét go-nal kisebbre venni).
Az alabbi tablazat tartalmazza a vizjelezett képek PSNR értékeit, valamint magukat

a vizjeleket (30-szoros pixelintenzitéassal).

L Chebyshev Legendre R.Harmonic
64
52.4619 54.0259 48.7849
128
50.0294 52.1797 44.9129
256
47.2603 51.1501 42.061

10.3. dbra. PSNR értékek és vizjelek
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10. Képek vizjelezése

A tesztek soran nem tapasztaltunk bithibat, a BER értékek nullak voltak. A
tablazatbol kiolvashatjuk, hogy a fent rogzitett paraméterek mellett a Legendre—
Fourier momentumok adjak a legjobb, a RadialHarmonic-Fourier momentumok a
legrosszabb eredményt. Azt is lathatjuk, hogy a Radial-Harmonic modszer az origd
kornyezetében erésebb szintorzulést okoz, ezért ott lathatoébb a vizjel. A gyakorlat-
ban azonos paraméterek mellett a magasabb PSNR értékeket produkalé modszereket

részesitjiik elényben, mert jellemz6en hosszabb bitsorozatok kodolasara alkalmasak.

10.3.2. A kvantalasi lépéskoz nagysaganak hatasa

A A kvantalasi 1épéskoz nagysaga erdsen befolyasolja a vizjel visszanyerésének ro-
busztussagat/kiolvashatosagat (BER értéket), illetve az eredeti és vizjelezett kép
eltérésének nagysagat (PSNR értéket). A kvantalasi lépéskoz minél nagyobb, a viz-
jel kiolvasasa annal pontosabb (kisebb BER érték), de a vizjelezett kép is jobban
eltér az eredetitdl (kisebb PSNR érték).

Ezt a méréseink is igazoljak, az alabbi tablazat elkészitéséhez a 512x512 pixeles
Léna képet hasznaltuk, Diszkrét modszerrel, interpolacios rekonstrukcioval, Ny :=
724, N4 := 1448 mintavételezési paraméterekkel, Chebyshev—Fourier momentum-
modszerrel. L := 64 hosszisadgu vizjeleket dgyaztunk be a képekbe py := 9, qo := 15
paraméterekkel élve.

Elére meghatéaroztunk 30 kiilonb6zs véletlenszertd bitsorozatot (vizjelet), melyeket
a teszteléshez hasznéltunk, igy a tablazat egy adott mez&je 30 vizjel bedgyazas—
kiolvasds BER vagy PSNR éatlagat mutatja. A vizjel bedgyazasa utan, de a vizjel

visszanyerése el6tt 02 = 0.005 szérasnégyzetii Gauss zajjal terheltiik a képeket.
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10. Képek vizjelezése

A=01|A=03|A=05|A=07|A=09
BER 0.4964 0.2854 0.1016 0.0286 0.0073
PSNR || 74.596 | 49.944 | 45.751 43.076 40.856
(a) Chebyshev-Fourier
A=01|A=03|A=05|A=07|A=09
BER 0.501 0.3578 0.1453 0.0573 0.0198
PSNR || 80.138 51.727 | 46.952 44.52 42.409
(b) Legendre-Fourier
A=01|A=03|A=05|A=07|A=09
BER 0.374 0.0057 0 0 0
PSNR || 55.352 44.722 40.596 37.912 35.752

(¢) RadialHarmonic—Fourier

10.4. 4bra. BER és PSNR értékek kiillonbozd A esetén

Lathatjuk, hogy kisebb PSNR értékek esetén kisebb a BER is, hiszen ha lathatobb
a vizjel, akkor biztosabban vissza is nyerhet§ a képbdl. Mivel a RadialHarmonic—
Fourier momentummodszer mar kis A kvantalasi lépéskozre is jelentésen kisebb
PSNR értékeket ad, mint a mésik két polar—Fourier modszer, ezért a tovabbiakban
kizérolag a Chebyshev—Fourier és Legendre—Fourier modszerek dsszehasonlitasat tar-

gyaljuk.

10.3.3. Vizjel visszanyerése zajos kép esetén

Az aladbbi tablazat elkészitéséhez a 512x512 pixeles Léna, Foka, illetve Paprika
képeket hasznaltuk, Diszkrét modszerrel, interpolécios rekonstrukcidval, Ni =
724, N, := 1448 mintavételezési paraméterekkel, A := 0.5 esetben. L := 64 hosszu-
sagu vizjeleket dgyaztunk be a képekbe py := 9, qp := 15 paraméterekkel élve. El6re
meghatéaroztunk 30 kiilonb6z6 véletlenszert bitsorozatot (vizjelet), melyeket a tesz-
teléshez hasznaltunk, igy a tablazat egy adott mezGje 30 vizjel bedgyazas—kiolvasas
BER atlagat mutatja. A vizjel bedgyazéasa utan, de a vizjel visszanyerése el6tt kii-

16nbo6z§ féle zajjal terheltiik a képeket.
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10. Képek vizjelezése

Gauss S6-bors
zajmentes | 0 = 0.005 | 02 =0.01 | d=0.01 | d = 0.02

Léna, 0 0.0948 0.3052 0.1016 | 0.3479

Cheb. | Foka 0 0.1104 0.2578 0.1089 | 0.2531
Paprika 0 0.35 0.4771 0.2031 | 0.4266

Léna 0 0.1375 0.3568 0.2526 | 0.4823

Leg. Foka 0 0.1729 0.3313 0.1641 | 0.3302
Paprika 0 0.4526 0.4875 0.3271 | 0.5333

10.5. abra. BER értékek zajos képekre

Zajmentes képek esetén mindenketts polar—Fourier momentumtipusnal hibatlan volt
a vizjel visszanyerése. A tablazatbol azt is kiolvashatjuk, hogy BER értékek a ho-

mogénebb szinvilagi Paprika kép esetén voltak a legrosszabbak.

10.3.4. Vizjel visszanyerése képtranszforméacié utan

Vizjel beagyazashoz és kiolvasashoz 10.1.4., 10.2. szekcidk alapjan a momentumok
abszolut értékére van sziikség, ami a 8.1., 8.2. és 8.3. szekciok alapjan RST invari-

ansak. A vizjel tehat kinyerhetd a vizjelezett kép transzformalésa utén is.

Chebyshev | Legendre
Lena 0.00104 0.00052
Foka 0.00208 0.00156
Paprika 0.00417 0.01354

10.6. dbra. BER értékek transzformélt képekre

A 10.6 tablazat elkészitéséhez a 512x512 pixeles Léna, Foka, illetve Paprika
képeket hasznaltuk, Diszkrét modszerrel, interpolacios rekonstrukcioval, Np :=
LﬁMJ,N A = 2Ng mintavételezési paraméterekkel, A := 0.5 esetben. L := 64
hosszusagu vizjeleket agyaztunk be a képekbe py := 9, qp := 15 paraméterekkel élve.
Elére meghataroztunk 30 kiilonb6z8 véletlenszert bitsorozatot (vizjelet), melyeket
a teszteléshez hasznaltunk, igy a tablazat egy adott mezGje 30 vizjel beagyazas—

kiolvasds BER atlagat mutatja. A tablazat elkészitéséhez a vizjel bedgyazasa utén,
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10. Képek vizjelezése

de a vizjel visszanyerése el6tt skalaztuk a képeket A € {0.75,1,1.25}-szorosara, és
elforgattuk ket o € {0,10,---,90} fokkal.
Lathatjuk, hogy a BER értékek minden esetben elenyészéek.
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11. fejezet
Osszegzés

A dolgozatban prezentalt eredményeink tobbréttiek. A dolgozat egyik f6 eredménye
a kozelmultban bevezetett, polar—Fourier tipusu Legendre—Fourier fiiggvényrendszer
momentumaival torténd szamitéasok hatékony algoritmusainak megalkotéasa volt: si-
keriilt az eddig hasznélt Basic és Accurate modszereknél pontosabb és gyorsabb
eljarast kidolgoznunk, a diszkrét integraldson alapulé Diszkrét modszert.
Kovetkezd f6bb eredményként definidltunk egy tj momentumtipust, a Chebyshev—
Fourier momentumokat, melyekre az eddig ismert szamitasi modszerek mellett a
sajat Diszkrét modszeriink is hatékonyan alkalmazhat6. A kapott momentumok
a Legendre-Fourier momentumokhoz geometriailag hasonloak, azonban értékeik a
Diszkrét modszerrel torténé szémolas esetén aszimptotikusan alacsonyabb komple-
xitassal is megkaphatoak, gyors Fourier-transzformacio (FFT) alkalmazaséaval.
Harmadik {6 eredményként az Accurate és a Diszkrét modszerhez is kidolgoztunk
egy 1j, a korabban hasznéltaknal gyorsabb rekonstrukcios eljarast, mely minimaélis
rekonstrukcios hibanovekedés mellett jelentGsen csokkenti a futasidét. Ezt a mod-
szert még gyorsabba tettiik a Chebyshev—Fourier tipus esetében FFT hasznalataval.
A Chebyshev—Fourier momentumok megalkotasénak mésik motivacioja egy kozel-
multban publikalt harmadik fliggvényrendszer, a RadialHarmonic—Fourier szerinti
momentumok elénytelen tulajdonsigainak kimutatasa allt: ezek a momentumok a
Diszkrét modszeriinkh6z hasonléan szamolhatok FET segitségével, viszont a fiigg-
vények origobeli szingularitésai sejtésiink szerint rosszabb eredményeket okoznak a
pontossag szempontjabol a gyakorlati alkalmazésokban. Ezért eredményeinket erre

a momentumtipusra is levezettiik, hogy Osszehasonlitasokat végezhessiink mindhé-
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11. Osszegzés

rom momentumtipus kézott, mind az Accurate mind a Diszkrét szamitasi modszerek
alkalmazasa mellett.

Mindharom momentumtipus szamitasi algoritmusait implementaltuk és gyakorlati
tesztek soran Osszehasonlitottuk Gket. Tapasztalataink alapjan a szamitasi straté-
gidk koziil a mi Diszkrét modszeriink adja a legpontosabb eredményt, és ezt a leg-
gyorsabban teszi. A fiiggvényrendszerek vonatkozasaban a Chebyshev—Fourier mo-
mentumainkkal kapott rekonstrukcié kozel megegyezs eredményt ad a Legendre—
Fourier momentumokat hasznélé rekonstrukcioval, azonban nagyobb méretd beme-
net esetén az FF'T-n alapuld szamolasok jelent&sen gyorsabba teszik. Ugyanakkor a
RadialHarmonic—Fourier rendszerrel 6sszehasonlitva a Chebyshev—Fourier momen-
gyakorlati alkalmazasokban kritikus alacsony indexti momentumok vonatkozasaban)
a mi fiiggvényrendszeriink kimutathatoéan jobban teljesitett.

Definialtunk a Chebyshev—Fourier momentummodszerhez eltolas, forgatés, skilazés
és RST invariansokat. Ezen invaridnsok robusztussigat vizsgaltuk kiilonb6z6 transz-
formaciokon atesett, zajositott képek esetén, majd a kapott eredményeket Gsszeha-
sonlitottuk a tébbi polar-Fourier momentummodszer invariansai altal adott eredmé-
nyekkel. Méréseink alapjan nagységrendileg azonos modon teljesitettek a kiilonbo6zé
polar-Fourier momentummodszerek, ezért érdemes vizsgalni a Chebyshev-Fourier
invariansok hasznalhatosagat kiilonbozd alkalmazasok esetén is.

Az invariansok egy lehetséges alkalmazéasaként objektumfelismerési algoritmust imp-
lementaltunk. A tesztelés soran a cél egy transzformécion, zajhatdson atesett ob-
jektum eredeti (nem transzformalt) képének azonositasa volt. Méréseink alapjan
a Chebyshev—Fourier momentummodszer hasonld eredményeket ad, mint a tobbi
polar—Fourier momentummodszer.

Egy tovabbi alkalmazéasként szabad szemmel nem lathato, rejtett vizjeleket helyez-
tiink el képeken, melyek ellenallnak a zajhatasokkal szemben, és az invariancidknak
hala a transzforméaciokkal szemben is. Vizsgaltuk a kiilonb6z6 polar—Fourier mo-
mentummodszerek altal generalt vizjelek lathatoségéat a vizjelezett képen, valamint
a robusztussagokat kiilonbo6z6 transzforméaciok, zajhatés esetén. Méréseink soran azt
tapasztaltuk, hogy a Chebyshev—Fourier momentummodszer hasonld eredményeket

produkal a Legendre-Fourier médszerhez.
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11. Osszegzés

11.1. Szempontok konkrét feladathoz ill6 médszer ki-
valasztasahoz

Ha csak alacsony rendd momentumok szamolasara van sziikség, alacsony felbontési
képeken, akkor érdemes olyan modszert valasztani, ami minél pontosabb eredményt
ad, kevésbé foglalkozva a futasidével. Erre a legalkalmasabb lehet az altalunk ki-
dolgozott Diszkrét modszer Legendre—Fourier vagy Chebyshev—Fourier momentum-
tipusokkal, eredeti pixelpontokban torténd rekonstrukcioval.

Hogyha nagy felbontasu képeken dolgozunk, magas renddi momentumok mellett,
akkor a legjobb eredményt szintén az altalunk kidolgozott Diszkrét modszer adja
Legendre—Fourier vagy Chebyshev—Fourier momentumtipusokkal, az altalunk kidol-
gozott interpolacios rekonstrukcioval. Még gyorsabb eredményt kaphatunk, hogy-
ha Chebyshev—Fourier esetben FFT-t hasznalunk (ez nagy felbontasu képek ese-
tén mindig megéri, hisz nem jar pontossig csokkenéssel). RadialHarmonic—Fourier
momentumtipus is adhat gyors eredményt FFT-vel, de lathattuk, hogy hatranyos
tulajdonsagai miatt érdemesebb Chebyshev—Fourier momentumtipust hasznélni.
Objektumfelismerés és vizjelezés céljabol a modszerek nagysagrendileg hasonlo ered-
ményt adnak, de a RadialHarmonic—Fourier origobeli szingularitasa miatt inkdbb a

mésik két momentummodszer hasznalatat javasoljuk.

11.2. Tovabbi kutatasi és fejlesztési lehet&ségek

Mas filiggvényrendszerek

Dolgozatunkban harom kiilonb6z§ polar-Fourier momentumtipust vizsgaltunk, de
a kodunk lehetGséget ad tovabbi modszerek konnyed implementélasara.

Tovabbi modszerekkel valé Gsszehasonlitas még jobban elhelyezheti modszeriinket
pontossag és gyorsasag terén a képfeldolgozas teriiletén.

Eldetektalas

A hibaképeken megfigyelhetjiik, hogy hiba féleg az élek mentén jelenik meg, ahol
erGs a szineltérés. Ezt kihasznéalva akir a programunk alkalmas lehet az élek detek-

talasara.
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11. Osszegzés

Zernike momentummodszer gyorsitasa

Erdemes lehet megvizsgalni, hogy az altalunk alkotott gyors rekonstrukcios eljarasok
milyen modon iiltethetSk at (ha ez egyaltalan lehetséges) mas tipusi momentum-
modszerekbe, példaul Zernike momentumokba, melyek hatékony kiszamitasa alap-
vetGen nyitott probléma.

Hosszu bitsorozat (vizjel) kdédolasa

Vizjelezés soran érdemes lehet megvizsgalni a kiilonb6z6 modszerek viselkedését
nagy méretd vizjel beagyazasakor. Hosszii bedgyazandd bitsorozat esetén sziikség
van a magasabb rendd momentumokra is, melyek érzékenyebbek a vizjelezett képet
éré hatasokra.

Osszetettebb objektumfelismerési algoritmusok implementalasa
Gyakorlati alkalmazasokban elGforduld objektumfelismerési feladatok megoldasahoz
az alabbi szempontok szerint érdemes fejleszteni a dolgozatban bemutatott mod-

szert:

e invaridns vektorok Euklideszi tédvolsaga helyett neuronhélé vagy SVM klasszi-

fikacio alkalmazasa;

e egyetlen momentumtipus néhany egyiitthatdja helyett véltozatosabb feature

vektorok hasznélata;

e nagyobb és komplexebb objektumhalmaz vizsgalata.
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