A Hold gravitacios terének ellipszoidi kozelitése:
a legjobban illeszkedo forgasi ellipszoid

paramétereinek geofizikai megbecslése

Tudomanyos diakkori dolgozat

Cziraki Kamilla

I1. évf. foldtudomanyi alapszakos (geofizikus specializacio) hallgato

Témavezeto: Dr. Timar Gabor tanszékvezeto egyetemi tanar

ELTE i

EOTVOS LORAND
TUDOMANYEGYETEM

NEMZETI KUTATASI, FEJLESZTESI

! AIA Uj Nemzeti
ES INNOVACIOS HIVATAL

Kivalésag Program

ELTE Geofizikai és Urtudomanyi Tanszék

2023

A Kulturdlis és Innovdciés Minisztérium UNKP-22-6 kédszamii Uj Nemzeti Kivdlosdg
Programjanak a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovacios Alapbdl finanszirozott
szakmai tamogatdsaval késziilt.



Tartalomjegyz¢ek

1. OSSZETOGIAIOK......ecuerererererereresessereresssessssesessssssssasessssssssssasesssssessssessssssssssssesssssssssssesessssssssssens 3
0 T 1) T 3
N 4 ] 1 4
2. BEVEZELES c.uueceneeereicniireictinntisnicssenssisssesssisssesssissssssssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssassssassnss 5
B AALOK coueeeeriiinnniiiniinniicsssnnicsssssssissssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssne 11
Y (T4 C 7 12
4.1. A szelenoid-modell MINtaAVELEleZESe .......eeeerriiiiiiueeeeeeiiiiiiiinereerer e 12
4.2. A probléma megoldasa Python program SegitSEZEVel ..........uuurreerreerreerrenerneerneinnenineennninnn. 13
5. EredmMENYEK ..ccuueierrnicssnicssnicssnncssanesssanssssanssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssnssssssssssss 16
6. DISZKUSSZIO «.cuveeneeenennniinenseicsninsnicsniisssicsseesssnsssnssssessssssssessssssssssssssssssssssssssssssassssessssssssass 17
6.1. A legnagyobb pontossagu eredmény osszehasonlitasa mas referenciafeliiletekkel............... 17

6.2. Az eredmények valtozasa kiilonb6z6 szamu ponttal rendelkezé Fibonacci-gombok

T Lo 11 ) 1 PP 18
6.3 A Fibonacci-gomb elforgatasanak hatasa az eredményekre ..........ccceveereeereeeneeenneennnennnennnennn 20
6.4. A kapott ellipszoidon vett szelenoid-undulaciok hisztogramja..........ccccceeveeereeereeernneeneennennnns 21
6.5. A szelenoid-undulaciok Abrazolasa tErkEPen..........euveeeeeeereeerennreeereeireeereeereeemmeimmeem. 23
6.6. A szelenoid-unduliciok osszevetése a foldi adatokKal ..........eeeeeeviviiinnnnniiiiiiiiiiniieneeeennninn. 24
6.7. Az idealis ellipszoid meghatarozasa a FOIAON...........eeeeeeeereeereeereeeieeireneneeereeeimeenme. 25
7o KONKIUZIO «ovvvrerrrniessnnesssnncssnncssnncssanesssanesssasssssasssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnsssssnssssss 27
8. Felhasznalt irodalom JeGYZEKE ......cccvvueeeirurinirarenssnresssnressnnessnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 28
9. KEpeK €5 ADTAK JEGYZEKE . .uueierrueiesrurisssanisssarisssanesssaresssressssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssssssssssss 31
10, FUGEEIEK....uueierrreinnsrnicssrnicssnnisssansssssnsssssssssssnsssssssssssssssasssssasssssssssssassssssssssssssssssssssnssssssssss 32
10.1. Az N pontos Fibonacci-gomb meghatarozasanak kodja Pythonban ........ccceevvviiiiiiiiiiiinnnnn. 32

10.2. A Fibonacci-gomb pontjai QGIS-ben kiilonb6z6é pontszamok mellett, egyenkozii szélesség-
hossziisagi KoordinAata-rendSZerDen ..........eeeeeeueemmeenmnnnmenmmeemmeemmeemmmeimeememrmmmmmrmmemmmmm 32
10.3. A félnagytengelyek és félkistengelyek kiszamitasahoz hasznalt legkisebb négyzetes

kozelités Python-kodja, 100 méteres IEPESKOZZEL .......uuuuereerreenrennrennrennreeirneerneemneeineinne. 34



1. Osszefoglalok

1.1. Kivonat

A Hold gravitacios terérél mar régota rendelkeziink informacioval, annak anomalidirol,
jellemzdirdl a *60-as évek oOta zajlanak kutatasok. Itt fedeztek fel el6szor masconokat, olyan
tomegtobbleteket, melyek jelentds globalis anomalidkat okoznak a gravitacios térben. A Hold
elméleti alakja, a szelenoid is magas fokig ismert, és nagy felbontdsban barki szamara elérhetd
az interneten.

Kutatdsom soran a holdi gravitacios tér ellipszoidi kozelitését végeztem el, vagyis
kerestem azt a forgdsi ellipszoidot, mely a legkevésbé tér el a Hold Kkitiintetett
potencialfeliiletétdl, amely a szelenoidot definidlja. Ennek sordan a GRGMI1200A
szelenoidmodellt mintavételeztem egyenld teriiletet reprezentalod pontok segitségével, majd ez
alapjan becsiiltem meg az ellipszoid paramétereit, mely a szelenoidunduldciok legkisebb
négyzetes kozelitésen alapult.

Az eredményiil kapott ellipszoid kozéppontja a Hold tomegkozéppontja, félnagytengelye
1 737 576.6 méter, félkistengelye 1 737 046.8 méter, lapultsaga pedig 0.000305. Az ellipszoid
paramétereit 10 cm-es pontossagig hataroztam meg, a 100 000 pontos minta esetén a
mintavételezés felbontisa nagysagrendileg megegyezett a szelenoidmodell felbontaséaval.

Az altalam igy meghatarozott ellipszoid pontossagot tekintve feliilmulja az altalanosan
hasznalt, 1737.4 km sugarG gombét, hiszen a Hold lapultsagat is figyelembe veszi. Erdekes
azonban, hogy a szelenoidundulaciok az ellipszoid felett nézve is jelentds szélsdségeket, és
altalanosan nézve is nagy értékeket produkdlnak. Ennek oka, hogy a Holdon nincs olyan
folyamat, mely a keletkezett tomegtobbleteket homogenizalna, nincs lemeztektonika vagy
1zosztazia.

Kutatdsom soran elvégeztem a szamitast a foldi geoidra is, olyan céllal, hogy
megmutassam, ez a modszer egy jO becslést képes adni az idedlisan illeszkedd ellipszoidra.
Mivel a f6ldon ennek a paraméterei ismertek, ezzel vetettem Ossze az eredményeimet, amik jol

kozelitették azt, 60 cm-es eltérést mutattak csak.



1.2. Abstract

Because the Moon is much less flattened than the Earth, most lunar GIS applications use
a spherical datum. However, nowadays, with the renaissance of lunar missions approaching, it
seems worthwhile to define an ellipsoid of revolution that better fits the lunar gravity potential
surface. The main long-term benefit of this might be to make the lunar adaptation of methods
already implemented in terrestrial GNSS, gravimetry and GPS applications easier and

somewhat more accurate.

In our work, we used a 660" degree and order potential surface called GRGM 1200A
Lunar Geoid, developed in the frame of the GRAIL project. Samples were taken from the
potential surface along a mesh that represents equal area pieces of the surface. The method of
point grid selection was provided by a relatively simple Fibonacci sphere. We tried Fibonacci
spheres with 100, 1000, 3000, 5000, 10000 and 100000 points and also separately examined
the effect of rotating the network by length for a given number of points on the estimated

parameters, but these differences were only noticeable for the lower resolution networks.

We estimated the best-fitting rotation ellipsoid semi-major axis and flatness data for the
selenoid undulation values at the network points, which were obtained for a=1,737,576.6 m
and =0.000305. This parameter pair is already obtained for a 10000 point grid, while the case
of reducing the points of the equidistant grid to 3000 does not cause a deviation in the axis data
of more than 10 centimetres. As expected, the absolute value of the selenoid undulations has
decreased compared to the values taken with respect to the spherical basal surface, with
maxima exceeding +400 m still being found for Mare Serenitatis and Mare Imbrium, and the

largest negative values for South Pole Aitken and Mare Orientale.

(Published in Czirdki &Timar 2023)



2. Bevezetés

A Fold egyetlen égi kisérdje a Hold, mely attol atlagosan 384 402 kilométerre kering.
Keringése kotott: nagyon kis valtozassal gyakorlatilag mindig ugyanazzal az oldalaval fordul
a Fold felé. A Hold az egyetlen olyan égitest, melyre ember a Foldon kiviil 1épett, €pp ezért a
Naprendszer mas objektumaihoz képest példatlanul sok informacionk van annak

Osszetételérol, kialakulasarol €s a gravitacios terérol is.

Kialakulésat tekintve a legvaloszinlibb elmélet, a ,,Giant Impact Theory”, mely szerint a
fiatal Fold iitkozott a Theia nevii protobolygdval kb. 4-4,5 milliard évvel ezeldtt (Asphaug
2014). Az iitk6zés soran a Hold késdbbi anyaga Fold koriili palyara kertilt. A Hold ebbdl a
keverékbdl: a Theia anyagabol és az altala a Foldbdl, gyakorlatilag annak k&penyébdl
kiszakitott tormelékbdl allt 6ssze. Ez a szilikatokban gazdag anyag az litk6zést kdvetden a
Roche-hataron tulra sodrédott (Barr 2016), vagyis az arapalysurlodds mértéke nem
lehetetlenitette el, hogy Osszealljon, ennek kdszonhetden a tormelék égitestté, a Holdda
formalodott. Ez a Hold kialakuldsara a legszélesebb korben elfogadott elmélet, vitatott
azonban, hogy az litk6zés soran milyen ardnyban keriilt a leendd égitest anyagéba a Theia

eredeti anyaga ¢és az iitk6z¢€s soran a Fold kdpenyébdl vett ,,minta” (Barr 2016).

A Fold utan a Hold gravitacios terérdl van a legtobb ismeretiink. Mar az 1960-as évektol
kezdve torténtek mérések ennek megismerésére, hiszen kulcsfontossagu szerepe volt abban,
hogy az ember Holdra [épése meg tudjon valdsulni. Mindennek elsd fazisaban az 1966-67-ben

Hold koriili palyara allitott tirszondak, a Lunar Orbiter missziok miiszerei jatszottak szerepet.

Az trszondak Foldrol sugarzott, fix frekvenciaji hullam Doppler-torzulasat hasznaltak fel,
melyb6l a miiszer, és igy a szonda gyorsuldsat, illetve lassulasat regisztraltak a
kovetdallomashoz képest. Ebbdl szamitottdk ki, hogy a szonda paly4ja mentén milyen a
gravitacids gyorsulés eloszlasa. A szondak megtett 80 kore sordn csak a Hold felszinének csak
egy részét, a lathatd oldal +/-70. holdi szélessége kozotti részt (Muller & Sjorgen 1968)
vizsgaltdk. Ennek a mérésnek nem a preciz, nagy felbontast analizis volt a célja, hanem az,

hogy egy altalanos kép alakuljon ki a Hold gravitacios terérdl.

A mérések alapjan egészen meglepd eredményekre jutottak. Azt talaltdk, hogy a Foldhoz
hasonloan a Holdon is jelentds eltérések vannak a gravitacios gyorsulds értekében. Ennek

eloszlasa azonban jelentdsen eltért a foldi erdtértdl: a legjellemzobb valtozas nem az Egyenlitd



¢s a polusok kozott a szélességhez kototten jelenik meg, hanem kordbban ismeretlen, nagy
gravitacidés anomalidk jelentkeznek, leginkabb a holdi ,,tengerek”, bazaltsiksagok térségében.
Ezeket az tgynevezett mass concentration-oket (roviden masconokat) a Lunar Orbiterek
egyértelmiien 5 holdi bazaltsiksadg alatt mutattak ki, ezek a Imbrium, Serenitatis, Crisium,
Humorum ¢és a Nectaris ,,tengerek™, és tobb tovabbi lehetséges mascont is talaltak (Muller &
Sjorgen 1968). A masconokhoz kapcsolodo pozitiv nehézségi anomaliaknak a teljes nehézségi
erdtérhez viszonyitott ardnya jelentdésen nagyobb a foldi anomaliakénal, ami az emberes holdi

leszallasok tervezésénél igen fontosnak bizonyult.

A Lunar Orbiter programot kdvetden sem alltak le a Hold gravitacios terének mérései. Az
Apollo-program soran is folytak mérések, ezek a missziok CSM-jeihez, vagyis Command and
Service Module-jaithoz kapcsolédoan torténtek, melyek vagy a CSM-konfiguracio
kiprobalasakor (Apollo-8 és -10), vagy a holdkompok leszéllasa kdzben (Apollo-11, -12, -14,
-15, -16 és -17) Hold koriili palyara alltak. Ezeknél a gravitacios tér vizsgélata a Kepler-
palyaelemeknek a CSM altal kibocsatott stabil frekvencidju jel Doppler-torzulasabol szamitott
valtozasain alapult. A mérések soran egyrészt tovabbi masconokat talaltak, valamint emellett
arra vonatkozolag késziiltek kutatasok, hogy ezen tomegtobbletek mekkorak, milyen alaktiak
lehetnek, €s hogyan keletkeztek. Példaul az Apollo 8 altal mért adatok alapjan a (10, -8)
koordinataja, Sinus Aetuum mellett 1év0 mascon mélysége nagyjabol 100 km, tomege pedig
3,8%10° g lehet (Murphy et Siry 1970). Az Apollo-8 gravitdcios méréseinek
figyelembevételével az Apollo-11 leszallasi zonajat is a Mare Tranquilitatis kozépso régidja

helyett a szélére helyezték.

Az Apollo-programok masik fontos eredménye a holdi nehézségi erdtér felszini mérése.
Erre egyszer, 1973-ban, az Apollo 17 felszini mérési programjaban kertilt sor; a Taurus Littrow
leszallasi helyen a holdi nehézségi gyorsulds 162 694,5 +5 mGal értékiinek adodott (Talwani
2003).

Az Apollo-program befejeztével a Hold nehézségi erdterének kutatdsa hattérbe szorult. Az
ujabb holdi expediciok lehetdségének felmeriilésével a 90-es évektdl kezdddden ujabb
missziok eredményei alapjan késziiltek tanulméanyok. 1998-ban a Clementine lirszonda attorést
hozott a kérdéskor kutatasaban. Az ebbdl szarmazd adatbazis mar nagyobb felbontast, és a
masconok szerkezetébe is jobb bepillantast enged: a ,,free air” anomaliakép a mascon k6zE€pso

crer

(Arkani-Ahmed 1998). Ehhez kapcsolodoan 1) kovetkeztetések vonhatok le a masconok



kialakulasdnak mechanizmusarél, valamint a s6tét, bazaltos réteg 1étrejottérdl, mely mar régota
felmertil6 problémakor volt. Mikdzben a masconokat a Hold kialakuldsénak korai szakaszaban
becsapodott vas-domindns anyagu aszteroidak maradvanyainak tartottak, a Clementine adatai
alapjan arra lehet kovetkeztetni, hogy a bazalt a masconokat 6vezé magasabb régiokbol keriilt
a becsapodas hatdsanak kovetkeztében a masconok felszinének kozepébe (Arkani-Ahmed

1998).

Az igy elkezdddott gravitacids €s topografiai mérések soranak koszonhetéen 2012-ben
megsziiletett az eddigi legnagyobb, 1,5 kilométer vizszintes felbontasu, a Hold teljes felszinét
bemutatd gravitacios térképe. Adatai egyrészt a japan SELENE misszi6, masrészt a LOLA
(Lunar Orbiting Laser Altimeter) magassagmodell eredményei. A modell alapjan az atlagos
gravitacios gyorsulds 1,62486 m/s2, a minimum ¢€s a maximum érdekessége, hogy mindkettd

a Hold Foldrdl nem lathato oldaldn talalhato (Hirt & Featherstone 2012).

A holdi nehézségi erdtér alapjan foldi mintara meghatarozhatjuk a Hold alakjat. A F6ldon
ez a geoid, a Hold potencialelméleti alakjat pedig szelenoidnak nevezziik. Mindkét esetben a
nehézségi erdtér egy konkrét potencialértekéhez tartozo szintfeliiletrdl beszéliink, amely Gauss
(1828) javaslata alapjdn az égitest elméleti alakja. A Foldon ez a potencidlfeliilet a
kozéptengerszinthez van igazitva, attdl csak minimalisan tér el. A Holdon ugyanennek a
kivalasztasa tenger hidnydban nem igy tortént, hanem olyan potencialértéket valasztottak,
melynél a Hold felszinének koriilbeliil a fele talalhatdo magasabban, fele pedig alacsonyabban.
Az igy kapott W= 2 821 713,3 m**s? (Martinec & P&¢ 1988) lett a holdi szelenoidfeliilethez
tartozo potencialérték. Ennek a feliiletnek a minél pontosabb meghatarozasahoz sziikség van a
holdi gombi harmonikus egyiitthatokra, melyek segitségével a tomegvonzasi potencial

kozéppontdl vald tavolsaga kiszamithatd aztan.

Erdekes, hogy a Fold és a Hold alakja merében eltér egymastol a nehézségi erSterek
kiilonbségébdl fakaddan. A Fo6ldon a centrifugalis hatas sokkal erdteljesebb (hiszen joval
gyorsabb a tengely koriili forgasa), ami mind a Hold 1ényegesen kevésbé lapult alakjaban, mind
a holdi nehézségi gyorsulas eloszlasdban megmutatkozik. A Holdon is jelen van ugyanez a
hatas, ugyanakkor a kordbban mar emlitett masconok miatt sokkal véaltozatosabb képet mutat
mindez, hiszen ezek a szelenoid-feliilet kidudorodasait eredményezik. A F6ldon masconok az
aktiv lemeztektonika kovetkezményében nincsenek: a korai vasmeteoritok anyagat a
kopenykonvekcido mar a magba juttatta, a tobbi anomaliat pedig az izosztdzia tompitja, igy a

geoid sokkal ,,simabb” a szelenoidnél. Egy masik érdekes eltérés a Hold kotott keringésének



¢s a Fold hatasanak a kovetkezménye. A Hold felénk es6 oldala a Fold vonzo hatasa miatt
kicsit stiriibb, ezért a Hold tuloldalan a geometriai felszinhez képest atlagosan lejjebb van a
potencialfeliilet (Arkani-Ahmed 1998). Ennek a hatasnak koszonheté az is, hogy a Hold

tomegkozéppontja a geometriai kdzéppontjatol néhany km-rel a Fold fel¢ van eltolodva.

A szelenoid a korabban emlitett gdombi harmonikus egyiitthatok segitségével irhat6 le (Kis,
2002), melyeknek ismerete egyrészt a *60-as €s *70-es évek lirszondaihoz és Apollo CSM-
jeihez kotédik, masrészt a *90-es évektdl kezdédéen vannak pontosabb, nagyobb felbontast
adatok is, melyek lehetové tették mindezt. A Clementine lirszonda fent emlitett adatai mogott

70. foku és rendli gdmbfiiggvény-sor adja a szelenoid-modellt (Lemoine et al. 1997).

A Clementine missziot kovetéen aztdn nem sokkal késObb wjabb tirszonda, a Lunar
Prospector allt Hold koriili palyara, ez Gjabb adatokat szolgaltatott, mely alapjan még nagyobb
felbontast szelenoid késziilhetett. Ennek nagy eredménye, hogy az egész lathatd oldalra
vonatkozdan tudott adatot szolgaltatni, igy még pontosabb az adatai alapjan késziilt modell. Ez
mar kozel 180. fokig és rendig képes volt modellezni a szelenoidot (Konopliv et al. 2001).
Fontos megjegyezni, hogy sem a Lunar Prospector, sem a Clementine nem tudott a Foldtol

tavolabbi oldalrdl direkt adatot kzolni, ami mindkét modell hidnyosséaga.

A 2000-es években mar a kinaiak is beléptek a Hold kutatasaba. Urszondaik, a Chang’e
missziok alapjan altaluk is késziiltek szelenoid-modellek. A Chang’e 5T1 misszi6 alapjan 100.

fokig és rendig késziilt el a modelljiik (Yan et al. 2020).

A napjainkban elérhetd legnagyobb felbontasu és legpontosabb modellek a 201 1-ben felldtt
GRALIL, vagyis Gravity Recovery and Interior Laboratory eredményeibdl késziiltek. A GRAIL
misszi6 valojaban nem is egy, hanem két, azonos palyan 1évo tirszondabdl allt, igy a két eszkoz
egymashoz viszonyitott tavolsagabdl is keletkeztek adatok. Rdadasul mindezzel mérhetové és
megfigyelhetdvé valt a Hold Fo6ldtél tavolabbi oldala is, ami eddig nem volt kdzvetleniil
elérhetd. Az elsédleges cél az volt, hogy egy 180. foku és rendli szelenoid-modell késziilhessen
a GRAIL adataibol, azonban napjainkra ez jelentdsen tilteljesiilt, a GRGM1200A szelenoid-
modell 1200. fokig és rendig késziilt el (Goossens et al. 2016, Lemoine et al. 2014).

A Hold alakjanak elméleti meghatdrozasa mellett Ilényeges, hogy legyen egy
referenciafeliilet, ami aztdn a helymeghatirozas alapja, ¢és a térinformatikai miiveletek
elengedhetetlen része. A Foldon is 1étezik ilyen, példaul a WGS84 forgési ellipszoid, mely a
leggyakrabban hasznalt globalis alapfeliilet. Ezt a geoidhoz illesztették, ugy, hogy a geoid és



az ellipszoid kozotti eltérés a lehetd legkisebb legyen, a fliggdleges eltérés a Fold felszinén
mindeniitt +/- 120 méter alatt marad. Egy ilyen ellipszoid kozéppontja idealisan az égitest
tomegkozéppontjaban van, €s két paraméterével irhato le (félnagytengely és a félkistengely,

geometriai lapultsag vagy az excentricitas koziil barmelyik).

A Holdon is létezik ilyen referenciafeliilet, és a rendelkezésre allo adatok ndvekedésével
egyre jobb és pontosabb lehet mindez. A legaltalanosabban hasznalt ma az ESRI:104903
GCS_Moon 2000 koordinata-rendszer, egy 1737,4 km sugaru gombfeliilet. Elmondhat6, hogy
ezt konny leirni, viszont a pontossag szempontjaban elmarad az ellipszoidi kozelitésektdl, bar
a Hold Iényegesen kisebb lapultsaga miatt a pontossagkiilonbség kisebb, mint példdul a Fold

esetében.

Ezen kiviil, a kiilonb6zd szelenoid-modellek alapjan késziiltek ellipszoidi kozelitések is,
hiszen ezekkel csokkenthetd az adott feliilet és a szelenoid kozotti (atlagos) tavolsag, vagyis a
szelenoid-undulacié. A Chang’e 1 és a Lunar Prospector adatai alapjan késziilt a CE-1-LAM-
LEVEL, mely egy haromtengelyli ellipszoid (Wang et al. 2010). Ez, illetve az altalam

kiszamitott paraméterii ellipszoidok dsszehasonlitasara alabb kertil sor a diszkusszioban.

A Holdon (¢és egyébként a F6ldon is) igaz az, hogy a tomegkdzéppont nem esik egybe az
égitest geometriai kdzéppontjaval, hanem koriilbeliil 1,91 km-el eltér attol (Wang et al. 2010),
nagyjabol a Fold irdnyaba. Mivel a holdi topografidhoz kozelebb 4ll egy olyan ellipszoid,
amelynek kézéppontja nem a Hold tomegkdzéppontja, hanem a geometriai kozéppontja, ezért
ilyen modellek is késziiltek, melyek ezért nem ekvivalensek a tomegkdzépponta
megoldasokkal, viszont jobban illeszkednek a felszinhez. Ilyen példaul a CE-1-LAM-GEO
(Wang et al. 2010), mely szintén a Chang’e 1 és a Lunar Prospector adatai alapjan késziilt,
illetve az ULCN2005 is, mely a Clementine adataibol keriilt megalkotasra, és tartalmaz

haromtengelyl ¢s forgasi ellipszoidmodellt is (Iz 2009).

Munkam soran én is egy forgasi ellipszoidot készitettem, a fenti elvek betartasaval, vagyis
a kozéppontja a Hold tomegkozéppontja lett, illetve feltétel volt, hogy a lehetd legkevésbé
térjen el az altalam hasznalt szelenoid-modelltdl. Ehhez kutatdsom sordn mintavételeztem a
szelenoidot, majd pedig egy altalam készitett program segitségével kerestem azt a

félnagytengely-félkistengely parost, amely a legjobb illeszkedést adja.

Egy ilyen, tomegkdzéppontu forgasi ellipszoid jelentds gyakorlati haszonnal is bir. Mivel

ez a gdbmbnél jobb illeszkedést biztosit az adott égitest elméleti alakjahoz, viszont csak eggyel



tobb paraméter sziikséges leirasahoz, jol hasznalhatd, mint geodéziai datum. Epp ezért
hasznalatos ilyen a Fold esetében a kiilonb6zé helymeghatarozasok alapfeliileteként, igy

példaul a GNSS halozat is a geoid forgasi ellipszoidi kozelitésére, a WGS 84-re épiil.

Ezért teszi aktualissd a problémat a tény, hogy a Hold kutatdsa ismét reneszanszat €li, és
nem csak az USA, hanem az EU (az USA-val egyiittmikodve) és Kina is tirszondak és
leszalloegységek sorat tervezi a Holdra kiildeni. A NASA Artemisz programja idén kezdddott,
¢s celja Gyra leszallni a Holdra, és Gjabb kutatdsokat végezni rajta. A kinai Chang’e program
mar tobb, mint egy évtizede tart, végsod célja pedig emberrel leszallni a Hold tals6 oldalara.
Ezen missziok sordn minden eddiginél nagyobb szerep hérul az in situ kutatisokra és
mérésekre, melyekhez tdjékozddni és mozogni kell a felszinen, ehhez pedig a GNSS holdi
megfeleloje kulcsfontossagu. Kina idén dprilisban jelentette be egy navigacios ¢&s
kommunikécids rendszer, a Wu Yanhua kiépitését (Jones 2022), mely 2023-24 koriil lehet
kész. A NASA, valamint az ESA pedig a LunaNet kiépitését tervezi (NASA 2022), mely
hasonl6 funkciokat tolthet majd be.

A navigacidhoz pedig elengedhetetlen az alapfeliilet, a szelenodéziai datum. A LunaNet
esetén ez a jelenlegi tervek szerint a Lunar Reference Frame Standard, vagyis az 1737,4 km
sugaru gdmb (NASA 2008) lesz. A jovOben azonban, elsésorban a Foldon kifejlesztett
gravimetriai alkalmazdsok holdi migracidja soran, illetve a foldi GNSS egyenleteinek

hasznalatdhoz elképzelhetd, hogy egy forgasi ellipszoid valtja majd fel ezt.
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3. Adatok

Munkamhoz sziikség volt egy szelenoid-modellre, amely aztan a szamitasok alapjat
képezte. Ehhez a legtijabb és legnagyobb felbontast modellt, a GRAIL alapjan késziilt ,, GRGM
1200A Lunar Geoid” modellt valasztottam. Ez 660. fokig és rendig tartalmazza a
gombfiiggvénysorok egyiitthatdit (Goossens et al. 2016, Lemoine et al. 2014).Az eredmények
korabbi ellipszoidokkal valo Osszevetésekor érdekes, hogy a GRGM 1200A egyrészt az
Osszesnél pontosabb adatot tartalmaz, masrészt pedig, hogy az elsd, amely mar a F61dt6] tavoli

oldalrol is direkt mérések alapjan tud informéaciot szolgéltatni.

A modell a https://pgda.gsfc.nasa.gov/products/50 honlaprdl szarmazik. Az adat sajnos

GeoTIFF formatumban nem volt elérhetd, csak PDS/LBL formatumhoz tartozott mikodo
letoltési link. Az innen letoltott adatokat a témavezetom GlobalMapperben atalakitotta
szamomra GeoTIFF-¢, ami mar az altalam hasznalt nyilt forraskédi programokban is

kezelhetové valt.

569 m

-635 m

1. kép: A GRGM 12004 QGIS-ben megjelenitve
Forras: Goossens et al. 2016, Lemoine et al. 2014, QGIS
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4. Modszerek

4.1. A szelenoid-modell mintavételezése

A szelenoid-modellen kiviil sziikség van mintavételi pontokra is a becslés
elvégzéséhez. A cél az, hogy olyan pontok legyenek meghatarozva, melyekre igaz az, hogy
egy gombfeliileten egyenld teriileteket reprezentalnak. Példaul egy szélességi €s hosszusagi
korok metszéspontjaibdl allé halmaz nem lett volna megfeleld erre a célra, hiszen a sarkok

kozelében sokkal kisebb teriiletre jut egy pont, mint az egyenlitonél.

A pontok meghatidrozasa az ugynevezett Fibonacci-gombbel tortént. Ez egy olyan
ponthalmaz, amely tulajdonképpen a Fibonacci-spiralt helyezi egy gombre. Ennek
elkészitéséhez el0szor a z-tengelyt annyi részre kell osztani, ahany mintavételi pontot szeretnék
definidlni. Ez megadja a szélességeket, a hossziisagokat pedig a Fibonacci-szammal
kiszamitott fordulatokkal lehet meghatarozni. Az igy elkésziilt gdbmbi polarkoordinatakkal
kifejezett pontokra igaz az, hogy egyenld feliileteket reprezentalnak a gdmbon. Az ezt

megvaldsitd Python kod a Fiiggelékben (9.1.) tekintheté meg.

Image]NASAT/ USGS / JAXA |-SELENE

Google Earth

eye alt 3530.77 km (

2. kép: 5000 pontbol allo Fibonacci-gomb a Hold féldtavoli oldalan a szelenoid-modell felett Google
Holdon
Forras: Goossens et al. 2016, Lemoine et al. 2014, Google Earth
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Mindez egy Excel-munkafiizetben késziilt el, olyan tovabbi valtoztatassal, hogy a
gombi hosszusagok a holdi koordinata-rendszereknek megfeleléen 0-360 fokig terjedjenek,

mely eltér a f6ldi -180-+180 fokig tartod rendszertol.

Az elkésziilt ponthalot aztan az Excelbdl .csv formatumban exportalva vektoros réteggé
alakitottam a QGIS-ben. Itt is fontos volt figyelni a koordinata-rendszerek megfeleld
hasznalatdra. A projekt (a szelenoid és a pontok is) az ESRI: 104903 GCS Moon 2000
koordinata-rendszerében késziilt el, mely egy 1737,4 km sugaru gémb, ahol a hosszusagok 0-
360 fokig vannak értelmezve, ebben lehet aztdn megnyitni a mintavételezendd raszteres
szelenoidot €s a mintavételi pontokat tartalmazé vektoros réteget is. Magat a mintavételezést a
,Point Sampling Tool” plugin hasznalataval készitettem, amellyel a pontokban egy uj vektoros

réteg 1étrehozéasaval kinyerhetéek az adott magassagok a szelenoid gridjébdl.

569 m

-5635m

3. kép: A mintavételezést kovetien elkesziilt 5000 pontos adatbdzis, a pontokban vett
referenciagombtil valo tavolsag szerinti szinezéssel QGIS-ben

Forras: Goossens et al. 2016, Lemoine et al. 2014, QGIS
4.2. A probléma megoldasa Python program segitségével

Az igy elkésziilt adatbazis tartalmazza tehat a pontok koordinatait, valamint a szelenoid
egy referenciafeliilet (1737,4 km sugaru gomb) feletti magassagat. Ebbol pedig egy Python
programban készitettem az ellipszoidi kozelitést. Ennek lényege az, hogy olyan
félnagytengely-félkistengely parost talaljak, mely esetén minimalis a mintavételi pontokban

vett szelenoid-undulacidk négyzetosszege.
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Ennek a megvaldsitdsdhoz  egyrészt  sziikséges egy olyan fiiggvény
(t=((a*cos(fi))*+(b*sin(f1))*)"?, ahol ,,a” az ellipszoid fél nagytengelye, ,,b” a fél kistengelye,
¢s ,,f1”7 az x tengellyel bezart szog, a szélesség), amely segitségével megadhatd, hogy a forgasi
ellipszoid egy adott pontjan mekkora a tavolsag a kozépponttdl. Ehhez sziikséges ismerni
egyrészt az ellipszoid paramétereit, masrészt pedig azt, hogy mely szélességen van a pont,

hiszen forgasi ellipszoid esetén mindez nem fiigg a hosszusagtol.

Ezt kovetden aztan ciklusok hasznalatdval probaltam végig a programban
félnagytengely-félkistengely parokat. Ennek soran a pontokban vett szelenoid-undulaciok
négyzetosszegének minimumat kerestem. Ez az 1. egyenlet szerint tortént, melybe
helyettesitettem a Fibonacci-gdmb polarkoordinatakkal megadott pontjait, valamint az aktualis
félnagytengely-félkistengely tavolsagot. Az ehhez haszndlt Python program részlete a
Fiiggelékben (9.3.) olvashatd. Ez a minimalis négyzetdsszeg példaul egy 5000 pontos minta

esetén 60 722 735,71532023-nek adodott.

Z (R(¢ (FibOnaCCi(N)), A(Fibonacci (N)))szelenoid

i=1

— R(¢(Fibonacci(N)), A(Fibonacci(N)))enipszoiaap))’ = min

1. egyenlet: A legjobban illeszked? ellipszoid kiszamitasanak modszere N pontos Fibonacci gomb
esetén
Konnyen lathatd, hogy egy ilyen, harom egymasba agyazott ciklusbol (egyikkel
valtozik a félnagytengely, egy masikkal a félkistengely, a legbelsé pedig a pontok listajan
halad) 4116 program lefutasa nem kevés 1d6, hiszen nagyon sokszor kell lefutnia a szamitasnak.
Alapvetden a négyzetosszeg szamitasanak, ami minden félnagytengely-félkistengely parosra
megtorténik, a pontok szdmanak megfeleléen kell lefutnia, ami 1000-100 000 szamitas (a

pontszamtol fliggden), és ez szorzodik még a tengelyek hosszanak valtoztatasaival.

Természetesen a félnagytengely-félkistengely par nem vehet fel barmilyen értéket,
mindketté a holdi referenciagdbmb kornyezetében kell, hogy legyen, nem térhet el attol
barmekkora mértékben. Ilyen megfontolasbol minden szamitast csak 1734-39 km kozott
végeztem el a programban, hiszen ezeken kiviil nem lehet a tengelyek hossza. Azonban még
ilyen keretek mellett is rengeteg 1d6, hogy a program lefusson az elérni kivant 10 cm-es
pontossagig, hiszen ez példaul 60 000 lehetséges félnagytengely lenne. Ezért tobb kozelitd

(iterativ) lépést alkalmaztam, és eldszor csak kisebb felbontdsban hatdroztam meg a
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minimumot, elséként 100 m-es kozokkel vizsgaltam a négyzetdsszegeket, majd az igy kapott
minimum +/- 100 m-es kornyezetében futtattam csak le nagyobb felbontasban, ezzel rengeteg

1d6t megsporolva, €s a végén egészen 10 cm-es felbontésig eljutva.

Ezzel megkaptam az eredményeket 10 cm-es pontossaggal. Ezt a programot nem csak
egyszer, egyféle ponthalora futtattam le, hanem kiprobaltam azt is, hogy a Fibonacci-gomb
pontjainak szama hogy befolyasolja az eredményeket, 100, 300, 1000, 3000, 5000, 10 000 és
100 000 pontos gombbel is elvégezve a fent leirt szamitds 1épéseit. Ezeket a kiilonb6zd

mintavételi pontszamu gomboket a Fliggelékben (9.2.) lehet megtekinteni.
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5. Eredmények

Az igy elkésziilt ellipszoidoknak a felkistengelyei, és félnagytengelyei, és lapultsagai,
(vagyis a két tengely kiilonbségének aranya a félnagytengelyhez) az aldbbi tablazatban
olvashatdak. A hétféle eredmény a 100, 300, 1000, 3000, 5000, 10 000 ¢és a 100 000 pontos

mintak alapjan, 10 cm-es pontossaggal értendo.

Félnagytengely (m) | Félkistengely (m) Lapultsag
100 pont 1 737 576,5 1 737 047,6 0,000304
300 pont 1737 577,3 1 737 046,4 0,000305
1000 pont 1737 574,7 1 737 049.,4 0,000302
3000 pont 1 737 576,7 1 737 047,0 0,000305
5000 pont 1 737 576,7 1 737 046,8 0,000305
10 000 pont 1 737 576,6 1 737 046,8 0,000305
100 000 pont 1 737 576,6 1 737 046,8 0,000305

1. tablazat: Az eredményiil kapott félnagytengelyek, felkistengelyek és lapultsagok a mintavételezési

pontok szama alapjan

Mint lathaté, az értékek nagyon hasonldak, nagyobb eltérések a kevesebb
mintavételezett pontok esetén tapasztalhatok, ezek akar méteres nagysagrendiiek is lehetnek.
1000 pontnal nagyobb minta esetén mar csak maximum 20 cm-es eltérések vannak, st a két
legtobb ponttal rendelkez6 minta esetében ugyanaz az eredmény sziiletett. Mivel a tengelyek
hosszanal tapasztalt eltérések mértéke nem nagy, a lapultsagértékek is hasonldak, és csak

egymilliomodokkal térnek el egymastol.

Legnagyobb pontossaggal az 100000 mintavételezett pont alapjan megbecsiilt
paraméterek rendelkeznek (ez az eredmény pedig megegyezik a 10 000 pont esetén kapott
paraméterekkel), igy ez alapjan az én modellemben a Holdhoz optimalisan illeszkedd forgési
ellipszoid fél nagytengelye 1 737 576,6 m, fél kistengelye pedig 1 737 046,8 méter, lapultsaga
pedig 3,05*%10* (Cziraki & Timar 2023).

16



6. Diszkusszio

6.1. A legnagyobb pontossagi eredmény  Osszehasonlitdisa  mas

referenciafeliletekkel

Gémb CE-1-LAM- | Altalam
LEVEL meghatarozott
ellipszoid
a (m) 1 737 400 1737 702,5 | 1737 576,6
b (m) 1 737 400 1737 563,8 | 1737 576,6
¢ (m) 1 737 400 1 736 934 1 737 046,8

2. tablazat: Az eredményiil kapott forgasi ellipszoid 6sszehasonlitasa a gombi, valamint a CE-1-LAM-

LEVEL (Wang et al. 2010) referenciafeliilettel

Ahogyan a 2. abrabol is lathato, a gdmbhdz képest 176,6, illetve 353,2 m-el térnek el a
forgasi ellipszoid paraméterei. A lapultsdga 3 tizezred, ami meglehetdsen kicsi, a Foldon
ugyanez az érték nagyjabol 33 tizezred (WGS84), ezért az jelentdsen nagyobb eltérést mutat a
gdmbhdz képest.

Annak, hogy a Fold sokkal lapultabb, ¢s ennél fogva kevésbé hasonlit egy gombre, az
az oka, hogy a tengely koriili forgdsa lényegesen gyorsabb, mint a Holdnak, ami nemcsak a

nehézségi erdtérre hat kozvetleniil, de a Fold fizikai alakjat is jobban torzitja.

A Hold azonban a hosszu ideje tartd arapaly-surlodas és a kisebb tomeg miatt kotott
keringéssel forog, aminek koszonhetden a tengelyforgdsanak ideje megegyezik (sziderikus)
keringési idejével. Mindennek kovetkezményeképpen jelentésen lassabb a forgdsa, emiatt a

lapultsaga is Iényegesen kisebb, alakja jobban kozelit a gdmbhoz.

Eredményeimet nem csak a gdmbhoz, hanem a 2010-ben megalkotott hdromtengelyti
ellipszoidhoz is lehet hasonlitani. Ez a Chang’e 1 és a Lunar Prospector adatai alapjan késziilt
CE-1-LAM-LEVEL (Wang et al. 2010), és a gdmbi harmonikus fiiggvények koefficienseinek

felhasznalasaval szamitotta a harom tengely hosszat.

A 2. é4bra alapjan lathato, hogy az eltérések rendre 125,9, -12,8 és -112,8 m. Ezek
jelentds eltérések, melyeknek oka tobb tényezotdl fligghet. Egyrészt alapvetden a két modell

kiilonbozdé geometriai test paramétereit tartalmazza, igy nem feleltethetdek meg egymasnak

17



teljes egészében, azonban példaul a ¢ tengely mindkét esetben ugyanazt reprezentalja, és mégis

hasonlo eltérés tapasztalhatd, mint a masik két esetben.

A fentiek mellett az is fontos kiilonbség, hogy nem ugyanaz a két ellipszoid
paramétereinek kiszdmitasdhoz hasznalt szelenoid-modell. A CE-1-LAM-LEVEL esetében a
szelenoid-modell elsddleges forrasa a Lunar Prospector adatai (Wang et al. 2010), mely 180.
fokig és rendig tartalmazza a koefficienseket, mig az altalam készitett ellipszoid a GRGM
1200A szelenoid-modell alapjan (Goossens et al. 2016, Lemoine et al. 2014) késziilt, amely
660. fokig ¢és rendig tart. Ez alapvetden egy kiilonbség, hiszen a GRAIL modellje joval
nagyobb felbontasu. Ezen kiviil tovabbi eltérés, hogy mig a Lunar Prospector a Hold foldtavoli
oldalarol nem rendelkezett direkt adattal, a GRAIL viszont ugyanolyan felbontassal
szolgéltatott adatot a tavoli oldalrdl, mint a kozelirdl. A két ellipszoid kozotti kiilonbségek oka

tehat akar ezekbdl a tényezokbdl is fakadhat.

6.2. Az eredmények valtozésa kiilonbozd szamu ponttal rendelkezd Fibonacci-

gdmbok fliggvényében

A fentiekben a legnagyobb pontossagu, 100 000 (és 10 000, mert arra is ugyanaz az
eredmény sziiletett) pontos Fibonacci-gdmb szerint késziilt eredmények kertiltek részletes
Osszehasonlitasra kordbbi referenciafeliiletekkel. Azonban kutatdsomnak nem csak ez az egy
eredménye sziiletett, hanem a kiilonb6z6 méretli ponthalmazzal elvégzett szamitasok is fontos

informaciokkal szolgalnak.

A GRGM 1200A szelenoid-modell felbontdsa nagyjabol 16,54 km (660. fokig €s rendig
tartalmaz egylitthatokat, a Hold keriilete pedig nagyjabol 10 918,29 km), igy a cél is az volt,
hogy akar hasonlo6 felbontasu Fibonacci-gombbel is elvégezzem a szdmitast. Természetesen a
két felbontdas nem teljesen ugyanazt jelenti, hiszen a szelenoid-modell nem egyenld

teriiletenként szolgaltat adatokat, azonban mégis nagysagrendileg lehet tartani hozza.
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A Fibonacci-gdmbon vett pontok szdma Egy pont altal reprezentalt feliilet (km?)
100 pont 379 323
1000 pont 37932
3000 pont 12 644
5000 pont 7586
10 000 pont 3793
100 000 pont 379

3. tablazat: Egy pont dltal reprezentalt teriilet a pontok szamanak megfelelden

A legkisebb mintak elsdsorban azért késziiltek, hogy megfigyelhetd legyen, mennyiben
valtozik ilyen kis felbontdsban az eredmény, illetve, hogy milyen pontszamnal all be a két
paraméter értéke egy konstansra. Ahogyan az 1. abran lathatd, méteres nagysagrendél nagyobb
eltérés még a 100 darab pont esetén sem volt tapasztalhatd. Ez a minta 379 323 m?-es
teriiletekhez rendelt hozz4 egy adatot, ami 6ridsi ugyan, viszont érdekes, hogy a végeredményt

mindez mégsem befolyasolta nagy mértékben.

A legkiugrobb eltérés érdekes modon nem a legkisebb minta, hanem 1000 pont esetén
tapasztalhat6. A félnagytengely 1,9 m-el kisebb, a félkistengely 2,6 m-el nagyobb, mint 10 000,
valamint 100 000 pont esetén. Ez nem jelenti azt, hogy a pontossag csokkent, hiszen mindez a
minta pontjainak elhelyezésétdl is fligg, kiilondsen a kevesebb ponttal rendelkezé gémbok
esetében. 3000 ponttdl kezddden viszont mar csak 10 cm-es eltérések tapasztalhatoak, és

10 000 pont esetén pedig bealltak az értékek a nagyobb mintara jellemz6 eredményekhez.

A szelenoid-modell felbontasahoz a legkdzelebb természetesen a legnagyobb minta, a
100 000 pontos Fibonacci-gomb 4ll, melynél az egy pont altal reprezentalt teriilet 379 km?,
amit hogyha négyzetnek vennénk (nem az természetesen, csak a kozelités megkonnyitéséhez),
akkor 19,48 km-es lenne egy oldala, vagyis nagysagrendileg jol hasonlithato a GRGM 1200A

méreteihez.

A kozelités pontossdganak maximalizalasdhoz azonban az elkésziilt modellek alapjan
nem feltétleniil sziikséges ekkora felbontast gombot késziteni, hiszen mar a tizedennyi ponttal

rendelkezd minta is ugyanazt a megoldast hozta.
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6.3 A Fibonacci-gomb elforgatasanak hatdsa az eredményekre

A kapott eredményeket befolydsolja természetesen, hogy a mintavételi pontok hol
helyezkednek el, vagyis az, hogy a Fibonacci-gémb hogy van forgatva a szelenoid-modellhez
képest. Azzal a céllal, hogy ezt a hatdst szamszerisitsem, a 100, valamint az 5000 pontos
Fibonacci-gomboket 30 fokonként végigforgattam a szelenoid felett, és az igy elkésziilt 11-11

mintaval is elvégeztem a kozelitést.

A félnagytengelyek hosszanak valtozasa az
elforgatas fliggvényében

E
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A félkistengelyek hosszanak valtozasa az
elforgatas fliggvényében
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Ahogy az 1. és a 2. abran lathat6, kiilonbségek foképp a 100 pontos mintanal
tapasztalhatoak, itt azonban nagy ingadozasok jellemzdek. Ez varhaté is volt, hiszen ebben az
esetben egyértelmiien tal kevés a pontok szama, igy azok elhelyezkedése jelentdsen
befolyasolja az eredményt. Ezt mutatja az is, hogy a félnagytengelyek esetében 5,56 m-es, mig
a félkistengelyek esetén 7,54 m-es a szords, a terjedelem pedig 16,1 m, valamint 29,4 m. Ezek

igen jelentds kiilonbségek az eredményekben, és mindez azt is jelenti, hogy az 1 m-en beliili
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eltérések az elso, ,,alapértelmezett” 100 pontos ¢és a 100 000 pontos Fibonacci-gomb kozott

jorészt a pontok szerencsés elhelyezésének koszonhetoek.

Az 5000 pontos minta esetén azonban a kiilonbségek szinte elhanyagolhatoak, a szorés
a félnagytengelyek esetén 0,09 m-es, a félkistengelyek esetén pedig 0,14 m-es, a terjedelem
0,3 m, valamint 0,5 m. Ez azt mutatja, hogy ennyi pont esetén mar csak igen kis szerepe van

annak, hogy a szelenoid-modellhez képest milyen helyzetben van a Fibonacci-gdomb.

A kiilonb6z6 mértékben elforgatott Fibonacci-gombdok alapjan késziilt kozelitéseknek
nem csak a valtozékonysaga érdekes, hanem az is, hogy atlaguk mekkora, és az mennyiben
kozeliti a tobb ponttal rendelkezé minta alapjan szamitott eredményeket. 5000 pont esetén az
eredeti (nem elforgatott) kozelités félnagytengelye is csak 0,1 m-el tért el a legnagyobb
pontossagu hossztol, a félkistengely pedig meg is egyezett azzal, a forgatasok atlaga pedig mar
teljesen egybeesett vele. A 100 pontos minta esetén azonban joval nagyobb az eltérés, a
félnagytengely esetén 1, a félkistengely estén 4 m, ez is azt mutatja, hogy ebben az esetben

joval nagyobb a bizonytalansag.
6.4. A kapott ellipszoidon vett szelenoid-undulaciok hisztogramja

Az eredményiil kapott ellipszoid egyik f6 jellemzdje, hogy milyen a hozzd képest
kiszamitott szelenoid-undul4cidk hisztogramja, vagyis az, hogy a szelenoidon vett magassag
eltérése az ellipszoidon milyen értékek kozt mozog, €s azok kdzt mi mennyire gyakori. Ez
természetesen nem csak annak fliggvénye, hogy mennyire jol illeszkedik az ellipszoid, hanem
attol is nagyban fiigg, hogy milyen a szelenoid potencialfeliilete, hiszen annak anomaliai is

megjelennek a hisztogramon.

A szelenoid-undulaciék hisztogramja

5 m-es felbontasban
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3. abra: A 100 000 pontbol allo Fibonacci-gémb pontjaiban vett szelenoid-unduldciok hisztogramja,

és az arra illesztett normdleloszlas stiriiségfiiggvénye
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Mint ahogy a 3. 4bran is lathato, melyen 5 m-es intervallumokban szerepel a szelenoid-
undulécidk értéke, a hisztogram, €s a trendvonal is jo kozelitéssel normaleloszlast mutat, 0 m
varhato értékkel, 110 m-es szorassal. Erdekes azonban, hogy nem a 0 a leggyakoribb érték,
hanem két kiugras is tapasztalhato, + illetve — 30 m esetén. Emellett + illetve — 90 m-nél is
tapasztalhat6 egy, az el6z6nél kisebb, de mégis lathaté pozitiv tobblet. A modell szempontjabol

viszont az mindenképp pozitiv, hogy a szimmetria kozéppontja, €s igy a varhato érték is 0.

A kiugrasok oka nem a modell paramétereiben, sokkal inkdbb a szelenoid
potencialfeliiletének jellemzdiben keresendd. Ilyen akkor jellemzd, hogyha a nehézségi erdtér
olyan sok helyen tér el viszonylag nagy mértékben, hogy mar nem a leggyakoribb magassag
lesz a legkozelebb az ellipszoid paramétereihez, hanem egy koztes magassag. A szelenoid
korabban ismertetett okokbol mutat ilyen méretii egyenldtlenségeket, €s ebbdl kifolydlag nem
is az volt a varhatd, hogy a hisztogramon a 0 lesz a leggyakoribb, sokkal inkdbb az, hogy

szimmetrikusak legyenek a maximumok ra nézve.

A szelenoid leirasa szempontjabol nem csak a maximumok ¢és a kiugro értékek
rendelkeznek hasznos informdaciokkal. A hisztogram terjedelme is jellemzi a Hold nehézségi
erdterét, vagyis az, hogy mi a legnagyobb ¢és a legkisebb eltérés. Ez az ablak minél nagyobb,

annal nagyobb anomaliakat, ,,egyenetlenségeket” mutat a potencialfeliilet.

Ahogy a 4. dbran is lathato, a hisztogram terjedelme -300-t6l +450 m-ig tart. Ez mar
onmagaban sokat jelez, hiszen ezek a Hold méreteihez képest jelentds eltérések, ami szintén
mutatja, milyen nagy ugrasok jellemzdek a Hold nehézségi erdterére. Szintén sok informaciot
szolgéaltathat az is, hogy mely értékekhez esik az a hatar, melynél az adatok 5%-a kisebb, illetve
az is, melynél az adatok 5%-a nagyobb. Ezek -170, illetve 185 m-re estek a modellben, ami azt
mutatja, hogy széles ablakban talalhatok az értékek, és nagy a szorasa az eltéréseknek.
Mindezekbdl az is kovetkezik, hogy mig az anomalidk 90%-a viszonylag szimmetrikus hatarok
kozé esik, a kis gyakorisagl, de nagy eltérést tartalmazo adatok sokkal tobb esetben pozitiv

értekek, mint negativak.
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6.5. A szelenoid-undulacidk dbrazolasa térképen

459.39099 m

-286.88090 m

4. kép: A szelenoid-undulaciok QGIS-ben megjelenitve

A kapott szelenoid-undulacidk nem csak eloszlasukkal jellemzik az ellipszoidot,
valamint magat a szelenoidmodellt, hanem térképen megjelenitve is, ezaltal az anomalidk

térbeli elrendezésérdl kaphatunk informaciot.

Ahogy a 4. képen lathatd, a kiugrd értékek lokalizaltan, bizonyos kratereknél
jellemzbek elsésorban. A pozitiv anomalidk féleg a Hold felénk es6 oldalanak két kraterére, a
Mare Serenitatisra (25; 20) és a Mare Imbriumra (30; 20) esnek. A legnagyobb negativ
anomalidk pedig a South Pole Aitkennél (-50; 370), valamint a Mare Orientale kraternél
(-20; 270) talalhatoak.

Az undulaciok térképi dbrazolasanal a kiugrd értékek a szelenoid-modellt, nem pedig
az ellipszoidot jellemzik, hiszen a lokalizalt, nagy anomalidkat a plusz egy paraméter nem
csokkenti jelentésen. Utdbbirdl akkor kaphatunk tobb informaciot, ha dsszehasonlitjuk a 4.
képet az 1. képpel, ami tulajdonképpen a szelenoid-undulaciok térképe a referenciagdmbhoz
képest. Ebbol egyrészt jol latszik, hogy az ellipszoid altalanosan is csokkentette az
undulécidkat valamennyivel, de ami a legszembetiindbb, hogy a sarkoknal jellemzd
anomalidkat szinte teljesen megsziintette. Ez varhato is volt, hiszen a forgasi ellipszoid ezen a

teriileten kell, hogy mutassa a legnagyobb javuléast a gdmbhoz képest.
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6.6. A szelenoid-undulaciok osszevetése a foldi adatokkal
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5. kép: A geoid-undulaciok hisztogramja az EGMO8 geoid és a WGS84 ellipszoid alapjan
Forras: Goulden et al. 2013
Mint azt a korabbiakban mar bemutattam, az undulacidk hisztogramja sokat elarul egy
égitest nehézségi eréterérél. Eppen ezért érdekes nem csak a szelenoid-modell 6nmagéaban
értékelt hisztogramja, hanem az is, hogy az hogyan aranylik egy masik, jobban ismert égitest

(a Fold) geoidjanak hisztogramjahoz.

A geoid hisztogramjan is lathat6, hogy akér jelentds eltérések is el6fordulnak, igy maga
a feliilet kézel sem sima. Ami szembetlind viszont, hogy a nagy léptékii kiugrasok sokkal
nagyobb relativ gyakorisaggal rendelkeznek, mint a Hold esetében, ahol mindezeknek a relativ
gyakorisaga sokkal kisebb. Ezzel szemben viszont a terjedelem, és igy a szélsOségek értéke is
jelentdsen nagyobb a Hold esetében. A Foldon a legnagyobb eltérés nem haladja mega 110 m-
t, a Holdon pedig, ahogy lathattuk, akar a 450 m-t is elérheti a szelenoid-undulacié. Raadasul
mivel a Hold mérete joval kisebb, mint a Foldé, aranyosan még nagyobb eltérésrdl
beszélhetiink. A terjedelemhez hasonldan a szoras is joval kisebb a Fold esetében, az adatok

90%-a a +/- 50 m tartomanyba esik.

Mindezek azt tdmasztjak ald, hogy a Hold nehézségi erdterében sokkal nagyobb
eltéréseket tapasztalhatunk, mind a Fold esetében, utobbi ezért sokkal jobban is kozelithetd
forgéasi ellipszoiddal. Ennek okai fOképp az aktiv planeto-dinamika (kdépenykonvekcio,

lemeztektonika, izosztazia), mely a Foldon nem teszi lehetdvé akarmilyen méreti
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tomegtobbletek kialakuldsat. Ezek nélkiil pedig a Holdon fenn tudnak maradni olyan
anomaliak (jo példak a masconok), amelyek ilyen mértékben befolyasoljak a potencialfeliiletek

alakjat.
6.7. Az idedlis ellipszoid meghatarozasa a Foldon

A 3.fejezetben leirt mdodszerek segitségével, néhany kisebb valtoztatas eszkozdlésével
a geoid idedlisan illeszkedd ellipszoidja is kiszamithato. Természtesen ez egy nagyon széles
korben hasznalt, 1étezd ellipszoid, a WGS84 (DMA 1984). A szamités elsddleges célja tehat
nem egy ,,0j” ellipszoid alkotéasa, sokkal inkdbb annak megallapitasa, hogy mennyire képes
reprodukdlni az altalam hasznalt modszer a WGS84 paramétereit, lényegében ezzel

ellen6riztem a Holdra alkalmazott szamitasi modszert.

Bemend adatként az EGM96 (Lemoine et al. 1996) geoidmodell gridjét hasznaltam,

melyet a https://www.agisoft.com/downloads/geoids/ honlaprol toltéttem le. Ez 360 fokig és

rendig veszi figyelembe a gdmbi harmonikusfiiggvények egyiitthatéit. A geoidot az 100 000
pontos Fibonacci-gdbmb segitségével mintavételeztem QGIS-ben a Point Sampling Tool
hasznalataval. Az egyetlen fontos kiilonbség a holdi eljarashoz képest itt, hogy mig ott 0-360
fokig tartanak a hossziisagok, addig a Foldon -180- +180 fokig, igy ennek megfeleléen

alakitottam a Fibonacci-gomb koordinatait.

85.39m

— - =

-106.99 m

6. kép: Az EGM96 QGIS-ben megjelenitve

Forras: Lemoine et al. 1996, https://www.agisoft.com/downloads/geoids/, QGIS

Az igy elkészitett mintat aztan a hold paramétereire irt program moddositasaval

dolgoztam fel. Egyrészt kiilonb6zd szamok kozelében kerestem a megoldasokat, a 6300 és
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6400 km-ek kozott. Mivel a Foldon joval nagyobb, km-es nagysagrendii az eltérés a
félnagytengely ¢és a félkistengely kozott, eldszor egy km-es nagysadgrendii szdmitast végeztem

el, ennyivel egésziilt ki a program.

Emellett az is egy eddig nem tapasztalt kihivas volt, hogy az EGM96 geoidmodell
adatai nem egy referenciagdmb felett értelmezenddek, mint a Hold esetében, hanem a WGS84
ellipszoid felett, igy az ellipszoid adott pontba huizott sugarat kellett hozzdadni a modellben
szerepld szamhoz. Ezeken kiviil viszont minden mds pontosan ugyanugy tortént, mint a

szelenoid esetében.

A geoid esetében is 10 cm-es pontossagig szamitottam az idedlis ellipszoidot. Ez, mint
ahogy az varhato volt, csak minimalisan tér el a WGS 84 paramétereitdl. Ennek ugyanis
félnagytengelye 6 378 137,0 m, félkistengelye pedig 6 356 752,3142 m. Az altalam kapott
ellipszoid esetében pedig elobbi 6 378 136,4 m, utdébbi pedig 6 356 751,7 m.
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7. Konklazio

Kutatdsom sordn a holdi gravitacios tér ellipszoidi kozelitését végeztem el, vagyis
kerestem azt a forgdsi ellipszoidot, mely a legkevésbé tér el a Hold Kkitiintetett
potencialfeliiletétol, amely a szelenoidot definidlja. Ennek soran a GRGM1200A szelenoid-
modellt mintavételeztem egyenld teriiletet reprezentald pontok segitségével, majd ez alapjan
készitettem el egy program segitségével az ellipszoid paramétereit, mely a szelenoid-

undulécidk legkisebb négyzetes kozelitésen alapult.

Az eredményiil kapott ellipszoid kézéppontja a Hold tomegkozéppontja, félnagytengelye
1 737 576,6 méter, félkistengelye 1 737 046,8 méter, lapultsaga pedig 0,000305. Az ellipszoid
paramétereit 10 cm-es pontossagig hataroztam meg, és a 100 000 pontos minta esetén a

mintavételezés felbontasa nagysagrendileg megegyezett a szelenoid-modell felbontésaval.

Az altalam igy meghatarozott ellipszoid pontossagot tekintve feliilmtlja az altalanosan
hasznalt, 1737,4 km sugarG gombét, hiszen a Hold lapultsagat is figyelembe veszi. Erdekes
azonban, hogy a szelenoid-undulacidk az ellipszoid felett nézve is jelentds szélsOségeket, és
altalanosan nézve is nagy értékeket produkdlnak. Ennek oka, hogy a Holdon nincs olyan
folyamat, mely a keletkezett tomegtobbleteket homogenizalna, nincs lemeztektonika vagy

izosztazia.

Kutatdsom soran elvégeztem a szamitast a foldi geoidra is, olyan céllal, hogy
megmutassam, ez a modszer egy jO becslést képes adni az idedlisan illeszkedd ellipszoidra.
Mivel a Foldon ennek a paraméterei ismertek, ezzel vetettem 0ssze az eredményeimet, amik

jol kozelitették azt, 60 cm-es eltérést mutattak csak.
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9. Képek ¢s abrak jegyzéke

1. kép: A GRGM 1200A szelenoid-modell QGIS-ben megjelenitve, forrds: Goossens et al.
2016, Lemoine et al. (2014). Figyeljiik meg a foldi geoidhoz képest sokkal szélesebb

értékkészletet és a Hold jellegzetes formakincsének tiikr6zodését az adatokban.

2. kép: 5000 pontbol allo Fibonacci-gomb a Hold foldtavoli oldalan a szelenoid-modell felett
a Google Holdon abréazolva, forras: Goossens et al. 2016, Lemoine et al. (2014), Google Earth

3. kép: A mintavételezést kdvetden elkésziilt 5000 pontos adatbdzis, a pontokban vett
kozépponttdl vald tavolsdg szerinti szinezéssel QGIS-ben, forrds: Goossens et al. 2016,

Lemoine et al. 2014, QGIS
4. kép: A szelenoid-undulaciok QGIS-ben megjelenitve

5. kép: A geoid-undulaciok hisztogramja az EGMOS geoid és a WGS84 ellipszoid alapjan,
forras: Goulden et al. 2013

6. kép: Az EGM96 geoid-modell QGIS-ben megjelenitve

1. tdblazat: Az eredményiil kapott félnagytengelyek, félkistengelyek és lapultsagok a

mintavételezési pontok szdma alapjan

2. tablazat: Az eredményiil kapott forgasi ellipszoid 6sszehasonlitasa a gombi, valamint a

CE-1-LAM-LEVEL (Wang et al. 2010) referenciafeliilettel

3. tablazat: Egy pont altal reprezentalt teriilet a pontok szdméanak megfeleléen

crer

crer

esetén

3. abra: A 100 000 pontbdl allo6 Fibonacci-gdmb pontjaiban vett szelenoid-undulaciok

hisztogramja, és az arra illesztett normaleloszlas stiriségfiiggvénye

1. egyenlet: A legjobban illeszkedd ellipszoid kiszamitasanak modszere N pontos Fibonacci

gomb esetén
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10. Fliggelek

10.1. Az N pontos Fibonacci-gdmb meghatarozasanak kodja Pythonban
def fibonacci_sphere(samples):

points=[]

phi= math.pi * (3. - math.sqrt(5.))

for 1 in range(N):
z=1-(/float(N - 1)) *2
radius = math.sqrt(1 - z * z)
theta = phi * 1
x = math.cos(theta) * radius
y = math.sin(theta) * radius

points.append((x, y, z))
return(points)

Forras: https://stackoverflow.com/questions/9600801/evenly-distributing-n-points-on-a-
sphere

10.2. A Fibonacci-gdbmb pontjai QGIS-ben kiilonb6zé pontszamok mellett,

egyenkozii szélesség-hosszusagi koordinadta-rendszerben

100 pont:

300 pont:

32



1000 pont

e e © 0%
R, o
—— 0°0

°
)
080,

000
°°°°°

°
o
o
000
° o

10 000 pont:
100 000 pont

°
o
.
o0
°

°
°
)
o o
0500
0000
02026
° %
°

°
020
o
°

3000 pont

o
0
o

o

°
°




10.3. A félnagytengelyek és félkistengelyek kiszamitasdhoz hasznalt legkisebb

négyzetes kozelités Python-kodja, 100 méteres 1épéskozzel

import math
f=open("/Users/kamilla/Desktop/tdk/pts_elev_10000.txt")
content=f.read().splitlines()
f.close()
def ellipszoidtav(phi, felnt, felkist):
tv=math.pow((math.pow((math.sin((phi*math.pi)/180)*felkist),2)+math.pow(math.co
s((phi*math.pi)/180)*felnt,2)), 1/2)
return tv
eredm=||
eredmfelnagy=0
eredmfelkis=0
min=1159703910454.0 #a szelenoid-unduldciok négyzetdsszege a paraméterek elsd két
lehetséges értéke esetén
# 100 méteres kozokkel, 1734000-1739000
for fnt in range(50):
squarelist=[|
for felkist in range(fnt+1):
0ssz=0
for 1 in content:
szelenoidadatok=list(map(float,i.split(";")))
szelenoidtav=1737400+szelenoidadatok[1]
z=math.pow(((ellipszoidtav(szelenoidadatok[3], 1734000+100*fnt,
1734000 +100*felkist)) - szelenoidtav),2)
0SSZ=0SSZ+Z
if ossz<min:
min=0ssz
eredmfelnagy=fnt
eredmfelkis=felkist
squarelist.append(ossz)
print(fnt)
eredm.append(squarelist)
print(eredm)
print(eredmfelnagy)
print(eredmfelkis)
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