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I. BEVEZETES

Az egyre fejlettebb spektroszkopiai modszerek [1] kis atomi és molekuléris rendszerekre valo alkalmazasa le-
hetdséget nyujt a jelenleg ismert molekuléris kvantumelmélet folyamatos tesztelésére, tovabbfejlesztésére. Egyre
nagyobb szamban, egyre tobbfelé rendszerre dllnak rendelkezésiinkre kivalé min6ségi, akar kilencnél tobb értékes
jegyet megadd mérési adatok, melyek értelmezéséhez, feldolgozasahoz megfeleléen pontos és altalanos modsze-
rekre van sziikség. A cél, hogy minél kevesebb kozelités alkalmazasaval a mérési adatokat reprodukalni tudja,

akar el6rejelzést tudjon tenni azokra a szamitas.

Az atomi-molekularis elmélet tobbfajta kozelité modszert nydjt a kis rendszereket jellemzd értékek kisza-
mitasara, a kell6en pontos eredmények érdekében azonban sziikséges elkeriilni két alapvets kozelitést: a Born-
Oppenheimer és a nem-relativisztikus kozelitéseket. Atomok és molekulak mint néhanytest rendszerek kotott
allapotainak relativisztikus kvantumelektrodinamikai (quantum electrodynamics, QED) leirasara tobbféle gya-
korlati megfogalmazas kinalkozik, és jelenleg aktiv kutatas targya, hogy mely megfogalmazas illetve gyakorlati
implementéacié kell6en pontos és altalanos ahhoz, hogy a mérési adatokkal Gsszevethets legyen. Az egyik lehe-
t6ség a minél pontosabb elméleti leiras kidolgozasihoz nem-relativisztikus pre-Born—Oppenheimer szamitésok
elvégzése és a nem-relativsztikus energia perturbativ korrekcidja vezets rendi relativisztikus és QED korrek-
ciokkal. A Molekularis Kvantumdinamika Kutatocsoportban végzett munka soréan volt alkalmam a modszer
szamitogépes alkalmazasaban némi tapasztalatra szert tenni, a Hy molekula elektronikusan gerjesztett rovibro-
nikus allapotaira végzett szamitasok a korabbi elméleti eredményeknél 3-4 nagységrenddel pontosabb eredményt
adtak, és kivalo egyezést mutattak a tovabbi 2-3 nagysigrenddel pontosabb kisérleti mérésekkel [2]. A kozel-
jovében varhato, hogy tovabbi értékes jegyek valnak elérhetévé a mérésekbdl, kdszonhetSen a spektroszkopiai
kisérletek és a veliik Osszekapcsolt atomorak fejlédésének, azonban kérdéses, hogyan érdemes tovabb haladni az

elmélet fejlesztésében a mérések pontossaganak megkozelitése érdekében.

Tobb lehet6ség kinalkozik, &m valamennyi esetben az egyenletek és a formalizmus gyakorlati ‘kiprébalasahoz’
sziikség van egy alkalmas bazisdbrazolasra, és a relevans fizikai mennyiségeket abrazolo operatorokkal vett mat-
rixelemek, azaz integralok kiértékelésére. A kvantumrendszer térbeli dbrazolasdhoz, kiilonbo6z6 praktikus szem-
pontokat is figyelembe véve, explicit-korrelalt Gauss-fiiggvények (ECG) variansai [3, 4] alkalmas valasztasnak
tinnek. Ennek oka, hogy a legtobb fizikailag lényeges operator ECG bazisokkal vett matrixeleme analitikusan
levezethetS. A Molekularis Kvantumdinamika Kutatocsoportban fejlesztett QUANTEN (QUANTum mechanical
descriptions of Electrons and atomic Nuclei) szamitogépes program egy viszonylag kiterjedt integralkonyvtarat

tartalmaz ezekbél az analitikus megoldasokbol [5-7].

Relativisztikus variaciés szamitasok [8-12] igéretes kiindulopontot jelentenek a relativisztikus QED atomi-
molekularis alkalmazéasaihoz, azonban a jelenleg rendelkezésre allo6 ECG-konyvtar [5-7] csak legfeljebb két-
elektronos variacios relativisztikus szamitasokat tesz lehetévé. A tovabbfejlesztés 3-, 4- (és altalanos N—) elekt-
ronos rendszerekre a relativisztikus QED ‘alapegyenletek’ megfogalmazasa szempontjabol is fontos, a mérési
adatoknak megfeleltethet6 eredmények kinyeréséhez pedig biztosan tovabbi ECG integralokra lesz sziikség. A

manualisan torténd levezetés és implementacio, valamint a potencialisan felmeriilg hibak kikiiszobolése egyre
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nehezebb és komplexebb feladat, amelyet azonban jol lehet automatizalni a papiron megoldhaté probléméakban
megfigyelhetd mintazatok felismerésével és algoritmizalasaval.

Dolgozatom az emlitett integralok megoldasanak automatizalasaval foglalkozik a néhany részecske rendsze-
rekre kapott megoldéasokban felismerhet mintazat alapjan. A tovabbiakban foglalkozom az ECG bazis integra-
lasanak probléméajaval altalanosan, majd bemutatom a megoldas egyik lehetséges dbrazolasat. A program révid
ismertetése utan nem-relativisztikus intgralok matrixelemeire vonatkozé szamitasokon megmutatom a fejlesztett

mobdszer alkalmazhatosagat altalanos és konkrét esetek segitségével.

II. ELMELETI HATTER

A. A sziikséges integralok altalanos tulajdonsagai

Bizonyos fontos szamitasok elvégzéséhez elengedhetetlen, hogy bonyolult kifejezéseket is képesek legyiink ke-
zelni. A relativisztikus kvantummechanikaban hasznalt métrixelemek kiszamitasa is ilyen komplikalt probléma,
melynek megoldésa tetszdleges szamu részecskére korant sem trivialis. A relativisztikus matrixelemeket a Gauss-
exponencialis alaki bazisok skalaris szorzataként lehet megadni, ebben a szorzatban szerepelhetnek r-t6l fliggd

szorzok (V(ri;)) illetve derivalo operatorok (p). Ennek a kifejezésnek az altalanos alakja:

<¢,u‘pka .. ~Pan(7“z'j)PlB .. ~pqa|¢u> . (IIl)

A V(r;;) szorzo a kovetkezd alakban jelenik meg:

V(rij) = / Lk e FTEW(k) . (I1.2)
(2m)?
R3

Az altalam hasznalt jeldlésben r;; = r; — ;. A matrixelemek kiszamitasdhoz a potencialis energia operatort
Fourier transzoformalt W(k) alakban érdemes felirni, igy a koordinatafiiggd tag minden operator esetében
azonos T;.

Két részecske esetén csak két-két derivald operatort kell tudni kezelni, harom részecskénél viszont mindkét
bazis harmadik derivaltjat kell elgallitani, miel6tt a skalaris szorzésra sor keriil. Tébb tag egyre bonyolultabb
kifejezést eredményez, amit mar irasban nehézkes kezelni.

Pre-Born—Oppenheimer szamitasokhoz hasznalt bazis egyik tipusi expliciten korrelalt Gauss-figgvény (ECG),
mely altalanosan a kévetkezd alakban irhato fel:

2

¢ =1 " exp [frTAMr] , n, € N. (I1.3)

A, = A,®I;, ahol I; a 3-dimenziés egységmatrix és A, N X N pozitiv definit, szimmetrikus métrix (AE =A,),

melynek elemei allithatd nemlineéris paraméterek, r egy 3NV dimenzids vektor, mely a részecskék kozti tavolsagot

fejezi ki, r1 pedig ennek a vektornak az egyes részecskére vonatkozo elemeinek Gsszessége. Az N minden esetben
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a részecskék szamat jeloli.

Kételektronos variacios szamitasokban [8-11] pedig tn. tsz6 (floating) ECG-k hasznalatosak

¢ = exp [—(r — su)TAM(r — Su)] , (I1.4)

ahol s € R3" paramétervektor, a tovabbiakban fECG néven utalok rajuk.

Ezeket a fliggvényalakokat behelyettesitve a (I1.1) szorzatba lathatjuk, hogy alakjabol adodoan a py, opera-

torral hatva a fiiggvényre [A /ﬂ"] szorzo faktorok jelennek meg, melyek felirhatok egqA 7 forméban is, ahol

ka

€k az az egységvektor, melynek a ka-adik eleme egy, minden méas eleme nulla.

A fenti kifejezések behelyettesitésével a (I1.1) skalaris szorzatba, az integralast kiirva a kévetkezd integralki-

fejezés adodik, ahol p tetszGleges nem negativ egész szdm:

4’k oo T
I,= 67’7/ (27T>3W(k) / dr e FTis H (b{'r) exp [—TTAWT +2e"r] (I1.5)
R3N =1

R3
az 1 azt a tagot jeloli, amely a két bazisfiiggvény szorzatabol adodik, és nem fiigg r-t6l. A (I1.5) altalanos alak a
(I1.4) fECG béazisra érvényes, bar az els6 alkalmazasok soran a (I1.3) ECG bazist veszem alapul. Ez az integral a
kifejtése a (I1.1) skaléris szorzatnak, ennek megfeleltethets format vesz fel példaul az atfedési matrix, a kinetikus
és potencialis energia matrixeleme is, ilyen és ehhez hasonlé alakt méatrixelemek tobb részecskére vald kiszami-
tasa érdekében sziikséges automatizéilni az egyenlet megoldasat. A kis részecskeszamu rendszerekre vonatkozo
szamolasokbol kideriil, hogy egy bizonyos forméat vesznek fel a végeredmények, mely alapjan kivetkeztethetiink
a nagyobb részecskeszdmu rendszerekre vonatkozo egyenletek megoldasara, s6t a megoldés altalanos alakjat is

felirhatjuk tapasztalataink alapjan. Az atomi-molekularis alkalmazasok cimi részben erre hozok fel példakat.

B. Az automatizalas alapja

A cél, hogy a (II.5) egyenletben feltiintetett integralt tetszéleges szdmu részecskére és tetszéleges szamu
és tipusu impulzusoperatorra (IT.1) ki lehessen értékelni. Az integral egyszertibb alakra hozhato az Gauss-

exponencialis tagok Gsszevonaséaval:

I,=e" / (‘;;?;W(k) / dr ﬁ (b'r) exp {—TTAWT +2 (eT - ;kTMij) 7‘} . (11.6)

R3 R3N =1

Az integralasi hatarokat a tovabbiakban nem jel6lom az egyenletek egyszeriisitése érdekében, ha mas hatarok
kozott keriil sor az integralasra, azt az érintett egyenletben feltiintetem. Ebben az egyenletben M;; egy M;; €

R3 x 3N matrix, mely az r-bél elsallitja a vektor i-edik és j-edik komponensének kiilonbségét:

Tij =T —T; = Mijr. (II?)
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Két részecske esetén az M matrix a kovetkezSképpen néz ki példaul:

100-10 0
Mp=(1,-)®L;=[010 0 -1 0 |- (IL.8)
001 0 0 —1

Ha az M5 matrix szorozza azt a vektort, amely az 1 és 2 részecske x,y, 2 komponensét tartzalmazza, lathato,

hogy valoéban a két részecskére vonatkozo megfelel komponensek kiilonbsége az eredmény

Tz
T1y
100-1 0 O Tz — T2z
T1z
010 0 -1 0 = | riy— 12y | - (I1.9)
T2x
001 0 0 -1 Tiz — T2z
T2y
T2z
Az egyenlet megoldéasa soran az (eT — %k:TMij) tényezd nem valtozik meg, igy helyettesithetd egyetlen vektorral
Pk i
I, :e*"/ @n) W(k)/dr H (b'r) exp [—’I’TAHVT—FQ’UTT] , (I1.10)
m
=1
i
v:e—iMf;k:. (I1.11)

A bels§ integralhoz hasonlo alaki integralok megoldasara van megoldoképlet, viszont ez nem tudja kezelni a pre-
exponencialis tagokat. Az altalam hasznalt integralasi szabaly, melynek bizonyitésa a fiiggelékben megtalalhato,

a kovetkezd:
o _ 1
/ A"z exp [~2T Mz +yTa] = 72| M|"/? exp [4yTM_1y} . (11.12)

Tehét az integralban valahogyan el kell érni, hogy ne szerepeljen az exponencialis tag el6tt r-t6l fliggs szorzo.
Ennek érdekében a szorzot hozzdadom az exponenshez oy tényezdkkel megszorozva, ez lesz a G(a1, ag, ..., ap, k)

fliggvény, az integral kiértékelésével kapott fliggvény pedig az in. generéator integral (IT.13):

- RS
G(og,ae,...,ap, k) =e ”/dr exp l—rTAWT +2 <vT + 3 ;alblT> 7“]

1 & _ 1<
(vT +3 ;alblT> A ('v +5 ;alblﬂ : (I1.13)

:e*”7r3”1°/2|AW|73/2 exp

Ahhoz, hogy a generator integral behelyettesitésével ne valtozzon meg lényegében az eredeti egyenletet (I1.10),
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«; szerinti derivalast kell beiktatni, és o; = 0 Vi-ra kiértékelni:

3
I,= / dikg)/\)(k) Oa,0ay -+ Oa, G(a1,az,...,0p,k) . (I1.14)
&b (2m) ;=0 VI

Mivel a G(aq, az, ..., ap, k) fliggvény integralasara sor keriilt a generator integralban, mar csak a fliggvény deri-
valasa maradt hatra az eredeti alak visszanyerése érdekében. A sok valtozo szerint torténd derivalas az egyenletek
bonyolultsaga miatt kevéssé atlathato, ezért sziikség van egy olyan modszerre, amelynek segitségével leegyszert-
sithet6 a megoldas. Ez hozzajarul a mintédzatok felismerhet&ségéhez, igy nagyban megkdnnyiti a programozasi

feladat megfogalmazasat.

1. Penrose-féle grafikus jeldlésrendszer

Lathato, hogy a generator interal p-edik derivaltjara van sziikségiink, tetszéleges p-re. A probléma megolda-
sdhoz egy tenzor-diagram jel6lésrendszert hasznalok, amit szokas a Penrose-féle grafikus jeldlésrendszernek is
nevezni [13]. Az ezen diagramokra vonatkozo szabélyok a kiovetkezok: a tenzorokat kiilonbozé formak jelolik, a
tenzorhoz csatlakoztatott "labak" a tenzor indexei, a labak Gsszekotése jeloli a tenzorok kozti szorzat indexeikre

vald Gsszegzését.

I
&

~
<

i vidijw;

2

<
S

A labakat atszel6 hullamos vonal az indexek szimmetrikussagat jeloli, vagyis az A matrixot két oldalrol szorzo

vektorok sorrendje felcserélhetd.

Aij + Aji

1o

A generator integralt a (II.13) egyenletben mar ismertettem, ezt egy piros négyzet jeloli. A példa egyszertsitése

1

végett az 3

szorzotol eltekintek, erre a tovabbiakban kitérek, miért is van sziikség.
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G| =emmme/2|A,, |7 2exp [(v7 + 0 aibl) AL (v + 20 aibi)]

A generator integral «; = 0 Vi-re kiértékelve visszaadja az atfedési matrix, vagy a potenciélis energia megfelels

métrixelemét Fourier-térben.

Oéri:() Vi

A fenti kifejezésben Sy, az atfedési méatrixot jeloli, ha W = §(k), ellenkezs esetben a potenciélis energia matrix-

elemhez tartoz6 Fourier integralt adja.

Ha derivaljuk a generator integralt, az exponensbdl az a-tol fiiggd tagok « szerinti derivéltja szorzoként
lejon az exponencialis tag elé. Abban az esetben, ha csak egy ilyen tag van az exponensben, azaz i = 1, a

kovetkezSképpen adodik a derivalas eredménye grafikusan:

0o |G = Sk

a=0

Ahhoz, hogy t6bb szorzo6 tag esetén is ki lehessen értékelni a generétor integral derivaltjat, at kell gondolnunk
a derivalas folyamatat. Mivel a tobbi tag nem valtozik, a szemléletesség kedvéért most csak az exponenciélis

taggal foglalkozom. Az exponens két szorzo, i = 2 esetén a kovetkezd alakot oOlti:

exp [(v + a1b1 + asz) (v + —a1by + 0&2b2>:| (I1.15)
A zarojel felbontésa soktagu kifejezést eredményez; ezt kell majd derivalni o és ai szerint.
Doy Oy €XD { A v+ abl A v+ ab]A v+ all;1 A Jashy + a?bTAW b + 042bTA/“}b2} (I1.16)
A fenti kifejezést derivalva «q szerint, majd «; = 0-ban kiértékelve a kovetkezs eredmény adodik:

Dexy €XP { TA v+ bl A Jv+ a 2pTA - 1b2] . (bfA v+ 2a2b1 Wlbz) (I1.17)

Az a2-es tag derivaltja a kiértékelésnél elttinik, mivel szerepel benne oy, és ez az a; = 0 behelyettesitéssel egy

nullaval valé szorzast eredményez. Elvégzem a derivalast o, szerint is, és kiértékelem as = 0-ban.
_ 1 _ _ _
exp [UTAlwlv] . <2b1TAWlb2 + blTAm}v . szAle> (I1.18)

A kapott kifejezést grafikusan abrazolva az alabbi abra adodik, melybdl megsejthets a tobb szorzoval rendelkezd

kifejezések derivaltjanak alakja is.
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= S
N zazzo ( & + & 7& )
b1 bQ v bl v b2

A fentiek alapjan az eredmény felépitésének szabalyai a grafikus jelolések segitségével a kovetkezok:

Oy Oa

e minden lehetséges szimmetrizalt szorzatnak szerepelnie kell, de egy tenzorhoz kapcsolédd két vektor sza-

badon felcserélhets, nem szamit kiilonb6z6 diagrammnak,
e minden tenzorhoz legaldbb egy b; vektor kapcsolodik,
e a tenzorok szorzatdban minden b; vektornak pontosan egyszer szerepelnie kell,
e a tenzorok szorzaténak Osszege szorozza az atfedési matrixot.

A felirt szabalyok fényében mar kiilonésebb szamolas nélkiil meg tudjuk adni i = 3 esetben a generator integral

derivaltjat.

D Oy Doy

a;=0 Vi

AAE

1 bQ b3 v bl b3 b2 v b2 b3 bl v

Bar kirajzolodott egyszerii szabalyszertiség a megoldas alakjat illetGen, konnyen belathato, hogy igy sem le-
hetséges manualisan tetszélegesen sok szorzo tag esetén megoldani a generator integral derivalasat. A cél az
ismertetett szabélyrendszer alapjan olyan programot konstruélni, amely képes megoldani a generator integral
derivalasat a lehetd legkevesebb lépésben. Ahhoz azonban, hogy a programozas szempontjabol is megfoghatova

valjon a feladat, sziikséges megkeresni a probléma megfelel6 megfogalmazéasat.

2. Young-diagramok

A Young-diagram vagy Young-tablé egy matematikai abrazolasmod, melynek segitségével konnyebben ta-
nulméanyozhatok a szimmetriacsoportok kiilonbozs reprezentécioi [14, 15]. Jelen esetben a kovetkezd probléma
megjelenitése a cél: adott p szamu vektor, melyek lehetnek parban egymassal vagy a v vektorral az A tenzor két
oldaldn. Ha a v vektor szorozza A-t az egyik oldalrol, a masik oldalrol pedig barmely tetszéleges b; vektor, azt

agy veszi a jelolésrendszer, mintha az adott vektor paratlanul maradna. Ha a b; vektorok esetén i = 1,2, 3, ..., p,
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és ezeket a vektorokat i-nek megfelels szam reprezentalja, akkor logikus ebben a jeleldlésrendszerben v-t 0-val
jelolni. Mivel a vektorok Gsszes lehetséges parositasanak megjelenitésével kaphato vissza a Penrose-féle jeldléssel
felirt eredmény, olyan Young-diagramokra van sziikség, melyek "beleférnek" egy 2 x p-s tabloba. Ha példaul az
Osszes b; vektor a v vektorral van parban, azt egy 1 x p-s Young-tabléval abrazoljuk, ez a 2 x p-s tablonél kisebb,
tehat belefér.

Példaként vizsgalom a megoldast a p = 3 esetre. Azokra a haromelemii diagramokra van sziikség, melyek

befrhatok egy 2 x 3-as diagramba.

A fenti diagram meéretével kompatibilis, haromelemi diagrambol csak kettd van, ezek a kovetkezdk:

-

A két diagram megfeleltethet6 a 3 szam két olyan particidojanak, melyekben csak 1 és 2 szerepel: a baloldali
diagram az (14+1+1), a jobboldali a (2+1) esetet reprezentalja. Egy szam particioi megmutatjak, hanyféleképpen
lehet az adott szamot Gsszegként felbontani, egy nemnegativ egész szam barmely lehetséges particiojat meg lehet

adni a kovetkez§ altalanos alakban:
P(p) =ail+a2+az3+ ... +app, (I1.19)

ahol a; a j szam egyiitthatdja, azaz megadja, az adott szam hényszor szerepel az Gsszegben. Ismert, hogy
a Young diagrammok megfeleltethet6k a permutacids csoport irreducibilis abrazolasainak, tovabbé, hogy egy
csoport irreducibilis reprezentaciéinak szadma megegyezeik a konjugéciés osztalyok szamaval, igy egy Young
diagramm egyértelmtien megfeletethetd egy konjugacios osztalynak is. A konjugacios osztélyok a csoport azon
elemeit foglaljak magukba, melyek egymés konjugéltjai, tehat, ha G egy csoport, létezik olyan g € G elem,
amely a,b € G elemekre a = gbg~'. Ekkor a és b egy konjugicios osztalyba tartozik.

Beirom az 1, 2, 3 szammal reprezentalt by, ba, by vektorokat a két konjugacios csoportnak megfelels keretbe.
Mivel az A tenzor szimmetrizalt, nem kiilonboztetem meg egymastol azokat a felirdsokat, ahol ugyanazok a
vektorok vannak parban egymassal, csak méas sorrendben. Az (1+ 1+ 1) particionak megfelels, kitoltott Young-

tablo:

Ezt a diagramot csak egyféleképpen lehet kitolteni, az A tenzor tulajdonsigaibél adédéan, ugyanis a tenzorok
szorzata felcserélhetd, hiaba cserélnek helyet a fenti diagramban a szamok, ugyanazt az eredményt irnak le.
A (2 + 1) particionak megfelels abrat mar haromféleképpen lehet kitolteni, hiszen az 1, a 2 és a 3 szammal

reprezentalt vektorok koziil mindegyik maradhat paratlanul.



Saly Eszter: Integralok automatikus kiértékelése (TDK, 2022) 12

12\ 23\ 1]3
3 1 2

A még kitoltetlen diagramok a konjugacios csoportok, azt pedig, hogy ezeket hanyféleképpen lehet kitolteni, a

konjugacios csoport mérete adja meg, amely a kdvetkez6 képlet alapjan kiszamolhato:

p!

[1,(5)% (as")”

| = (11.20)

ahol ¢ a konjugécios csoport, |c| annak mérete, p az egyiitthatok szama, ennek a particiéi adodnak a konjugacios
csoportok képzésekor, a; a (I1.19) particios képlet szerinti j-edik elem egyiitthatoja, j € N.

Sikeriilt tehat a generator integral derivalasdnak problémajat olyannyira leegyszertsiteni, hogy elvben innen
maér algoritmizalhaté a megoldas. A Young-tablokat bevond metodus programozéasa, szamitastechnikai megva-

lositasa a kovetkezd probléma, amelynek megoldasaval automatizalhatjuk az ECG integralok megoldasat.

III. GYAKORLATI MEGVALOSITAS
A. A program felépitése

A program, mely a generator integral derivalasat a particids elv alapjan valé megoldéasara épiil, a Fortran
programozasi nyelv Fortran 90 verzidjaban irodott. A bevitt adat, mely alapjan a program dolgozik a preexpo-
nencialis szorzok szama, ennek a szamnak a particioi alapjan megadja, hanyféle és milyen lehetséges parositasok
léteznek a v és b; vektorok kozott. Ez egyértelmiien megfeleltethetd az integralkifejezések algebrai alakjaval.
A miivelet soran elGszor allokalja a program a megfelel§ tarhelyet, majd elGallitja a lehetséges particidkat. Az
Osszes particiobol kivalogatja azokat, melyekben csak az 1 és 2 szamok egyiitthatdja nem nulla, és ezek alapjan
kit6lti a maximum 2 X n-es Young-tablokat az Osszes lehetséges modon.

A program f&bb részei a kévetkezok:

input: A b vektorok (I.6)-es egyenletben

Allokacié: A program meghatarozza a particiok és Young-tablok tarolasahoz sziikséges tombok méretét, majd

allokalja azt
Particiok meghatarozasa: Kiszamitjuk és kifratjuk az Osszes lehetséges particiot
Young tablék felépitése: A program felépiti és kiirja az algebrai kifejezésekhez tartozo Young-tablokat

Az algebrai kifejezések meghatarozasa: A Young-tablokat a program algebrai kifejezésekké alakitja és ki-

irja (fejlesztés alatt)

Kod generalasa: Az algebrai kifejezésekbdl egy Fortran szubrutint allit el6 a program (fejlesztés alatt)
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1. Allokdcio

A program éaltal elgallitott particiok szaméra elGszor biztositanunk kell a megfelels tarhelyet, ezutan lehetséges
kiszamitani és kifratni Sket. Mivel ekkor még nem tudjuk, pontosan hany particiot fogunk elgallitani, és az
ezeknek megfelelg tablokba hanyféleképpen tudjuk beirni a vektorokat reprezentald szamokat, tenniink kell
egy becslést, nagyjabol milyen eredményre szamithatunk. A particiok maximaélis szaménak megbecslésére a

kovetkezs egyenlet, az ugynevezett Hardy—Ramanujan aszimptotikus formula nydjt megoldast [16-19]:

p(n — 00) & 4n1\/§ exp [’IT\/?] , (I11.1)

ahol p azon lehetséges particiok szama, melyek csak 1 és 2 szamokbol allnak, n a preexponencialis szorzok

szama, melynek particioit a program majd megadja. Az eredmény nem egész szam a legtobb esetben, igy annak
fels6 egész részét véve kaphato egy felsd becslést a particiok szamara. Tehét, ha ennyi particionak megfelels
tarhelyet foglalunk le az eredmény szaméra, az biztosan elegends lesz. A 3 szam példajan bemutatom, valoban

jo kozelitést ad-e a (I11.1) kozelités! A (I11.1) egyenletbe behelyettesitve az n = 3-at adodik az alabbi kifejezés.

p(3) = ﬁ/gem [ﬂ 233] (111.2)

A behelyettesités elvégzése utan a kovetkezd eredmeény adodik: p(3) ~ 4,09051199

Ha ennek a szamnak vessziik a fels6 egész részét, az eredmény: [p(3)] =5

A 3 szamnak 6sszesen harom particioja van. Fz az eredmény tehét fels6 becslést ad a particiok, avagy a méatrix
sorainak szamara, a sorok maximalis hossza (az oszlopok szama) (n + 1), mivel az els6 szam azt jel6li, hany

tagi az adott particio. Belathato, hogy a formula minden esetben fels6 becslést ad [16].

2.  Particio

Az allokéci6 utan mar felépithetsk a megadott p szamu preexponencialis tényezSknek megfelel§ particiok, ezek
Osszessége a korabban leirtak szerint matrixként kezelhets. A particiokat a (I1.19) egyenletnek megfelels alakba
érdemes felirni, ebbdl konnyebben kivalaszthatok azok a particiok, melyekben csak az 1 és 2 szamok egyititthatoja
nem nulla, valamint a késSbbiekben az egyiitthatokkal felirhato a (I1.20) képlet segitségével, hanyféleképpen
irhatok be a szamok a megfelel§ Young-tablokba. Erre az az egyik lehetséges megoldas, hogy a matrix minden
oszlopa egy adott szamot képvisel, mely p 0sszegalakra valo felbontasaban szerepel, és a matrixba csak a megfelel¢
particio lefrasa a cél, akkor az 1 és 2 szamok egyiitthatoja egyarant egy lesz, minden méas elem nulla. A 3 adott
partici6jara vonatkozo matrix sor a kévetkezSképpen néz ki: (1, 1, 0). A koefficienseket hasznaljuk fel arra, hogy
kivalasszuk a csak 1 és 2 szamokbdl 4ll6 particiokat: csak azokbol a particiokbol épitjik fel a Young-diagramot,

amelyekben az 1 és 2 szamokon kiviil minden szam egylitthatéja 0.
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3. Young-tablok

A Young-tablok felépitéséhez mar csak a kivalogatott particiokat hasznéalja a program. Az elsé tablo annak a
particionak felel meg, amelyik csak 1-eseket tartalmaz, majd sorra kovetkeznek azok a particiok, melyekben a 2
egyiitthatoja egyre nagyobb. Mindegyik particidhoz tartozd Young-tablot kitoltjiik minden lehetséges mddon,
tekintettel arra, hogy ugyanazok a parositasok més sorrendben felirva ne szerepeljenek. A kiilonb6z6 particiok
koefliciensekkel valo felirasa utan szerepelnek a megfelels kitoltott Young-tablok, mindegyik szamozva. Minden
partici6 Young-tabléit kiilon szamozzuk, igy megallapithato, hogy a kiilonb6z6 tipusa szorzatokbol hanyféle

fordul el6, és melyek ezek. A 3 particioi koziil az (1 4 2) felbontashoz példaul harom kiilénbozs feliras tartozik.

A C Fiiggelékben taldlhaté minta output a p = 4 esetre vonatkozik, ezen lathato, hogyan adja meg a program

elébb a particiokat, majd ezek alapjan felépiti és az Osszes lehetséges modon kitolti a Young-tablokat.

IV. ATOMI-MOLEKULARIS ALKALMAZASOK

A. Alapfogalmak, a miivelet bemutatasa az atfedési matrix példajan

Szamitasaink soran tobbszor talalkozunk bonyolult probléméakkal, melyeket papiron ceruzaval mar nem, vagy
csak igen nehezen, sok id§ alatt lehetséges megoldani. Ilyen kifejezésekbe titk6zhetlink mar az atfedési matrixra, a
nem-relativisztikus kinetikus energidra és a potencialis energiara vonatkozo szamitasaink soran. Ezek a kovetkezd
alakokat oOltik, fentrdl lefele sorrendben az atfedési matrixot, a kinetikus és a potencialis energidhoz sziikséges

integralokat vezetem be:

S = (buldv), (IV.1)

Tow = (6,V?[60), (Iv.2)
1

Viw = <¢u|;j\¢u>7 (IV.3)

ahol a kinetikus energia matrixelemének kiszamitasahoz alkalmazott operdtor V2 = YN v2,

A szamitas bonyolultsaga a ¢,,, ¢, ECG (expliciten korrelalt Gauss) fiiggvények alakjatol fiigg. Ezen fliggvény

legegyszertibb alakja a kévetkezs:
¢u =exp [-TTA,7] (IV.4)

A fenti fiiggvény kiilonboz6 szorzokkal egészithetd ki, ezzel komplikaltabba valik az (IV.1), (IV.2), (IV.40)
miveletek elvégzése, emellett figyelembe lehet venni az r poziciotol valo eltolodast (shift, s,) az exponens

megvaltoztatasaval a kovetkezé modon:

¢/L = exp [7(T - S/L)TAH(T - S/L)] (IV5)
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Ezt nevezziik uszo (floating) ECG fiiggvénynek, a tovabbiakban fECG néven utalunk ra. A probléma mé-
lyebb megértése valamint az automatizalas sziikségességének belatésa érdekében elGvezetek néhany elemi,
majd bonyolultabb példakat is. A legegyszertibb esettel kezdve kiszdmolom a ¢, ¢, atfedési matrixat, ahol
¢y = exp [—’!‘TA#T] és ¢, = exp [—TTAVT]. A (IV.1) egyenletbe behelyettesitve, azt kifejtve a kovetkezd
kifejezés adodik:

(@uln) = [ drexp [T A,r] exp [-r7A,r] (1V.6)

A két exponencidlis tagot Gsszevonva az exponensek Gsszeadodnak, kiemelhets az A, és A, métrixok Osszege

T

elé a —r', mogé az r vektor. A matrixok Gsszegét az egyszertiség kedvéért egy tagba vonom Gssze.

/dr exp [—TTAMT} exp [—T'TAUT‘] =
/dr exp [frTAMr — ’I"TAV’I‘] =
/dr exp [f'rT(A“ +A,))r] = /dr exp [frTAWr] (Iv.7)

A kovetkezo feladat elvégezni a kapott kifejezésen az integralast, ehhez az alabbi integralési szabalyt hasznalom

fel:

e _ 1
/ d"x exp [f:cTMm + yT:c] = 7r”/2|M| 1/2 exp [4yTM1y} (IV.8)

— 00

Ennek bizonyitasa megtalalhato a fiiggelékben. A fenti szabalyt alkalmazva a (IV.7) egyenletre lathato, hogy

ebben az yT-nak megfeleltethets tag 0, igy az eredmény a kovetkezs:

S = /d'r exp [—TTAWT]
— 7T3n/2|A;u/|_1/2 exp [O]

— n2A, Y (IV.9)

Ha ennél az alapesetnél egy kicsivel bonyolultabb a megoldandé feladat, kirajzolodik, miben rejlik a szamitéas
nehézsége. Az atfedési matrix kiszdmolasat most megmutatom valtozatlan ¢,-re, de eztttal ¢,-t egy r? tag

szorozza: ¢, = r7exp[—rT A, r]. vy itt a teljes 7 vektor egyes elemét jeldli, és a kivetkezSképpen allithato els:

3
T = ZrTeli (IVlO)
i=1

Ebben a kifejezésben ey; egy egységvektor, melynek az li-edik eleme 1, az Osszes tobbi eleme pedig 0, i a

Descartes-index, 1 a részecskére vonatkozo index. Behelyettesitem az atfedési métrixba a megadott ECG egyen-
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leteket. Itt is elvégezhets az exponensek Osszevonasa:

(Duldw) = /dr r?exp [—TTA#’I”] exp [-rTA,r]

= /dr r? exp [—’I“TAW/T} . (IV.11)

Most az egyenlet (I1.12) szabaly szerinti integralasa a kovetkez6 1épés, azonban ez mechanikusan nem végezhet
el, mivel nem a szamunkra elényos format 6lti az egyenlet. Valamilyen modon &t kell alakitani a kifejezést ugy,
hogy felismerhet6 legyen benne a (I11.12) formula. Praktikusan szemlélve a problémat, azt kell elérni, hogy a
szorzd tag az exponensbe keriiljon, ekvivalens atalakitést végezve. Mivel csak akkor lehetséges alkalmazni az
integralasi szabalyt, ha a teljes » vektor szerepel, elgszor ki kell fejezni az ri-et a (IV.10) egyenlet segitségével.

Igy a kapott kifejezésben mar megjelenik a teljes r vektor, ezt az egységvektorok szorozzak.
3
’r‘% = ZTTeli rTeli (IV'12)
i=1

Most a szorzé tagot ebben a formaban be kell vinni az exponensbe. Ha példaul hozzaadom, a kévetkezé megol-
dasra varo probléma, hogy hogyan érjem el, hogy a fiiggvény lényegében tovabbra is valtozatlan maradjon. Az
a mivelet, amely segitségével ez megvalosithaté a derivalas. Ebben az esetben viszont be kell iktatni bizonyos
faktorokat, melyek szerint derivalva a miivelet soran csak a megfelel6 tagokat adja vissza az egyenlet. Ezeket a
faktorokat nullaval egyenl6vé téve nem valtozott meg az egyenlet tartalmilag, az alakja azonban igy mar sokkal

elénydsebb a tovabbi szamitasok szempontjabol.
3
/dr r? exp [—TTAWT] = /dr On Op €xp [—T‘TAIU,’I“ + Z(aeu + b’eh—)r} o, 8=0 (IV.13)
i=1

Ha most a fenti derivalast elvégzem, és az a-t és a -t egyenlévé teszem nullaval, az lathato, hogy valoban az

eredeti kifejezést sikeriilt visszanyerni:

a,f=0

3
/dr Oa Op €xp [—TTAMVT + Z(aeh— + ﬂeli)r]

i=1

3
= /dr 0o Op exp l—rTAWr + Z(aeur + Beur)] o, 3=0

i=1

3 3
= /dr Oa Z (e1;r) exp l—rTAWT + Z aeurl la=0

i=1 i=1

= /dr Z(eur) (eur)exp[—rTAWr] . (Iv.14)
i:lT

A derivalas és az integralas miiveletét megcserélve mar elvégezhets utobbi miveletet a (I1.12) integralasi szabaly
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szerint:

3
H / dr 0, 0 exp [—T'TAWT + (aeq; + ﬁe”)r] loe,8=0

3
~1/2 1 _
= 6(1 8,(3 WBn/ZIANV‘ / Hexp |:4(Oé €eq; + 6 e“)TAWl(a €1; + 6 61,‘) |a,,8=0 . (IV15)
i=1
Mivel az exponencialis tényezdk szorzataban a kitevk 6sszead6dnak, az exponensbe irt szumma az exponencialis
tényezo elé irt produktummal kivalthato. Az integralés elvégeztével az a-tol és B-t0l fiiggetlen tagok kihozhatok
a parcialis derivélas elé, hiszen ezeket a mivelet valtozatlanul hagyna. Derivalok elGszor a szerint, majd elvégzem

az o = 0 behelyettesitést, ezzel eltiintetve az a-t6l nem fiiggetlen tagokat.

3

7r3”/2|AW‘_1/28a d3 exp lz

(vey+p 611')TA,;,1(04 e+ 611‘)] la,8=0 =
1

| =

.
Il

M-
] =

n 1 _
=7 /2|A# | 2 O expl (e +p eu)TAWl(OZ e+ 611‘)1

i=1

3

g ( ehA ey + geﬂéﬁ,}eu)\a,ﬁ:o
i=1
1/ 1 = (B
=L e S e a0 e S (Jelae )b Va0

A derivalast elvégezve a [ faktor szerint is, a 8 = 0 behelyettesités utan a kovetkezs eredmény adodik.

3
— 22| A, |7 exp [Z i(ﬂ e;) AL (B elj)]

=1

3

1 2
> <2elewe1J+54 TA Jeijel A e )5 0 (IV.17)
i=1

3n/2 —-1/2
=m"A,,l exp[0 Z *611 A e
_ _3n/2 —1/2 L 7
=Y (e At ) v.1s)
=1

Fontos kiemelni, hogy az elméleti hattér targyalasabol vart alaktol a fenti megoldasok eltérnek. A vart megoldas

alakja a (IV.11) integral esetében:

& AR

A kapott megoldasban azonban nem lathato vegyes tag. Ennek nem az az oka, hogy a felallitott modell erre az
esetre nem mikodik, hanem egyszertien az, hogy a példaban nincs az A, -hoz hozzdadott vektor (v =0), igy
a vegyes tagban ez egy nullaval valo szorzast eredményez, és a megoldasban nincs feltlintetve.

Ezzel megkaptam a példa megoldasat. Konnyen belathato: minél tobb szorzo minél magasabb hatvanyon fordul
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elé az ECG egyenletben, annal tébb egymasba agyazott derivalast kell elvégezni, és ezek egyre bonyolultabb
eredményeket adnak. Ha példaul a ¢, és a ¢, fiiggvény el6tt is megjelenik egy r? szorzo, akkor a két fiiggvényt
Gsszeszorozva mar egy 7 tagot kell felbontani, ami az atalakitis miatt négy derivaldst von maga utan. Ebben

az esetben ¢, és ¢, a kovetkezd alakban jelenik meg:

A két bazisfiiggvény skalaris szorzatanak kiszamolédsa a korabbi példdkhoz hasonloan torténik, igy a megoldas

menete a kovetkezds:

S, = /dr rir? exp[—rTAWr]

3
(aey; + Beri +verj + 0er;) T | |ap.y.6—=0

_ / dr 0,050, 05 exp | —T A7+

~
w
[

Elvégezziik az integralast az (I1.12) integralasi szabély alapjan, majd derivalunk el@szor «, majd sorban az Gsszes

tobbi valtozo szerint is.

3 3
n —3/2 1
71'3 /2|Auy| / aaaﬁa.yag exp Z Z Z aeh —+ 6611 + ’yelj —+ 561]) AMV (aeu + ﬂeu -+ "}/elj -+ 661j) |oé“37,y75:0
i=1 j=1
3/2 > 1
n s T
i7r3 /2|A“V| 85(97(95 exp ZZZ 561i+’y€1j +561j) Alﬂ/ ([3611'4*"}/613' +§€1j)
i=1 j=1
> B 7 Y T d 1
Z Z ele veli t 5611‘A;¢u61j + ieuéwelj

i=1 j=1

—_

3
= 7T?’n/2|AW|_3/2 005 exp Z Z 7 (reu + dei;)" A, (vei; + dei;)

3

3
ZZ ((26,{1'A,u.yelj + 26,{1'A,ul/elj) <2€,{;Auyelj + 2€¥;‘A“u61j) + (265A#u61i |'Y»5:0

=1 j=1

(Iv.19)

A harmadik valtozo szerinti derivalas méar jelent némi kihivést, ha fejben vagy papiron szeretnénk végiggondolni.
Mivel leirni ugyancsak koriilményes, ettél most eltekintek. Erdekes megnézni azonban azt a példat is, melyben

szerepel a részecskék kozti r tavolsagtol valo s eltoldodas.

¢ =exp[—(r—s,) A, (r—s,)] (IV.20)

by = eXP[—(T - SV)TAV(T - 31/)} (IV21)

Az exponencialis tag el6tt most is szerepel r-t6l fliggs szorzo, ezuttal egy altalanos alakban, b egy tetszéle-
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ges vektor: bTr. A két bazisfiiggvény skalaris szorzatat kifrva dsszevonom az exponenseket, majd felbontom a
zérojelet.
bTT<¢u|¢u> = /dr b'rexp [_(r - SM)TAM(T - Su)] exp [_(r - SV)TAZI(T - Su)]

= /dr bTr exp [_(T - SM)TAM(T - su) - (’I” - SV)TAI/(T - 31/)}

= /dr bl exp [frTAur + rTA“s# + SEAM’I’ — S?;AHS# — rTAVr + TTAVSV + sféur — sféusy]

= /dr b r exp —TA, T+ Q(SZAH + sféu)r exp fsgéus —sPA s, (Iv.22)
—_——
vT -n

Az exponensekben felbontva a zardjelet Osszevonhatok bizonyos kifejezések, mivel nem fliggenek r-tél, igy a
miiveletek sordn valtozatlanul maradnak. Azok a tagok, amelyekben az A, vagy az A, szorzoi felcserélve
szerepelnek Osszevonhatok a tenzor szimmetrikussaga miatt. A kovetkezs lépés mar ismerds a korabbi példakbol,

a preexponencialis szorz6 hozzaadodik az exponenshez. Annyi valtozast azonban tapasztalunk, hogy két r-fliges

tag Osszege szerepel az exponensben, igy a 2vTr tagot egészitjiik ki a b”r szorzoval.
exp[—n] /dr b'r exp[—rTAWr + 2vTr] = exp[—7)] /dr Oq €Xp [—TTAWT +2 (’UT + %bT> r} la=o (IV.23)
Elébb az integralas, majd a derivalas miiveletét elvégezve a korabbiakhoz hasonlé eredmény adodik.

exp[—n)] /dr On €XPp [—TTAWT + 2 (vT + %bT> r} la=0

= exp[—n]w?’"/?}AWFI”aQ exp{(vT + %bT) A;,} (v + %b)} la=0
= exp[—n]ﬂjn/z‘éw‘_l/z exp [’UTA;I}’U] . ('UTA;l}b) =S, - ('UTA;,}b) (IV.24)
S

A fenti levezetés a megoldasi mechanizmus szempontjabol tanulsagos, a késébbi példdk megoldasanak ez szol-
galtat alapot. Az eredményben felfedezhetd a két bazisfliggvény atfedési méatrixa, a kapott eredmény a varako-
zasainknak megfelel§. Egyéb matrixelemek kiszamitasakor ehhez hasonlé alakban adodik a megoldas, altaldban

felfedezhets bennik az atfedési matrix is.

B. Kinetikus energia

A kinetikus energia a rendszerben 1év§ részecskék mozgasi energiajat fejezi ki. A kinetikus energia operator
bazisfliggvényekkel vett matrixeleme kiszamithato a dolgozatomban bemutatott szdmolasi mechanizmus auto-
matizalasaval, azonban el6bb el kell érni, hogy a megfelels alakban jelenjen meg. A nem-relativisztikus kinetikus

energiahoz sziikséges méatrixelem:

Ty =(oulAldy) (IV.25)
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A skalaris szorzatba beillesztett operéator a Laplace operéator, ami a Nabla operator (V) négyzetének felel meg.

Ezt behelyettesive atalakithatjuk a kifejezést, hogy a szdmoléas szempontjabol kénnyebben kezelhetd legyen.

(DulV210) = (0,[V V) = —(Vu|Ve,) (Iv.26)

Az egyik Nabla operator kihozhato a ¢, fliggvény elé, ez negativ elGjelet eredményez, viszont ebben az eset-
ben csak egyszer kell derivalni a Descartes-koordinatak szerint mindkét fliggvényt. Ebben a részben el6bb egy
egyszertibb eseten mutatom be a megoldas menetét, majd altalanositom a miiveletsort, hogy bemutassam az
automatizalhatosagat. Ennek megfeleléen el6bb a mar kordbban az atfedési maéatrixhoz is hasznalt egyszerd

bazistfiiggvényeket alkalmazom:

(¢u| = exp[—r" A, 7] (IV.27)

|6,) = exp[—rT A, 7] . (IV.28)

Ezeket a fliggvényeket elsd lépésben derivalni kell, majd a derivalt fliggvények szorzatat integraljuk. Ahhoz,

hogy ezt megtehessiik, ismerniink kell az exponens derivaltjat, mely a kévetkezd moédon adodik:

—O(rTAr) = — Z O (riA;;7j)

0]

== Zékjrj - Zriém
j i
=-2 Zékﬂ"i

— 2[Ar); . (IV.29)

Mivel az r egy-egy komponense kétoldalrél szorozza az A métrixot, az r; és az r; szerint is derivalhatunk, ekkor
a megfelel6 komponens indexét tessziik k-val egyenlévé. A kapott kiilonbséget Gsszevonva elGall a Descartes-
koordinatak szerinti derivalt altalanos alakja. A kapott eredmény kifejezhets a megfelels egységvektorral vald

szorzassal is, ezt beirva a bazisfiiggvények derivaltjaba a kdvetkez6t kapjuk:

3

0; ¢ = —2[A#r]iexp[—rTAur] = Z(—2)eiTA#r exp[—rTA#r] (IV.30)
i=1
3
0; ¢ = Z(—Q)[Ayr]i exp[—rTAUr] = —2elA rexp [—T‘TAU’I"] . (Iv.31)
i=1

A kovetkez§ lépés a fliggvények derivaltjanak Osszeszorzasa, majd az integrélas elvégzése. A kordbban latott

eredmények felhasznalasaval az alabbi alakba irhato fel az integral a (IV.30) és (IV.31) eredményeket behelyet-
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tesitve:

3
—(VoulVou) :Z/dT(—él) e;fPAur el A rexp [_TTAHVT]

3
=— 40,03 /dr exp l—TTANVT + Z(aeiTAH + BeiTAl,)rl o, B=0 - (Iv.32)

i=1

A szorzokat felvittem az exponensbe, a derivalas és az integralas miiveletét megceseréltem. A kiovetkezd 1épés az

integral kiértékelése a mar megszokott modon.

3
I}LV =—4 3(,85 /d’f’ €xXp [TTAMVT + Z(aeféu + ﬂe?AV)T‘| |(¥7ﬂ:0

i=1

3
1
_ 47T37L/2|A;1/1 |5aaﬂ exp [Z Z(aeiTAM + BeiTAl,)A;j(aA#ei + BAuei)l e, 8=0 - (Iv.33)

i=1

Az « és [ valtozok szerinti derivalas utan kapott eredmény megfelel annak, amit a Penrose-diagramok alapjan
fel lehetett volna frni, a szorzo tagban az e] A, és transzponaltja egy-egy vektor, ezeket egyetlen jelzéssel is

lehetne helyettesiteni.

1
4

NE

1

.
Il

3
T, =—47°"?|A,,}| 05 exp[ (Bel A,)A,) (BA,e; ] Z ﬁ el A A A, e)ls—0
=1

( elA A 1A e))

Lty £

Mw

= — 473n/2 |A;1}‘ exp|0]

I
-

2

=—47*"2|A ) |Z (eTAMAW}A ez) (IV.34)

Az eredményben, ugyan nincs kiemelve, a zarojeles rész el6tti tagok kiadjak a hasznalt bazisfiiggvények atfedési
matrixat.

Az integréalast automatizald algoritmus éltalanosan hasznalhatéo ECG bazisok integralasara. Az egyik elsé felhsz-
nalas nem-relativisztikus matrixelemek kiszamitasa, bemutathato egy altalanos alakban felirt ECG béazissal, mi-
ként alkalmazhaté a modszer tetszdleges szamu preexponencialis tényezére. Az alabbi példa egy specialis esetre
vonatkozik, amely ugyan még nem a legaltalanosabb integral tipus (IL.5), azonban kézzel torténd kiértékelése

maér koriilményes lenne. A felhasznalt fliggvények a kovetkezdk:

b= 2 explrTA),

¢y = 7" exp[-rTA,r]. (IV.35)

Ahol n,, n, tetszdleges egész szam, 1 pedig az r egyes részecskére vonatkozé komponenseinek osszessége. Ilyen
tipust bazisfiiggvényeket kétatomos molekulakra vonatkozé Born—Oppenheimer kozelités nélkiili szamitasokban
alkalmaznak [4]. A kinetikus energia méatrixelemeihez az els§ 1épés ezeknek a bazisoknak a derivalasa, melyet

a (IV.29) alapjan tehetiink meg. A kovetkezs kifejezésben szummazok a részecskék szaméara (N) valamint a
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Descartes-koordinatékra (a).

3

Z <Via ¢u |Vz‘a ¢V>

1

T = (6 V2| b0) =

s
ZZ/dT‘ (8ia¢u) (aia(bu) (IV36)
a=1

i=1a=

N
N
A fiiggvények derivaltja a fentiek alapjan:

3

Ty = — Z Z/dT exp [_TTAIJ«VT} (Qnurf(nuil)rla - 27%”“eg;éur)@n’ﬂ'f(nyil)rla —2ri"elA,r)
i=1 a=1
(IV.37)
A zarojelben szerepl$ tényezGk Osszeszorzasaval négytagn Osszeg adodik az alabbiak szerint
N 3
i=1 a=1
O T A s 4 LA el ) exp T Ay (V)

ahol n,, = n, +n, a kifejezés egyszertsitése végett. A zarojel felbontasaval négy kiilonallo integral kiértékelése
adja az eredményt, melyekrsl mar kdnnyen belathato, hogy a korabbi példdkhoz hasonldé megoldasi mechanizmus
érvényes rajuk. Az altalanos megoldas alapjan r barmely paros hatvanyara megoldhato az integral a dolgozat-
ban ismertetett algoritmus segitségével, hiszen a programnak csupan a preexponencialis tényez6k szamara van

sziiksége. A zarojelbontést elvégezve az alabbi négy integral adodik

N 3
Ty = —4 Z Z/dr nﬂurf(n“”d)r%a exp[—?“TAWr]

=1 a=1

N 3
AN [ nr e A oo 1A,

i=1 a=1

N 3
42 Z/dr rf(n””_l)n,,eg;éurrla exp [—T’TAW,’I"}

i1=1 a=1
N 3

S0 [ar st el A el A rexp[-rTA, 1], (V.30
i=1 a=1

A fenti integralokbol kiemelve r megfelel6 hatvanyat vegyiik észre, hogy a kitevének megfelel§ szamu skalar
szorzot kell kapnunk, ez lesz az az érték, melyet a program feldolgoz. Ezzel a kinetikus energia integral métrix-

elemérdl bebizonyosodott, hogy automatikusan megoldhaté.
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C. Potencialis energia

A potencialis energia integraljanak matrixeleme a kovetkez6 alkalmazas, amelyet bemutatok. A matrixelem

kiszamolasa a

1
Viw = (6] —16) (IV.40)
ij

képlet szerint torténik. Sejteni lehet, hogy ennek a probléméanak a megoldéasa a korabbiaknal valamivel kompli-

kaltabb lesz az 7% szorzd miatt. Els6 példaként a miiveletet a korabban is hasznalt
i

¢u = exp[—rT A, 7], (IV.41)

¢, = exp[-rT A, 7] (IV.42)

egyszeri bazisfiiggvényeken mutatom be. A (IV.40) egyenletbe behelyettesitve a fiiggvényeket a kovetkezs kife-

jezést kapjuk:

1 1
Vi = (@ul-16,) = [ dr- exp[-rT A, 1], (1v.43)
ij

)

Az 7% szorz6 miatt nem végezhetd el a kifejezésen az az atalakitas, amelyet a korabbi levezetések soran is
ij

hasznaltam, vagyis nem lehet felvinni a szorzot az exponensbe, a teljes r vektort nem lehet kiemelni a kifejezésbél
(?77). Sziikséges tehat atalakitani a szorzot, az egyik kézenfekvd atalakitas a Fourier-transzformécio lehet. Az

% Fourier-transzformaltja a kovetkezd alakot olti:
ij

1 e 1
o = 47r/ o) k2 explikr;;]. (IV.44)

Ezt az alkot behelyettesitve az egyenletbe eggyel tobb integrallal kell ugyan elszamolni, viszont lehetségessé
valik a (I1.12) integralasi szabaly hasznéalata. A k szerinti integralt és a csak k-t6l fiiggs tényez6t ki lehet emelni

az r szerinti integral elé, majd az exponencialis tényez&k Osszevonasaval megkapjuk a mar ismerds format.

Pk 1
Vo :4ﬂ/dr/wﬁ explikri;] exp[—r" A, 7]
d’k 1 .
—47/(27T)3k2/dr exp[lkrij]exp[frTAlwr]
’k 1
:47r/((;’;)W/drexp[—rTAwr—&—ikriﬂ (IV.45)
™

A teljes r vektor kifejezhets az M;; matrix segitségével, a kivetkezSképpen alakul at a kifejezés:
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Ezt behelyettesitve méar el lehet végezni az integralast a (I1.12) szabaly szerint

Pk 1 .
7r/Wﬁ/drexp[—rTAWr—i—lknj]

3
k1
:47r/(d 3k2/d’rexp rTA,,r+ikM,;r]

_ Pk 1
—arr/2|A [T / 2 7 P {k:TMUAWlMTk . (IV.47)

Mivel az i imaginéarius egység énmagaval szorozva —1-et ad eredményiil, az integralas elvégeztével csak valos
tényezSk maradnak az exponensben. Az r szerinti integralast elvégeztem, a Fourier-transzformécionak koszon-
hetGen nem kellett foglalkozni a derivalassal. A kiovetkezs lépés a k szerinti integral elvégzése, ehhez azonban
érdemes kicsit masképpen felirni az egyenletet. Az A, matrix esetében az alahuzds az I3 hdromdimenzios

egységmatrixszal valo direkt szorzatot jeldli, tehat

A,=ALRIL (IV.48)
alakban kifejezhets. Az exponensben 1évG szorzat tehat ennek behelyettesitésével

M;;A,) @ LM (IV.49)

formaban adodik, a tobbi szorzé tényezd leirasatol eltekintettem, mivel a mivelet elvégzése szempontjabol nem

lényegesek. Az M;; matrix el6éllithato, mint
M;; = u 1, (IV.50)

ahol (u;;)r = dix — dj1 egy olyan vektor melynek minden eleme 0, kivéve az i-edik, ami 1 és j-edik, ami —1. Ezt

a kifejezést behelyettesitve az M;; helyére
(ul @ L) (A} @ L) (uy; ® L) (IV.51)
kifejezés adodik. A tovabbhaladashoz alkalmazom a
(A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD) (IV.52)
maétrixszorzasra vonatkozo szabalyt. Ennek megfelelGen atirva a szorzéast

(uf; ® L)(AL) @ Ly)(ui; 1) = (ujAL) ® L) (uy; ® 1), (IV.53)
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ahol az UZAL} az A;j matrix ik-adik és jk-adik elemének kiilonbsége. Ismételten alkalmazva a (IV.52) szabalyt

megkapjuk a
(ug;A,Zi @ I3)(ui; ® I3) = uz_;Ap_LVluij ® I3 (IV.54)

kifejezést. Mivel (u;;)r = dir — 0k, ha az egyik oldalrdl ug;-, masik oldalrél u;; szorozza az A;l} matrixot, az

eredmény egy szam, melyet jeloljon a. Igy az eredmény egy diagonalis matrix, ha
ulA u @Iy =a®]1, . (IV.55)

A kapott eredményt behelyettesitem az integralas egyenletébe, igy a

Pk 1 1, e
2r k2 P {4’“ My My ’“}

V,u.l/ :47T7T3n/2|AHV}*1/2/

3
" —1/2 d’k 1 1
:471'7'['3 /2|ANV} /(271_)3,626)(])|:—4kT(a®I3)k (IV56)

kifejezés adodik. Az exponensben 1évé szorzat felirhato az alabbi modon

k" (a ® 1)k = ak} + ak + ak? = ak” . (IV.57)
Igy az integralba behelyettesitve a
3
_ 3n/2 —1/2 d k 1 1 2
V =4rm / AW| / o) 2 exp —Zak (IV.58)

alakot kapjuk. A k itt haromdimenzios vektor, az integral kiértékelése szempontjabol koriilményes kezelni. At
lehet térni azonban gémbi polarkoordinatékra, ennek elénye, hogy csak egy egydimenzios vektor szerepel majd
az exponensben, ennek a kifejezésnek az integralja pedig a fliggelékben rogzitett modon (A) mar kénnyen

kivitelezhets. A gémbi polarkoordinatékra valo attéréshez hasznaljuk a kovetkezd definicidkat:

k; =k sinf cosyp
ky =k sinf singp ,

k. =k cosf , (IV.59)
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ahoz k a k haromdimenzios vektor nagysaganak felel meg. A Jacobi determinéns felhasznalasaval az integral

atirhato a megfelels alakra az alabbiak szerint. A Jacobi determinans felirhato

% g—g g—; sinf cosp kcosfOcosp —ksinfsing
|J|=|g v g—z = |sinf sinp kcosfsing ksinfcosp
% % g—; cosf —ksind 0
|J| =k? sin6 (IV.60)

alakban. Az integralt ennek megfelelGen a

27 ™ o]
/d3k:/ d(p/ sin 6 d9/ k2dk (IV.61)
0 0 0

szerint lehet atalakitani. A k szerinti térfogati integral helyére behelyettesitjiik a gombi polarkoordinaték szerinti

héromszoros integralt.

A 31/2 —-1/2 I’k 1 2
Vi =4nm / |Auu’ / @) %2 exp fak
—47r7r3"/2|A ’71/2 2m)~ / dap/ sin 0 d9/ dk kzk— exp [—akz}

; n/ ™ %|A By 1/2/ dcp/ sin 6 d9/ dk exp[—ak2] (IV.62)

A p és 0 szbgek szerinti integralok értéke a megadott intervallumon a kdvetkezGk szerint adodik

2m
dp =27 —-0=27,
0

/ sinf df = — cos(m) — (—cos(0)) =1—(—-1) = 2. (IV.63)
0
Ezeket az értékeket be lehet helyettesiteni az integralba, igy a

1 >0 1
Vi =57 Pn 2 A, | Y2 4n /O dk exp {4ak2}

_ & 1
el VW / dk exp {—4ak2} (IV.64)
0
kifejezés adodik. Az egydimenzios k szerinti integral megathato az (A) képlet szerint.
_ > 1
Vi =27 w2 (A, |7 / dk exp [—4ak2]
0

-1 _3n/2 -1/2 7 2 ~1/2
=2r ' a2 |A | \/; = 7z Swa / (IV.65)
S;LU
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A megoldasbol kiemelhetd az atfedési méatrix, igy elGall a fenti eredmény. A kivetkezs 1épés a potenciélis energia

felirasa altalanos alakban. Ehhez a

b =r2™ exp [—’I"TAN’I"],

¢y =r;" exp[—rTA, 7] (IV.66)

bézisokat hasznilom, mar a kinetikus energia integralhoz sziikséges matrixelemek kiszamolasakor is elGketiiltek

ezek a fliggvények. Behelyettesitve a potencialis energidhoz sziikséges integralba adodik

1 1 nu+n
Vi = <¢u|r|¢u> Z/dT;Tf( ot “)exp[—rTAWr] ) (IV.67)
ij

)

Ismét helyettesitem az % szorzot a Fourier-transzformaltjaval, majd az exponencialis tagokat 6sszevonva kapom

a

\ / dr— 2(n" ) exp [—’I“TAWJ’!‘}

_47r/dr/ = exp[lkr”] f " exp[—rTAWr]

&’k 1
=471 Y exp 1RT; .
oy k2 drr2™ [—rTA,, 7+ ikr] (IV.68)

egyenletet. Az exponenben szerepls tagbol kifejezem a teljes r vektort a ikM;;r = ikr;; felirast felhasznélva.
Ebben a példaban tobb preexponenciélis tényezd is megjelenik, melyeket hozzé lehet adni az exponenshez, és,

hogy ne valtozzon meg lényegében az « szorzok szerint derivalni kell a kifejezést.

&k 1 20, T .
‘//W =4 (2 )3 ﬁ dr T exp [77’ A;wr + lkMijr}

2N,

=4 Z Z Z H / (217:2 ’:2 /dr e?mrexp[—rTAWr—i—ikMijr]

i1=1 im=1 tn,y=1 j=1

3 3 2N

=dmr Z Z Z H / d k3 k12 /d'l" aal t aa?"w exp[irTA;wr + (1le] + ajeim) T]

11=1 Tm=1 zn =1 j5=1

(IV.69)

Az 7 szerinti integralés igy elvégezhets a (I1.12) szabdy szerint, a derivalas miveletét ezutan a szokasos modon
lehet elvégezni. A k szerinti integral megoldasahoz tjbol gombi polarkoordinatékat lehet hasznalni, igy az

eredmény fooo dkf(k?) exp[fakz] alakban adodik, amely analitikusan szamolhato.
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V. OSSZEFOGLALAS ES KITEKINTES

Az explicit korrelalt Gauss (ECG) fliggvénycsalad fizikai szempontbdl fontos integraljai altalanosan megold-
hatoak olyan atalakitasok segitségével, melyek soran az Osszetett integralasi probléma derivilasok sorozatava
egyszertisodik. A generator integral fliggvény derivaltjainak kiértékelésével felfedezhet6k bizonyos mintazatok,
ezeket felismerve grafikus megjelenitések (Penrose-féle jelolésrendszer, [13]) segitségével a probléma megoldasa
konnyebben atlathatova valik. Az dbrak alapjan megalkothatok a programozéas szempontjabol elényosebb tu-
lajdonségokkal bir6 Young-tablok, melyeket a preexponenciélis tényez6k szamanak particioi szerint lehetséges
felirni. A derivalas soran keletkezs szorzo tényezdket egy maximum 2 X p nagysagi Young-tablo kiilonb6zé ki-
toltései reprezentaljak, ahol p a preexponencialis tényezdk szama az integralandé fliggvényben, a Fortranban az
integralas automatizalasa céljabol irédott programnak ez adja a gerincét.

Az absztrakt eredmények alkalmazasa jelenleg folyamatban van egy speciélis esethez sziikséges integralok
automatizalt levezetéséhez és implementaciojahoz. A program reményeink szerint lehet6vé teszi kétatomos mo-
lekulak energidjanak Born—Oppenheimer kozelités nélkiili kiszamitasat a korabbinal hatékonyabb modon [20].
program alkalmazhatosagahoz olyan szamitasokra, amelyekben szerepelnek ECG integralok még sziikséges to-
vabbi fejlesztés, mivel a program &altal megadott output a megoldasban szerepls szorzo tényezéket Young-tablok
Osszességeként adja meg, nem adja meg a teljes szorzo tényez6t. A kovetkezs lépés a program fejlesztésében
a haromrészecske rendszerek Dirac-relativisztikus leirasahoz sziikséges integralrutinok automatizalt elGallitasa,

melyhez a dolgozatomban ismertetett automatizalasi mechanizmus szintén hasznalhato.
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Fiiggelék A: Egydimenzios Gauss-integral kiértékelése

Az olyan tébbdimenzios Gauss-integralok megoldasahoz, melyekkel a dolgozatom is foglalkozik, elgbb sziiksé-

ges megismerni a probléma egyszeritibb egydimenzios megoldasat. A kdvetkezs tétel bizonyitasaval foglalkozom:

/_: dz exp[—axz?] = \/j (A1)

Bizonyitas: A kovetkezd integralbol indulok ki:

I= (/Z dz exp [a:cﬂ)z = /OO dz exp[—aa?] /°° dy exp[—ay’]

= / dz dy exp[—a(z® + y?)] (A.2)

Ez az integral atkonvertalhat6 polarkoordinatakba, ahol 72 = 22 + y2 és 0 € [0,27), r € [0, c0).

I= / / dz dy exp[—a(z® + °)]

27 00
:/ dﬁ/ dr rexp[—arz]
0 0

= 271'/ dr rexp[—arQ] (A.3)
0

Legyen az 1j valtozé s = —r?, ebbdl kévetkezik, hogy a dr = 7;17547 mivel % = —2r. Ezzel egylitt megvaltoznak

az integréalas hatarai is, mivel ha r — oo, akkor s — —o0.

27 /000 dr rexp[—ar®] = 71'/_OO ds explas] = ﬂ[é explas]]® ., = g(l -0) = g (A4)

Ebbdl kovetkezik tehat, hogy ha az eredeti kifejezés integralasa a cél, a fenti megoldasnak éppen a gyokét kapjuk,
hiszen az (A.4) eredmény az eredeti integral négyzetébdl kaphato meg.
Filiggelék B: T6bbdimenziés Gauss-integral kiértékelése

Az ECG fiiggvény integraldsahoz egy bizonyos integralasi szabalyt alkalmaztam, viszont korabban ennek

bevezetésére nem keriilt sor. Az alabbiakban ennek a szabalynak a bizonyitasat mutatom be.

Adott a kovetkezd Gauss fiiggvény integralja:
e _ 1
/ d"x exp [—acTM$ + yTac] =72 M| 12 exp [4yTM_1y}

ahol & és y n elemd vektorok, komponenseik valos szamok (z,y € R™), M pedig egy szimmetrikus, pozitiv
definit matrix (M7 = M,v" Mv > 0,Vv € R").

Bizonyitas: Els§ lépésben eltavplitjuk az (y?ax) linearis tagot. Ehhez az exponensben szerepls kifejezést
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teljes négyzetté alakitjuk, ezzel az integral 1ényegileg nem valtozik.

/ d"zexp[—z" Mz +y x| =

— 00

o0 1 1 1
/ d"x exp |:_ (:I}T _ 2yTM1> M (iB o 2M1y)] exp |:4yTM1y:| —

1 o 1 1
exp {4yTM_1y} / d"zexp|— (:cT - 2yTM_1> M (:B - 2M_1y> =
&7 &
exp LllyTMly} / d"z exp[fa?:TM:E] (B.1)

Bevezetjiik az x jelolést az 0j valtozora, amely tartalmazza az x-t6l valo eltolodast. Az M valos, szimmetrikus
matrix lévén ortogonalis (azaz valos unitér) matrix segitségével diagonalizalhato.

Vezessiik be azt az ortogondlis A matrixot (AT = A~1), melynek determinénsa det(A) = 1, és hasznéljuk az
M maétrix diagonalizalasara. Ezt a kovetkezSképpen fejezhetjiik ki:

(AMAT)

)

= miéij (BQ)

Ebben a kifejezésben m; az M méatrix sajatértékeit jeloli. A fenti integralt felirhatjuk a A matrix beszurasaval,

hogy ne valtozzon meg az integral értéke, kihasznaljuk, hogy I = AAT.

1 o0
eXpLyTM_ly} / d"&exp[-2" M&] =

1 (o)
exp {4yTM_1y} / d"@exp[—&" AAT MAAT Z] (B.3)

Az M métrixot szorzo ortogonalis A matrix és annak determinansa diagonalizalja, viszont a megmaradt A
matrixokkal még el kell szamolni. Bevezetek egy 1j valtozot a A és a & Osszevonasaval: z = AZ. A valtozo
kicserélésével az integral a Jacobi-determinans szerint valtozik (d& = det(J)dz). A Jacobi-determinéns 1-et ad
eredményiil.

0z 0)  Apizk

Ji; =
J 8Zj 8zj

det(J) = det(AT) =1

A kovetkez$ lépésben csupan annyit tesziink, hogy behelyettesitjiik az 0j valtozot, valamint az M matrix

diagonalizalt alakjat.

1 o) n
expLyTMly}/ d"zexp —Zzimiéijzj = (B.4)

ij

1 o0
exp LyTM_ly} / d"zexp [Z ml-zf] (B.5)
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Mivel azonos alapt hatvanyok szorzatanal, ha ezeket 6sszevonjuk, a kitevében a korabbi hatvanykitevSk Gsszege
szerepel, felirhato ugy is a fenti kifejezés, hogy vessziik az exponencialis tagok produktumaét, ahelyett, hogy a

kitev6ben szummaznank.

1 o0
exp [4yTM1y} /Oo d"zexp [ E mlzfl =
1 T N i
eXp[4yTM 14 U/md Zi exp[—miz?] (B.6)
Az egydimenzios integralok kiszamolhatok a kévetkezGképpen:

/O:O dz exp[—aa?®| = \/Z (B.7)

Ennek felhasznalasaval a kovetkezs eredményt kapjuk kihasznalva, hogy a diagonalis matrixelemek produktuma

a matrix determinansa:

1 _ m _
exp {4yTM 1y] H i = exp {yTM ly

(B.8)

Ezzel a felhasznalt tétel bizonyitasa teljes.

Fiiggelék C: Példa output

p = 4
number of partitions, containing only 1 and 2: 3
p factorial: 24
estimated number of partitions: 7
number of partitions: 5
4 1 1 1 1
3 1 1 2
2 1 3
2 2 2
1 4
4 0 0 0
2 1 0 0
1 0 1 0
0 2 0 0
0 0 0 1
' 1
1
2
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1
1] 2
3| 4

2
1] 3
2| 4

3
1] 4
2 3
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