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A dobok hangja mindenki szdmara ismer6s lehet, és forrasa elsére trivialisnak tiinhet. A hangot és annak
okat jobban megvizsgalva egy nagyon érdekes, dsszetettebb jelenségcsoportot fedeziink fel. A hang
1étrejottének pontosabb megértéséhez a dobok miikddését egyszerli eszkozokkel reprodukaljuk, egy
mianyag poharra erdsitett membranra ejtett fém golyd segitségével. A membranra érkezé golyo
becsapddasa sordn létrejovo hang kiilonbozd frekvencidit és intenzitdsat megvizsgalva kiilonleges
jellegzetességeket és szabalyossagokat figyelhetiink meg, amik a fizikai értelemben egyszer(i elméleti
modelliink eredményeivel is jol Osszeegyeztethetoek. Ez alapjan lathatod, hogy egy ilyen dobszeri
rendszernél mely tagok jatszanak dominans szerepet a hang létrejottében. Méréseinkbdl kideriil, hogy a
modelliink a vizsgalt jelenségre megfeleld pontosaggal alkalmazhato, igy egy Gsszetett rendszer leirasat
sikeriilt egy egyszerii, akar kozépiskolai szintén értelmezheté modellel és kisérleti Osszeallitassal
megalkotni.

1. Bevezetés
Egy fém golyé poharra erésittet gumimembrannal vald itkozése kiilonboz6 helyeken,
kiilonb6z6 moédon csoportosithatd rezgéseket hoz 1étre, amiknek Gsszeségét kiilsé szemléléként
egy egyszeri, rovid hangként érzékeliink. Kiilonboz6 elméletekkel belatjuk, hogy a rendszer
dominans frekvencidit nem a poharon beliil vagy kiviil 1étrejové hanghullamok adjak, hanem a
membran felszinén 1étrejové rezgések. Ezt tobb paraméter figyelembe vételével méréseink is
bizonyitjak.

2. Elmélet

2.1 Egyszerii fizikai modell
A golydé membrannal vald érintkezése soran 1étrejovo rezgéseket harom csoportba osztjuk.
Egyrészt megfigyelhetéek a membran feliiletén kialakulo alléhullamok, és a poharon beliili,
illetve azon kiviili rezgések, ahol a levegd egy csillapitd hatast fejt ki a hartyara. Ezek a
hanghullamok részben egymast befolyasolva alkotjak a 1étrejové hangot, ami az litk6zés soran
¢és utana hallhato. A kovetkezokben azt vizsgaljuk meg, hogy milyen relevans szerepet jatszanak
ezek a csoportok a hang szempontjabol és hogyan befolyasoljak azt.
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1. dbra. Mérési felallitas analog modellje

Membran rezgései

2.2 Egydimenzids analégia
A membran rezgésének kialakulasat el6szor a lehetd legegyszerlibb modon szeretnénk

megérteni, amihez a jelenséget egydimenzidban vizsgaljuk meg. Ehhez egy kis hurrész szabad
rezgésére felirjuk a mozgasegyenletet,
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2. dbra. Egy hur szabadrezgési modellje
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ahol u a linearis tomegstriiség, w a korfrekvencia, k a hullamszam és ¢ = \/F/u a hullim

terjedési sebessége. Ezek alapjan a megfeleld matematikai miiveletek segitségével megkapjuk
az egydimenzios hullamegyenletet €s ennek egy lehetséges megoldasat [1]:

y(x,t) =y, sin(w-t+k-x)



2.3 Kétdimenzios hullam
Azonban a mi esetiinkben nem egy hurral dolgozunk, hanem egy membran viselkedésével, igy
tobb dimenzidt figyelembe kell venniink. Tehat az egydimenzids anal6gidhoz hasonlodan, itt egy
kis membrandarab szabadrezgését vizsgaljuk meg, amihez egy rezgd membrandarabra felirt
mozgasegyenletbdl levezetett kétdimenzids hullamegyenletet hasznalunk,

SF =md
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ahol 72 = 6_3; + Tz a Laplace operator [1] , o a teriileti siirliség és S a membran feszitettsége

a
(N/m).

2.4 Attérés polarkoordinata-rendszerre
Egy kor alakii membran hasznalata soran, vagyis mikor a membran egy kor alaki peremnél ér
véget, érdemes attérniink a Descartes-féle koordinata-rendszerbdl a polarkoordinata-rendszerre,
hogy késébb egyszeriibbek és jobban hasznalhatéoak legyenek szamitasaink. Ily modon
hasznalunk egy id6fiiggo és egy helyfiiggd tagot, amely a sugartdl és szogtol fiigg.
A korabban emlitett kétdimenzios hullamegyenletet parcialisan derivalva és ez elmozdulassal
leosztva természetesen egy harmonikus rezgdmozgast kapunk:
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Ezt felhasznalva a z; id6fiiggo tagra az altalanos megoldas
Z(t) = —w?z,(t)
Ami z;-re megoldva
z; = cos(wt + ag)
7, helyfiliggd tagra az altalanos megoldas
VZZT.(P = —kzzmp
Ennek szogfiiggo tagjara az altalanos megoldas
Zy = —n?z,
Ami z,-re megoldva
z, = cos(ng + {o).
Viszont a sugarfiiggd tag megoldasa a Bessel fiiggvény [1]:
2y (r) = Jn(kr)
Ezek alapjan egyértelmiien latszik, hogy a szdg-és helyfliiggé tagok megoldasai cosinus-
fuggvényekkel irhatok le, azonban a sugarfiiggd tag megoldasa nem, amit a tovabbiakban
ismeriink meg jobban.

2.5 Bessel-fiiggvény
A sugarfiiggd tag megoldasa a Bessel-fliggvénnyel irhato le, ahol minden n-értékhez végtelen
megoldas tartozik.



Jn(kr) —n=0

0.5¢

_0‘5 L
3. dbra. Elsé négy Bessel-fiiggvény (Wolfram Mathematicaval rajzolva)

Ezen a ponton egy peremfeltételt kell bevezetniink, hiszen egy kor alakit membranrdl van szo,
ami nem mozog a pohar legszélén, a pereménél, miszerint:

zr(R) = Jo(kR) = 0.
Ez azt jelenti, hogy a Bessel-fiiggvények zérushelyeit keressiik, azokat a pontokat, ahol
Jn(kr) = Jn(ym) = 0.

min ] 1 2
1 24048 3.8317 31336
s 5.0201 7.0156 8.4172
3 8.6537 10.1735 11.5198
4 11.7915 13.3237 14.7960
5 14,5305 164706 17.9558

4. Abra. kr = Yy, — zérushelyek

A peremfeltételiink segitségével mar megadhatdok egy kor alaki membran modusai:
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5. dbra. Kor alakit membran médusalakjai (Wolfram Mathematicaval rajzolva), ahol m a
csomokorok szamdt, n a csomovonalak szamat jelzi.



Ezek alapjan pedig természetesen az egyes modusok sajatfrekvenciai is kiszamolhatoak:

2.6 Frekvenciaelemezés

Wmn = KmnC R

_ YmnC

A Bessel fliggvények zérushelyei (4. abra) alapjan, ha az egyes zérushelyek els6 zérushelyhez

(v1,0) képesti aranyat vessziik megkapjuk a Bessel aranyokat.
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6. dbra. Bessel aranyok (ymn / }/1,0)

Ezek segitségével az alapfrekvencidhoz (f;o) képest a kiilonboz6 modusokhoz tartozo

frekvenciak kiszamolhatoak:
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Jmn = R
Ezeket az elméleti frekvencidkat egy méréssel Osszehasonlitva lathatjuk, hogy az egyes
modusokhoz tartozo frekvenciak a mérési eredményben is dominansan jelennek meg.
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7. dbra. Fourier transzformalt mérés (kék) domindns frekvencidindl lathato médusokhoz
tartozo frekvenciak (piros egyenesek)
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8. dbra. Fourier transzformalt mérés dominans frekvencidinal lathato modusokhoz tartozo
frekvenciak, ahol a szin a hang intenzitdsat jelzi (piros: magasabb intenzitas, zéld:
alacsonyabb intenzitas)

A mérés dominans, kimagasléan magas intenzitdsu frekvencidit és az modusokhoz tartozo
elméleti frekvenciakat egy identitdsvonal segitségével vizualizaljuk, igy latszik, hogy az elmélet
jol illik az mérési eredményekkel dsszevetve.
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9. dbra. Eiméleti és mérési eredmények dsszehasonlitasa identitasvonallal

2.7 Alapfrekvencia meghatarozasa
Ahhoz, hogy a modusokhoz tartozd frekvencidkat meg tudjuk adni a Bessel aranyok
segitségeével, sziikségiink van az alapfrekvencia magassagara, hiszen az aranyok ehhez képest
adjak meg a tobbi frekvenciat. Ennek meghatarozasahoz eldszor a membran feszitettségét kell
tudnunk definialni. Ehhez a membréanra egy sulyt helyeziink, majd megmérjiik a kitérést. igy az
ismert értékekkel meg tudjuk hatarozni a membran feszitettségét.



10. dbra. Alapfrekvencia megaddsdahoz sziikséges mérési felallitds

A feszitettség ismeretében pedig kiszamolhat6 az alapfrekvencia:

k1,0 S
fo=2:r |5

Mi esetiinkben ennek értéke =~ 25.4 Hz (7. abra).

3. Meérések

3.1 Mérési felallitas
A mérések jo reprodukalhatosaganak, megismételhetdségének érdekében kiilonb6z6 mérett
milanyag 3D-nyomtatott poharakra kiilonbdz6 erésségii homogén gumimembranokat feszitiink
befottesgumik segitségével és az igy alkotott dobszerli rendszert egy szivacsra allitjuk, hogy
elnyelje a lehetséges egyéb zajokat.
Ha a labdat feliilrél ejtjiik a membranra konnyen elugral az eredeti érintkezési pontjatol, ezzel
akaratlanul paramétereket valtoztatva, zavard tényezoket okozva. Ennek elkertilés¢hez cérnaval
bifiliarisan felfiiggesztett labdat hasznalunk, ami mindig ugyanott iitkozik igy a membrannal,

rendkiviili pontossagot eredményezve. A 1étrejovoé hangot egy mikrofon segitségével vessziik
fel.

bifiliaris
felfiiggesztés

mikrofon

membran a

poharon labda

11. dabra. Mérési felallitdas
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3.2 Mérések elemzése, hibaelemzés

A mikrofonnal felvett hang elemzése a létrejovd frekvencidk intenzitasa és hossza szerint
Fourier transzformacioval tortént, a Sonic Visualiser [2] és Wolfram Mathematica [3]
programok segitségével.

A 1étrejovo hibak legfoképpen tehat a Fourier transzformacional kivalasztott iddablak
id6hosszabol szarmaznak. Ha a kivalasztott id6ablak hosszabb, a frekvenciakat sokkal nagyobb
pontossaggal tudjuk megadni, viszont rovidebb id6ablak hasznalatakor a hang létrejottének
idejét és hosszusagat lehet pontosabban meghatarozni.

1d6 (s) 1d6 (s)

Frekvencia (Hz)
Frekvencia (Hz)

12. abra. Fourier-transzformacio pontatlansdganak vizualizacidja

Persze felmeriil hibalehetoségként az a kérdés is, hogy a bifiliaris felfliggesztéssel vajon tényleg
utanozhato-e a golyd mozgasa? Amellett, hogy ha a golyd feliilrdl érkezik, a pattogasok
stirisddése gyorsabban torténik és az intenzitascsokkenés is mashogy valtozik a két esetben, a
golyo oldalra elpattogasanak veszélyét is limitaljuk ezzel, tehat pontosabb mérési eredményeket
kapunk.

Emellett a mikrofonnak is fontos hatasa van a mért intenzitasra. A rendszer koril 1étrej6vo
hangtér nem szimmetrikus, mivel a médusalakok (5. abra) sem szimmetrikusak, igy annak is
hatdsa van a mért intenzitasokra, hogy a mérésben hol helyezkedik el a pohar koriil a mikrofon.

3.3 Vizsgalt paraméterek
A megvizsgalt paraméterek a membranra (feszitettség, szimmetria, alak, {itk6zés helye) és belso
leveg6re (pohar térfogata, nyitott poharak) vonatkoznak.

3.3.1 Membran feszitettsége

Egy membrant kiilonb6zo feszitettségekkel lehet a poharra erdsiteni, amik kiillonb6zo
frekvenciakat hoznak létre. Ennek pontos megméréséhez kiilonb6z6 sugari koncentrikus
koroket rajzolunk a membran feliiletére és azt gy nyujtjuk meg, hogy egy-egy kor pont a pohar
pereménél legyen.

A S~¢€-Ar és fy ~+/S aranyossagokbol, ahol S a membran feszitettség N/m-ben, és € a
rugdallandé tudjuk, hogy fo ~ VAr , amit a mérések is jol mutatnak.
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13. dbra. Bal: Feszitettség valtoztatdisara haszndlt koncentrikus kérék sugaranak abrdzoldsa,
jobb: alapfrekvencia valtozadsa kiilonbozo feszitettségeknél

3.3.2 Aszimmetrikus feszités — lebegés

Az el6z6 példaval ellentétben, ha a peremre illesztett membranra nem egy kort, hanem egy
ellipszis alakjat rajzoljuk, egy érdekes jelenséget fedezhetiink fel. Mivel az oldalakon nem
egyforma a feszitettség, a hang terjedési sebessége, igy a frekvenciak sem lesznek egyformak,
tehat 1étrejon két egymashoz feltiinben kozeli frekvencia. Ez a kett6z6dési-effektus pedig a
lebegéssel is Osszefiigg.

Két ilyen kivalasztott egymashoz kozeli frekvencia magassagai f; = 166Hz és f, = 175Hz.
Elméleti értékiiket kiszamolva a mérésihez nagyon kozel keriiliink.

Fres = —h;'f" =170,5Hz 2
) T= 000595

At EAAALARAE AR

T d \fa-
x| I. | LA ¥ _ 1 le _

* iy + fIsbﬂgés_ 3 -= 4,5 Hz

T=0,23s 2> T=0225s

14. abra. Bal: mérési eredmény; jobb: elméleti eredmény

3.3.3 Utkozés helye

dobot hasznalunk. Attol fliggben, hogy a szélén vagy kozepén lesz megiitve a feliilet, kiilonb6z6
frekvenciak dominalnak. Ez azzal magyarazhatd, hogy a megiités helyétél fliggéen mindig azok
a modusok jelennek meg erdsebben, azaz lesznek relevansabbak, amelyeknél az iitkdzés
helyénél nincsen csomdsik. (5. abra), igy a kiilonb6zé modusoknal mindig mas frekvencidk
jatszanak nagyobb szerepet.



Utés a szélén
15. dbra. Domindns frekvenciak helyfiiggése
Szin az a hang intenzitasat jelzi (piros: magasabb intenzitas, zold: alacsonyabb intenzitas)

Azonban kisebb poharak és kisebb feszitettségli membran hasznalata esetén nem figyelhet meg
relevans kiilonbség, ha kiilonb6z6 helyeken csapddik be a labda, ez csak a doboknal volt
jelentos.

3.3.4 Négyzet alaki membran
A membran peremének alakjat és ezzel a membranon kialakuldé rezgések hataranak
megvaltoztatasaval a rajta kialakulé moédusok, igy frekvenciaik is valtoznak.

PPV D
@ B & &

16. abra. négyzet alakii membran modusalakjai [1]

Tehat a membran alakjat a pohar alakjanak valtoztatasaval szabalyoztuk. A négyzet alaka
membran egyes modusainak frekvenciajanak meghatarozasahoz [1]

cm
2nf = Wy = T\/mz +n?
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egyenletet hasznaljuk. A mérés elvégzésekor a golyd a membran kézéppontjaba lett ejtve, emiatt
azok a modusok, amelyeknél egy csomosik kozépen fut végig kevésbé valdszinii, hogy
kialakulnanak. Az Osszehasonlitasnal is tehat azon modusok sajatfrekvenciaival hasonlitjuk
Ossze a mérési dominans frekvenciakat, melyeknél kozépen nincsen csomévonal.
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17. dbra. Négyzet alaku membran mérési és elméleti eredményeinek 6sszehasonlitasa
identitdsvonallal

3.4 Poharban 1évé leveg6 hatasa
A 17. abran lathato, hogy mdédusokhoz tartozé frekvencidk (7. dbra) mellett észrevesziink egyéb

dominansnak tiin6 frekvenciakat is a mérésben, és a kérdés fennall, hogy 6k vajon honnan miért
jonnek létre. Egyes modusok sajatfrekvenciajanak meghatarozasahoz hasznalhatjuk a kdvetkezo

egyenletet [1]:
2

mn
x + 12
fimn (nR’)
ahol L a pohar magassaga és R' = ;. Ez alapjan azoknak a relevansnak tiin6 frekvencidknak az
okat is megtalaltuk, amik nem a Bessel aranyokbol szarmaznak.
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18. dbra. Fourier transzformalt mérés (kék) dominans frekvencidinal lathaté médusokhoz
tartozo frekvencidak (piros egyenesek), modusok sajatfrekvenciajahoz tartozo frekvencidak
(fekete)
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Ha a modusokat figyelmen kiviil hagyva, csak belsd levegé térfogatat vessziik figyelembe, a
poharban 1évé légiireg rugoval valo helyettesitéséhez megadhatjuk a rugd merevségét:
AZ
k.= YA
c=Po"C€ %

ahol p, a levegd strlisége, ¢ a hangsebesség, IV a pohar térfogata, A a pohar szajanak feliilete, k.
a belsd levegd rugdallandoja.

Ebbdl kovetkezik, hogy pohdr térfogatanak csdkkenésével, az alapfrekvencia is csdkkeni fog,
hiszen tudjuk, hogy

f~JZk

Yk~ky, + k.

3.4.1 Nyitott poharak

A Dbelso levegd hatasaval kapcsolatban, ami nagyon érdekes, hogy ha egy nyitott poharral
végezziik el ugyanazt a mérést, azaz egy als6 része nélkill membréannal ellatott poharral, a
sipokhoz hasonldan, szabalyossadg vehetd észre a frekvencidknal. Azonban ezek nem a
jellemzden vart frekvenciak lesznek, mivel a membran miatt egy csillapitott I€égmozgas jon 1étre.

3.5 Kiilso6 levegé hatasa
3.5.1 Hangintenzitas valtozasa
A kiilsé térnek hatasa van a hangintenzitisra, ugyanis a vele egyiitt mozgd levegd tomege

csillapito hatast fejt ki ra. Egy logaritmikus skalan az idével valo decibel intenzitascsokkenés
szépen latszik.
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19. dbra. Hangintenzitdas csokkenése idével logaritmikus skdldan
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3.5.2 Frekvenciavaltozas
A Kkiils6 terheld levego frekvenciavaltoztato hatasa egy-egy membranmodus légterhelés hatasara
1étrejovo sajatfrekvenciajaval fejezheto ki:

w’_\/k/(mm+mt)_ 1
1+

w Jk/mo, 8poR
ahol m,,, a membran tomege, m; a kiils6 terheld levegd tomege és k a membran moédusahoz
tartozo rugoallandé. Mi esetiinkben R = 10 cm, o = 1 — 3 kg/m?, py = 1.29 kg/m3. Ez azt
jelenti, hogy

3no

!

)
— =~ 0.95-0.98
)

azaz a frekvenciacsokkenés nagyon kicsi, kozel elhanyagolhato.

4. Konklazié

Anal6g modelliink szerint kiilonb6z6 rezgések alakulnak ki a jelenséget koriilvevd térben,
amiket elméleti uton és mérésekkel is megvizsgaltunk. Egyértelmiien lathattuk, hogy a
rendszerben a membranon kialakulé hanghullimok dominalnak, amiknek frekvenciait a
meghatarozott alapfrekvenciahoz képesti Bessel-aranyokbol megadtunk, és amelyek értékeivel
a méréseink dominans frekvenciai is egyeznek. A mérésben mas dominans frekvenciakat a bels6
levegd hangjaval magyarazunk, emellett a kiilsé tér csak kis valtoztatasat is belatjuk. A tobb
megvizsgalt paraméter mellett azt is belatva, hogy a kiilonb6z6 részek erdsen befolyasoljak
egymast is, 0sszességében jol lathato, hogy a mérések szépen illeszkednek az elmélettel.
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