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Absztrakt

A grafén felfedezése ota kisérletileg és elméletileg is intenziven kutatjak a van der Waals-féle kotéssel
kialakul6, tobbrétegii szerkezetek elektronallapotainak tulajdonsagait. Ilyen anyag példaul az altalunk
vizsgalt, ABC sorrendben egymésra helyezett N-rétegli grafén szendvics szerkezet. Kapcsolodva a
hazai és nemzetkozi kutatédsokhoz, célunk a tobbrétegii ABC rétegzddéssel jellemzett grafén mintak
elektron-savszerkezetének és az elektonallapotainak elméleti vizsgalata inhomogén kiilsé elektrosztati-
kus potencial jelenlétében.

Jelen dolgozatban olyan elektrosztatikus potenciélt vizsgalunk, amely korszimmetrikus és egy R sugara
tartomanyon beliil és kiviil is allando, de kiilonbo6z6 értéki. Meghatarozzuk a rendszert leird forgas-
szimmetrikus Hamilton-operator lehetséges elektronallapotait a Bessel-fiiggvények segitségével. Tanul-
ményozzuk a kapott elektron-hullamfiiggvény szerkezetében kialakuld kausztikakat révidhullamhossza
hatareseteben. Ezeknek a kausztikiknak az alakjat geometriai optikai hataresetben szamitjuk ki, és
Osszevetjiik az egzakt szamolasboél kapott hullamfiiggvénnyel. Megmutatjuk, hogy N rétegszamiu ABC
grafénben megfelel6 paraméterek valasztasa mellett a kialakulo kausztikdk maximalis szama N. Ez az
eredményiink kiilonleges, ugyanis az ABC grafénben a potencial-valtozas hataréan az elektronok tGb-
bestérése lehetséges, ellentétben a kristalyos anyagokkal, ahol a fénysugarnak maximum kett&storésére
van lehetéség. Tudomésunk szerint ezt a tobbestord elektronoptikai jelenséget még nem publikaltak

az irodalomban.



1. Bevezetés

A grafén — amely egyetlen atomi réteg vékony grafit — felfedezése 6ta, a napjainkban is zajlé kutatasok
szerves részét képezi kiilonleges fizikai tulajdonségai miatt |1, 2]. Ennek oka tobbek kozott az érdekes
elektromos, optikai, valamint transzport tulajdonsagai, melyek részeletes megértése szamos kisérleti és
elméleti vizsgalatot Osztokélt. Attol fliggden, hogy hany rétegii rendszerrsl van szd, mas jellegzetessé-
gek lépnek fel. Az egyrétegl grafén részletes tanulményozésa jelentGs szamu kutatas targyat képezte
és képezi napjainkig [3]. Ami a gyakorlati alkalmazhatosédgukat illeti, az egyrétegi grafén jellegzetes-
sége, hogy nem lehet konnyen korlatozni kiils6 elektrosztatikus potenciallal az elektronok mozgasterét,
mivel nem lehet tiltott savot nyitni [4, [5]. Kétrétegt grafén esetén azonban, mivel a rétegekre merdle-
ges elektromos mez§ a térrel aranyos tiltott savot nyit, ezért azt konnyebben lehet mikroelektronikai
eszkozokbe integralni, mint az egyrétegti modosulatat [6].

Ketténél tobb rétegili rendszer esetén a rendszert alkot6 elemi rétegek egy hatszogracsba rendez6dé
alracsot tartalmaznak. A kristaly periodicitasa miatt csak haromféleképpen lehet egy réteget elhelyezni
az alsbhoz képest, amelyet A, B és C jeloléssel szoktunk ellatni. Harom réteg esetén példaul ABA,
vagy ABC lehet a rendszer rétegzédése, ezeket szamos munka tanulményozta, és jelenleg is a szilardtest
fizikai kutatésok szerves részét képezik |7, 8, [l 10} [11].

Ezen dolgozat targya a fent emlitett ABC' rétegzédést grafén elméleti tanulmanyozasa analitikus
szamitasokkal, specialis tulajdonsagu, kiilsé elektrosztatikus potencial jelenlétében. Dolgozatunk célja
a rendszert leiré idéfiiggetlen Schrodinger-egyenletében megjelend Hamilton-operatoranak sajatfiigg-
vény ansatzanak felirdsa, majd ennek felhasznaléséaval a szorasi probléméajénak megoldésa.

A dolgozatban elGszor targyaljuk a vizsgalt fizikai rendszer strukturajat. A struktiara ismeretében
felirjuk a szoros kotést kozelitésbdl szarmaztatott folytonos modell Hamilton-operatorat kiils6 inho-
mogén potencial jelenlétében. Ezutan megoldjuk a felirt Hamilton-operator sajatérték-probléméjat,
majd ennek ismeretében a vizsgalt rendszer szérasi problémajat, végiil targyaljuk a kvaziklasszikus
hataresetet. Kideriil, hogy ekkor az elektron-hullamfiiggvény szerkezetében kausztikak jelennek meg,
melyeket 6ssze tudunk vetni a geometriai optikai hataresetbsl adodé gorbékkel. Megmutatjuk, hogy
N réteg esetében a kausztikdk maximalis szdma N, mely a tobbrétegi grafén rendszer elektronoptikai
tobbestorését jelenti. Ez a jelenség kiilonleges, hiszen ismeretes, hogy a geometriai optikdban legfeljebb
kettGstorés lehetséges, igy az itt kapott tulajdonsag a kettstorés elektronoptikai altalanositasanak felel

meg.



1.1. A vizsgalt rendszer fizikai leirasa

A vizsgélt rendszeriink egy N rétegii, rombohedrélis ABC rétegzésd grafén,
ennek konfiguraciojat szemlélteti az [[les abra. Az ABC grafénben tobb
réteg épiil egymasra, és koztiikk gyenge van der Waals kdlecsonhatés van
jelen. Egyrétegii grafén kristélyszerkezetének minden elemi cellajaban két
szénatom helyezkedik el, ennek megkiilonboztetéséiil jeloli az [Ihes abra a
cella atomjait pirossal, valamint kékkel.

A szén s-pélydja és a két p-palyaja kozott felleps (sp?) hibridizacio

eredményezi a hatszoges szerkezetet, mely o-kotést alakit ki. A szénatom

harmadik p-palyaja, mely meréleges a hatszoges sikra, az egész sikra delo-
kalizalt kotéssel kapesolodik a szomszédos p, palyélydhoz, itt pedig m-kotés 1. gbra. Az ABC rétegzé-
alakul ki [12]. Az ilyen szerkezetre egy jellemz6 téavolsag érték, ami a szén- g grafén sematikus abra-
szén atomok kozti mérésekbdl ismert, ennek értéke ac_c ~ 1.42 A [12]. ja.

A dolgozatban a fenti rendszert egy kiils6 inhomogén elektrosztatikus potenciél jelenlétében vizs-
galjuk, oly modon, hogy a potencidlt kor alakinak tessziik fel, agy hogy a kor belseje V.- g, a kiilseje

pedig V,~r potencialon van, ahogy azt a[2}es abra szemlélteti.

2. abra. ABC grafén szerkezet feliilnézeti abréja, R sugard inhomogén kor alakd potencial jelenlétében.

Tobbrétegti grafén esetén a vizsgalt rendszer viselkedése a szoros kotést modell segitségével leirha-
t6, amely az egyes atomhelyeken elhelyezkedd izolalt p, palyan 1évs elektronok hullamfiiggvényeinek

c s,

szuperpoziciojan alapszik.



2. A Hamilton-operator sajatérték-problémaja

2.1. Az N-rétegii, ABC grafén Hamilton-operatora linearizalt tight-binding koze-

litésben

A grafén savszerkezetében — lasd. [las dbra — megjelend "volgye-
ket" Dirac-pontoknak, vagy K pontoknak szokés neveznﬂ Belatha-
t6, hogy egy racson beliil két darab nem-ckvivalens K pont talalhato,
melyeket K illetve K’-vel szokas jelolni, ily moédon megkiilonboztetve
Gket egyméstol. A dolgozat sorén az alfejezetben leirt fizikai rend-
szernek azt az alacsony energias kozelitését fogjuk vizsgalni, melyben

a Fermi-energia a Dirac-pontok kozelébe esik. Speciélisan kizarolag

olyan energidkat fogunk tekinteni, melyek a rendszerre jellemzs réteg-

kozi ugras energia — hopping energia — kornyékén talalhatéak. Ebben
3. abra. Egyrétegii grafén sav-
az esetben a szoros kotést kozelitésre felirt Hamilton-operétor lineari- ]
szerkezete. A kép az lalabbi

zalhaté a K pontok koriil, mely a kovetkez§ alakot fogja 6lteni :
P Y &) .1 Wikipédia cikkbdl szérmazik.

Ve o .
o P- 0 0 0 0
Ve
b+ oo n/vr 0
Ve oo
0 m/vr % P 0 0 0
LV
0 0 P+ on m/vr 0
Ve o .
X 0 v/vr = Do
Honyxon = vp 0 o v 0 , (1)
0 0 P+ o
0 0
’yl/vp 0
V< ~
0 m/vr —= p_
0 0 0 1/ e
0 0 P+ o

ahol py = (p, £ ip,) fiiggvényekre hat6 operatorok, melyek a kovetkezd differencidloperatorok linearis
kombinéacioi: (p, = %6%7 Dy = %8%), 1 = 377TmeV a rendszerre jellemzé hopping energia, vp ~ 106%
a Fermi-sebesség, V< pedig a rendszerre haté potencidl értéke, melyet az adott tartomanyon beliil
konstansnak vesziink.

Célunk elséként a fenti Hamilton-operator sajatfiiggvényeinek meghatarozésa, melyhez meg kell

oldanunk az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenletet:

HonyonV = W, (2)

'Errél részletesebben az [12]-es hivatkozasban lehet olvasni.


https://en.wikipedia.org/wiki/Electronic_properties_of_graphene

A dolgozat soran a potencialrol feltételezziik, hogy forgasszimmetrikus, valamint, hogy atomi skalan
folytonosan valtozik a potencial sugar hatérérﬂ [7, 8, 13]. Mivel a rendszer forgasszimetriaval rendel-
kezik, a tovabbiakban &t fogunk térni sikbeli polarkoordinata-rendszerbe, igy mindenekelstt az ((1)-es
egyenletben definidlt métrixban megjelend differencidloperatorokat kell atirnunk ennek megfelelGen.
A fenti matrixot fel tudjuk frni kompaktabb alakban, bevezetve az alabbi jeloléseket: o = (04,0y),
valamint p = (P, p_), itt 0,4 az elsé két Pauli-matrix.

Ezek segitségével a fenti matrix, potencial jelenlétében a kovetkezGképpen irhato fel [12]:

Honson = vroplyxy + 1A+ Veloyon, (3)

ahol A a kovetkezd 2N x 2N-es méatrix

0O T 0 0 0
rf o r© o0 0
0 0
I'= ., A=lo 1t 0o T 0 (4)
1 0
0
0 0 . Tt 0 T

2.2. A pszeudo-impulzusmomentum operator

Ahogyan a fejezetben emlitettiik, a jelen dolgozatban vizsgalt elrendez&dés forgasszimmetriaval
rendelkezik, melynek kévetkeztében célszerd polarkoordindta-rendszert hasznalni. Emellett pedig a
fejezetben lattuk, hogy a vizsgélt rendszeriink Hamilton-operatoraban fellépnek a py differenciélope-
ratorok, igy a fentieknek megfelelgen irjuk fel ezeket polarkoordinata-rendszerben [2]:

(e d SO DN (0 esp 0\ B[00
pi—i<coscpar T (9g0>izi <Smgp8r+ r 8(,0)_2'6 arir&p ’ (5)

Ahhoz, hogy fel tudjuk irni a fenti a Hamilton-operatornak a sajatfliggvényeit, vegyiik segitségil a

kovetkezd modon definialt operatort |8, [7]:

Ioxo o
3o 0.

Jz = z']I2N><2N_

>
>
N >

5152 - o, , (6)

o | St

(2N+ 1)]12><2 (o>

ahol jlz az impulzusmomentum operator polarkoordinatas alakja: f)z = %%, Ionxon a 2N x 2N-es

egységmatrix, i a redukalt Planck-allando, o, pedig a harmadik Pauli-matrix [13].

2Fontos megjegyezni, hogy ha nem igy lenne, akkor a K pontok kozotti szérast is figyelembe kellene venni a modell

felépitésének soréan.



A tovabbiakban ezen operatorra pszeudo-impulzusmomentum operéatorként fogunk hivatkozni [12] [§].
Belathato, hogy az igy definidlt operator kommutal az -es egyenletben definidlt Hamilton-operatorral,
amelybdl kovetkezik, hogy kozos sajatfiiggvényrendszeriik van [8, [13]. Lassuk ezt be az alabbi modon.

A szamolas alatt a kovetkezd Osszefiiggéseket hasznaljuk majd fel, melyek konnyen ellen6rizhet6ekﬂ

0 0 1 ,

)zt (72)

0 1) 1 _

o= s, (7b)
0 p- ) h_
o =2 (00 —ioy,) + 55 (0u + o), (7c)
P+

[Laps] = +hps, (7d)

ahol 0, oy, matrixok az els6 két Pauli-matrix. Célunk tehét a [jz, H | kommutétor kiszamitésa. Lattuk,
hogy pszeudo-impulzusmomentum-operator harom tagbdl all. Ezek koziil az elsé tag az ﬁz -Ionxon
impulzusmomentum operétor, a mésik két tagot pedig jeldlje rendre J 2(2), J 53). Nyilvanval6, hogy ha ki
szeretnénk szamitani a [jz, H | kommutatort, azt - az egyszertiség kedvéért - szétszedhetjiik ezen kom-

mutéatorok eljeles sszegére: [L. - Tonxan, H], [jz@), H], [jz(3), H]. Trjuk ki ezeket a kommutatorokat:

(L. Tonxon, H] =

0 p_
L, P+

Kihasznélva a (7d)) azonossagot, a kivetkezs egyszert eredményt kapjuk:

0 [Lzaﬁ*] 0 —]3,

(L. Tonson, H) = vr | \[L.,p4] 0 =hvr | \p, 0O )

Kovetkezd 1épésként vegyiik a [j§2), H | kommutéatort:

) ) 2
hv 0 v Pt 0 Era lox 2
2 . 0 0 Py 0 0 0 Pt 0

(10)

3A Osszefliggés bizonyitasa megtalalhato a fiiggelék alfejezetében.
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Errél konnyen lehet 1atni, hogy a kovetkez§ kifejezéssel egyenld:
hor (O T R e U A (11)
2 0 0 0 0 0 0 0 0

Végiil szamitsuk ki az [jgg),fl | kommutatort, ahol hasznaljuk fel a , és Osszefliiggéseket:

(D+ + D)0z, 02] + i(p—pi [0z, 0y 3—;[0,2,093] - i%[amay}
[j(3) ﬂ_] . h 37;[0-2)0-1’] + i%[O’Z)O-y] (ﬁ'ﬁ‘ +ﬁ—[0270$] + Z(ﬁ— _ﬁ+)[0270y]
z -
4 7

E[Uzvo'x] + i%[azvay}

(12)
Itt hasznaljuk ki a Pauli-matrixokra vonatkozo, alabbi relaciokat: [0, 0] = 2i0y, [0,,0y] = —2i0,.

Igy egyszert algebrai atalakitasok utan a kovetkezét kapjuk:

0 p_ 0 0
—p. 0 —1 0
J®, H] =hop| (o 1 0 P : (13)
vF )
0 0 —pr 0

A keresett kommutator, a fent kiszamitott kommutéatorok megfelels elGjeles Gsszege lesz, ebbdl pedig

latszik, hogy a keresett kommutator nulla:
[, H] = (L. - Tonxon, H] = [J), H] + [/, H] = 0. (14)

Tehat a pszeudo-impulzusmomentum operator kommutal a rendszer Hamilton-operatoraval, amely-
b6l kovetkezik, hogy kozos sajatfiiggvényrendszeriik van. A kiévetkezd alfejezetben az itt definialt
operator sajatfiiggvényeinek strukturajanak segitségével fogjuk felépiteni a (|1)-es egyenletben felirt

Hamilton-operator sajatfiiggvényeit.



2.3. A sajatfiiggvények altalanos alakja forgasszimmetrikus esetben

Az el6z6 fejezetben belattuk, hogy a rendszer Hamilton-

operatora kommutéil a pszeudo-impulzusmomentum ope-

(I)l (kiT)
ratorral. Fz szamunkra azért elényos, mivel a pszeudo- By (kr)ei®
impulzusmomentum operator sajatfiiggvényeit mar konnyen O (kr)e®
ki tudjuk kovetkeztetni. Ezen figgvénycsalad egy tagjanak 4 (kr)et?? ,
U(kr,p) = _ e, (15)
altalanos alakja lathato a definicioban. Itt k a hullam- D (kr)e??
i3

szam, r a sugar, ¢ a polarszog, m pedig egy kvantumszam Do (kr)e™?
— melyet az irodalomban médgneses kvantumszamnak szo-

O (kr)etNwe

kas nevezni —, amelyre a W(kR,p = 0) = V(kR, p = 2mm)
periodicitasi feltételbsl adodik, hogy m € Z.

Tehat a2.I]fejezetben definialt sajatérték-problémat valtozoi szerint szeparéilva, megtalaltuk a szog-
t6l fliggl rész megoldésanak sajatfliggvényeit. Ez nagy segitségiinkre lesz a kdvetkezSkben. Kideriil
ugyanis, hogy a sugartol fliged rész sajatfiiggvényeiben is megjelenik az m kvantumszam, mint szabad
paraméter, és a megfelel§ sajatvektor felépitésénél ennek megvalasztasa a spinor kiilonbo6zé kompo-
nenseiben nem lenne trivialis. Igy viszont, hogy megtalaltuk a rendszert leir6 Hamilton-operatoranak
sz0gtol fliggd részének sajatfliggvényét, ennek segitségével mar konnyen ki tudjuk talalni az ansatz
spinor indexeit.

A sugartol fiiggs rész sajatfiiggvényeinek a felirasahoz célszert probalkozni a J,, (kr) Bessel-, illet-
ve a HY! )(k:r) elsé-, illetve a Hr(,f)(kr) masodfaju Hankel- fiiggvényekkel. Jelolje ezeket osszefoglaloul
Zm(kr), ahol m egy szabad paraméter [I1]. Hattassuk az (5) egyenletben felirt py impulzus ope-
ratorokat a Z,,(kr)e'™¥ fiiggvény szorzatra, s hasznaljuk ki a Bessel/Hankel-fiiggvényekre vonatkozo
rekurziés relaciokat:

0Zm(kr) k

5 3 (Zm—1(kr) = Zp11(kr)] . (16)

Ennek segitségével konnyen beldthatd, hogy a py, és a p_ operdtorok hatasa ezen fiiggvényeken az

alabbi egyszerti alakot 0lti:
P Zo (k)€™ = dihk Zyay (k) el MEDS, (17)

Felhasznalva az itt kapott eredményeket, a Hamilton-operéator sajatfiiggvényei mér konnyedén felirha-

toak, azok a kovetkezSképpen fognak kinézni:



Zm (k1)

Zmi1(kr)e®
Zmi1(kr)e®

Z o (kr)et??

o(kr)et2¥ eime.

(kr)

U (kr, ) = (kr)
3(kr)e3?

(kr)

L+
Zms(kr '3

Zmin (kr)etNe

A tovabbiakban ezt az alakot felhasznalva fogunk eljutni a fenti rendszer hullamfiiggvény ansatzéhoz.

3. Az ansatz felirasa

3.1. Inverz diszperzids relacio

Az el6z6 fejezetben kapott eredmények felhasznalasaval fel tudjuk irni az (1)) egyenletben definialt
Hamilton-operator diszperzios relaciojat. A HonxonV = ¥ id6fiiggetlen Schrodinger egyenlet a

alfejezetben kapott fiiggvénycsalad behelyettesitésével a kovetkezSképpen fog kinézni:

Vg/ve  —ihk 0 0 0 o 0 o o
ihk V§/vp y1/vp O Cs Cs
0 7/vr Vg /vp —ihk 0 0 0 Cs Cs
0 0 ihk V</vp Y1/vp O Cy Cy
V. —ihk

vp o 0 vi/vp ;/UF i o Cs — . Cs
0 0 ihk V§/1)F Cs Ce
0 0 Cr Cr

v1i/ve 0 : .

0 7v1/vp Vgup —ihk : .
0 0 0 0 0 ; Con Can

ihk V§/’UF
(20)

ahol a C1, Oy, ..., Con komplex szidmok, melyeket a fenti sajatérték-probléma hataroz meg.

Ezen a ponton érdemes dimenziétlanitani az itt szerepld egyenleteket a numerikus szamitasok egysze-
riisitése érdekében. Tegyiik ezt meg a kiovetkez6 mennyiségek — dimenziotlan hullamszam, valamint
dimenziétlan energia,/potencidl — bevezetésével: k = k'L, & = 'y, Ve = Vé’yl.

Itt a, valamint v az [2.1] alfejezetben bevezetett rendszerre jellemzd karakterisztikus szén-szén tavol-
sag, valamint hopping energia. FEzen mennyiségek bevezetésével felirva példaul a mésodik egyenletet,

a dimenziotlanitas az alabbiak szerint torténik:

iwwphk + V< + v = ¢, (21a)
o
~ =
. th
i ==

F4+Vitl=¢=iakl+Vi+1=¢.
aryl = =

(21b)

10



Az itt definialt dimenzidtlan o konstans numerikus értéke az ismert paraméterek behelyettesitésével

adodik, ez a kovetkezs lesz:

vph 1062 . 1.05-10734Js
ay;  1.42-10719m.0.377-1.60 - 10-19]

a= = 12.26.

Az fejezetben megoldottuk a Hamilton-operator sajatérték probléméjat, viszont ott a &’ hul-
lamszam egy bemeneti paraméterként szerepelt. A tovabbiakban az ansatz felépitéséhez, adott energia
mellett kell meghataroznunk az ahhoz tartozo hullamszamokat a két tartomanyban. Ezen k'(¢') Gssze-
fliggés meghatarozasahoz elsGként irjuk fel a egyenlet egyilitthatdé méatrixdnak a kovetkez&képpen

faktorizalt alakjat, majd helyettesitsiik be azt a sajatérték problémajaba:
H = ak'Y + A+ Vianxan. (22)

A matrix felirasanal a diszperzios relaciénak megfeleléen az alabbi jeloléseket vezettiik be:

r— (" "), (23)
10
oy o r 0 0 -0
oy rr-o I o0 0
Y= oy , A=lo 1 o T - 0f. (23b)
o 0
oy 0 0 -~ I't 0 T

Tehat megoldandd a (22)-es definici6 H maéatrixdnak sajatérték-problémaja, melyet fel tudtunk irni
faktorizalt alakban, a fenti matrixok bevezetésével.
HY =0, (24)
Helyettesitsiik be a sajatérték-egyenletbe a matrix —beli alakjat, majd rendezziik az egyenletet gy,
hogy a jobb oldalon ne &', hanem £’ szerepeljen:
(.A + (V§, — EI)HQNXQN)\IJ = —ak'>V. (25)
Végiil szorozzunk be balrol a ¥ matrix inverzének minusz egyszeresével, igy megkapva k'-re az alabbi
sajatértékproblémat, mely definidlja a keresett k'(e") Osszefiiggést:
AT = K'D, (26)
ahol
A 1 -1 / /
A= —aE (.A+ (Vg — € )I[QNXQN).
Tehat ahhoz, hogy a probafiiggvényiink argumentuméba be tudjuk majd helyettesiteni az adott
¢’ energidkhoz tartozo k' hullamszamokat, valamint megkapjuk a hozzajuk tartozd sajatvektorok

(C1,Ca,...,Con) komponenseit, a fenti sajatérték-problémat kell megoldanunk. Fontos megjegyezni,

hogy az itt kapott hullaimszamok mar lehetnek komplexek is.
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3.2. A hullamfiiggvény ansatz, a peremfeltételek figyelembevételével

Az [2] fejezetben sikeresen felirtuk a vizsgalt rendszer Hamilton-operatoranak sajatfiiggvényeit. Ezen-

kiviil az alfejezetben leirt modszer alapjan meg tudtuk konstrualni az altalanos £'(¢’) hullamszam-

energia Osszefiiggést. Kihasznalva a tobbrétegl grafén diszperzios relaciojanak szerkezetébdl adddo

azon tényt, hogy N rétegl rendszer esetén egy adott energidhoz N kiilonb6z6 hullamszam tartozik,

ezek segitségével mar fel tudjuk épiteni a hullamfiiggvény ansatzot.

A potencialgaton beliil: Ebben a tarto-
manyban a Bessel, illetve Hankel-fiiggvények ko-
zil kizarélag a Bessel fiiggvények johetnek szoba,
mivel a Hankel-fliggvények az r = 0-ban minusz
végtelenhez tartanak. Jeldlje az m-ed faji Bessel
fiiggvényt a tovabbiakban Jp,(k;r), ahol k; € C a
fejezetben lefrtakkal 6sszhangban. Ezt felhasz-
nalva a potenciél sugéron beliil a megfelels ansatz
a kiilonb6z6 k; hullamszamokhoz tartozo sajatvek-

torok linearis kombinaci6jaként fog elGallni:

| e

U (r,p) = ZA] Cé”(kj)J7rl+2(k§nT)ei2tp ptmee
= Ci (k) Ty 3 (K732
Ci (k) Jmts (k;”r)ei&"

(27)

A potencialgaton kiviil: FEzen tartoméanyban a
probafiiggvényt az els6-, illetve masodfaju Hankel-
fliggvényekbdl kell felépiteni, jelolje ezeket Ossze-
foglaloul Hy(,il)(kjr). Figyelembe véve a Hankel-
fliggvények asszimptotikus viselkedését, attol fiig-
géen, hogy a k; komplex szam képzetes része pozi-
tiv, vagy negativ, rendre az elsd, illetve mésodfaji
Hankel-fliggvényeket kell az ansatz-ba beépiteni.
Igy a potencialgaton kiviili hullamfiiggvény ansatz

osszefoglalva a kovetkezs lesz:

CY (kg Hye (gvr)
O™ (k) Hyly (k5 r)et®
O3 (ky Hy oy (') et
N O (kg Hp o () 2%
UL () =Y By | Ceut (k) H (k)i | e
B e IR A e
gt (kg ) Hp (1)
O3t (kg H Yy (ki) et e

(28)

Itt U, Uy jel6lések arra utalnak, hogy a kor potencial sugaran beliil, vagy azon kiviil tartézkodunk.

Ezzel sikeresen fel tudtuk irni a —es egyenletben felirt Hamilton-operator sajatérték problémajanak

altalanos megoldasat, azaz fel tudtuk épiteni a megfelel¢ hullamfiiggvény ansatzot. A kovetkezSkben

az itt kapott eredményeket felhasznélva egzaktul meg fogjuk oldani az N rétegti ABC grafén szorasi

problémajat kor szimmetrikus potencialban.
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4. A rendszer szérasi problémaja

4.1. Elektronoptikai motivacio, klasszikus hatareset

Ebben a fejezetben célunk a tobbréteglii ABC grafén struktirdju rendszer elektronoptikai tulajdonsa-
gainak tanulményozasa a szorasi problémajanak megoldasan keresztiil. Meg fogjuk vizsgalni, hogy a
fenti elrendezésben egy adott hullaimszammal jellemzett elektron-sikhulldm hogyan szorédik egy kor-
szimmetrikus potencidlon.

A geometriai optikabol ismeretes, hogy két kozeg egymasra vonatkoztatott torésmutatoja a kiilon-
b6z tartomanyokban vett csoportsebességek hdnyadosa. Jelen elrendezés diszperziés relacivjaban jo
kozelitéssel a csoportsebesség ardnyos a hullaimszammal, ennek kdszonhetfen a térésmutatéd a kiilon-
b6z6 tartomanyokban vett hullaimszémok hanyadosara fog egyszertisodni. Latni fogjuk, hogy az ily
modon bevezetett torésmutaté mind pozitiv, mind negativ értéki is lehet a potencidlok egyméshoz
valo viszonyatol fliggben. A geometria optikdban igen érdekes jelenségnek szémit az tn. kausztika
kialakulasa, mely nem méas, mint a fénysugarak burkolégorbéje, ahol a fény intenzitasanak elméletileg
végtelennek kell lennie. A kdvetkezSkben elméleti tton, a rendszer szoréasi probléméajanak megoldé-
sdnak segitségével megmutatjuk, hogy kausztikidk lépnek fel a kiilonb6z6 potencidl atmeneteknél. Ez
lehet&séget ad arra, hogy Osszevessiik a kapott eredményeket a geometriai optikabol addédoakkal, a fent
bevezetett torésmutato segitségével.

A vizsgélt rendszer szérési problémajanak megoldaséaval keziinkben meg fogjuk vizsgalni az elektron-
hullamfiiggvény abszolutérték négyzetét klasszikus hataresetben. Ez azt jelenti, hogy vessziik a révid-
hulldmhosszt A << Ar hataresetet, ahol Ar a Fermi-hulldimhossz. Ezt azért érdemes megtenni, mivel
ekkor rajzolédnak ki a kausztikak a legszembetiinGbben. Latni fogjuk, hogy ha néveljik a rétegsza-
mot, és a paramétereket megfelelGen valasztjuk meg, a kausztikdk maximaélis szama a rétegek szamaval
fog megegyezni. Ezzel demonstralni tudjuk azt a tényt, hogy a vizsgalt tobbrétegi grafén szerkezet
elektronoptikailag "tobbestors" anyagként viselkedik, mely a geometriai optikai kettGstorés altalanos
esetének felel meg. Megjegyezends, hogy ez a tulajdonsag éaltalaban is igaz olyan fizikai rendszerek

esetében, melyek savszerkezetében tobb elektron-ag is megjelenik.

4.2. Elektron-sikhullam széras forgasszimmetrikus potencialon

Szilardtestfizikabol ismert, hogy egy anyag savszerkezetének vezetési savjdhoz tartozd kvézirészecske
allapotokat elektronszertinek, a vegyértéksavhoz tartozokat pedig lyukszertinek szokas nevezni. Els6-
ként azt az esetet fogjuk vizsgalni, amikor a bejovs elektron-sikhullam energidja mind a potenciadlgaton
beliil, mind azon kiviil a vezetési sdvban van, erre n—n dtmenetként fogunk hivatkozni, érthets okoknél

fogva. Ezt kovetSen részletesen meg fogjuk vizsgalni azt az esetet, amikor a kor potenciél tartoményéan
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beliil az elektron a vegyértéksavban, azon kiviil pedig a vezetési savban van, melyet a tovabbiakban

roviden p — n dtmenetnek fogunk nevezni.

Erkezzen az elektron balrol  iranyban! (lasd:
es abra a) része.) Ezzel a feltevéssel nem sértjik
meg az altalanossagot, szimplan egyszertsitjik a
tovabbi szamitasokat. A grafén diszperzios relé-
ciojat abrazolva a K pontok koriil lathato, hogy
két lehetfség is adodik a betolthetd allapotokra,
annak szimmetriajanak kovetkeztében — lasd: [}
es abra b) és c) része —. Azonban, mivel abban az
esetben, ha az elektron a hatarfeliilettél jobbra
tavolodik, a csoportsebességének pozitivnak kell
lennie, az elektron kizérolag azt az allapotot tolt-
heti be, ahol a diszperzids relacié meredeksége
pozitiv. A tovabbiakban a potencial sugaran ki-
viili kékkel, valamint a potencial sugaran belii-
li pirossal jelolt tartoményt rendre I., illetve II.
tartomanynak fogjuk nevezni.

A [4.1] alfejezetben leirtaknak megfelelGen a
vizsgalt rendszer diszperziés relacidja alakjanak
koszonhetSen a torésmutatd a két tartomanyban
vett hullamszém hanyadosaval egyezik meg, te-

hat:
_hu
kr’

n

(29)

Ebbdl tisztan latszik, hogy az n —n dtmenet ese-
tében pozitiv, a p — n atmenet esetében pedig
negativ lesz a torésmutato.

Ahhoz, hogy meg tudjuk vizsgilni a rend-
szer elektronoptikai tulajdonsagait, els6ként old-
juk meg a fent definialt szérasi problémét. Ehhez
a kvantummechanikabol jol ismert parcialis hul-

lamok modszerét fogjuk alkalmazni.

(a) ABC grafénben a bejovs elektron-sikhullam egy forgas-

szimmetrikus potencidlon valé szérodasa.

Diszperzids relacié

= ° — r>R
e
w -z —— r<R

-4

. I I

-8

10 a5 00 05 10 05 00 05 10
k[1/a]

(b) n—n atmenet: A piros karikaval jelolt allapot ez esetben a kék karikéa-
val jelolt allapotba megy at, mivel ott fog teljesiilni, hogy a csoportsebes-
ség pozitiv. A sziirkével jelolt allapot betdltetleniil marad. Mivel ekkor a

hulldmszdm = komponense nem valt elGjelet, itt a torésmutatd pozitiv.

Diszperzios relacié

2 — r>R
—— r<R

€ [v]

1o a5 00 05 05 00 05 10

10
k[1/a]
(¢) p — n atmenet: A piros karikaval jelolt allapot ez esetben is a kék
karikaval jelolt allapotba fog atmenni, mivel ott fog teljesiilni, hogy a
csoportsebesség pozitiv. Mivel ekkor a hullamszam x komponense elGjelet

valt, itt a torésmutatod negativ.

4. adbra. A vizsgalt szérési probléma vazlatos ab-
raja, valamint a diszperziés relaciok N = 1 rétegi

rendszer esetében, kiillonb6z§ atmeneteknél.
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Az el6z6 fejezetekben sikeresen fel tudtuk irni a vizsgalt rendszer Hamilton-operatoranak sajat-
fiiggvényeit, valamint meg tudjuk hatarozni a sziikséges k(e) Osszefliggést, igy ezeknek a segitségével
mér fel tudjuk épiteni a szérasi problémét megold6 hullamfiiggvény ansatzot.

Az egyetlen € > 0 energiaval, k, hullamszammal bejové hﬁ,%?,, parcialis hullamnak (a definiciot lasd lent)
a szorodasat leird hullamfiiggvény polarkoordinatakban, a szorasi tartomanyon kiviil (r > R) felirhato

a fenti Hamilton-operator sajatfiiggvényeivel:

N
v =n®, + 3 5,40, (30)

C§out) (k )H’Sy(j) (kgout)r)

3™ (hy ) H o (K e
C4™ (k) H 5 (k) 7)€t
C (kY H o (k) ei2e
WD, () = | 8 (k) H o (R Or)ei?e | ™2, (31)
cé“‘“(k»Hﬁiﬂk“’“”r)aw
CA) (ke H g (R )e®
o (k) Byl (k)i

ahol H,(,ff ) az els6-, illetve masodfaju Hankel-fliggvényeket jeloli. A szorasi tartomanyon belil pedig

(r < R) a hullamfiiggvény:

N
W =Y A, 32)

O™ (k) o (k')
O™ (k) T (K1) et
5™ (k) T (KL r)ee

CF™ () Jsa (KL )i

Jon(r@) = | CI (k) Ty 2 (R r)ei2e | ™9, (33)
Ct(sm) (k) Jms (kfem)r)eigw
(k) Jins (k" r)e?

C7in) ” Jm+3 k(in)

AN (k) T (RS )N
Itt m ¢ M = {...,-1,0,1,...}. Az S,g szorasi-matrixot és az A, amplitadot a hatarfeltételekbsl
hatarozhatjuk meg, azaz a teljes hullamfiiggvény folytonossagabol: \I/(Om) (r=R,p) = \Ilq(qin)(r =R, p),

mely az alabbi inhomogén lineéris egyenletrendszerre vezet:

N N
Z Apdy = Z SVﬁhgrlL,)ﬁ = h%?u' (34)
n=1 ps=1
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Most tekintsiink egy = tengely iranyabol bejovs sikhullam szorodasat az r>R részben!

Ennek az € energidju sajatallapota az alabbi alakban irhato:

é](-Out) (ku)
4 é(out) L
CI)QJ(T7 ()0) =M ? . ( V) : (35)
Cyy" (k)
Koénnyen belathato, hogy az inverz sajatérték-probléméabdél polarkoordinatakban kapott C, valamint a
Descartes-féle koordinata-rendszerben felirt sikhullamot reprezentalé spinor C' komponensei kozdtt az

alabbi Osszefliggés all fenn:

1™ (k) G171

3™ (k) 3™ (k)

out) (k) C?()out) (k)
Ciout)(ku) igéiout)(ku)

5™ (k) 2G5 (k)

e (1) = B (1) (36)
c<°“”<ku> B (k)

Felhasznalva ezt a tényt, valamint a Bessel-fliggvényekre vonatkoz6 Jacobi-Anger-féle kifejtési-tételt,

miszerint:
oo

€= > i Iy (kr)e™?, (37)

m=—0oQ

megmutathato, hogy a fenti @, fliggvény parcialis hullamokra val6 felbontéasa a kévetkezs:

é{Out) (]{,‘l/)

m . C*,éout) (ku)
meM .

i (k)

Ekkor a hullamfiliggvény rendre az r>R, valamint az r<R tartomanyokban a kévetkezd alakban {rhato:

ou "
\Ij( = plane ©;=0 + Z ?(SZ/B - 5Vﬁ)h(1),8,ma (39)

m Zm
) — ,; 5 Aumd - (40)

Fontos, hogy a hullamfliggvény csak a kiR, illetve kirR dimenziotlan paraméterektdl fiigg.

A szorasi hataskeresztmetszetet a szort hullam asszimptotikus » >> R alakjabol kaphatjuk meg [12].
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Ezzel a rendszer szorési problémajat egzaktul megoldottuk. Tudomaéasunk szerint a dolgozat soran vizs-
galt spinor-rendszer szorasi problémajat az irodalomban mi oldottuk meg elséként, igy ez 6nmagéban
is jelents eredménynek szamit.

A tovabbiakban az itt kapott eredményeket fogjuk venni klasszikus hataresetben, és az ebbdl kapott
elektron megtalalasi valoszintség strtiségfiiggvényeket fogjuk dbrazolni kiillonb6z6 paraméterek esetén,
melyeket 6sszehasonlitunk a klasszikus geometriai optikdbol ad6do gorbékkel, melyeknek alakja negativ

torésmutato esetén a kovetkezdd

cos(a + 2 -1 cos(a + 2 —1 cos(a + 2
() = (—1)? (a+28(p—1)) () (@+28(p—-1)) | (o +28p) ’
—sin(a+25(p — 1)) —sin(a+28(p — 1)) —sin(a + 258p)
(41)

ahol «, 8 a bejovs sikhullam beesési, illetve torési szogét, p pedig a kor alaki tartoméanyban elszenvedett

reflexiobol ad6do hirok szamat jeloli. Ezenkiviil az attekinthet&ség érdekében bevezettiik az alabbi

roviditéseket:
o 14200 D)
R T Ve (122)
B(a) = ———mn (42b)

\V/n2 — sin?

A kausztikak cstcsait a fenti esetben a kovetkezdképpen kaphatjuk meg a geometriai optika szerint:

w (VP 4

Igy ezek ismeretében a tovabbiakban célunk a kvantummechanikai eredmények osszevetése a klasszikus

eredményekkel, a megfelel§ hataresetben.

4Ezen gorbék egyenleteinek levezetése megtalalhaté a fiiggelék alfejezetében.
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5. Eredmények

Abrazoljuk a szorasi problémabol kapott hullamfiiggvény abszoltt értékének négyzetét kiilonbozs ré-
tegszémok mellett, és vegyiik a A << Ap révidhullimhosszt esetet! Ez a feltétel ekvivalens a kR >> 1

feltétellel. Az N = 1 single-, illetve az N = 2 bilayer eseteit tartalmazza az [5}os abra. Jol latszanak a

s o

bestirtisddések a hullamfiiggvény szerkezetében, amennyiben néveljiik annak kR argumentumat.

2727 2727

2424 2424
2121 2121
1818 1818
%’ 000 1515 %, 0.00 4+ . e e 1515
1212 1212
0.909 0.909
0.606 0.606

0303 0303

1 0.000 O

025 050 075 100

xR

(a) kiR = 30, kiR = 30.

2727 2727

2424 2424
2121 2121
1818 1818
ot
1515 = 0.00 1515
1212 1212
0408 0909
05606 0606

0303

ll' . —
N ai
0.000 1 W y 1 ad2

0303

L .

-1.00 00
-100 -075 -050 -025 Q00 .. ). 3 100 -1.00 -075 -050 -0.25 0.00 . .. . 100
/R /R
(c) kiR =20, kR = 30, k'R = 15. (d) kiR = 80, kR = 100, kPR = 50.

5. abra. A szort hullamfiiggvény |W(r)|? térfiiggése N = 1,2 rétegszamok esetén, kiilonbozs nagysag-

rendd kR argumentumok mellett.

Lathato tehat, hogy érdekes karakterisztikat tapasztalunk a kR >> 1 hataresetben, igy a tovabbi-

akban kizarolag erre korlatozédunk, kiillonb6z6 potencial atmenetek esetében.
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5.1. Az n —n Atmenet vizsgalata

Els6ként tekintsiik az n — n atmenetet! A dolgozatban kizardlag az N = 1 single-layer esetén kapott

eredményeket kozoljiik, nagyobb rétegszam esetén az eredmény ehhez hasonlé.

Diszperzios relacid Diszperzids relacid
3 6
4 4
2 2
& '3
= 0 — r>R = 0 — r>R
: o — r<R : o — r<R
-4 )
. L I, & . I,
& -8
<10 05 00 05 10 405 00 05 10 -L0 05 00 05 10 a5 00 05 10
k[1/a] k[1/a]
(a) Vi=0, Vi1 = —1.5v1, € = 1.571. (b) i=0, Vit = —1.571, € = 271.
N=1 N=1
100 100
2727 2727
075 0.75
2424 2424
050 050
2121 2121
025 1818 025 1818
%" 0.00 1515 %ﬁ 0.00 1515
1212 1212
-0.25 1} -0.25
0909 0909
—050 o -0.50
S 0.608 0.606
S . 0303 075 0303
1 o | N 0.000 100 > 0000
-100 -075 -050 -025 000 025 100 -1.00 -075 -050 -025 000 025 100
xR /R
(c) A szorasi probléméabol kapott |¥(r)|? mindkét (d) A szorasi problémabol kapott |¥(r)|? mindkét
tartomanyban. A piros korvonal jelzi a potencial tartomanyban. A piros korvonal jelzi a potencial
hatarat. A paraméterek kiR = 150, kiR = 300, hatarat. A paraméterek kiR = 200, kiR = 350,
n =2, Teusp = 1. n =175, Teusp = 1.3.

U(r)|? terfiiggések

6. bra. Az n—n atmenetben vett diszperzios relaciok, valamint a hozzajuk tartozo
egymés alatt két esetben. A piros karikaval jelolt k& hullamszamu elektron-sikhullam szoérodik a kék
karikéval jelolt elektronszeri allapotba, adott € energia esetén. Az abrakon szaggatott vonal jelzi a

geometriai optikabol adoédéd kausztikak gorbéit.

Lathato, hogy a hullamfiiggvény abszolutérték négyzetében megjelend bestirtisédésekkel a rendszer a
bejove elektronokat egy pontba fokuszalja, az energia novelésével egyre inkabb kifelé. Megfigyelhets az

egzakt kvantummechanikai szamitasbol kapott bestirtisodések klasszikus szadmitasokkal vald tokéletes

atfedése.
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5.2. A p —n atmenet vizsgalata kiillonb6z6 paraméterek mellett

A tovabbiakban kizarolag a p—n atmenet vizsgalatara korlatozodunk, kiilonb6zo rétegszamu rendszerek
esetében. A legegyszertibb egyrétegi single-layer, illetve kétrétegi bilayer médosulatot mér részletesen
vizsgaltdk az irodalomban, igy els6ként a dolgozat soran leirt modellbdl kapott eredményeket fogjuk

osszehasonlitani a szakirodalomban fellelhetGekkel.

5.2.1. Az N =1 single-layer esete

P

Elsgként vegyiik az N = 1 egyrétegt rendszert. A p —n atmenet az el6z6 fejezetben leirtaknak meg-
felelGen azt jelenti, hogy a kor potencialon kiviil az elektron-sikhullam a vezetési, azon beliil pedig
a vegyértéksavban tartdzkodik, ennek kovetkeztében pedig a torésmutaté negativ. A Dirac-pontok
kornyékén abrazolt diszperzids relaciok, valamint a hozzajuk tartozé szort elektron megtalalasi valo-

szintiség siriiségfiiggvények lathatoak a[7les abran.

Diszperzids relacid Diszperzids relacio
3 6
4 4
2 2
~ I3 — r>R ~ — r>R |
:‘ o — r<R | : ° — r<R
-2 -2
-4 -4
S 1 IL. S IL
1.0 £5 00 05 10 05 00 05 10 1.0 05 00 05 10 05 00 05 10
k[1/a] k[1/a]
(a) i =0, Vit = 0.75y1, € = 0.3757:. (b) Vi =0, Vi1 = 0.7571, € = 0.30v:.
N=1 N=1

100

2727 2727

o7

2424 2424

2121 2121
1818 1818

1515 E':'__ 0.00 1515
=

y/R

1212 1212

0.909 0.909
—0.51

0.606 0.606

0303 0303

0.000 “1.0

—1.00 4= i = - 0 A 0.000
—L00 —075 -050 -025 000 025 050 075 100 S100 -075 -050 -025 000 025 O ] 100
X/R x/R
(C) kiR = 300, kiR = 300, n = —1, Tcusp = —0.5. (d) kiR = 200, kiR = 300, n = —1.5, Teusp =
—0.4.

7. &bra. Diszperzios relaciok és a hozzajuk tartozo |W(r)|? térfiiggések abrazolasa egymas alatt. Az

adbrakon szaggatott vonal jelzi a geometriai optikdbol ad6doé kausztikdk gorbéit.
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Lathato, hogy az egzakt kvantummechanikai szamoléssal kapott bestirtisddések kitiinGen egyeznek
a klasszikus szamitasokbol adodoakkal. Osszevetve az itt kapottakat az irodalomban fellelhetével —

lasd: [BFas abra —, az eredmények kifogastalanul atfednek.

8. abra. Cserti Jozsef MTA nagydoktori dolgozataban taldlhat6 abrak ugyanazon paraméterek eseté-

ben, logaritmikus skalan &dbréazolva [12].

5.2.2. Az N = 2 bilayer esete

Osszevetés az irodalomban fellelheté eredményekkel: A kétrétegd, an. bilayer szerkezetet
szintén vizsgaltak mar az irodalomban [14] 15]. Els6ként vessiik Ossze a szamitasunkbol kapott ered-
ményeket az ott fellelhetGekkel. Tobbrétegd rendszer esetén a diszperzios reldciéban mar tébb ag is
megjelenik a kiilénb6z6 tartoméanyokban. Mi most els6ként olyan energiaji esetet vesziink, amikor
mindkét tartomanyban kizarélag egy "valés" k metszés van. Ekkor a maéasik hullamszam egy evan-
eszcens megoldast fog adni, igy arra szamitunk, hogy tovabbra is csak egy bestirtisodés fog adodni a

klasszikus hataresetben, mivel a bejovd sfkhullam csak egy hatérozott lyukszert allapotba tud szérédni

(OFes abra).

Diszperzi6s relacid Diszperzios relécié

@

I

= — >R | = ’ — r>R
< /\—“R el — r<R
. /\ I ; /\Au
10 05 00 05 k []iﬂla] 05 00 05 10 10 05 00 05 k []iﬂla] 05 o0 05 10

(a) Vi =0, Vi1 = 0.7571, € = 0.37571. (b) Vi =0, Vit = 0.75791, € = 0.2571.
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100

3182
0.75

2828

050
2475

025 8 L5101

-1768

i 1414
—0.25 {8

1061

050
0.707

075 0354

= 0.000

.00 -
-1.00 -075 -050 -025

%R

(¢) kiR =300, kR = 300, n = —1, Teysp = —0.5.

9. abra. Diszperzios relaciok és a hozzajuk tartozo

valés k hullamszam metszés esetében. A piros karikaval jelolt elektron-sikhullam szérodik a kék kari-

s 2

kéval jelolt lyukszerii dllapotba, adott ¢ energia esetén. Az dbrakon szaggatott vonal jelzi a geometriai

optikabol adodo kausztikik gorbéit.

Latszik, hogy a vartaknak megfelelen csupén egy kausztika jelenik meg mindkét esetben, méghozza

oda, ahova a klasszikus szamitas alapjan azt varndnk. Hasonlitsuk Gssze a kapott eredményeket az

szakirodalomban talalhatoakkal es abra).

wR

10. &bra. Bilayer rendszer |¥(r)|?

y/R

v

100
F3.182
075

F2828

050
F 2475

025 4 2121

0.00 1768

1414
-0.25

1061
-0.50
0.707

075 0354

.00 i
-100 -075 -050 -025 000 025

x/R

a1 0.000

050 075

100

(d) kiR = 200, kiR = 300, n = —1.5, Teusp = —0.4.

(r)|? térfiiggések abrazolasa egymés alatt, egy

térfiiggése folding-moédszerbdl felépitett Hamilton-operator esetén,

ugyanazon paraméterek mellett. Az abrak Cserti Jozsef és Palyi Andrés cikkébdl szarmaznak [15].
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Megjegyezends, hogy a fenti dbrék egy jelentGsen kiilonb6zs, nevezetesen a kisenergias folding-
modszerébdl felépitett Hamilton-operator megoldéasaibol szarmaznak [I5]. Ennek ellenére a két mod-

szerbdl kapott eredmény igen szépen atfed egymassal.

5.2.3. Elektronoptikai kett&storés

A tovabbi alfejezetekben kizarolag olyan eseteket fogunk vizsgalni, melyekben az adott valos k met-
széspontok szdma maximélis. Ekkor az adott hullamszamu kvazirészecskét reprezentald sikhullam
elviekben kett§ lyukszerd allapotot is betdlthet. Ez azt jelenti, hogy amennyiben vessziik a révid-
hulldmhosszi, klasszikus hataresetet, a rétegszaimmal megegyezd kausztika fog megjelenni. A kapott

eredmények lathatoak a [II}es abran.

Diszperzids relacid Diszperzids relacio
;5] — r>R 45| — >R
— r<R — r<R
50 50
25 25
= £ N = 3 N
w N7 il N
-25 =25
- ! L =0 I i
-715 75
1.0 £5 00 05 10 05 00 05 10 1.0 05 oo 0s 10 05 oo 0s 10
k[1/a] k[1/a]
(a) Vi = =21, Vi1 = 2791, € = 0.271. (b) Vi = —1.571, Vit = 291, € = 0.171.
N=2

100 100

2908 3182

0.75 075

2586 2828

0.50 050

2263 2475

025 1939 025 2121

0.00 1616 0.00 § 1768

/R
y/R

1293 1414

-0.25 -025

0970 1061

-0.50 -0.50
0.646 oTo7

-0.75 0323 075 0354

0.000

100 o i i LNk 0.000 -1.00 T
-100 -0.75 -0.50 —0.25  0.00 . 100 100 -0.75 -0.50 -0.25 000 025

x/R ¥R

(c) kiR = 530, kR = 449, kPR = 240, n =  (d) kiR = 365, k'R = 470, k'R = 260, V) =
—0.85, n® = —0.45, 20y = —0.54, 22, = —0.69. ~1.28, n® = —0.71, 20y = —0.44, 23, = —0.58.

11. abra. Diszperzios relaciok és a hozzajuk tartozo |W(r)|? térfiiggések abrazolasa egymas alatt,
két valos k hullamszdm metszés esetében. A piros karikaval jelolt elektron-sikhullam szérodik a kék
karikaval jeldlt lyukszert allapot valamelyikébe, adott £ energia esetén. Az adbrakon szaggatott vonal

jelzi a geometriai optikabol ad6dé kausztikak gorbéit.
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Ahhoz, hogy a kR >> 1 fenti feltételt maradéktalanul teljesiteni tudjuk, a legnagyobb hullamszamu
elektron-sikhullam szorédasat kell vizsgalnunk, igy a tovabbiakban kizarélag ezekre az esetekre korlato-
z6dunk. Ebben az esetben mind a bejovs, mind a szért sikhullamok hulldimszémainak abszolatértékei
kell6en nagyok ahhoz, hogy val6ban a klasszikus hataratmenetrsl beszélhesstink. Ennek megfelelGen
a potencial sugaran beliil két kausztika jelenik meg, mely az optikai kett&storésnek az elektronoptikai
megfelelGje.

Mind a bal, mind a jobb, oldalon talédlhaté kausztikakra tokéletesen illeszkednek a geometriai opti-
kabol ad6do gorbék, azonban lathaté az is, hogy a jobb oldalon megjelenik egy harmadik bestirtisodés
is, melynek a klasszikus szamitasbol adodéd eredményekbdl nincsen megfelelGje. Ennek oka feltehetdleg
az, hogy a reflexiot szenveds hullamcsomagok egymassal is interferenciaba 1épnek, tehat kvantumme-
chanikailag nem tekinthetGek egymastol tokéletesen fliggetlennek, ahogyan azt a klasszikus szadmitasok
hallgatolagosan feltételezik. Ennek kovetkeztében azonban meg fog jelenni a szort elektron megtalalasi
valoszintségében egy inteferencia mintazat is. Fontos latni azt is, hogy [IT}es abrak jobb oldalan talalha-
t6 "klasszikus" kausztikak az el6z6 alfejezetben kapott [Tles abrdkban talalhatoakhoz képest jelentdsen
elhalvanyulnak, melynek feltehetéleg szintén a fellépd interferenciaban keresenddé az oka. Ennek pon-
tos megvalaszolasa azonban még részletesebb vizsgalatokat igényel, melyek meghaladjék jelen dolgozat

kereteit.

5.2.4. Az N = 3 trilayer esete

Novelve a rétegszamot, azaz véve a haromrétegii grafén szerkezetet, immaron harom kiilonbo6z8é agunk
lesz a rendszer savszerkezetében. Ennek kovetkeztében, amennyiben az energiat megfelelen valasztjuk,
harom kiilénb6z6 metszéspontot fogunk kapni a diszperzios relacioban. Mivel az elézé alfejezetben
lattuk, hogy klasszikus hatéaresetrdl kizarolag akkor beszélhetiink, ha a legnagyobb hulldmszémmal
rendelkezs elektron-sikhullamot engedjiik be a rendszerbe, a tovabbiakban kizarélag ezt az esetet fogjuk
vizsgalni.

Abrazolva a szort elektron megtalélasi valoszintiség strtségét a klasszikus hataratmenetben — lasd:
[[2}es abra — tokéletesen kirajzolodik a térbeli mintazatban harom kiilonb6z6 kausztika a bal olda-
lon, melyek tokéletesen atfednek az ott talalhato, klasszikus szamitasokbol adoédéd gorbékkel abban
az esetben, amikor a sikhullam kizarolag transzmittal. Azonban lathatoéan a visszaver6désbdl adddo
kausztikdk az abran csak nagyon nehezen kivehet&ek, helyettiik ismételten a klasszikus szamitasok-
bol nem adédéd eredmény latszik élesen kirajzoldédni. Ennek oka ismételten a kiilonb6zé hullamszamu

komponensek interferencidjaban keresendd.

24



Diszperzids relacio Diszperzids relacio

sy~ r>R 5] — >R
=< \/ ~ \/
= n'n - A E * 3 /]\
M N4 w " NS
. /\ : B /\ ]
-1.0 45 00 05 k [Llﬂla] 0.5 00 05 10 -1.0 05 00 0s k[llcl/a] 05 00 0s 10
(a) Vi = =2y, Vi1 = 291, € = 0.271. (b) Vi = —=1.571, Vit = 291, € = 0.171.
N=3 N=3

2727 2909

2424 2586

0.50 050

2121 2263

025 1818 025 1939

1515 0.00 1616

/R
y/R

0.00

1212 1293

-0.25 -025

0.909 0970

-0.50 -0.50

0.606 0646

0.5 0303 075 0323

10 0.000 ~1.00 0.000

i
-100 -075 -0.50 -025 000 D025 100 -100 -0.75 -050 -025 000 025 050 100

x/R ¥R

(c) kiR =572, k'R = 490, k(P R = 330, kR = 200,  (d) kiR = 408, k{}’R = 510, k'R = 350, k'R =
n® = —086, n® = —0.58, n® = —0.35, 2, = 220, n® = —1.25 n® = —086, n® = —0.54,

—0.54, 282, = —0.64, , 3., = —0.74. 2, = —0.44, 22, = —0.54, 5, = —0.64.

12. abra. Diszperzios relaciok és a hozzajuk tartozo |W(r)|? térfiiggések abrazolasa egymas alatt,
harom valos k hullimszam metszet esetén. A piros karikaval jelolt, legnagyobb hullamszami elektron-

sikhullam szorodik a kék karikaval jelolt lyukszerd allapot valamelyikébe, adott energia esetén. Az

abrakon szaggatott vonal jelzi a geometriai optikabol adodé kausztikak gorbéit.

Kideriilt tehat, hogy a haromréteglii ABC' grafén szerkezetd rendszer megvalositja az elektron-

optikai "harmastorést"! Tudoméasunk szerint ilyen ketténél tobb, "tobbestorési" jelenségrdl még nem

publikéltak az irodalomban.
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5.2.5. Az N =4 réteg esete

Végiil vegyiik az N = 4, négyrétegi rendszert, az el§z6 alfejezetekben vett esetekkel megegyezs para-

méterek mellett (13}as abra).

Diszperzids relacio Diszperzios relacioé
— r>R — r>R
75 75
—— r<R —— r<R
B \/ * \/
- AN -
- " = 3 AN
= 00 M / - 00 Qiey /
25 25
-0 I Il =50 I I
-5 =15
-10 05 00 05 10 05 00 0s 10 -1.0 05 00 05 10 05 o0 05 P
k [1/a] k[1/a]
(a) ‘/1 = —2’}/17 VH = 2’)/1, E = 0.2’}/1. (b) VI = —1.5’)/1, ‘/11 = 2’)/17 E = 0.1’)/1.
N=4 N=4

2545 1727

2263 2424

050 050

1980 2121

025 1897 025 1818

% 0.00 1414 % 0.00 1515
1131 1212
-0.25 -0.25
0848 0909
-0.50 —0.50
0.566 0.606
075 0283 -07s 0303
_1.00 p A 0.000 _1.00 o < il \ 0.000
-100 -075 -050 -025 000 025 050 100 -l100 -075 -050 -025 000 025 100
X/R xR
(c) kiR = 890, k'R = 768, kPR = 587, kPR = (d) kiR = 645, k{'R = 798, k'R = 620, k'R =
394, kPR = 275 nM = —0.86, n® = —0.66, n® = 427, KR = 306, n) = —1.24, n® = —0.96, n® =
—0.44, n™ = —0.31, 2l = —0.76, 212, = —0.69, —0.66, nY = —0.48, z{, = —0.67, 22, = —0.60,
28, = —0.60, zihp = —0.54. 28 = —0.50, 2., = —0.45.

13. abra. Diszperzios relaciok és a hozzajuk tartozo |W(r)|? térfiiggések abrazolasa egymés alatt, négy
valos k hullamszam metszet esetén. Az adbrakon szaggatott vonal jelzi a geometriai optikabol adodd
kausztikdk gorbéit. A piros karikaval jelolt, legnagyobb hullamszamu elektron-sikhullam szérodik a kék

karikaval jelolt lyukszert allapot valamelyikébe, adott energia esetén, megvalositva ezzel a "négyes-

torést".
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6. Konkluzio, kitekintés

A fenti dolgozatban felirtuk az altalanos, N rétegii ABC grafénbdl all6 rendszer Hamilton-operatoranak
sajatfliggvényeit, szoros kotéstd kozelitésben. Ezek segitségével fel tudtuk épiteni a megfelels hullam-
fliggvény ansatz-ot, melynek ismeretében egzaktul megoldottuk az emlitett struktara szorasi probléma-
jat. Tudomésunk szerint tetszéleges IV rétegt, a fentihez hasonl6 spinor rendszer szorasi problémajat
még nem tanulmanyoztik, igy ezen eredmények 6nmagukban is nagy jelentGséggel birnak.

Abrazoltuk a szorasi problémabol kapott szort elektron megtalalasi valoszintiség stirtiség térfiigggé-
sét, és lattuk, hogy érdemes annak révidhullamhosszi, mas szoval klasszikus hataresetét vizsgalni. Azt
talaltuk ugyanis, hogy a hullamfiiggvény szerkezetében kausztikidk rajzolodnak ki, igy ez lehetGséget
adott a geometriai optikaval valé Osszehasonlitasra. Megmutattuk, hogy a klasszikus szamitasokbol
adodo kausztikdk tokéletesen egyeznek az egzakt kvantummechanikabol kapottakkal. Demonstraltuk
ezenkiviil, hogy a paraméterek megfelels valasztiasa mellett, ezeknek a maximélis szama megegyezik
a rétegszammal. Ezen "tobbestors" (ellentétben az optikabdl ismert kettdstoréssel) tulajdonsaggal
kapcsolatban tudoméasunk szerint egy 1j elektronoptikai tulajdonsigot talaltunk. Ez a tobbestorés
elviekben minden olyan fizikai rendszerben felléphet, melynek savszerkezetében tébb elektron-ag is
megjelenik. Egytttmitikodve kisérleti kutatokkal, célunk a kovetkezSkben annak kidolgozasa, hogy
a fenti struktira ezen tulajdonsidgat milyen modon lehetne kisérletileg kimutatni. Célunk tovabba
ezen kausztikdk mélyebb elméleti vizsgalata, illetve a dolgozat soran emlitett, az elektron-sikhullamok
interferencidjabol adédé mintézatok pontos megértése.

Végiil vizsgalni szeretnénk a kés6bbiekben az ABC grafén tobbrétegli rendszer allapotstirtiségét,

t sz

itt kapott eredmények alapvets fontossagiak.
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Koszonetnyilvanitas

Elssként szeretnék koszonetet mondani Cserti Jozsefnek a téma felvetéséért, valamint az ahhoz sziiksé-
ges elméleti alapok részletes atadéasaért. Oroszlany Laszlonak, kinek a fizika numerikus modszerei éréin
elsajatitottak nagyban segitették a dolgozatban felmeriils problémak megoldésat. Szeretnék koszone-
tet mondani mindkettejiiknek az Gsszes hasznos tanacsukért is, amik jelentds segitséget nytjtottak a

dolgozat elkészitésében, valamint segit&kész, tiirelmes hozzaalldsukért.
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7. Fiiggelék

7.1. Az impulzus és az impulzusmomentum operatorok kapcsolata

Vegyiik emlékeztetsiil a dolgozat soran hasznalt impulzus és impulzusmomentum operéatorokat:

ﬁ:l: = ﬁx + iﬁya (443)
o h
i Op
A kovetkez§ allitast szeretnénk belatni:
(L., p+) = £hpy = [L.,pY] = £ANPY. (45)

Bizonyitas: Ennek belatasahoz irjuk fel az impulzus operatort polarkoordinatakban:

w| 0 10
5 — _iheTie | oY
P+ ihe [ar + " (390] . (46)

Ezutan szamitsuk ki a kiszamitandé kommutatort. Mivel ez differenciél-operatorokat tartalmaz, ezt

legegyszertibben tgy tehetjiik meg, ha hattatjuk egy fiiggvényre, majd kihasznéljuk a Leibniz-szabalyt:

A —mai [(—meiw (; 4 i;;)] U(r, o) (—ih)etie (; + i;;) -(—m)w.

(47a)

Végezziik el a fentiek alapjan a parcialis derivéltakat:

O [ Lip (09(r,p) i 0¥(r,p) o (02U(r,p) | 10°U(r,p)
12 Y| e + = 2 | Lip 4+ - . 47b
n Op [6 < or r Oy e ordp r o 0p? (47b)

Vonjuk Gssze a megfelels tagokat, végiil végezziik el az adodo atalakitasokat:

N aio [(O¥(r, @) 1 0V(r,p) o (02U (r, @) i O*U(r,p
32 +ip - Lip _
h [(:I:z)e < 5 + ER +e Do0r + R + (47¢)

(020 (r, ) i O*U(r, ) , » g i 0
2 | _4ip ) M J — _ . ptiv . - = h
+h [e ( ardy + R >] +h(—ih) - e <6r + . a@) U(r,p) = thpy = (47d)

= [L.,ps] = £hpy. (47¢)

Ezt az azonossigot N-szer alkalmazva megkapjuk a fenti allitast, tehat altalaban a kovetkezd kommu-

tacios relacid igaz az impulzus, valamint az impulzusmomentum operator kézott:

(L, pY] = £hNpY. (48)
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7.2. A kausztikidk gorbeseregének egyenleteinek levezetése

Pozitiv térésmutaté esetén Erkezzen a nya-
lab jobbroél, x iranyban! Miutan belép az n torés- y
mutatdoval jellemzett kdzegbe, torést fog szenved-

ni a Snellius-Descartes-torvénynek megfelelGen:

y xﬁlf(fc;;-wz B%

nsin f = sin a. (49)

Felvéve egy Descartes-koordinatarendszert, leol-
vashato, hogy az elsé toréspontba mutatoé v vek-
tor ¢ = m—a, a vy visszaverddési pontba mutato
vektor pedig

p1=7— (a+7—28) = —a+ 20 szoget fog

bezarni az x tengellyel.

Jelolje p a koron beliili hirok szamat!

. i i 14. abra. A bejovs nyalab a korrel hatarolt tar-
Ekkor konnytd latni, hogyha a nyalab a karikan

. y . tomanyba belépve tobbszoros reflexiot szenved az
beliil p — 1 reflexiot szenved, a megfelel pontba

abra szerint.
mutato v, vektor
wp = o — (m—28)p =7(1—p) — a+ 20p szoget fog bezarni a vizszintessel.

Felirva altalaban egy toréspont koordinatait:

cos cos(—a+26-p
A I ) (50)
sin ¢, sin(—a + 24 - p)

Ebbd&l mar kénnyen fel tudjuk irni a p szdmhoz tartoz6 szakasz paraméteres egyenletét:
ry(t,a) =vp_1+ (vp —vp_1) - L. (51)

ahol ¢t € [0,1]. A fenti egyenesek burkologorbéjét a katasztrofaelmélet szerint a fenti paraméteres

egyenlet Jacobi-méatrix determinansanak elttinésének feltételébsl kapjuk [16]:

9z Oz
ot oo —0. (52)
9y Oy
ot Oa

Ezt kiszamitva, az aldbbi egyenlethez jutunk:

1+2(1—p)B'(e)
[1+ (1 =2p)B' ()]

Végiil kiszamitva a 8'(«) derivaltat felhasznalva a Snellius-Descartes torvényt, arra a kovetkezs ered-

(53)

t'(a) = 5

ményt kapjuk:
ap CoS & COoS (v

IBIO[ = —_——— = .
() Oa ncosf /p2 —sinZa
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Végiil a kausztikak, azaz a fenti egyenesek burkologorbéinek egyenleteit a fenti —as feltételbdl kapott

t* mennyiség az —es egyenletbe vald behelyettesitésével kapjuk:
r (@) = rp(t = (@) = vp_1 + (vp — vp 1)t (). (55)

A csticsok helyét pedig az o — 0 hataresetbdl kapjuk:

(-1

® _ ..P _ =
x zy (a0 = 0) T

cusp

(56)

Negativ torésmutaté esetén Vegyiik ugyanazt a konfiguraciot, mint az n > 0 esetben. Miutén
belép az n torésmutatoval jellemzett kézegbe, a nyalab negativ szogi torést fog szenvedni a Snellius-
Descartes-torvénynek megfelelGen:

nsin f = sin a. (57)

\yY

15. abra. A bejovs nyaldb a korrel hatéarolt tartomanyba belépve negativ szdgben megtorik, majd

tObbszoros reflexiot szenved az abra szerint.

Felvéve itt is egy Descartes-koordinatarendszert, leolvashato, hogy az els6 toréspontba mutatéd v
vektor ¢ = m—a szoget, a v; visszaverddési pontba mutato vektor pedig 1 = o+ (m—28) = 2r—a—20
szoget fog bezarni az x tengellyel. Az el6zd alfejezethez hasonloan, hogyha a nyalab a karikan belil

p— 1 reflexiot szenved, a megfelel6 pontba mutaté v, vektor ¢, = po+ (7 —208)p = n(p+1)—a—25-p
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szoget fog bezarni a vizszintessel. Felirva altalaban egy toréspont koordinatéait:

cos cos(—a— 273 -
e T ). (58)
sin ¢ sin(—a — 28 - p)

Ebbgl mar kénnyen fel tudjuk irni a p szamhoz tartozé szakasz paraméteres egyenletét:
rp(t, o) = vp—1 4+ (Vp — vp_1) - t. (59)

ahol ¢ € [0,1]. Kiszamitva itt is a Jacobi-méatrix determinénsat, majd azt nullaval egyenlvé téve, a

kovetkezd feltételhez jutunk:
1+2(p—1)B'(c)
21+ (2p — 1)B' ()]

Végiil kiszamitva a 3'(«) derivaltat felhasznalva a Snellius-Descartes torvényt, a kovetkezs eredményt

() =

(60)

kapjuk:
ap CoSs & COoS (v

IB/Q = — = = .
(@) Oa ncosf /p2 —sinZa

Végiil a kausztikik, azaz a fenti egyenesek burkol6gorbéinek egyenleteit a fenti feltételbsl kapott t*

(61)

mennyiség behelyettesitésével kapjuk:
v () = rp(t = t*()) = Vpo1 + (vp — vp 1)t (). (62)
A cstcsok helyét pedig az o — 0 hataresetbdl kapjuk:
(=1”

» _ @ _ =y
Tesp = T (0 = 0) =113 (63)
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