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Absztrakt

Az anyagok atomi, esetenként molekuléaris tartomanya vizsgalatanal egy régota ismert és érdekes jelenség a
finomszerkezeti (vagy a molekularis kémidban an. spin-pdlya) felhasadas. A jelenség magyarazata a relativisz-
tikus kvantummechanikaban rejlik. Ezen lefrasmoédot vizsgaltam numerikusan, mind perturbativ, mind vari-
acios modszerekkel. A dolgozat irdsa alatt részt vettem az ismert vezets rendi (ma?, dltalanosan alkalmaz-
hat6 n-elektronos) perturbativ kifejezések programozasdban. A numerikus szamitas expliciten korrelalt Gauss-
fiiggvények (explicitly correlated Gaussian, ECG) nyujtotta bazisban torténik. A megirt programmal szamitaso-
kat végeztem kételektronos (héliumszerd, Z = 2,. .., 18 rendszamu) atomokra egyrészt az altalam programozott
perturbativ eljarassal, méasrészt a kutatécsoportban kifejlesztett kételektronos variacios modszer segitségével. A
variacios modszer a Bethe—Salpeter egyenletbdl levezethets equal-time egyenlet kozelité megoldasat, a relativisz-
tikus kvantumkémiaban hasznélatos no-pair Dirac-Coulomb-Breit [DC(B)] egyenlet megoldasat biztositja. A
szamitott eredmények alapjan, megfigyeltem, hogy mig az ma®*-rendig helyes perturbativ energia és a variaciésan
szamolt no-pair DC(B) energia hamar jelentds eltérést mutat a Z rendszam novelésével, addig a finomszerke-
zeti felhasadas meglepGen jol egyezik. Ez arra a kovetkeztetésre vezet, hogy a finomszerkezeti felhasadés esetén
a perturbacioszamitas magasabb rendd tagjai (részlegesen) kiejtik egyméast, amelynek jobb megértése tovabbi
formalis megfontolasokat igényel. A megfigyelés a kémiaban dtmeneti fémek esetén is gyakran, empirikusan hasz-
nalt spin-palya felhasadés modell fizikai hatterére vilagit ra. Bar az adott rendid perturbativ energia messze a
kémiai folyamatok jellemz6 energiavaltozasainal (~ 0.03 €V) nagyobb hibaval terhelt, a felhasadéas hibaja mégis

ezen energiaérték alatt marad, és ezért hasznalhato jol a szokasos, egyszertd modell.
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1. Bevezetés

Atomok és molekulak tulajdonségainak nagy része a nem-relativisztikus kvantumelmélet alapjan is értelmez-
het, épp ezért a fizikusok sokaig gondoltak, hogy a relativitaselméletbdl szarmazoé tulajdonsagok kozel teljes
mértékben elhanyagolhatoak. Ma mér szamos olyan modern atomi-molekularis kisérlet elvégezhetd, amelynek
értelmezéséhez sziikséges a relativisztikus kvantummechanikai leiras. Kis atomi-molekuléaris rendszerekre elvé-
gezhetd precizios spektroszkopiai mérések [1] pontossaganak fejlédésével (>9 értékes jegy) rendelkezésre 4ll olyan
mennyiségii és pontossagu adat, amellyel probara tehetik a relativisztikus soktestrendszerek kvantumelméletét.
Minthogy ezen problémak nem kezelhetGek analitikusan, tovabbé a relativisztikus hatésokkal jelentGsen né a
komplexitas is, ami a szamitasi igényiiket is megnoveli, ezért igencsak fontos kérdés, hogy a jelenleg ismert
numerikus modszerek koziil melyik milyen pontossagi, mekkora szamitéasi kapacitast igényel.

A relativisztikus kvantumelektrodinamika (QED) szokéasos alkalmazasa kis (magtoltéssel rendelkezs) atomi-
molekuléris rendszerekre a rendszer nem-relativisztikus allapotainak perturbativ korrekcioja révén torténik. A
kisérletekben egyre nagyobb energiafelbontés sziikségessé teszi a mind magasabb és magasabb « (finomszer-
kezeti allando) rendd korrekciok figyelembevételét. Relativisztikus kvantumkémiai alkalmazéasok arra utalnak,
hogy hasznos lehet egy relativisztikus nulladrend alkalmazasa. Egy ilyen (kvazi-)‘relativisztikus’ nulladrendet
biztosito hullamegyenlet preciz, a relativisztikus QED-vel 6sszhangban levs és ahhoz képest szisztematikusan
javithato, megfogalmazasa még nem pontosan tisztazott sokrészecske rendszerekre. Am, két részecskére sok év
munkéja nyoman igéretes formélis eredmények és numerikus implementéacié ‘kezd formalodni’. A tovabbi fejlesz-
tések elGsegitéséhez, valamint a kisérleti eredmények pillanatnyilag elérhetd lehets legalkalmasabb numerikus
modszerekkel torténd tamogatasahoz részt vettem a (nem-relativisztikus referencidhoz tartozo) vezets rendi
korrekciok (spinfiiggd részének) implementaciojaban és tesztelésében. Ezen korrekciok altalanos, n-részecske
rendszerekre ismert alaktak, és ennek koszonhetGen "azonnal" hasznalhatdak precizids kisérleti csoportokkal
valo "parbeszédhez". A relativisztikus perturbativ korrekciok fontos szerepet jatszanak a variacios relativiszti-
kus eredmények tesztelésében tovabbé az alapvets megértésiikben. Munkam soran relativisztikus szamitasokat
végeztem az implementalt perturbativ és varidcios eljarasokkal a hélium atom és héliumszerd ionok finomszer-

kezeti felhasadasanak esetén.
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2. Elméleti hattér

Atomokrol és molekulakrol olyan kvantummechanikai n-részecskerendszerekként gondolkozhatunk, amelyben az
elektromagneses kolcsonhatéas a dominans. Az atommagokat pontszert, belsé szerkezet nélkiili valamilyen Gssz-
tomeggel és +Ze magtoltéssel irjuk le (Z a toltésszam, e az elemi toltés), és gyakran (ebben a dolgozatban
is) rogzitett, kiils6 pontoltésként vesszik figyelembe az elektronfelhd szaméra. Kis Z magtoltést rendszerekre
a nem-relativisztikus Schrodinger-egyenlet jo kiindulopontot szolgaltat, amely kénnyen megfogalmazhato tet-
sz6leges szamu n darab Coulomb-kolesénhatasokkal kolesonhato részecskére. A relativisztikus korrekciokhoz és
nulladrendhez a Dirac-egyenlet jelentheti az egyik kiindul6pontot. Habar ez egy egyrészecske-egyenlet, ezért
a sokrészecskés altalanositashoz tovabbi megfontolasokra van sziikség. Ezen jol ismert leirasokkal kezdem az
elméleti bevezetést, majd folytatom a kétrészecske-rendszerek esetén pillanatszert (elektromos és méagneses)
kolesonhatésokkal felirhatd hullamegyenlettel, amely varidcios relativisztikus szamitasokhoz fogja a nulladrend

leirast biztositani és kapcsolatban all a perturbativ szamitasokkal is.

2.1. Egy-részecske Dirac-egyenlet

Egy 1/2-es spint (pl. elektron) és m tomegii szabad részecske Hamilton-operatoranak sajatérték-egyenlete:
HI[;I]\IIH = |cap + me?p¥ v, = E, 0, , (2.1)
ahol a p a jol ismert impulzus operator, ¢ a fénysebesség, az a és 3 a Dirac méatrixok

o2l 3 721 l2l
aldl = " (n=1,2,3), B = (2.2)
gl[f] ol2] o2l _gl2]

és az oy, (p=1,2,3) komponensei a jol ismert Pauli-méatrixok,
1
o = , oy = | , 0%2] = . (2.3)

A matrix-struktirabol adodoan a hullamfiiggvény egy vektor (spinor), amelynek szokas a komponenseit a Pauli-
spinmatrixoknak megfelels ‘felss’ és ‘also’ blokkokat megtartva rendre (két-két dimenziés) nagy (L) és kis (S)

komponenseknek nevezni:
v = . (2.4)

Amennyiben a —e elektromos toltést Dirac-részecskére kiils6 ¢ és A skalar- és vektorpotenciallal hat

koleson, a rendszer Hamilton-operatora a kovetkezé forméat olti:

HYw, = [aY(p+eA) + mBY + VIV | W, = E, v, (2.5)

ahol mi a tovabbiakban a kiils§, origoban rogzitett atommag Coulomb terével vald kolecsonhatast fogjuk figye-
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lembe venni (Coulomb-mértékben, A = 0), V = —ep = —2762. A dolgozat hatralevd részében az elemi toltés

értéke: e = 1.

2.2. Sok-részecske rendszerek

2.2.1. Nem-relativisztikus eset

Nem-relativisztikus kvantummechanikai rendszerek esetében az aldbbi modon szerkesztjiikk meg egy n-

részecskerendszer Hamilton-operatoréat:

n

H(1L,2,..,n) =Y (I(1)®..0h(i)®...Q I(n) + U;) + %Z Vij s (2.6)

i=1 i#j
ahol a h(i) az i-edik szabadrészecske Hamilton-operatora, az U; az i-edik elektron és a mag kozotti Coulomb
kolcsonhatés, a V;; pedig az i-edik j-edik elektron kozott haté potencialis energia. A nemrelativisztikus kvantum-
mechanikéat a kezdetekben a spin bevezetése nélkiil konstrualtak meg. 1967-ben Lévy-Leblond megmutatta [2],
hogy amennyiben a téridé szimmetriajat a Galilei-csoport irja le, a nem-relativisztikus (Galilei-relativisztikus)
kvantummechanikaban is megjelenik a spin (mint a térbeli forgatasok abrazolaséanak infinitezimélis generatora).
Pusztan a torténelmi targyalasmod mentén haladva azonban, a Hilbert-tér "mesterséges" modon ellathatod egy

spinorstrukturaval. Ez egy altalanos n-részecske rendszert tekintve a kovetkezd formaban all el6:
H=C"Q®L?, (2.7)

ahol C?" egy 2" dimenzios komplex vektortér, £2 pedig a négyzetesen integralhato fiiggvények tere. Legyenek

vp € C?" s f4 € £? ortonormalt bazisok, ebben az esetben H egy tetszdleges eleme felirhat6 mint,
2™ oo
U= "% My(v,® fy) - (2.8)
p=1qg=1
Mivel migkoveteljiik, hogy a hullamfiiggvény norméaja 1 legyen, teljesiil a kdvetkez§ egyenlet:
2" oo
SRt 29)

p=1g¢=1

A Hilbert-téren haté operatorok az alabbi moédon értendsk. Legyen A egy a C2" téren, mig B egy a £2? téren

hat6 operator, A és B hatasa a Hilbert-téren:

A=A®I B=I1""®B8. (2.10)

Definialhato két operator szorzata is:

AB=AQ®B, (2.11)
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az AB hatéasa pedig a tér egy tetszdleges elemén:

2™ oo
(AB)U =3 % Mpq((Avy) ® (BSy)) - (2.12)
p=1q=1
Alkalmazva a fentebbi egyenleteket, a tobbrészecske Hamilton-operator a kovetkezd alakot 6lti, amennyiben
figyelembe vessziik az elektronok és a mag kozotti vonzo, illetve az elektronok egymaés kozti taszito kolcsonha-
tasat:
n n n n 1 n n
HE(1,2,0m) = 3121 @ . @ W2 (0) @ .. @ 19(2) + Y U2 4 5 3 vy 112" (2.13)
i=1 i=1 i#]
ahol a h?)(i) = L (01@p;)? = 2-p? az i-edik elektron kinetikus energia operétora, elldtva a spinorstruktiraval.

Ezt az operatort irjuk vissza az id&fiiggetlen Schrodinger egyenletbe és keressiik a sajatallapotait.
HE2'Nw = Ew (2.14)

Megjegyzends, hogy a kvantumkémiaban leggyakrabban nem szokés kiilon jelolni a spinorstrukturat, de
mivel én a dolgozatban a nem-relativisztikus energia finomszerkezeti felhasadéast ad6 vezetd rendi relativisztikus
korrekcidival foglalkozom, ezért célszertinek talaltam maér itt explicitté tenni a spinor-struktira jelélését, melynek

gyakorlati jelentGsége az implementacié targyalasanal fog szembet{inni.

2.2.2. Relativisztikus eset

Miutan Dirac 1928-ban felirta a feles spinii részecske relativisztikus hullamegyenletét [3] tovabbra is kérdés
maradt, hogyan altalanosithato az egyenlet sok-részecske rendszerekre. A problémaval tobbek kozott Breit fog-
lalkozott. Breit eredetileg a klasszikus elektrodinamikaban ismeretes Darwin-féle kolecsonhatast modositotta agy,
hogy a sebességet a ¢ « kifejezéssel helyettesitette. A Breit altal felirt egyenlet azonban nem kovarians, masrészt,
hogy a kisérletekkel egyez6 eredményekre jusson a nem-relativisztikus energiahoz szdmolt perturbativ (spin-spin)
korrekciokban ki kellett hagynia egy tagot [4, 5, 6, 7, 8]. Magyarazattal a jelenségre Brown és Ravenhall szol-
galt, miszerint a Dirac-egyenlet negativ energias allapotainak hibas hatésa okozza a problémat[9]. Korrekt leiréast
a relativisztikus kvantumelektrodinamikabol kaphatunk. Ezen leiras azonban a nem-relativisztikus energidhoz
tartozo « finomszerkezeti 4llando egyre magasabb fokszamu perturbativ korrekcioiként kaphato [10].

Mostanaig sokkal kevésbé volt hasznalatos, de kotott rendszerek (atomok és molekulak) esetében is létezik
zart relativisztikus QED egyenlet (nemcsak a kolcsonhatéas adott rendd korrekcioja), amelyet elszor Salpeter
és Bethe fogalmazott meg és diszkutélt két 1/2-spintd részecskére [11], ez a Bethe—Salpeter-egyenlet, és csak az
un. irreducibilis kélcsénhatasokat kell ‘kézzel” beletenni az egyenletbe.

Atomi és molekularis rendszerek esetében két fontos tényezét kell figyelembe venni. Egyrészt, a kolcsonhata-
sokat az (egyid6ben) egy-foton kicserélédés dominalja, de mivel ezek kotott rendszerek végtelen sokszor (egymaés

utan) torténik ilyen foton-csere. A kolesonhatési energia Feynman-mértékben:

11— o ei\w\;u

VE(w,rij) = : (2.15)

Tij

ahol w a kicserélddott foton frekvencidja. A szdmitasok soran éltalaban a Coulomb mértéket preferaljuk, igy az
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attranszformaélt kolcsonhatas a kovetkez:

w|r

; |wlrij i
1+ 4 e
ViOLj <VJ ’ i}z € >] . (216)

iy

Vc(w,’f'ij) = VF(w,’I"ij) + (6 %}

Az ilyen egy-foton kicserélédés dominans része pillanatszert, ezért a teljes fotonkicserélgdési kolcsonhatast ér-
demes gy szeparalni mint a pillanatszert kolcsonhatas plusz egy korrekcio, amely az elektromégneses sugarzas
véges terjedési sebességét hordozza. Ennek a tulajdonsiagnak a kiaknézasara fontos, hogy Coulomb-mértékben
dolgozzunk, ekkor kénnyen azonosithaté a (pillanatszertf) Coulomb-kolesonhatéas és ezt még kiegészithetjiik a
transverz rész pillanatszerd jarulékaval, ezt szokas Breit-kolcsonhatasnak nevezni (és kiilonben éppen ez az,
amit Breit a klasszikus Darwin-kolcsonhatas ‘megkvantalasaval’ kapott [5, 7]). A pillanatszertd kolesonhatasi

energia végss soron a kovetkezg alakot fogja Olteni:

Ve, ry) = — — 1(0”0‘]' + (a"rij)ga]’”j)) . (2.17)
T 2\ Ty T
Az itt leirt tulajdonsagokat el@szor Salpeter [12], majd Sucher [13] aknézta ki és jutott el a Bethe-Salpeter (BS)
egyenlet atalakitasaval egy relativisztikus hullamegyenletre (jo attekintés talalhato a [14] cikk elején vagy egy
frissebb munkaban [15]). A teljes egyenlet egy nem-linearis sajatérték-egyenlet az energiara, de a nemlinearitast
okozo tag hatasa kicsi, és a dominans rész az un. par-nélkiili Dirac-Coulomb-Breit Hamilton-operator. Erdekes,
hogy a kiilonbség latszolag "csekély" Breit naivan szerkesztett tobb-részecske Dirac-operatorahoz képest, mégis
lényeges, hogy megjelennek a pozitiv-energia projektorok, amelyek a parnélkiili operatort definialjak. A BS-
egyenletbdl kiindulo levezetés egyértelmien definialja a projektort (és ez eltér a relativisztikus kvantumkémiaban
hasznélatos projektortol).

Bar az eredeti Bethe—Salpeter-egyenlet és a Salpeter—Sucher atalakitas két részecskére van kidolgozva, az
n-részecskés altalanositas hasonlé gondolatmenet szerint lehetséges (bar ennek pontos részletei és a korrekciok
meghatarozasa ma még kutatas targya), n-részecskére irjuk fel a parnélkiili egyenletet. A numerikus részben
két részecskére torténik majd a variaciés vs. perturbativ modszerek tesztelése, de a perturbativ formalizmust n-
részecskére tervezem beprogramozni és ez majd lehetSséget fog biztositani egy tobb (n) részecskés relativisztikus

hullamegyenlet és a variaciészamitas tesztelésére.

A par-nélkiili (no-pair) Hamilton-operéator a kovetkezs alakban frhato:

n ' ) 1 n
H =2 Ay(ho(i) + U()As + 3 Do ALViAL, (2.18)
i=1 it

ahol a hp(i) = IY(1) ® ... ® (i) ® ... ® I"(n) modon értends, a h-t pedig a (2.1) egyenlet definialja, a A
a nem kolesénhato Hy = Y1, (h; + U;) operator pozitiv energiadllapotaira (Ey) vetitd projektor, amely a

kovetkez6 mddon épiil fel:

n=1

ahol %’:n az n. (pozitiv-energias) sajatallapota a Hy elektron-elektron kolesonhatas nélkiili Hamilton opratornak.

A fent definalt H operatort az irodalom pdr-nélkili Dirac—Coulomb-operatornak nevezi. A tovabbiakban
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alkalmazva az operatorra a H][Sl ° jelolést, mivel a fentebbi operator egy 4™-en komponensi spinoron hat. Az
altalunk vizsgalt 2-elektronos esetben ez egy 16-dimenziés spinorteret jelent, ami métrix formaban kifrva a

kovetkezé alakot olti:

(V+U)1H 00[24]1’2 60[14]171 0
gl _ g, | corpe (VAU 2mech)Il 0 col'p, Ay . (2:20)
C = + + . .
i collp, 0 (V+U —2myc?) 11 cop,
0 00[14]P1 CO'[24]])2 (V4 U —2mqac?)I[4]

ahol 0'[14] = P gol és 0'[24] = o2 @I a o pedig a Pauli matrixokbol képzett vektor, tovabba mis = mq +mo.

A Hpc operator egy 16 komponensii vektorra hat, mely ismerve az egyrészecske megoldasokat az alabbi alakban

all els:
\IJLL
\I/LS
W) @ ) = w0 = | (221)

\I/SS

Figyelembe véve a Breit-kolcsonhatést is definidljuk a pdr-nélkili Dirac—Coulomb—Breit-operatort, mely két-

elektronos rendszer esetében a kovetkezd forméaban irhato:

(V+ U)I[4] 00[241172 00[1411’1 X
(16] colp, (V +U — 2myc?) 114 x4 cotp,
Hpcp = A+ [4 4 2y 74 g Ay (222)
col py x4 (V+U —2myc?) 11 cosy ',y
XM 00[14]p1 00[24]p2 (V+U — 2mi2c¢?)I[4]
ahol X az alabbi alakban all els:
4] _[4 4 4
a1 ool n (01715) (04 r10) (2.23)
2 719 3y
2.3. Variacios alapelvek
Legyen H egy fizikai rendszer énadjungélt operatora, mely alulrol korlatos és idéfiiggetlen,
HY, =F,, n=12,.. (2.24)
ahol az F, energidk valosak és a kovetkez6k szerint vannak sorbarendezve E; < FEs < ..., tovabba a ®,, az

adott sajatértékhez tartozo (normalt) sajatallapot. Attol még, hogy H ismert, nem kovetkezik, hogy E,, és @,
analitikusan megadhatok. Ebben az esetben a variaciés mddszer hatékony eljarast biztosit szdmos rendszer

Hamilton-operatoranak kezelésére.

Legyen W az allapottér egy tetszéleges fiiggvénye, amivel kiszdmitjuk H varhato értékét,

(U|H|T) = E(U|D) . (2.25)
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A fenti egyenletben megengedtiik, hogy W¥-nek nem kell norméltnak lennie. Mivel az energiaspektrum alulrol
korlatos, ezért belathatd, hogy
(V|H|W)

E= N8 > B, (2.26)

amit Ritz-tételnek is hivunk. Az egyenlGség abban az esetben all fenn, ha ¥ H Fj-es sajatértékhez tartozo

sajatfliggvénye.

A Ritz-tétel alapjan H FEj-es sajatértéke numerikus szamitassal "tetszolegesen" megkozelithets. Legyen
U(«) egy csaladja a fliggvényeknek, mely véges szamu paraméterrel () vannak jellemezve. Kiszamitjuk E-t
mint a prébafiiggvénylink Hamilton-operatoron felvett varhatoértékét a paraméterek fiiggvényében, majd
keressiik £ minimumat. A minimumérték a rendszer alapallapotanak kozelité energiajat adja meg. A kozelités
pontossaga teljes mértékben a probafliggvény teljesitéképességén miilik. A Ritz-tétel kiterjeszthets gerjesztett
allapotok vizsgaltara is. Az altalanositott Ritz-tétel értelmében amennyiben FE(«)-nak tobb extrémuma is

létezik, akkor azok valamely F,, kozelit6 értékét adjak.

Gyakorlati szamitasok esetén a probafiiggvény véges szamt, fiiggetlen U(«a) fliggvények linearkombinaci-
6jaként all els,

N
U = Z;cq\lf(ozq) , (2.27)

ahol nem koveteljiik meg a ¥U(ay), ..., U(ay) figgvények ortogonalitasat. A Hamilton-operator sajatértékprob-
lémajat leredukaltuk egy vy allapottérre, amely a U(aq), ..., ¥(ay) bazisfiggvények altal kifeszitett vektortér.
Behelyettesitve (2.27) egyenletet a (2.26) egyenletbe a kivetkezd praktikus kifejezést kapjuk,

c¢'He
EF=— 2.2
ctBe (2.28)

ahol ¢ egy N dimenzios oszlopvektor, ¢/ pedig ¢ adjungaltja. H és B N x N dimenziés matrixok, melyek elemei

az alabbi modon vannak definidlva:

Hyq = (W(ap)|[H[¥(aq))  Bpg = (¥(ap)|[¥(ag)) (2.29)

A sajatértékprobléma a kovetkezs altalanos alakot fogja felvenni:
N
(Hpg — EBpg)cg =0 Vp (2.30)
qg=1

2.4. Expliciten korrelalt Gauss-fiiggvények

Az el6z6 alfejezetekben véazolt variaciés modszerhez valasztani kell bazisfliggvényeket, amelyeken kifejthets a
probafiiggvény. Kvantummechanikai soktestrendszerek esetében gyakran hasznalt fiiggvényosztaly az expliciten

korrelalt Gauss-fiiggvények (ECG) [16], melyek a kovetkezd alakban irhatok:

0, = e~ (T2 (A@IF)(r—sq) (2.31)
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Ezen fiiggvényekbsl egy PEMep) projektor allitja els a sziikséges (L,Mp,p) (palyaimpulzusmomentum és

paritas) sajatallapotok szerinti szimmetriaadaptalt verziojat:

L,My,p] _ L,Mp, L,Mp,
@([1 Lpl — p(L,ML p)g([] Lo (2.32)

Az A, egy n x n dimenziés szimmetrikus pozitiv definit matrix, ahol n a rendszer részecskéinek szama, r a
részecskék koordinataibol felépitett vektor, mig s, pedig egy paramétervektor, melyet szokés eltoldsvektornak

is nevezni. Az r és s, kivetkezd alakot oltik:

1 (8¢),
T2 (Sq)rz
Tn (Sq)mn
Y1 (5¢)m
Y2 (5 )1
r= ] Sq = q‘ - (2.33)

Yn (8¢)yn
Z1 (Sq)zl
Z9 (Sq)22
Zn (8¢)2n

Megjegyzendd, hogy a c, linearis egylitthatokat a matrix-sajatérték-egyenlet megoldésaval kapjuk, de a bazis-
figgvényeket is ‘finomhangoljuk’ a nemlineéris (A,) paraméterek optimalasaval az energia minimalizalasanak
kritériumaval.

A (2.31) egyenletben definialt ECG-ket hasznélva lehet felirni a (2.27)-ban megadott probafiiggvényt mint

térbeli és S, Mg spinkvantumszamokhoz tartozd tobbrészecske spin-fligvvények anti-szimmetrizalt (A) szorzata
,S S
77[}([ILMLP, Ms] _ A{@([ILMLP]XL Ms]} ) (2.34)

A tovabbiakban a rovidség kedvéért nem irom ki az L, Mp,p,S, Mg kvantumszamokat. A variacios eljarast
alkalmas probafiiggvény-készlettel lehetséges mind a nem-relativisztikus, mind a parnélkiili relativisztikus hul-
lamegyenlet [17, 18, 19, 20] megoldasara alkalmazni. A no-pair Dirac-Coulomb(—Breit) egyenlet alulrél korlatos,
és a legalso energiaszintje az atom (molekula) alapallapota, ezért ennek az allapotnak a minél pontosabb nume-

rikus leirdsara hasznéalhatjuk a varidciés modszert.

2.5. Perturbaciés moédszer

2.5.1. Pauli—egyenlet

A Pauli egyenlet az egy-részecskés Dirac-egyenlet (2.1) perturbacios kozelitése. A modszer altalanosithato sok-

részecske rendszerekre, ahol a Breit-kolcsonhatas is figyelembe vehets [21]. Elszor vizsgaljuk meg az egy-
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részecske esetet!

Induljunk ki a Dirac-egyenlet sajatértékproblamajabol (az eredeti operatort eltolva —mc?I-tel).

(V — E)T" + ¢(ap)¥° =0 (2.35)

cloep) U + (V — E — 2mc*)v® =0 (2.36)
kifejezve a kiskomponenst (¥°) a masodik egyenletbdl:

TS = 2mc® + E - V) le(op) Tl (2.37)
kiemelve ﬁ—tel és visszahelyetesitve az els§ egyenletbe:

(V — E)Ut + %(a‘p)(l B (2.38)

2mc?

Megjelenik egy, a potencialis energiat a nevez&ben tartalmazo tag, melyet Taylor-sorba fejtve ((1+ea)™ ~ 1+nea,

1

ahol ea kozel 0, jelen esetben € = 5—— ):

{17ﬂ}—1:1+V7E (V- E)?

e 2.
22 + (2.39)

2mc? 4m2ct

Visszairva a (2.39)-es egyenletet a (2.38)-os egyenletbe, majd az igy kapott operatorra bevezetve a HFSC jelolést,

HFSC _ gt — [V B+ %(Up)(,,p) (op)(V — E)(op) +...]¥" =0 (2.40)

+ 4m2c2

A (op)(op) = p? azonossagot kihasznélva a (2.40)-es egyenletben 1évé kifejezések expliciten megadhatok,

1 p?
%(Up)(ap) =om = T, (2.41)
(ap)(V — E)(op) = (V — E)p* + hloVV x p —i(VV)p] , (2.42)

ahol a T a nem-relativiszitkus kinetikus energia operatorat jeloli. Mivel az eredeti ¥ 4-komponensi allapotvektor
helyett az operator egy 2-komponensii vektoron hat, be kell vezetni egy transzformacios operatort, amellyel k-
ra hatva az normalta valik.

N = oot (2.43)

ahol a UN mar egy normalt allapotvektor. Kihasznéalva, hogy az eredeti 4-komponenst hullamfiiggvény normaja

1, O-ra igaz a kovetkez6 egyenlet:

1 V- FEq-2
W) = (W) (B)05) = (BHOE) + (0| (op) [1 - 5 vty =1 2.44
(W) = (W0 4 (510°) = () + 0| o) [L- ] (o)) (2.44)
azaz O-ra igaz a kovetkezG egyenlet:
1 V—-FEq1-2
TO = _
0to =1+ 4m262(ap){1 2ch} (op) (2.45)

a legegyszeriibb megoldéas O-t hermitikusnak vélasztva
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0= [1 +—L (op) {1 V- E} _Q(Up)} i (2.46)

4m?2c? 2mc?

c szerint Taylor-sorba fejtve a gyokos kifejezést:

B 1 2(V—-E) B 9 4
O=1+ m(ap)[l + 5 +...}(ap) R Rt SR U (2.47)
O inverze a kovetkez§ alakban irhato:
o 1l=1- ;pQ +0(c™) (2.48)
8m2c? '
A (2.40) egyenletet balrol beszorozva O-val az alabbi kifejezést kapjuk:
OH®SCO~1 0wt = E Owl (2.49)
~— ~—
TN TN
A (2.40) egyenletbsl behelyettesitve a HFSC-t,
1 1 —1gN _ pgN
OV + 5 (op)(op) + i (ep)(V —E)(op)+...]07 9" = B0 . (2.50)

HESC

Mivel azonban a még mindig tartalmazza az energiat(E), beszorzva balrél O~2-nal,

O~ HPSCO~1yN = pO—20N . (2.51)

Elvégezve a transzforméaciot O~ '-val, a kovetkezd kifejezést kapjuk:

1 o 2 2 1 2 2 N _ o 1 2 N
T +V + 55 ((op)V(op) — Ep* — 9 = S(pV + V) |[0¥ = (B~ —Ep*) v (2.52)
A %(p2v + Vp?) kifejezést a kovetkezs alakra hozva:
1
2 (§(v2v) +(VV)V + (VV2)> (2.53)

Hasznalva a kovetkezd azonossagokat a (2.52) egyenletbdl kiesik az energia, s igy a végss soron kapott operator

maga a Pauli-operétor:

SOV V) = 1 (S(VV) + (VV)V + (V)

(2.54)
(op)V(op) = —R*((VV)V + VV?) + ha(VV) x p

A 2.52 egyenlet az alabbi alakra hozhaté

HPauli =T4+V— L p4 + (VQV) + L0'(v‘/) X p (2 55)
8m3c? 8m2c? 4m?2c? .
ahol:
Z Z

V= - VV = 5T V2V =47 Z6(r) (2.56)
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tudvéan, hogy: ho =2s ésl=r xp

2z A
Th 5(r) +

. 1
HPauh:T—FV— 4_|_

l 2.57
8m302p 2m?2c2 5 ( )

2m2c2r3
A Pauli-operatorban a nem-relativisztikus egyenlethez megjelend tovabbi tagokat(sorrendben) a timeg-sebesség,

Darwin, spin-pdlya operatoroknak szokas nevezni.

2.5.2. A Breir—Pauli-operator

Sok-részecskerendszer esetén a teljes vezets rendi relativisztikus korrekcidk a nem-relativisztikus energidhoz a
kovetkezd, an. Breit-Pauli (BP), operator varhato értékeként (perturbativan) szamolhatoak. Perturbativ korrek-
ciok levezethetGek a kolesonhato tobb-elektron (tobb-részecske) rendszerekre is [22, 10, 23, 21] A kiilonallo tagok
levezetése megtaldlhato az irodalomban, jelen fejezetben csak az egyes operatorok végss forméjat mutatom be.

A Coulomb-kdlcsénhatdsbol szarmazo tag a kovetkezs formaban irhato:

2 Am2c2

[wmm@wm»u@mwm@mﬂ}eb&
i#]

1 1
=3 {Vz‘j—gmgcz [(p?Vij+Vijp22)+(pivij+vz‘jp§)} +

mely alkalmazva (2.53), (2.54) és (2.56) azonossagokat a kiovetkezs alakra hozhato:
. 1 Th? ih2
gC = 5 Z {VLJ - mé(ﬁj) + W [O’l(plvu) X pz} } (2.59)
i#i

A kovetkezd tagra az irodalomban a spin fiiggetlen tagként szoktak hivatkozni:

1 1
Gl = TS Ame2 Vijpip; + p;Vijp; + p;Vijp; + pip;Vij (2.60)
i#j
A Spin-Other-Orbit az alabbi format olti:
w |1 —i
g = 3 Z e [(Ui —0;)(p; x p;)Vij + (i + 05)(P;Vij X P;)
7 (2.61)
+oi+0;)(p;Vij x p;) = Vij(oi — a;)(p; ¥ pj)]
révidebb alakra hozva:
SO lh
N A ADETS] (2.62)

i#]

a Breit—Pauli-operator utolso tagja a Spin-Spin-operator:

SS 1 1
g% :§ZW — (o xp;)(oj x p;)Vij + (o x p;Vij)(o; X p;)
7 (2.63)

+(o; x p;Vij)(oi x p;) — Vij(oi x p;)(0; X p;)
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amelynek a végss formaja a kovetkezé modon irhatod:

s 1 1
55 =5 i (000w Vi) ~ (im) @,m.Vi) (2:64)
i#i

3. A Breit—Pauli Hamilton-operator spinfiiggé tagjainak implementa-
cidja
Az €el6z6 fejezetben bemutatott tagokat Osszeadva kapjuk az n-részecske rendszer Hgp operatorat:

Hgp =Y

=1

1 n
52

i#j

2 4 2 :
P; p; Th*Z io;
27;1 +Vi- m;c2 2m2c? ori) + 4m?2c? (:V2) x py)

1 1 Th?
Vij — Sm2e2 (‘/%jpipj + %(Tij(rijpj)pi) - mﬂs(ﬁj)) (3.1)
i(o; + 20)

1 1
ImZe2 (p,;Vij) x p; + W(Uiaj)(pipjvij) + m(aipj)(ajpivij)

ahol V; = —%7 tovabba a (p,V;) kifejezésben a p, csupan a V;-re hat, és a pf = h*(A)? modon értends.

A munkam 6 célja a Breit—Pauli operétor spinfiiggd tagjainak implementaléasa degeneralt perturbécidszamitassal
Fortran nyelven. Ehhez kihasznaltam, hogy a kutatécsoport altal fejlesztett QUANTEN (QUANTum mechanical
treatment of Electrons and atomic Nuclei) programban méar rendelkezésre alltak a térbeli integralok [24, 25, 26],

valamint spinfiiggetlen rész varhato értékének implementacioja.

3.1. Az operator spinfiiggé tagjai

A megnevezés az operator kivetkezd komponenseit foglalja magaban:

A Spin-Own-Orbit és Spin-Other-Orbit tagot:

. n
i
Hgsoo = Im2e2 Z(Uz‘ +20;)(p;Vij) X p; (3.2)
i#]
Tovabba a Spin-Spin operatort:
1 n
Hss = 5> |(0:0))(pip;Viy) + (o) (0P, Vi) (3.3)
i#£]

Vizsgaljuk meg alaposabban, hogy mit takarnak az operatorok. A Hgo esetében a kifejezés a kovetkezé modon

értendo: 5 .
i N N 1
Hsoo = WZZ(JZ JFQUj)[ Z 5a57(p§7)p7} (3.4)
i#j a=1 By=1 Y
Mig a Hgsg:
L [y a oy Py a vy a
s = g 3 [ 3 ot o567 o ol ) 6
1) )

i#) —a=1lvy=1
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ahol az a, 3, v Descartes-koordinatakat jeloli , a of = I (1) ® -+ ® ol (j) ®---® I?(n) moédon értends.

Esetiinkben a (2.27) alapjan a hullamfiiggvényiink k. komponense a kévetkezs alakot 6lti:

N
Yy = Zch@q ; (3'6)
qg=1
ahol a (2.34)-ben jelolt antiszimmetrizalast nem irom ki a rovidség kedvéért.
A hullamfiiggvény véges béazison torténd kifejtése miatt a fentebbi operatorokat az alabbi receptet alkalmazva
kezeljiik. A 2.2.1 fejezet alapjan A legyen egy a komplex vektortéren, B pedig egy a fliggvénytéren hato operator.

Ez esetben a (2.12) egyenlet alapjan a ¥ allapot varhato értéke az AB operatoron:

2" 2" N 2" 2" N

N N N N
O enOpl Bl eqk®q) =D > 3 ehicanAn(OpIBlO) =D DN " chicqr Ak Byg (3.7)
p=1 q=1 kK I p q k1l p g

Ahol, B egy N x N dimenzi6és métrix, melynek az pq komponense B,, = <@p|B |©,). Amennyiben a cy-t

megfelelGen indexeljiik, gy az AB-t elgallithatjuk az A, és By, matrixok Kronecker-szorzataként,

BllA s BlNA
A® B = : : =M. (3.8)
BNlA s BNNA
Igy AB maga is matrixalakot 6lt, amely a hatasat egy N - 2" = D komplex vektortéren(vp) fejti ki.
A Hamilton-operator sajatértékprobléméaja a vp térre van leredukalva, ahol felirhato, M alakt matrixok

Osszegeként. A Hamilton-operator igy kapott reprezentaciojara alkalmazzuk (2.30) egyenlet alapjan az altala-

nositott sajatértékproblamat.

3.1.1. Implementacié

A (3.7) egyenletbsl lathatjuk, hogy elegendd felépiteni kiilon-kiilon az operator spinorokon hatéd részét és a
fiiggvénytéren haté operator N-dimenziéra leredukalt dbrazolasat, majd a kett&bdl fel lehet épiteni magat a

Hamilton operéator.

A programozas legels 1épéseként meg kellett irnom azt a szubrutint, mely tetszéleges dimenzidji matroxok
esetén képes megadni a két inputmatrix Kronecker-szorzatat. A szubrutinnal legyarthat6 a of* méatrix, ahol a

korabbiakkal 6sszhangban i a részecske index, o pedig a Descartes-koordinata,

o =101 - 0ddi)o - I1®n), (3.9)

Ahol ® a Kronecker-szorzatot jelképezi.
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3.1.2. Spin-Own-Orbit és a Spin-Other-Orbit operator

A Spin-Own-Orbit és a Spin-Other-Orbit operatorokat a (3.4) egyenlet foglalja magéaban. Az operator bazis-

fliggvényeken torténd kiértékelése a kovetkezs forméban zajlik:

3
(CH Z catn (0] —)P1100) = D apy(p] \ Ipl a) = [Gijlpa (3.10)
B,y=1 B,y=1

ahol [G% ]pq egy harom indexes mennyiség, melynek minden komponense analitikusan kiszamithato.
Az operator spinor téren hato része a fentebb emlitett szubrutin segitségével konnyedén legyarthato, pusztan
a megfelels részecskék adott koordinatahoz tartozé o maétrixat kell hozzaadni. Végss lépésként elvégzem a

megfeleld komponensek Gsszeszorzasat.

. n 3
1 (0% e} e}
Hsoo = Am2c2 Z Z(Ui + 20 )[Gij]pq (3.11)

i£] «
3.1.3. Spin-spin operator

A spin-spin operatort eredeti formajaban a (3.5) egyenlet tartalmazza. Az operator kiértékelése esetében ha-
sonldan jartam el, mint a Hgo esetében. Itt is kiilon lett kezelve a spinorstruktturan és a fliggvénytéren operalod
rész.
Pusztan a fliggvénytéren hato részét az operatornak a kovetkezd formaba lehet hozni:
1 o~ 1
(P; 0 Pj=—)ay = Pi'P] — (3.12)
Tij Tij
A fenti operator egy 4 indexes tenzor, mely az i = j elemek esetén 0. A béazisfiiggvényeken valo kiértékelése a

kovetkezé modon torténik:

(o

Az operator spinortéren hatoé része a kovetkez6 modon lett implementéalva, tgyancsak a koradbban emlitett

1
pl p; 70 > [Q%’qpq
(3.13)

1
p?p]—;’@ > <pz pj
¥

‘@q> - <p?®p

rtj‘pﬂv‘@‘» - (#]0, le PO, ) + <@

Kronecker-szorzé szubrutin segitségével.

(i 00j)ay =0f0] (3.14)

A fenti operéator ugyancsak egy 4 indexes tenzor, melynek minden komponense 2 o métrix szorzatat tartalmazza.

A Hgg végso formaja az alabbi modon irhato:

Hss = 8m202z Z [U o3)[Q; Ipq + (070 )@ Ipa (3.15)

i#j ay=1
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@ _
g g
g
5|
—J=1
—J=0
Nem-relativisztikus DC** DCB*+*

1. abra. Az energiaszintek valtozasa a nem-relativiszitikus és relativiszitkus esetekben.(Z = 2, az abra pusztén
sematikus)

4. Numerikus eredmények

A program implementéaciojat kvetGen egy konkrét rendszer vizsgalataba kezdtem. Valasztdsom a hélium atom-
hoz hasonlatos elektronstrukturéval rendelkezé atomokra esett, Z = 2-t6l egészen Z = 18-ig. A hélium izoelekt-
ronos struktiraval rendelkezd atomok kifejezetten praktikus valasztés a megirt kod vizsgalatara, mert részben az
irodalomban fellelhetSk a rendszerre szamolt eredmények, mésrészt a kutatocsoport altal implementélt variacios
modszer [17, 18, 19, 20] is alkalmazhato6 a rendszerre, igy jo lehetGséget biztosit a két modszer teljesitGképessé-
gének Osszehasonlitasara.

A kutatocsoportban méar vizsgaltak a hélium-szerd rendszerek esetén az alapallapoti energiajat, de engem
a 3P allapot finomszerkezeti felhasadésa érdekelt (1. abra), mert ennek vezetérendii leirdsahoz fontos a teljes
Breit—Pauli-Hamilton-operator implementacidéja. Mint az el6z6 fejezet végén emlitettem a Breit—Pauli opera-

torban megtalalhato spin-spin kolcsonhatéas implementélasa (hibakeresés) még folyamatban van, a perturbativ

eredményeket a par-nélkiili Dirac—-Coulomb hullamegyenlet variaciés megoldasaval tudtam Gsszehasonlitani.

4.1. Megmaradé mennyiségek a relativisztikus elméletben

A kvantummechanikai rendszerek esetében konnyen belathatd, hogy egy fizikai mennyiség abban az esetben
marad meg, ha operatora kommutal a rendszer Hamilton-operatoraval. Megmutathato, hogy J2, J., p (paritas)
kommutal a DC(B) Hamilton-operatorral, ahol a teljes impulzusmomentum a palya- és a spinimpulzusmomentu-
mok 6sszege, J = L+ 8. A kutatas alatt szamitasokat a 3 P allapotokra végeztem. A 25+ L ; jelslésnek megfelels
3Py, 3Py, és 3P, nem relativisztikus allapotok a relativisztikus elméletben csatolodnak, ami az energiaszintek
felhasadasahoz vezet.

A teljes relativisztikus béaziskészlet jol definialt a munka szempontjaboél érdekes 3Py, 3Py, és 3P, allapotokra,
azonban érdemes itt megjegyezni, hogy a 3Py és 3P, allapotokra kozel teljes a bézis, a 3P, allapot esetén (az

egyszertiség kedvéért) a 1 Pi-t ki van hagyva a variacioszamitasbol, mert ez az allapot az dltalam vizsgalt, vezetd
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rendii (ma*) perturbativ korrekciokban nem, csak magasabb a rendben (ma®) ad jarulékot. Az irodalomban
fellelhets, mas modszerrel, mas projektorral (és kevésbé konvergens) variacioszamitastol eltérés figyelhets meg
a 3Py allapot miatt (4. tablazat). Az eltérés a Z novelésével ns, amely jelzi az allapot fontossigat a variaciosza-
mitasban (tovabbi szamitasokkal mi is figyelembe tudjuk venni), és a magasabb rendd (egyre komplikaltabb)

perturbativ korrekcidk sziikségességét.

4.2. Centroid energia és finomszerkezeti-felhasadas

Ennek a "sokasagnak" a jellemzésére szokas definialni a centroid energiat (mivel a felhasadas kicsi célszeri az
allapotokat egy ilyen ‘k6z0s’ energiaval jellemezni) és a finomszerkezeti felhasadast (1d. 1. dbra).

A centroid energia a kovetkezdk szerint van definialva:

_ Eo+3E + 5B,

E. ;
9

(4.1)

ahol az F; a J = 0,1,2 teljes implulzusmomentum kvantumszamhoz tartozo energia. A centroid energia az
egyes impulzusmomentumokhoz tartozo energiak degeneraltsaganak fokaval sulyozott atlaga.

Pusztan a Coulomb-koélcsonhatast figyelembe véve a centroid energia a perturbécios és variacidos modon
szamolt értékei a magtoltés noévelésével egyre nagyobb mértékben térnek el egymastol. A jelenség azzal
magyarazhaté, hogy mig a perturbaciés modszer a ma? rendig helyes tagokat tartalmazza, addig a variacios
modszer ezzel szemben ma Osszes rendjét magaban foglalja, igy nem meglep modon pontosabb eredményeket
szolgaltat mint a PT. A centroid energidban atomszam novelésével fellépd eltérés jol latszik mind a 1. és 3.

konvergencia tablazatokban, mind a 3. abran.

A finomszerkezeti-felhasadéast az alabbi modon definialjuk:
VJ:EJ_EO J:1,2 (42)

A finomszerkezeti-felhasadas a J = 0 és a J = 1,2 teljes impulzusmomentumhoz tartoz6 allapotok kozti atme-
net energidja. A nemrelativisztikus kvantummechanika nem ad magyarazatot a finomszerkezeti-felhasadasra, a
palyékhoz tartozé energidk degeneraltak J és M kvantumszamokban. Figyelembe véve azonban a relativisztikus
"effektusokat", a degeneralsag megsziinik és az adott n f6kvantumszamhoz tartozé energiak felhasadnak.

A numerikus értékeket vizsgalva jol lathato (3. dbra), hogy a PT-vel szamolt finomszerkezeti-felhasadas nem
tér el jelentésen a variaciosan szamolt energiatol nagy magtoltés esetében sem. Az dbran fel van tiintetve az
1 mFEy, = 1073 Ej,, melyet a kémiai pontossag nagysagrendjének szoktak tekinteni. Mig a centoid energia mar
Z =10 esetén atlépi a hibahatart, addig a finomszerkezeti-felhasadas stabilan alatta marad.

Erdekes jelenség figyelhets meg a Breit operatorral szamitott (DCBy.,,) finomszerkezeti-felhasadasok
esetében. Megfigyelve a 2. és 4. tablazatokat, szembe6tlik, hogy a Breit operatorral szamitott finomszerkezeti-
felhasadas egy ponton til elGjelet valt, amely azt jelenti, hogy kis Z esetében E; o < Ey A 2. abran a variacios
modszerrel szamitott DC és DCB vy és vy értékek lathatoak. Jol kivehetd, hogy a DCB finomszerkezeti-

felhasadas nagy Z esetén is alul marad DC esetében szamoltnak.
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2. abra. Finomszerkezeti-felhasadas az atommag Z t6ltésszama fliggvényében hélium-szerd ionokra [variaciosza-
mitasbol]

V1
10 ‘ EC

Kémiai pontossag

«

3. abra. A perturbécidsan és variaciosan szamolt energiak kiilonbsége a magtoltés fiiggvényében

4.3. Konvergencia

Megfigyelhets, hogy a perturbativ moédon szamolt centroid energia a Z névelésével nemcsak, hogy nem monoton
a konvergencia, hanem a variaciés és perturbativ eredmények kiilonbsége is egyre nagyobbé valik.

A varakozasnak megfelelen azt tapasztaljuk, hogy amennyiben néveljiik a bazisfiiggvények szamat, ugy az
energia is egyre pontosabb értéket vesz fel. Az eltéré modszerekkel szamolt értékek azonban nem azonos moédon
és gyorsasaggal konvergalnak. Jol lathato a 1. tablazaban, hogy mig a variaciosan szamolt energia (mind a DCyay,
mind a DCBy,, esetben) monoton konvergal, addig a perturbativ szamolt energia esetén ez mar nem igaz és
konvergencidja lassabb is. Ez a variaciés modszer robosztussaganak koszonhets, ami a linearis paramétereket
ugy hangolja, hogy a legalacsonyabb energiat kapjuk. A Z névelésével azt tapasztaljuk, hogy mar a variacios
mobdon szamolt energia konvergencidja sem olyan egyenletes, azonban a perturbéiciés modszer esetében ez az

egyenetlenség nagyobb meértéket 6lt(4. tablazat).
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1. tablazat. Centroid eneregia konvergenciaja, Fy, egységekben, Z = 2 esetén

N Enonrel DCPT DCVar DCBVar
60 —2.1312809146 —2.1313837315 —2.1313855116 —2.1313837425
120 —2.1329997068 —2.1331041117 —2.1331060284 —2.1331041662
300 —2.1331552197 —2.1332594932 —2.1332617762 —2.133259908 4
600 —2.1331636599 —2.1332684057 —2.1332702950 —2.1332684271
1200 —2.1331641436 —2.1332689118 —2.1332707866 —2.1332689187
1800 —2.1331641682 —2.1332689261 —2.1332708112 —2.1332689434
2400 —2.1331641832 —2.1332689339 —2.1332708265 —2.1332689587
3000 —2.13316418386 —2.1332689334 —2.1332708325 —2.1332689647
3600 —2.1331641893 —2.1332689296 —2.1332708330 —2.1332689652
4200 —2.1331641894 —2.1332689287 —2.1332708331 —2.1332689653
Ref. [27] —2.1332708234
2. tablazat. A finomszerkezeti felhasadés, nFEy egységekben, Z = 2 esetén
! V2

N DCPT DCVar DCBVar DCPT DCVar DCBVar

60 835.03 834.9 -4426.5 2504.6  2504.6 -4884.5

120 919.1  919.07 -4520.3 2757.01 2757.01 -4905.9

300 929.6  929.5 -4503.7 2788.5  2788.5 -4865.5

600 931.7 931.5 -4492.6 2794.8 0 -4845.5

1200 931.8 931.5 -4492.2 2795.1  2795.2 -4844.8

1800 931.87 932.1 -4492.04 2795.5  2795.1 -4844.5

2400 931.88 931.8  -4492.005  2795.2 2795.21  -4844.42

3000 931.88 931.8 -4491.98 2795.2 279521  -4844.45

3600 931.88 931.8 -4491.98 2795.2  2795.21  -4844.37

4200 931.88 931.8 -4491.98 2795.2  2795.21  -4844.37

Ref|28] 931.9244 -4493.3155 2795.773 -4848.0421

3. tablazat. Centroid eneregia konvergenciaja, Ey, egységekben, Z = 18 esetén

N

Enonrel

DCpr

DCVar

DCBVar

60
120
300
600
1200
1800
2400
3000
3600
4200
Ref [29]

—198.3852131224
—198.492 3542404
—198.509 9517756
—198.5107978403
—198.510832541 3
—198.510841 2895
—198.5108471617
—198.510847365 3
—198.5108477407
—198.510848 0420
—198.510853 1000

—199.1446164751
—199.255884 5123
—199.281 085374 5
—199.284 051 196 6
—199.284 1501813
—199.285 078 686 3
—199.2851919240
—199.285248 591 7
—199.2852501144
—199.2852214958

—199.158 621001 8
—199.2737194496
—199.296 821 886 1
—199.298 485474 3
—199.298 523044 7
—199.298 576 606 8
—199.298 598 1250
—199.298 599940 6
—199.298 601 0809
—199.298 599 924 6

—199.151936 463 9
—199.266 961 0797
—199.290 060404 1
—199.291 724 406 6
—199.291 762 062 2
—199.291815677 4
—199.291837412 3
—199.2918391541
—199.2918403119
—199.291839069 1
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4. tablazat. A finomszerkezeti-felhasadas konvergenciaja, nFy, egységekben, Z = 18 esetén

144 1]

N DCPT DCVar DCBVar DCPT DCVar DCBVar
60 48249257.24  48443540.06 32290791.55 144747771.8 144757816.4 120919134.2
120 49021855.12  49350285.89 32965388.82  147065565.4 147368582.0 123176554.6
300 49113029.16  49402799.12 33015214.35 147339087.5 147531355.6 123329102.9
600 49130401.27 49411267.34 33035099.34 147391203.8 147554948.3 123366788.5
1200 49131440.37 49413572.34 33042524.35 147394321.1 147556459.5 123374042
1800 49129908.28  49411216.30 33040721.63 147389724.8 147550179.6 123368440.2
2400 49130760.85 49409840.16 33040100.79 147392282.6 147550475.6 123369464.5
3000 49131870.26  49412325.08 33042514.98 147395610.8 147555051.1 123374034.4
3600 49131801.11 49412810.15 33043168.99 147395403.3 147555916.0 123375037.9
4200 49131809.84 49402337.94 33033242.47 147395429.5 147544752.3 123364902
Ref|30] 41660000 -23857000 148880000 -124602000
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5. Osszefoglalas és kitekintés

Munkam soran implementaltam a Breit—Pauli-operator spinfiiggd tagjait az ELTE Molekularis Kvantumdina-
mika Kutatocsoport altal hazilag fejlesztett QUATEN (QUANTum mechanical description of the Electrons
and atomic Nuclei) szamitogépes programba. Az implementalt tagokkal, tovabba a kutatocsoport altal korab-
ban kidolgozott varidcidés moédszerrel hélium és hélium-szerd ionok esetében végeztem numerikus szamitasokat
a (legalacsonyabb energiajii) 3P allapotokra. Pusztan a Coulomb kélcsénhatast figyelembe véve sszehasonli-
tottam a variacids és perturbativ modszerek numerikus eredményeit. A varakozasnak megfelelGen a centroid
energia esetén a variacios és perturbativ energia eltérése jelentésen megnd a magtoltés novelésével (azzal Gssze-
fiiggésben, hogy az a-ban magasabb rendd perturbativ korrekciok nem elhanyagolhatéak). Ugyanakkor meglepd
hibakompenzacioknak koszonheten a finomszerkezeti felhasadéas hibaja (méasodrendii perturbativ eredmény a
variacioshoz képest) alig valtozik a magtoltéssel.

A perturbaciés modszer hibaja a finomszerkezeti-felhasadas szamitasanal nem haladja meg az 1 mEy-t és
b&ven a kémiai pontossag hataran belil marad még a kozepes Z = 18 esetében is. A Breit kdlcsonhatast figye-
lembe véve, a variacios modszerrel szamolt eredmények esetében az lathato, hogy a finomszerkezeti felhasadas
Z =3 és Z = 6 kozott elGjelet valt, és a felhasadas mértéke kisebb mint a DC operatorral szamolt esetben.

Jelenleg folyamatban van a (perturbativ) Breit-—Pauli operator Spin-Spin komponensének implementacioja
és tesztelése, tovabba a kod altalanositasa tetszoleges részecskeszémra.

Az altalanositott kod utat nyitna a tobb (3-4) elektronos atomok és molekulak elméleti vizsgalatahoz (a
relativisztikus hullamegyenlet implementécidjahoz és teszteléséhez , valamint (radiativ és nem-adiabatikus kor-

rekciok figyelembevételével) kisérleti eredményekkel valo 6sszehasonlitashoz.

Koszonetnyilvanitas

Eziton is szeretnék koszonetet mondani a kutatas soran nyuajtott sok segitségért a Molekuléaris Kvantumdinamika
kutatocsoport tagjainak, mindenek el6tt témavezetSimnek Dr. Jeszenszki Péternek és Dr. Matyus Editnek,
akiktdl az elmilt 1 esztendSben rengeteget tanulhattam. Tovabba halas vagyok sziileimnek, hogy tamogattak

tanulmanyaimat, barataimnak a tamaszért.
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6. Fiiggelék
6.1. Jelolések
e . q - bazisfiiggvények indexek
e i, j - részecske indexek
o k.1 - C2" vekortér elemeinek indexei
e ,3,7,...- R3 vekortér elemeinek indexei
o ® - Kronecker-szorzat
o X - tenzor-szorzat
6.2. 2.5.1. fejezet azonossagainak lezevetése
A 1(p*V 4+ Vp?) Kkifejezés atalakitasa(hasznalva az Einstein-féle 6sszegzési konvenciot):
1, ., 9 h?
5PV + VP = - [0a0a (V) + V (25050) (6.1)
A 0,0, (Vw) kifejezés hatéasa a 1) fiiggvényen a kovetkezd:
(9a(9a(V1/J) = Oa ((%VW + V(aa'l/})) = (3a5av)1/) + 2((&1‘/)(80/‘/})) + V(&:ﬁa@ (62)
Visszahelyettesitve a (6.1) egyenlet jobb oldalba megkapjuk az azonossag végsé alakjat:
Lo o 2 21,0 2
5PV + VP = —12 (S (V2V) + (VV)V + (VV2) )y (6.3)
A (op)V(op) kifejezés atalakitasa:
(op)V(op) = (0apaVopps)V = 0a0s(PaVPst) (6.4)
Két Pauli-méatrix szorzata a kévetkezd alakban irhato:
0008 = 0ap - I +icap 0y (6.5)
Visszahelyetesitve a (6.4) egyenletbe:
(ep)V(ep)v = —1*(05(VOsv)) — 04ihcap0a(VIp1)) (6.6)

Az egyenlet végss alakjara hozva:

(ep)V (o) = [~ 2((TV)V + VV?) + h((VV) x p)o v
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6.3. Spin-Other-Orbit operator 'rovidebb’ alakjanak levezetése
A Spin-Other-Orbit operator a (2.61) egyenlet alapjan:
w |1 —1
g&° = 3 Z oy {(Uv: —0;)(p; x p;)Vij + (o +05)(P;Vij X P;)
7 (6.7)
+oi + ;) (p;Vij x p;) — Vij(ai — ;) (p; ¥ pj)]
Az elsg kifejezés fiiggvénytéren vett hatasit megvizsgalva egy v fiiggvényen:
capy] ) Vit = —heasy ((afa; Vi)t + (07 Vig) (9]0) + (9] Vi) (9]w) + Vi (6?8;@) (6.8)
A Kkifejezés elss és az utolso tagja 0, mig a maradék a kdvetkezd formaba irhato:
(p:iVij) x p; — (p; Vi) x p; (6.9)
a masodik kifejezés hatasa a fiiggvénytéren:
EapnPi Vigh] ¥ = —FPeapy ((af Vi) (9]9) + Vi (8?8}@) (6.10)
A kifejezés utold tagja ismét 0, az elss tag a kivetkezd alakban irhato:
(P:Vij) < p; (6.11)
ugyan ezen a gondolatmenet alapjan a harmadik kifejezés:
(p;Vii) x pi (6.12)
Az utolso kifejezés ugyan csak 0. Az egyes tagokat visszairva a (6.7) egyenletbe kapjuk:
1 i
g =3 ; ey l((o-l —0o;)+ (o + a'J)> (inU) X p; + ((crZ +o;)— (o — 0'])) (ij”) X pi] (6.13)
i#]
A kifejezés végss forméja:
1 —i
go° = B Z T2 [20'1‘ ((PiVij) X Pj) + 20 ((pjvij) X Pi)} (6.14)
i#]
Kihasznalva, hogy az operator az i, j indexek felcserélése szimmetrikus, a kovetkez6 alakra hozhato
so —i
00 =3 gz |75 (V) < 1) (6.15)

i#]
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6.4. Spin-Spin operator ’révidebb’ formaja
A Spin-Spin-operator a (2.61) egyenlet alapjan:
G,ss 1 1
99 =53 = | — (0 xp,) (0 x p,)Vij + (0i x p;Vij) (0 X p,)

L~ Am2c?
i#]

b > (6.16)

+ (o5 x p;Vij)(oi x p;) = Vij(o; X p;)(0; X p))

3. 4.

Az operatorban megjelennek (a x b)(cx d) alaku tagok, melyeket az alabbi modon lehet révidebb formara hozni:

(a x b)(c x d) = (casya3bs) Caucudy) = EapCamasbycuds (6.17)

Kihasznalva az ismert azonosségot, hogy:

EapyEapr = (5,5{“(57,, — 55V6’YM (6.18)
az egyenlet az alabbi alakban irhato:
(081040 — 08u0u)agbycudy, = apbyc,d, — aybucud, = (a-c)(b-d) —(a-d)(b-c) (6.19)
A végst formaja az azonossagnak:
(axb)(exd)=(a-¢c)(b-d)—(a-d)(b-c) (6.20)

A fent levezetett azonossagot alkalmazva az operator 1. tagjara:

(i x p;)(o; x p;)Vij = (0i0;)(p;p;)Vij — (0ip;)(0;P;)Vij (6.21)

az 1. tag els§ fele a kdvetkez6 alakban irhato:

(oi0;)(p;p;)Vij = (0i0;) [(Pip;Vij) + (0;Vis)P; + (P;Vij)ps + Vi (DiD;)] (6.22)

az 1. tag masodik fele a kovetkezd alakot Olti:

(oip;)(o;p;)Vij = (0ip;)(o;p;Vij) + (0ip;Vij)o;p; + (o;p;Vij)oip; + Vij(oip;)op; (6.23)

Az operator 2.tagjara alkalmazva az azonossagot

(0i x p;Vij)(o; x p;) = (0i0;)(p;Vijp;) — (0P;Vij)(0ip;) (6.24)

A 2. tag elsé fele:

(oi0;)(p;Vijp;) = (0:05)[(;Vij)P; + VijpiD,] (6.25)
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A 2. tag masodik fele:
(0;2:Vis) (0ip,) = (050,Yi; ) (:p;) + Vij(op:)(0ip;) (6.26)
Alkalmazva a 3. tagra az azonossigot
(o5 x p;Vij)(oi x p;) = (0i0;)(p;Viyp;) — (0ip;Vij) (0 p;i) (6.27)
A 3. tag elsé fele:
(oi0;)(p;Vijp;) = (0i0) [(ijij)pi + Viypip,] (6.28)
A 3. tag masodik fele:
(oip;Vis ) (5P) = (0ip;Viy) (03p:) + Vis (0:p,) (o) (6.29)
A Spin-Spin-operator 4. tagja:
Vijloi x p;)(e; x p;) = Vij(oio;)(pip;) — Vij(oip;)(0;p;) (6.30)
Az egyes tagokat Gsszeadva a legtobb komponens kiejti egymést, a Spin-Spin operator végss formaja:
G,ss 1 1
g =3 Z T2 (oi0;)(pip;Vij) — (0ip;)(0;P;Vij) (6.31)
i#]

fontos észrevenni, hogy jelen alakjaban az impulzus(p;, pj) operatorok csak a V;;-re hatnak.
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