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Absztrakt

A bolygoérendszerek kialakuldsaban és fejlodésében fontos szerep jut a kozépmozgas rezo-
nancidknak, azaz amikor sziikséges feltételként az égitestek keringési periédusai kis egész
szamok hanyadosai. Az elmult évek exobolygd-kutatasanak egyik fontos eredménye, hogy
tobbes rendszerekben az égitestek 1in. rezonancia lancokba rendezédnek. Ez a dina-
mikai mechanizmus a probléma nemlinearis jellegébol adédéan numerikusan kezelheto
kényelmesen. Analitikus targyaldsmodja, a perturbacios fiiggvény palyaelemek szerinti
sorfejtése, azonban joval korabbra nytlik vissza. Mindazonaltal a bolygdk rezonans visel-
kedésére teljesen altaldanos analitikus modellt eddig nem sikeriilt kidolgozni. Magasabb
rendii rezonancidk és tobb (5-6) bolygd esetén a sorfejtés bonyolult alakot 6lt.

Dolgozatomban egy, az eddigiektdl eltéro, megkozelitést hasznalok. Mas tudomanyteriile-
teken sikerrel alkalmazott Kuramoto-modell altal leirt csatolt oszcillator rendszer szink-
ronizacidjaval modellezem a bolygdk rezondns mozgasat. Ehhez a gravitaciés probléma
Hamilton-fiiggvényét kell a Kuramoto-modell Hamilton-fiiggvényének formajara hozni. A
modszer elénye, hogy a Kuramoto-modell az oszcillatorok szinkronizacidjat egy a statisz-
tikus fizikabol ismert rendparaméter segitségével targyalja, aminek analégiaja analitikus
leirast ad nagyszamu bolygd rezonans dinamikéjara.

Kutatasom 6 feladata a megfelel6 kanonikus transzformacié(k) felirdsa, a mozgasegyenletek
levezetése és végso soron a rezonans dinamika analitikus modelljének megadas. A dol-
gozatban a munka elso fazisaként specidlisan harom bolygé elsérendii rezonanciaba vald

mozgasat targyalom a fenti médszerrel az altalanositas lehetoségét szem elott tartva.



1. fejezet

Egi mechanikai bevezetés

Az égitestek mozgdsanak vizsgdlatakor a kovetkezo kérdésekre varunk valaszt:
e Milyen a palya alakja?
e Milyen a mozgas id6beli lefolyasa, azaz adott idopontban hol lesz az égitest?
e Mennyire stabil a palya hosszu tavon?

A kéttest-probléma megoldédsa (a palya alakja) mér évszdzadok 6ta ismert, elséként
Newton vezette le a tomegvonzas torvényébdl, azonban tobb test esetén a leiras sokkal

bonyolultabbé valik.

1.1. Az egycentrum probléma és a palyaelemek

Az egycentrum probléma esetében az egy bolygdbdl allé rendszer 3 szabadsédgi fokd (a
vonzécentrumhoz nem tartozik szabadségi fok), igy 3 altaldnos koordindta sziikséges a
leirasahoz (fazistere 6 dimenziés, a probléma differencidlegyenlet-rendszere hatodrendii).
A 6 adat lehet a 3 hely- és 3 sebesség koordinata, azonban sok esetben célszeriibb, az
un. palyaelemeket hasznalni. A palyaelemek az integraciés allanddkat helyettesitik, és
azokkal a megoldéds egyszeriibben kifejezhet6. A palyaelemek az integracios allanddkkal

kolesonosen egyértelmii kapesolatban vannak. A mozgast leird péalyaelemek a kovetkezok:
e ¢ (excentricitds) Az ellipszis excentricitdsa, a pélya ”lapultsdgat” jellemzi.
e a: (fél nagytengely) Az ellipszis fél nagytengelye, a perihélium és a szdmtani kézepe

e i (inklindcié) Az inklindci6 vagy palyahajlas az Ekliptikdval (vagy a kozponti égitest

egyenlit6jével) bezart szog

o () (felszalld csomd) A felszall csomo és a referencia irdny &ltal bezart szog



e w (pericentrum argumentuma) Az ellipszispalya vonzdcentrumat az ellipszispalya
hozza legkozelebbi pontjaval 0sszekotd egyenes és a referencia irany &altal bezart

SZOg

e v (pericentrum-dtmenet idépontja)

Egitest helye

Perihéliumpont

v
Valodi anomalia

@\i\?‘“‘a

Perihélium szdge

Tavaszpont

Felszall6 csomé hossza y <
iranya

L
Inklinacié

1.1. abra. A kéttest-probléma palyaelemei és geometriai jelentésiik. Az abran a palyasik
(sdrga) metszi a referenciasikot (sziirke). A két sik metszése a csomépontvonal nevezziik,
ez koti Gssze a centrumot a felszall6 és a leszalld csoméval. [https://hu.wikipedia.org/]

Tobb bolygd esetén az egyes égitestek egymds kolesonos gravitaciés hatasa alatt a
Kepleri megoldastol eltéré palyan mozognak. Elsé kozelitésben két bolygd kolesonos
perturbaciéi a tobbi bolygd hatasatdl fiiggetleniil vizsgalhatok. A perturbaciészamitéas
alapfeladataként a perturbalt kéttest-probléma tekinthetd, melynek mozgasegyenlete az
egycentrum problémat leird egyenlettol csak a tomegegységre haté R perturbédlé eroben
kiilonbozik, ahol R = —Gm/ (% + r%), G a Newton-féle gravitaciés allando, A a két
bolygé tavolsiga, valamint 7’ a perturbélt bolygd Napt6l mért tédvolsdga. [I]

A perturbalé eré hatdsara a bolygdk palyelemei idoben véltoznak a planetaris Lagrange-
egyenleteknek megfeleléen. Ezek megoldasahoz ismerni kell az R perturbaciés fiiggvény
pélyelemek szerinti sorfejtését. Ennek legaltaldnosabb alakja R = > C cos D, melyben

a C egyiitthaté tartalmazza az a,e,i palyaelemeket, mig D a szogvaltozokat (£2,w,v).



D konkrét alakjabdl kovetkezéen kaphatunk idében linedris (szekularis) vagy periodi-
kus perturbaciot. Ez utébbi felelos a bolygdk kozti in. kozépmozgas rezonanciakért,
melyek sordn az égitestek adott id6 elteltével azonos konfiguraciét vesznek el. Azaz
keringési idejiik kis egész szamok hanyadosaval kozelithet6. FEz a mozgastipus mind
naprendszerbeli, mind pedig extraszolaris bolygdk esetén gyakori. Jelenleg elfogadott,
hogy a bolygérendszerek keletkezésében és hosszu ideji fejlodésében alapvetd szerep jut
a kozépmozgas rezonanciaknak.

A dolgozat tovabbi részében a kozépmozgas rezonancidk egy 1j modelljét mutatom

be.

1.2. Delaunay-féle hatas- és szogvaltozdk

A perturbécié-elméletben rendkiviil hasznos a kanonikus hatds- és szogvaltozdk beve-
zetése. Ezekkel a valtozokkal a mozagsegyenletek megoldasa explicit formaban megad-
haté. Természetesen a megfelel6 hatas- és szogvaltozok megtalalasa bonyolult feladat
lehet.

A kéttest-problémaban szerencsére rendelkeziink a fent emlitett valtozokkal. Vezessiik

be az tin. Delaunay-féle hatds- és szogvaltozokat [2] (A;, ;) és (D;, w;):

(1.1) 2
Ahol p* = % a redukdlt tomeg, és ¢; = E; — ¢; - sin F; a kozépanomalia (E;

az excentrikus anomadlia) tovabbda kihasznaltuk, hogy az excentricitas kicsi, és mgy >
m;  ¥Ymy;, i # 0-ra. Ezekkel a véltozdkkal a (perturbélt) Kepler-probléma koénnyedén

targyalhaté kanonikus formalizmusban. Munkam jelentds részében erre tamaszkodok.



2. fejezet

4 bolygé kozépmozgas

rezonanciajanak analitikus leirasa

Ebben az alfejezetben egy négy bolygdbdl, valamint a koézponti csillagbdl allé rezonans
rendszert leiré Hamilton-fliggvény bevezetésének szenteljiik. A valasztast az elmult években

felfedezett és aktivan vizsgdlt Kepler-223 jelli exobolygé-rendszer inspiralta.[3]

2.1. A Hamilton-fuggvény altalanos felépitése és a Kep-
leri tag alakja

A rendszer id6fejlédését Hamilton-formalizmusban targyaljuk.[2] Ehhez fel kell {rni a rend-
szer Hamilton-fliggvényét, mely két részbol adodik ossze: a Kepleri és a perturbacios

tagbdl:

(21) H = erp + Hpe?"

A tovabbiakban az i-dik bolygd helyzetét r;-vel, és az ebbol szarmaztatott kanonikus
impulzust p; = ——Vel jeloljiik, ahol L a rendszer Lagrange-fiiggvénye.

A Kepleri tag a pélyaelemek (a;) felhasznélasaval a kovetkezd alakban {rhaté:

4
||sz mOmz GmOmi
(2.2) Hiep = Z ==

2mz T : 2a;
i=1

ahol az elsO tag a jol imsert kinetikus energia, a masodik pedig a potencidlis energia, G
pedig a gravitdciés allandé: G = 6.674 - 10" m3kg~ts~2. Lathatd, hogy a Kepleri tag
kizarolag az egyes bolygok és a kozponti égitest kozotti kolesonhatast irja le.

A szumma egyes tagjainak vizsgalatdhoz vezessiik be az un. kozépmozgast (atlagos



palyamenti szogsebességet ):

Ahol T} az i-dik bolygé periédusideje, p; = /G(mg + m;)és (2.3)-nél kihaszndltuk
Kepler II1. torvényét (a*/?n~'/? = const.).
Az 1j (|1.1)), kanonikusan konjugalt parokkal kifejezve a Kepleri-tag:

4 3

4 9 *\3 2 2
pi e () _ G*-mg-m;
(2.4) Hip==2 "5~ g

=1

A kozelitésnél kihasznaltuk, hogy mg > m;, Vi-re
A perturbaciés tagra nem létezik a fentihez hasonld egyszerii 6sszefiiggés, gyakran a

szogvaltozok Fourier-soraként szokds felirni ket. [2]

2.2. Perturbaciés tag meghatarozasa

Amint lattuk a bezetésben a perturbacios fiiggvény két markansan kilonbozo részbol all
(rezondns- és szekuldris perturbaciok).

Ennek megfeleléen a Hamilton-fiiggvényben a perturbaciés részt két tag osszegeként
irhatjuk:

(25) Hpert = Hrez + Hszim

ahol H,., a heliocentrikus rendszerben felirt rezonans perturbacio:

(26) Hrez = Z (_G|mZ Ty + bi: pj) .

1<i<j<n i =74 Mo

A fenti képlet kifejtésének nehézsége abban rejlik, hogy az i-dik és j-dik bolygd
tavolsagat nehéz kifejezni a Delaunay-féle véltozdkkal. Ennek &ltalanos kifejtése a [4]-
ban talalhaté.

A szinodikus tag (csak a szomszédos bolygdk hatasat figyelembe véve):
(27) Hszin = C; COS ()\l - )\i+1>7
ahol a ¢; a Laplace-egyiitthatoknak [I] és a rendszer véltozdinak fliggvénye.

Mivel azonban a szinodikus tag sokkal gyorsabban valtozik, mint a rezonédns tag, ezért

ha a vizsgalt idotartam elegendden hosszui akkor az szinodikus tag idoatlaga nulla lesz.
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Ennek kovetkeztében a tovdbbiakban csak a rezondns taggal fogunk dolgozni.[5] 6, [7, [§]

2.2.1. Uj valtozék bevezetése

Lathato, hogy a fenti rezondns tag nem integralhaté. Annak érdekében, hogy a Hamilton-

fiiggvényt analitikusan targyalhatova tegyiik, vezessiik be a kovetkez6 kanonikus-transzforméciét

[3]:

Q1 =M1+ A3 — 2y, Py = Ay,

Q2 =Xa + 204 — 3]s, Py, =2\ + Ay,

Q3 =A3 — A4, Py = 8A1 + 6As + 4A5 + 3Ay4,

Q1 =41 — 3)3, Py = (A — D)+ (A — Dy) + (Ag — D3) + (Ay — Dy),

Qs =4\, — 3\3 + @1, Ps = Dy,
Q6 =4\ — 3\3 + @2, Ps = Do,
Q7 =4y — 3A3 + w3, Pr = D,
Qs =44 — 3)3 + @y, Py =D,.

A fenti transzformaciérél Poisson-zardjelek segitségével megmutathato, hogy valoban
kanonikus transzformdciét ir le[2]. Poisson-zérdjelek segitégével a mozgasegyenletek is

megkaphatok.

Legyen AA; az egzakt rezonancia értékénél felvett A;o-tél vett eltérés. Ekkor AA;-k

kiszamithatok a kovetkezoképpen:

AN, =P,

ANy =P, —2- P,

AN =P, —3- (P, + Py + Ps+ Ps+ P + F)
ANy =2-Po+4-(Py+ Ps+ P+ P, + F)

(2.8)

A rendszer 1j véltozokban felirt Kepleri Hamilton-fliggvénye:

4
3 0] 3

erp - —5 El K’OAA? = — 5(01P12 + CQ(PQ - 2P1)2+

2.9

(2:9) C5(Py — 3(Py + Py + Ps + Ps + Pr + Py))*+

C4(2P2—|—4(P4+P5+P6+P7+P8>)2>

ahol C; = Xijg, Itt a az als6 indexben a 0 a kozépmozgds rezonancia nominalis, Kepler I11.
1y

torvényébdl adédo, értékét jelenti.



A fenti transzformécié utan a Hamilton-fliggvény rezondns része a kovetkezd (csak az

elsérendii renzonancidkat figyelembe véve):

H.,(Q, P) =C121/ Ps cos(Qs — 2Q2 — 3Q1)+
Co1v/ Ps cos(Qs — 2Q2 — 3Q1)+
Cisy/Ps cos(Qs — 2Q5 — 3Q1)+
(2.10) C1v/Ps cos(Qr — 2Q2 — 3Q1)+
Ca3v/ P cos(Q7 — 2Q2) + Cspn/ Pr cos(Q7 — 2Q2)
Caav/ Ps cos(Q7 — Q2) + 042\/_8COS(Q8 — Qo)
034\/_7(:08(@7 )+ Cuz/ Ps cos(Qs)

Az 1j véltozokkal felirt mozgédsegyenletek komponenesekben kiirva:



Qi-ra:

(2.11)
Q1 =—3C, - P, —6Cy(2P, — Py) +3C5 - (=P, + 3P, + 3P, + 3P5 + 3P6 + 3P; + 3F)
Q2 =3C(2P1 — Py) — 9C3(—Py + 3Py + 3P, + 3Ps + 3P + 3P; + 3P5)—

12Cy(Py + 2Py + 2P5 + 2Ps + 2P; + 2F)
Q3 =0
Q4= —9C3(—Py + 3Py + 3Py + 3P; + 3P + 3P, + 3P) — 24Cy(Py + 2P, + 2Ps + 2P + 2P; + 2F)
Gs = — /F. (1803(—P1 +3P, + 3P;:;;5P5 +3P5 + 3P 4 3R)

A8C,(Py + 2Py + 2P5 + 2P + 2P; + 2F)

W )*

cos (3Q1 +2Q2 — Qs) +

2?/’1%5 2\/_ cos (Q1 + 2Q — Q5)

Og = — P - (1803( Pl+3P2+3P4+3P5+3P6+3p7+3P8)
2v/ P,
4804(P2+2P4+2P5—|—2P6+2P7+2p8)>+

2/ P;
Co Co3 Coa
3 2 2 —
2\/?6 COS ( Ql + QQ QG) \/?6 COs ( QQ QG) \/FG COs (Q? QG)
. 18C3(—Py + 3P, + 3P, + 3Ps + 3Fs + 3P; + 3P,
Q7:_,/p7.( 3(— P 2 4 5 6 7 8)+

20/ P;
A8C(Py + 2Py + 2Ps + 2P + 2P; + 21%) ) .

2V P

23% cos (Q1 +2Q2 — Q7) + 23’% cos (2Q2 — Q7) + ?/F? cos (Qr)

: ~— ((18C5(—Py + 3P, + 3P, + 3P; + 3P + 3P, + 3P%)
s ° ( 2/Ds

A8Cy(Py + 2Py + 2P5 + 2FPs + 2P + 2F3) N
2/ Pg

cos (@2 — Qs) +

Cuo Cuz
2V N

P;-ra a mozgasegyenletek:
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Py =3C19v/Ps sin (3Q1 + 2Q2 — Qs) + Ci3V/ P5sin (Q1 + 2Qs — Q5)+

3051/ P sin(3Q1 + 2Qs — Qg) + Cs1/ Py sin(Q1 + 2Qs — Q)

Py =2C151/Pssin (3Q1 + 2Qa — Qs) + 2C13vV/P5sin (Q1 + 2Q2 — Qs)+
20211/ Ps sin (3Q1 + 2Q2 — Q) + 2031/ P sin (2Q2 — Q)+
Coa/ P sin (Q2 — Qg) + 26'31\/?73111 (Q1+2Q2 — Q7)+
20391/ Py sin (2Q5 — Q7) + Ciay/ Pysin (Q2 — Q)

P; =0

P, =0

Ps =\/P5(~Cha5in (3Q1 + 2Q5 — Q) — Chasin (Q1 + 2Q — Q5))

Ps Z\/Fﬁ(—cm sin(3Q1 + 2Q2 — Qs) — Ca38in(2Q2 — Q6) — Caysin (Q2 — Qs))

Py =\/P;(—Cay sin(Qy + 2Qa — Q7) — Caysin(2Q5 — Q7) + Csysin (Q7))

Py =+/Ps(—Cia5in (Q2 — Qs) + Cus sin (Qs))

(2.12)

2.2.2. A Hamilton-fliiggvény egyiitthatoéi

A négy bolygdbdl allé rendszer 1j véltozdkkal felirt Hamilton-fliggvényének egyiitthatdi
két részbol allnak: egy direkt és egy indirekt taghdl.

Cij = — gl 2 (C’d" __Gmo C'md) ;

a;,o Aip Y V8o Y
(2.13)
m;m; 2 . Gm .
Oy = - |2 (e _EM_ca),
aj,0 Ajo v/ i O
ahol i < j, a = 2% és a; az egzakt rezonancidban mért fél nagytengelyeket jeldli.

aj,0
A direkt és az indirekt tagok kiszdmitdsa megtaldlhaté [3]-ban.

A fenebb leirt altaldnos leirdst a Kepler-223-as bolygérendszer (lasd Fiiggelék
példdjan keresztiil mutatom be. Ehhez elészor meghataroztam az imént definialt ([2.13])

egytutthatokat:

N1 Vs | 2 Vs |3 (Vi) |4 |y
1 - 9.71093-10° | 4.84213-10° -
2 | -1.07125 - 10~ ° - 5.41088 -107° | 1.58367 -10°
3 | -1.54964 - 1075 | -6.20398 - 10~ - 5.53016- 107
4 - ~5.05789-10°° | -6.09873-10 -

2.1. tablazat. Az egyes egytitthatok numerikus értékei

11




3. fejezet

Kapcsolat a Kuramoto-modellel

3.1. Kuramoto-modell alapjai

A Kuramoto-modell alapvetd célja, hogy kiilonboz6 rendszerek viselkedését tanulmanyozza
csatolt oszcilldtorokndl kialakulé spontén szinkronizacié vizsgalataval.[9, [10] A f&ként
kémiai és biolégiai rendszerek ihlette modell az utébbi évtizedekben jelentos karriert futott
be, és az eredeti targykoron joval tulmutatd tudomanyagakban is iskeresen alkalmaztak.
[111, [12] [13]

Jelen dolgozatban égitestek mozgasat, azon beliil szinkronizaciéjat — azaz rezonans
keringését — kivanjuk leirni a modell segitségével. Az oOtletet Witthaut és Timme cikke
[14] alapjan gondoltuk tovabb, ahol a Kuramoto-modell Hamilton-rendszerekben térténé
alkalmazasara mutatnak példédkat, valamint az égi mechanikdban eddigi rezonans per-
turbacids elméletek formalizmusét hasznaltuk fel [I5].

Altalénos esetben N darab gyengén csatolt oszcillatort vizsgalunk, melyeknél a csatolas

az egyes oszcillatorok faziskiilonbségétdl fiigg:

(3.1) d¢‘ = w; %Z ie{l,..,N}

A fenti képletben w; jeloli az i-dik oszcillator sajatfrekvencigjat és K pedig a csatoldsi
er6sséget. Amikor a csatolas kell6en gyenge, az oszcillatorok inkoherens médon miikédnek,
mig egy bizonyos kritikus K. hataron tul kiiszobértékig spontan kialakul a kollektiv szink-
ronizacié (az egyes vagy az Osszes oszcillator fazisai szinkronizalédnak). Ha N-et egyre
nagyobbnak valasztjuk, akkor az —es képletben a csatolasi tag egyre kisebb lesz, és
az N — oo termodinamikai hataresetben eltlinik. (ezzel a hataresettel késébb részletesen

fogunk foglalkozni).

Ahhoz, hogy ez a csatolt differencidlegyenlet-rendszer analitikusan kezelhet6bbé valjon
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egy transzformaciora van sziikségiink. Vezessiik be a kovetkezo valtozokat:
w1 i0;
(32) r-e — — Z e ]7

ahol 0 < r <1 arend paraméter, amely a fazisok koherenciajat jellemzi, mig W az atlagos

fazist adja meg. Beszorozva az egyenletet e~ %i-vel:
X
(-6 _ L i(6,—6;)
(3.3) r-e —NZe i7%),
7j=1
Az egyenlet valés részét tekintve:
| N
(3.4) resin (U —6;) = + > sin (0, — 0;).
j=1

-dik részecske

3.1. abra. A rendparaméter a koherencia leirdsara alkalmas mennyiség
[https://www.researchgate.net /|

Lathaté, hogy ez éppen a (3.7)) jobb oldaldval egyenlé (w;-tél eltekintve). Ezek alapjan:
(3.5) 0; = w; + Krsin (U — 6;).

fgy sikeriilt a csatolt egyenletrendszert egymastél fiiggetlen egyenletekre szétvalasztani,
most mar az egyenletek csak a két rendparamétertol fiiggnek. Egy masik transzformaciot
elvégezve, egy forgd vonatkoztatasi rendszerbe, amelyikben az atlagtazis 0, az egyenlet a

kovetkezoképpen fog kinézni:
(3.6) 0, = w; — Krsin (0;).
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3.2. Kuramoto-modell altalanositasa

Dolgozatom {6 eredménye, hogy sikeriilt a Kurmoto-modellt tigy alatalanositanom, hogy
annak megoldasa alkamas a bolygérendszert leird transformalt Hamilton-fiiggvény vizsgalatara.

Vegyiik észre, hogy a fenti gondolatmenet azon alapul, hogy a csatolasi allandé az
egyes oszcillatorok kozott allandé minden oszcillatorparra. Ha ez nem all fent (mint a
Hamilton-fiiggvény mozgasegyenleteinél), akkor a fenti gondolatmenet is altaldnositasra
szorul.

Tegyiik fel, hogy az egyes bolygok kozti csatoldsi allandok kiilonbozoek is lehetnek:

(3.7) dd)l = z+ZKﬂsm — &) ie{l,...,N},

ahol a K; egy kétindexes tenzor Vezessiik be a rendparamétert (3.3)-vel analég médon

ligyelve a norméldsra, majd szorozzuk be e %-vel:
| N

(3.8) ry - (im0 — = Z K el
K3 jzl

Lathato, hogy a normalas miatt a rendparaméter és 1 fiiggeni fog i-t6l. A fenti képletben
bevezetett normalas: K; = Z;VZI |Kji|. A ,hagyoményos” Kuramoto-modell gondolat-
menete alapjan az altalanositott Kuramoto-modell mozgasegyenlete az aldbbi alakban

irhato:

3.9 0; = w; — Kir;sin (6;) = w; — K, sin (6;
(3.9) w Nrsm() w sin (6;)

K;

A fenti képlethez a rendparamétert és a hozza tartozd ¥-t konnyedén meghatarozhatjuk:

(3.10) (Z ji - cos ( ) (Z ;i - sin Ql) ,

NEK- . sin(O.
(3.11) ; = arctan (ng Hi - ein <%)> .
> Kji-cos(Q;)

3.3. A mozgasegyenletek Kuramoto-modellhez igazitasa

Lathat6, hogy a kapott mozgédsegyenletek nem egyeznek meg teljesen a sem ([3.1)-el, sem
(3.7)-€l, igy eldszor ezzel analdg alakra kell hozni ahhoz, hogy a Kuramoto-féle megolddsi
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modszer alkalmazhatéva valjon ra. Ennek érdekében el6szor végezziik el a kovetkezo

valtozotranszformaciot:

Q1 =2Q». Qs = Qs + 3,
Q2 = Qx, Qs = Qs + 5.
Qs =3Q1 +2Qs. Qr=Qr+ 3,
Qu= Q1 +2Qs, Qs = Qs+ 5,
x =0

(3.12)

ahol x = 0 segédviéltozdt azért vezetjiikk be, hogy az utolsé két egyenletet is a Kuramoto-
modell alakjara tudjuk hozni. Az erre vonatkoz6 mozgasegyenlet nyilvanvaléan 0, igy ezt
a késobbiekben nem fogjuk vizsgélni.

Fontos, hogy még az &ltaldnositott Kuramoto-modellben is w; és Kj; is allandé. En-
nek érdekében a rendszer lefrasanal a kovetkezo kozelitéseket tessziik: feltessziik, hogy az
egyes bolygok kozti csatolas kellGen kicsi, igy a kanonikus impulzusokat idében allandénak

tekinthetjiik, csak az altalanos koordinatak megvaltozasat vizsgaljuk.

Az 14j valtozokkal felirt mozgasegyenletek @i-re mar analdg alaktak az altalanositott
Kuramoto-modellével (E—re felirt mozgasegyenlettel a tovabbiakban nem foglalkozunk,
hiszen a Kuramoto-modell nem ezt vizsgdlja, és elézoleg feltettiik, hogy ezek idoben
allandoak). Ezek alapjan az dltaldnos impulzusokat a nominélis értékiikkel helyetesithetjiik
(lasd a Fliggelékben (3.17))).

Vegyiik észre, hogy els6 négy egyenletének jobb oldala konstans, igy ezek megoldasa

konnyedén felirhato:

Q1(t) =w1 -t + Q1o
(3.13) Q2(t) =wy -t + Qa0
Qs(t) =ws -t + Q30
Qa(t) =wy -t + Quo
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Ezek ismeretében az ijonnan bevezetett elsé négy valtozé idofliggése:

(3.14)

Q3(t) =wy -t + Qa0

Q1(t) 22'w2't+2‘Q20=ﬁ't+@\1;

Qs(t) =(3(wy) + 2ws) - t + 3Q10 + 2Q20 = W5 - t + Qo
— —

w3

Q30

Qu(t) =((w1) + 2ws) - t + Qro + 2Q20 = Ws - t + Quo
~——— ———

Wy

Quo

Lathaté, hogy ezek a valtozok jelennek meg a koszinusz belso fliggvényében. Ha egy

koszinusz fliggvény argumentumat 7/2-vel eltoljuk, akkor ugyanannak az argumentumnak

a szinuszat kapjuk meg.

Ezek alapjdn meghatarozhatjuk (3.14)) kezdéfeltételeit a t=0 id6pillanatban (az allandék

kiszamitasa megtalalhaté az alabbi linken [[):

1

2

3

4

5

6

7

8

-0.87266

-0.43633

-0.45379

-0.73304

1.78024

0.66323

0.76794

0.90757

3.1. tablazat. A rendszer 1j véltozdinak kezdofeltételei

TA kutatds sordn megirt programok Python kédja
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https://drive.google.com/drive/folders/1hgPp6mNgOjo8xpEKTSXmtI4BkL2wSDQ2?usp=sharing

Az 4j valtozokkal felirt mozgasegyenletek a masik négy valtozora:

G — VT (1803(—P1 + 3P, + 3Py + 3P; + 3Py +3P; + 3F%) |

2/Ps
A8Cy(Py + 2Py + 2P5 + 2P + 2P + 2F)
+
2/ Ps
2\/_8111( Qs) + 2\/_5111(624—@5)

—ws + Ky - sin (Q3 — Q) + K4 - sin (Qs — Qs)

~ 1803<—P1+3P2+3P4—|—3P5+3P6+3P7+3P8>
QG = P6 ’ +
2V/P5
A8Cy(Py + 2Py + 2P5 + 2P + 2P + 2F)
_.|_
2\/P6
i (s — Qo) + 2 sin (01 — Bo) + 2 sin (05 — Q)
2P, )@= fﬁ S
—we + K1 -sin (Q1 — Qs) + Kz - sin (Qy — Q) + Kes - sin (Q3 — Q)
(3.15) G B (18Cs(Pi+ 3P, 3P + 3P 1 3P 4 3P 4 3R
T 2VP;
48Cy(Py+ 2Py + 2Ps + 2P + 2P; + 2F)
_.|_
2\/F7
sin (Q4 — Q?) sin (Q1 Q?) + Caa sin (@7 - X)
\/_7 \/_7 2V P

w7 4+ K7q - sin (@1 - Q7) + Ko - sin(@4 — @7) + Krg - sin (é7 B X)
68:_ /P . (18C3<_P1+3P2+3P4—|—3P5_|_3P6_|_3P7+3P8>+

2v/Ps
A8Cy(Py + 2Py + 2P5 + 2P + 2P + 2F) N
2V

sin (Q2 — Qs) + 234% sin (Qs — x)
8
Cy

+ Ko - sin (Qs —
NI g9 - sin (Qs — x)

2\/_

=ws + Kso -

17



Ebbdl az alakboél mar leolvashaté a Kj; csatolasi dllandé tenzor:

0 0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0O 0 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0O 0 0 0 0
(3.16) Kj;=| 0 e e 0 00 000 0
chi% QCﬁﬁ 2%3 0 0o 0 0 0 0

2% 0 0 2?;1177 0O 0 0 0 20;;177

0 32 0 0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 O 0 0 0 0

A fenti egyenleteknek nem létezik analitikus megoldasa, de numerikusan kénnyen ke-
zelhetok. A numerikus értékek behelyettesitése utan egybol latszik, hogy a konstans
tag minden esetben sokkal nagyobb, mint a ,,perturbacios” szinuszos tagok. Ennél fog-
va ezen valtozok esetében is olyan megoldast varunk, ami nagyon kozel lesz egyenes-
hez. Annak érdekében, hogy a minket érdeklé perturbal6 rész hatasat vizsgalhassuk az
egyes valtozok és a —ben szereplé konstansoknak megfelel6 meredekségli egyenesek
kiilonbségét abrazolhatjuk az id6 fiiggvényében. Ezzel elérhetd, hogy lathatova véljon az
"egyenestol vald eltérés” mértéke, ezt A@i jeloli az i-dik valtozé esetén. A numerikus
integralast leir6 Python kéd megtaldlhaté a kovetktezd linken A kutatas soran megirt

programok Python kédja. Az alabbi egyenletek példa megoldasa:
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AQs - t diagram

AQs - t diagram

0.20
0.04 1
0.15 1
0.02 -
0.10 4
— . 000
g % 0051 ks
B . _p.02 1
&) 6"
< oo <
—0.04
~0.05 4
—0.06
~0.10 4
—0.08 4
0 10 20 30 40 50 10 50 30 40 50
1d6 [év] 1d6 [év]
(a) AQs-t (b) AQs —t
AQ; - t diagram AQg - t diagram
121
0.0
1.0
014
0.8
LN HR
o | R
2l 06 2l -0.2
1S i&
<1 <
0.4
034
0.2
—-0.4
0.0
0 10 20 0 40 50 10 20 30 40 50
1dé [év] 1d6 [év]
(c) AQ7-t (d) AQs-t

3.2. dbra. Az egyes valtozdk id6fiiggése
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3.3.1. Az altalanos impulzusok értékei

A Kuramoto-modellnél allandénak feltételezett altalanos impulzusok értékei:

(3.17)

P, = 3.99261 -
Py = 1.23689 -
Py = 9.49623 -
P, = 1.88660 -
Ps = 1.21640 -
Ps = 4.95969 -
P; = 3.44624 -
Py = 7.19538 -

AU? - M,
year
AU? - M,
year
AU? - M,
year
JAU? - M,
year
AU? - M,
year
AU? - M,
year
AU? - M,
year
AU? - M,

year

107°
10°*
10*
10~
107"
1077
1078

1078

Ahol M., a Naptomeg, AU a csillagaszati egység.
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4. fejezet

Diszkusszio

A kutatasom soran arra a kérdésre kerestem a vélaszt, hogy a rezonans bolygérendszerek
leirhatok e a Kuramoto-modelléhez hasonlé mozgasegyenletek segitségével. Ehhez egy
konkrét rezonans bolygdérendszert, a Kepler-230-at és annak 4 bolygéjat vizsgaltam. Egy
kanonikus transzformécié utan felirtam a Hamilton-fiiggvényt, majd abbdl a mozgdsegyenleteket.
Egy véltozdcsere utan igy leolvashatéva valtak az altaldnositott Kuramoto-modell csa-
tolasi tenzorjanak elemei. Az éltalanositott Kuramoto-modell mozgasegyenleteit ezutan
numerikusan meg is oldottam, igy megkaptam a rendszer idofejlodését és fazisterét.

A kapott eredmények ismeretében érdekes folytatasa lehetne a munkanak a disszipativ
esetek tanulmanyozasa; Ilyenkor a rendszer teljes energiaja nem marad meg, hanem diszi-
pativ folyamatok (pl csillagkozi anyagban valé surlédéds) hatdsara a mozgasuk is atalakul.
Ennek hatasa lehet a rezonanciara is, hiszen ha az egyik bolygéra nagyobb surlédéas hat
mint a mésikra, akkor el6fordulhat, hogy az eredetileg nem rezonans bolygdk kozott is
kialakul a rezonancia. A cél megint az egyenletek Kuramoto-modellhez igazitasa lenne.
Masik lehetséges folytatas lenne a kapott eredmények altalanositasa magasabb rendi re-

zonancidkra, esetleg nagyobb rezonans bolygérendszerek leirasara.
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Fluiggelék

Jelen fliggelékben kivanjuk megadni azokat a numerikus szamoldasi eredményeket, melyek
ismeretében a probléma numerikusan kezelhetové valik. A szamolasok soran csillagaszati
egységrendszerben dolgozunk (hosszusag - AU, id6 - év, tomeg - M, (Naptomeg)). Fontos,

hogy ilyen egységrendszer valasztas esetén a gravitacids allandot se felejtsiik el atvaltani:

AU?

4.1 G=4mr————
(4.1) i year? - M,

4.0.1. A rendszer csillagaszati adatai

A numerikus munka sordn a Kepler-223-as csillag és a korilotte vizsgalt négy bolygd
(Kepler-223 b, Kepler-223 ¢, Kepler-223 d, és Kepler-223 e) id6fejlédését tanulméanyoztam.
Ennek a rendszernek az adatai a kovetkezok (0 a csillag, 1-4 pedig b-e bolygdkat jeldlik):

m (tomeg) [Mg] | a (fél nagytengely) [AU] | e (excentricitds) | T (periédusidé) [év]
0 1.12 - - -
1] 2.22234-107° 0.0730 0.0780 0.0202
2| 1.53215-107° 0.0880 0.1500 0.0270
3| 2.40276 - 107° 0.1160 0.0370 0.0405
4| 1.44147 - 107° 0.1400 0.0510 0.0540

4.1. tdblazat. A rendszer alapvet6 adatai [?]

4.0.2. Palyaelemek kezdo6értékei

Mivel a szamitdsban hasznélt rendszer palyaelem adatai hidnyosak ([?]), igy a numerikus

szamitasokhoz véletlenszerti kezddfeltételeket adtam meg:

1234|5678
A(t=0) [deg] | 30|35 |48 42|47 [35|80]75
w(t="0)[deg] |12 |76 |70 | 62| - | - | - | -

4.2. tablazat. A rendszer kezdofeltételei
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4.0.3. Kanonikus transzformacio

A Hamilton-formalizmusban egy transzformaciét akkor neveziink kanonikusnak, ha az
altaldnos koordinatak megvéltoztatdsaval (q,p,t) — (Q,P,t) a Hamilton-egyenletek
alakja valtozatlan marad, de a Hamilton-fiiggvény alakja valtozhat. Annak eldontésére,
hogy egy transzformacié kanonikus-e egy jél bevallt mdodszer a Poisson-zardjelek alkal-

mazasa [16]. Két f(q,p,t) és g(q, p,t) mennyiség Poisson zardjele:

(12) =Y (gL -2

A Opy, Oqy, g, Opy,

A poisson-zardjelek néhany fontosabb tulajdonsaga:

{f.9} = {91}
{f,ct =0
{fi+ fo9t ={f1.9} + {f2.9}
i f2 9} = filf2, 9} + folfr, 9}

ahol ¢ egy alland¢ fliggvény.

Egy transzformacié kanonikus, ha teljesiti a kovetkez6 osszefiiggéseket:

(4-4) {Qu Qk}p,q =0 {R-, Pk}p,q =0 {Pia Qk}p,q = i,

A (4.4) hasznalatdval megmutathaté, hogy a (2.8) valéban kanonikus. Ennek az el-

lenérzésére altalam irt kéd : A kutatas soran megirt programok Python kodja .
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