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Kivonat

Peccei és Quinn az erés CP probléma feloldasara javasoltdk az axion nevi
hipotetikus részecskét, ami, ha megfelel6 a tomege, a s6tét anyag meghatarozo
alkotoeleme is lehet. Az axionikus s6tét anyag energidjanak egy része a részecskét
leiré komplex skaldrmez6 topologikus defektusaiban, nagyon kicsiny hdrokban téa-
rolédik. Emiatt a relevins méretek kozott akidr harminc nagysagrend kiilonbség
is felléphet, ami megneheziti a mez§ id6beli fejlédésének numerikus szimulala-
sat, szélsGséges esetekben egyenletes raccsal egyaltalan nem kaphat6 pontos ered-
mény. A kutatdsom soran egy adaptiv racsot hasznald szimulaciot irtam, amivel
két dimenzidban a skalakiilénbség ellenére is pontosan modellezhets az axionme-
z6 fejlédése. A szimulécio alapjaul a quadtree algoritmus szolgél, aminek elénye
egyéb (pl. haromszog-) racsokkal szemben, hogy egyszertien altalanosithaté ha-
rom dimenziéra, ahol octree algoritmusnak hivjak. Ez az algoritmus széles kérben
hasznalt 2D és 3D grafikihoz, illetve vide6jaték motorokhoz, de legjobb tudasom
szerint ez az els§ alkalmazésa mezGelméleti szimulaciéra. A szimulacidé megal-
kotasaban a legnagyobb kihivast egy olyan diszkretizacié megtalalasa jelentette,
amivel az energia a racs idébeli valtozésa ellenére is j6l megmarad. A dolgozatom-
ban kifejtem az erre adott megoldasomat, ismertetem az algoritmus miikodését,
végiil olyan folyamatokra is bemutatom a szimulécid jogossagat, amikre egyenletes
racs mar csak nehezen alkalmazhato.
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1. Bevezetés

Az erés kolesonhatas a fundamentélis kolesonhatéasok egyike, a standard modell, azon
beliil is a kvantum-szindinamika (QCD) egyenletei irjak le. FEzek alapjan semmilyen
mechanizmus nem erdltet ra CP szimmetrié‘ﬂ [1], a Lagrange-stirtiségfiiggvényében
megjelend szimmetriasérté tag egyilitthatoja akarmennyi lehet. Mérések azonban en-
nek nagysagrendjét 1079 alattinak hatéroztak meg [2], és mérési pontossagon beliil az
erss kolesonhatas CP szimmetriat mutat. Az erés CP probléma arra keresi a vélaszt,
hogy miért jelenik meg egy olyan szimmetria, amit a kolcsonhatast leir6 egyenleteink
nem indokolnak. Peccei és Quinn erre a felvetésre adtak egy elegéns valaszt, egy 1j

részecske, az axion létezésének feltételezésével [I].

Az axiont az erés CP probléma kontextusidban kezdték eredetileg vizsgalni, azonban
gyengén, de nagy hatotavolsagban is kolcsonhato részecskeként felmeriilt, hogy a sotét
anyag egyik, akar {6 alkotoeleme is lehet [3]. Ha ez valoban igy van, akkor az, hogy
mekkora héanyada lehet a sotét anyagnak, csupan egyetlen paramétertdl (az axion tome-
gétdl) fiigg, amit numerikusan, szimulacio segitségével lehet meghatarozni. Az e téren
valo kutatast motivalja, hogy a mai technolégiaval mar léteznek olyan elrendezések,
amivel, ha ez a paraméter ismert, akkor kimutathato (vagy esetleg cafolhatd) lenne az
axion létezése. A szimulalast azonban megneheziti, hogy a szimulélt objektumok karak-
terisztikus energiaskalaja tipikusan 101 — 10! GeV, mig a rendszer méretét jellemzd
Hubble-skila H ~ 10~'"GeV, amik kozott igy akar 30 nagysagrend kiilonbség is lehet
[4].

A tipikus modszer mezGelméleti szimulaciokra egy nagy, egyenletes réacs felvétele,
ennek pontjait kell idében 1éptetni. Ez az ut azonban a drasztikus skélakiilonbség mi-
att nem jarhato, hiszen az a racs, ami kell6en részletesen felbontja a részecskéket, mar
abszurd mennyiségl pontot tartalmaz. Emiatt egyenletes racs helyett adaptiv racsot
érdemes hasznélni, vagyis olyat, ami a nagy energiastirtiség kozelében tébb adatpontot,
attol tavol pedig csak néhanyat tartalmaz. Az adaptiv racs elénye, hogy a skalakiilonb-
ség novelésével a sziikséges pontok szdma nem kobosen (vagy két dimenzioban négy-
zetesen), hanem logaritmikusan né, igy lehetségessé valik szélsGséges esetek kezelése.
Hatranya azonban, hogy mig az egyenletes racs esetében az id6beli 1éptetés egyszeri
Osszefliggésekbdl szamolhato, addig az adaptiv racs esetében az adatpontok elhelyez-
kedésének bonyolult szerkezete miatt a diszkretizacié mér egyéltalan nem trivialis, és
a legtobb eljaras az energiamegmaradas instabilitdsdhoz vezet. Tovabbi nehézséget je-

lent, hogy egyenletes racsra egyszerti leapfrog léptetéssel] garantalhato, hogy az energia

LC-"charge"-toltéskonjugalas, P-"parity"-térbeli tiirkdzés, és T-"time"-id6tiikrozés, illetve ezek
kombinéci6i alapvetd szimmetridk, amikkel bizonyos rendszerek rendelkezhetnek. A tudomény jelen
allasa szerint az egész vildgegyetem rendelkezik CPT szimmetriaval, de minden méas kombinaci6 sériil
valahol.

2 A leapfrog algoritmus egymashoz képest fél id6kozzel eltolva 1épteti a mezd értékét, illetve annak



hibaja az idéléptetés négyzetével aranyos, de adaptiv esetben a racspontok mozgatasa
az id6koztdl fiiggetlen hibat okoz, igy az energiamegmaradas pontossidga nem novelhetd

csupan az id6koz csokkentésével.

A dolgozatom célja egy altalam irt adaptiv algoritmus bemutatasa, ami két dimenzi-
6ban athidalja a fenti problémakat és sokkal gyorsabb a hasonl6é pontossagu egyenletes
racsi szimulacional, és mindemellett kénnyen altalanosithaté harom dimenziéra. Ennek
megfelelen a hangsily az algoritmus miikodésének és az ehhez hasznélt diszkretizaci-
onak a részletezésén, illetve a szimuléacio sebességének és pontossdganak az egyenletes
racsival valo 6sszehasonlitasan lesz, a szimulélasok eredményei (azon tul, hogy vissza-

adjék az irodalmi értékeket) a dolgozat céljanak szempontjabol mellékesek.

2. Elméleti hattér

2.1. Az axiondinamikat leiré egyenletek

Az er6s kolcsonhatas Lagrange-stirtiségfiiggvényének altalanos felirasaban a mérésekkel

gyakorlatban is kimutatott Locp tagon kiviil szerepelhet egy CP szimmetriat megsérts
tag if [1]:

g2

3272

EZEQCD"‘@ F‘“’ij (1)

Kisérleti eredmények szerint a CP szimmetria nem sériil, |©] < 107?. A paraméter
rejtélyesen kis értékére nytjt magyarazatot Peccei és Quinn elmélete szerint egy komplex

skalarmezs, amihez a

Ly= 0,606 — Vi (2)

Lagrange-stirtségfiiggvény tartozik, és

© =arg(¢) (3)
Igy (1) az alabbi forméban frhato fel [5]:

g2

3272

ahol még a ¢ mezd és a standard modell kapcsolatat leiré egyéb modellfiiges tagok is

L= Locp + arg (¢) FWE, + Lo+ ... (4)

megjelennek.

idéderivéltjanak értekét, bévebben af3] fejezetben mutatom be.
3A dolgozatban hasznalt egységrendszer a ¢ = h = kg = 1, a metrikus tenzor szignatiraja [+,-,-,-|,
és az Einstein-féle 6sszegzési konvenciot hasznalom.

4



A egyenletben szereplé potencial, Vj, értéke:

Vi = A (0" — f2)° (5)

ahol \ egy dimenziotlan konstans. Ez egy negyedfoku potenciél, amelynek minimuma
van f,-nal, és globalis U(1) szimmetriaval rendelkezik, igy a © fazis barmennyi lehet.
Azonban, ha kezdetben a ¢ = 0 mez&értéknél, az U(1) szimmetriat teljesitve helyez-
kedik el minden pont, akkor a szimmetria spontdn megtorik a tér pontjaiban, ahogy
felvesznek egy-egy fazist a potencidlminimum felé haladva. Errdl és ennek kévetkezmé-
nyeirél bévebben a fejezetben lesz sz6.

A Lagrange-stirtiségfiiggvény atirhaté az a = f,0, valtozora, ezt a mezét hivjuk
axionnak. FEkkor a kvantum-szindinamika axionnal valé gyenge kolcsonhatasa miatt
megjelenik egy 1j, V, potencial. Ez tartalmazza a hémérsékletfiiggs x(7) allandot, a
topologikus szuszceptibilitast, ami magas hdmérsékleten 7~ "°-nel aranyosan cseng le

[6], igy csak alacsony energianal jatszik szerepet:

Vi =x(T) (1 = cos (arg (¢))) (6)

Szemléletesen ez a potencial megdonti az ([5)) egyenlet negyedfoku potencialgorbéjét
a © = 0 iranyba. Igy hosszt tavon a tér pontjainak nagy része a nulla fazis kornyékén

fog elhelyezkedni, ez magyarazhatja a kisérletileg kimutatott alacsony értéket.

2.2. Topologikus defektusok

Az (p)) potencial kovetkezményeként a rendszerben megjelenhetnek topologikus defek-
tusok [7]. Nagy hémérsékleten @ potencial jaruléka elhanyagolhato, igy ¢ = 0 kezdeti
feltétel mellett a tér pontjai véletlenszertd fazist vesznek fel, ahogy a mez6 abszolutér-
téke a potencidlminimumhoz tartozoé f, értékhez kozelit. Ekkor azonban elGfordulhat,
hogy tér egy zart kontirjan végighaladva a mez6 fazisa dsszesen 2km novekedést (vagy
csOkkenést) szenved, ahol k£ > 0 egész szam. A konturt folytonosan kicsinyitve oly
modon, hogy a fazisugras megmaradjon, talalni fogunk egy olyan pontot, ahol ¢ = 0,
hiszen a mez6 folytonosan véltozik. Ebben a pontban és kozvetlen kornyezetében az
energiasiiriiség nagyon magas, és a fazis szingularissa valik. Az ilyen egydimenzios de-
fektusokat, amik koriili konttron a fazis ugrik, huroknak hivjak. Ezeket a fazisugras

elgjelének fiiggvényében egy +k toltési részecskének tekinthetjiik.

Ezek azért topologikus defektusok, mert folytonos transzformécioval nem sziintethe-
t6k meg [§]. Ennek kovetkezménye, hogy @ potenciél bevezetésével, ahogy a fazisérté-
kek nagy része a 0-hoz kozelit, a hurok koriil megmarad a fazis teljes spektruma, egészen
addig, amig 6ssze nem litkozik egy ellentétes elGjeld toltéssel rendelkezd mésik hiurral.

Két dimenzidban a hurok pontszerid részecskeként jellennek meg, ezeket vortexeknek is



nevezik. Mivel az axionmezé§ esetében altalaban harom dimenziéban és hirokrol beszé-
liink, ezért a két dimenzioban felléps pontszeri topologikus defektusokra is igy szoktak
hivatkozni. Két dimenziéban bizonyos szamolésok analitikusan is elvégezhetSek, két
tavoli részecske egymasra kifejtett hatasara példaul teljesiilnek a kétdimenzios Maxwell

egyenletek, igy alkalmazhato elektromagneses analogia [9].

3. Az algoritmus miikodése

3.1. Létez6 modszerek a mezd szimulalasara

Egy mez6 szamitogéppel valo szimulaldsahoz a tér kontinuum pontja koziil véges sokat
kell kivalasztanunk, és ezekre kell a szamolasokat elvégezni. A trivialis megkozelités a
pontok egyenletes felvétele. Ez egy idében allando (n dimenziés) négyzetracs, aminek
segitségével nagyon jo energiatartas mellett kdvetheté a mezd fejlédése, amennyiben
kellgen siird a felbontésa. Emellett a mezének az idGbeli 1éptetése igen egyszert, a
hiba pedig a léptetési id6koz csokkentésével csokkenthets. Tovabba, egyenletes raccsal
szimulalashoz a mezd lokalitasa miatt jol hasznélhato GPU alapt optimalizalas, ami-
vel nagyon sok szamolds parhuzamosan torténik, jelentGsen csokkentve a futésidét. A
megkozelités hatuliitGje, hogy amennyiben a "kellGen stir" felbontés racsallandoja til
kicsi a mért térfogat (vagy 2D-ben a teriilet) méreteihez képest, gy a futésidé rohamo-
san néni fog. A sziikséges pontok szama 2D-ben négyzetesen, 3D-ben kdbosen arédnyos
a vizsgalt teriilet vagy térfogat oldalhosszéaval, igy éppen az axionok esetében, ahol a

skalakiilonbség akar 30 nagysagrend is lehet, ez az 1t teljesen jarhatatlan.

Az adaptiv rdcsok lényege, hogy a felbontéas mindenhol csak akkora, amekkora lokd-
lisan sziikséges. Ennek kovetkeztében a sziikséges adatpontok szama nem L2-tel vagy
L3-bel, hanem log L-lel aranyos (b&vebben a fejezetben), ahol L a vizsgélt teriiletet
vagy térfogatot jellemzG dimenzidtlan lineéris hossziisag. Bar ez megoldja az egyenletes
récs legnagyobb probléméjat, de emellett elvesziti annak Gsszes fent emlitett elényét is
(tehat a felbontasnak idében véltoznia kell, a hiba nem cstkkenthets le barmeddig az
idslépeés csokkentésével, a szamolasok igen bonyolultta valnak), igy a szimulalas minden

szempontbol sokkal nehezebbé valik.

Az adaptiv raccsal valo szimulalasra tobb megkozelités is létezik [11]. Az elsd, a
h-adaptiv réacs, egy empirikusan felvett hibabecsls fiiggvényen alapul [12), 13, 14]. A
szimulécio el6szor egy durva, adaptiv raccsal végez egy iddlépést, majd a hibabecsld
fliggvények segitségével meghatarozza, hogy hol nagy a hiba, és ezeken a helyeken lo-
kélisan noveli a récs felbontasat, csokkentve a hibat. A hibabecslést és pontositast tjra
és djra elvégzi, amig el nem éri a megfelel6 pontossdgot, majd ezzel a nem egyenle-

tes raccsal lépteti az id6t. A masodik, az r-adaptiv racs alapja a nem egyenletes racs



leképezése egy speciélis egyenletes réacsra, és ott elvégezni a szamolast[15], 16l [17]. Lé-
tezik tovabba p-adaptiv racs is, ami a h-adaptivhoz nagyon hasonld, de specialisan a

végeselem modszerrell] végzett diszkretizacio esetén mikddik csak [19).

Egy masfajta megkozelités az tin. "smoothed particle method". Ebben a koordina-
tak egylitt mozognak a "részecskékkel", vagy itt a nagy energiastirtiségi térrészekkel |20}
211, 22]. Ezen modszerek mindegyikének megvan a maga nehézsége, ami miatt az alkal-

mazasuk nem egyszerd [11], ezt itt nem részletezem.

3.2. A quadtree algoritmus bevezetése

Az altalam irt szimulacié adaptiv racsot hasznél, de egyik korabban emlitett kategori-
aba sem illik igazan. A racspontok felvételének hatterében a quadtree algoritmus all,
ami a felbontas fraktalszertd, rekurziv névelésén alapszik (hasonloan igaz ez a quadtree
tobbdimenzios altalanositasaira is) |23 24]. Az egyszertség kedvéért ennek miikodését
két dimenzidban fogom ismertetni, de tobb dimenzidban is ugyanugy alkalmazhatok az

alapelvek.

Az algoritmus az adaptiv racs megtalaldsara egy nagyon durva Ny - Ny-as egyenletes
racsbol indul ki. Ezutan minden régiohoz (a racs pontjai altal alkotott elemi kisnégy-
zethez) egy fitness-fiiggvény segitségével hozzarendel egy értéket, és ahol a legmagasabb
ez az érték, azt a régiot felbontja négy kisebb, tipikusan szintén négyzet alaka régiora.
Ezekhez az 0j négyzetekhez is hozzarendel egy fitness értéket, és megint felbontja a leg-
nagyobb fitness-i felbontatlan régiot, és igy tovabb, amig eléri a sziikséges felbontast.
A szimulacio eredménye egy fa-struktiraban tarolt régiok halmazaﬂ Megjegyzendd,
hogy altalaban Ny = 1 hatareset hasznalt, hiszen az algoritmus tgyis megtalalja a
legnagyobb fitness-i régiokat, de az axionmez6 szimulalasahoz érdemes Ny > 10-et va-
lasztani, mert ez az alapvaz kiilonboz6 Ny-lal valo tesztelések alapjan segiti az energia

pontosabb megmaradasat.

Ezen algoritmus (illetve a harom dimenzios valtozata, az octree) kiilonbozs for-
mainak elterjedt a kereskedelmi hasznalata két-, illetve haromdimenziés grafikahoz és

videdjaték motorokhozﬂ de altaldnosan alkalmazott egyebek kozt robotikaban, mo-

4A végeselem modszer parcialis differencidlegyenletek kozelité megoldasara hasznalt moédszer, amit
els6sorban mérnokok alkalmaznak mechanikai problémékra. A modszer alapja bonyolult alaku testek
véges elemekre val6 bontasa majd ezekkel valé szamolas [18§].

°A quadtree algoritmusnak tobb fajtaja is létezik, az altalam leirtak a régio- és a pont-régié qu-
adtree algoritmusra igazak, a szimulacidémban ezek koziil utobbit hasznalom. Mas valtozatok nem
feltétleniil négyzet alaku régiokkal dolgoznak, vagy régiok helyett pontokat vagy éleket tarolnak el, és
egyéb eltérések is lehetnek a kiilonb6z6 implementaciok kozott. Az alapgondolat, hogy hely szerint
rekurzivan felbontva a teret 1j és 0j adatokat kapunk, amiket egy fastruktirdban tarolunk, altalanosan
igaz.

6Pl. a Cube 2 Sauerbratuen jaték szinte kizarélag octree-n alapul, az id Tech 6 motor octree-
kben tarolt voxeleket hasznalt, az OGRE nevii 3D grafika rendereld scene-manager implementacioja is
octree-vel fut.



lekuléris modellezéshez és 3D nyomtatashoz. Mindemelett a fizika tobb teriiletén is
hasznalt: hidrodinamikai és asztrofizikai szimuléciokhoz, illetve idGjaras-el6rejelzéshez
[25], 26, 27].

3.3. A hasznalt elnevezések

A tovabbiakban az axionmezd szimulalasakor a quadtree felbontas elvégzése utan kapott
elemi régiokat celldknak hivom. Azok a négyzetek, amik egyszeresen fel vannak bontva
négy cellara, azok egyszeresen felbontott celldk. Ha csak az egyik negyedében 1évs
négyzet tovabb van bontva még egyszer, akkor a cella mar nem egyszeresen felbontott.
Legyenek dscelldk a kezdeti Ny - Ny-as durva racs racspontjai altal hatarolt, akar azota

maéar tovabbontott négyzetek.

Nevezziik pontoknak az adatpontokat, amik egy adott id6pontban értelmezett struk-
turak, és a tulajdonsigaik egy rogzitett x és y koordinata, illetve egy adott id6pillanat-
ban ehhez a helyhez tartozé mezéérték, illetve impulzusérték. Minden celldhoz definicio
szerint négy pont tartozik (ami a négy sarokban van), mert 0j cellak képzésekor (vagyis
egy korabbi cellak felbontasakor) mindig felvessziik az 0j cellak sarkaiba keriil§ pontokat

4j adatpontként. A felbontés menetét a [l abra illusztralja.

Tehat egy cella felbontasakor 6t Gj pont és négy 1j cella keletkezik, mig az erede-

ti cella egyszeresen felbontotta valtozik (de a cellat tartalmazo nagyobb cella immaér

(a) A bal cella felbontéasa elstt (b) A bal cella felbontésa utan

1. abra. Egy cella felbontésa és kovetkezményei. A bal oldali cella felbontésaval 6t 1j
pont jelent meg, amiket pottyok helyett "x"-ek jelolnek. Beszinezve lathato a keletkezd
négy 1j cella. Azon pontok, amik négy cellanak is a sarkai (tehat kozépsd pontok) azok
fekete szinnel, amik pedig csak kettének (vagyis széls6 pontok) azok kékkel vannak
jelolve. Kiilon figyelmet érdemes forditani az abrakon koézépen megjelend pontnak.
Mivel ez a pont a bal cella felbontasa el6tt is létezett, mar tartozott hozza két cella,
aminek 6 a sarka. A bal cella felbontésa utan mar négy ilyen cella is van, igy széls6 (kék)
pontbol kozépss (fekete) ponttéa alakul. A felbontas utédn a pont pottyel és "x"-szel is
meg van jelolve, ezzel mutatva, hogy a régi, jobboldali, és az 1j, baloldali cellaknak is

sarka.



2. abra. Illegalis felbontas. Az abran tobbféle mdédon megéllapithato hogy ez a felbon-
tds nem lehetséges:

- Az "x"-szel jelolt két pont kozti szakasz az egyik oldalrél felbontatlan, a méasik oldalrol
kétszeresen is felbontott.

- Az abran talalunk szomszédos széls6 (kék) pontokat

- A pirossal jelolt cellaban harom szélsé pont is van.

Ezen harom allitas egyike sem lehet igaz egy szabalyos felbontésra.

biztosan nem csak egyszeresen felbontott). Vegyiik észre, hogy ugyan minden cellahoz
tartozik négy pont, de nem minden ponthoz tartozik négy cella (aminek az a pont a
sarka). Ez alapjan megkiilonboztetiink kozépss és szélsé pontokat, amik rendre négy,
illetve kettd kiilonbozd cellanak a sarkai. A quadtree algoritmust ugy végeztem el, hogy
olyan cellat, aminek barmelyik sarka széls6 pont, nem bontok tovabb (akadrmekkora is
az energiaja), egészen addig amig a szomszédos cellék felbontésa miatt méar nem széls
pont egyik sarka sem. Igy semmilyen koriilmény kozott sem lehet két szomszédos cella
érintkezG éle mentén t6bb mint kettével nagyobb felbontas az egyik oldalon, ahogy a[2]
abra mutatja. Ez mashogy is megfogalmazhato: két szomszédos pont (olyan pontpar,
ami egy cella két szomszédos sarkat alkotja) koziil nem lehet mindketts szélss, azaz egy

sz€ls6 pont minden szomszédja kozépsS pont (lasd 2 abra).

3.4. A racs idGbeli valtoztatasa

Az axion szimulalasa esetében a nagy energidju hurokra szeretnénk ranagyitani, ezért
a fitness-fliggvényre értelemszert valasztés a cellaban (régioban) tarolt energia. Az
axionmez6 idében természetesen valtozik, és vele valtozik az idealis felbontés geomet-
ridja is. Ezért minden egyes idében 1éptetés utan megkeressiik a legnagyobb energiaji
felbontatlan cellat és a legkisebb energiaju, (pontosan) egyszer felbontottat. Ha elgbbi
energidja nagyobb, akkor azt felbontjuk, utébbinak pedig visszafejtjiik a felbontésat,

igy a racs lekoveti az energiastiriiség valtozasat. A felbontast a korabban targyalt médon



végezhetjiik, a visszafejtés soran pedig ugyanez torténik, csak visszafelé: felszabaditjuk
a memoriaban (toroljiikk) a benne 16v6 négy elemi cella és az ezek sarkaiként felvett 6t
pont helyét. A kezdeti, Ny - Ng-as durva réacs celléi, az Gscellak mindig megmaradnak,

mert 6k nem egy korabbi cella felbontasaval keletkeztek.

Ahhoz, hogy minden egyes felbontéassal és visszafejtéssel 5-5 pontot vegytink fel,
illetve toroljiink ki, némely pontot kétszer tarolunk el (lasd az|lb|abran a kézépss pont).
Ezek értékeit természetesen 6sszhangban tartjuk. A pontok torlése és behelyezése miatt
az is valtozhat, hogy melyik pont kozépsé és melyik széls6, ezt szintén szadmon kell
tartani. Igy tehat alland6é minden id6pillanatban az egyszerre eltarolt pontok szama,

ezt Noae-nak nevezziik. Ez a szam az adaptiv racs felbontasat jellemzi.

A szimuléacié ezen 1épése - pontok felvétele és torlése - olyan hibéat okoz, ami az id6koz
csokkentésével nem csokkenthetd (ellentétben a mezéértékek idébeli léptetésével, lasd
(3.5), ezért ezt lehetsleg minél ritkabban akarjuk elvégezni. Ezért gyakorlatban nem
végzem el, ha a legnagyobb energiaju elemi cella energidja csupan egy kicsit nagyobb,
mint a legkisebb energiajiu egyszeresen felbontott cellaé, csak akkor, ha mér k-szor
nagyobb. Ha k tul kicsi, akkor til gyakran végezziik el ezt a nem energiatartd 1épést,
ha til nagy, akkor nem koveti le elég jol a felbontas az energiavaltozéast. Elméleti alapon
nehéz megmondani, hogy mekkora legyen ez az érték, de tobb érték kiprobalasa utan

k = 3.5 alkalmasnak tiint, ezt haszniltam minden szimuléciénAl.

3.5. Mez6értékek idbSbeli 1éptetése

A mez6 idébeli fejlesztéséhez bevezetjiik a pontokra jellemzé valtozonak a mezGérték
mellett azok iddbeli derivaltjait is, ezzel elsérendtivé téve a mozgasegyenletet. Igy
attériink a kanonikus egyenletekre. Ezek pontos alakjarol a kovetkezd fejezetben lesz
$z0.

A mez6t az alabbi harom lépésben fejlesztem:

1. Minden pontban a mez6 értékét léptetem p - % — vel, ahol p a mez§ idGbeli
derivaltja az adott pontban, dt pedig az egész szimulaciora jellemzé allando, az
id6lépés nagysaga.

2. Minden pontban meghatarozom (az j mezdértékek alapjan) a p értékek idd sze-

rinti derivaltjait, majd léptetem p-t ennek dt-szeresével.

3. Megismétlem az els6 1épést; minden pont mezdértékeét fejlesztem az 1j p értékek

dt

5—szeresével.

A héarom lépés elvégzése utan minden pont minden paramétere dt idével fejlodott. E

harom lépés ismételgetése az ugynevezett leapfrog algoritmus.

A leapfrog algoritmus elénye az ugyanennyi lépésbdl allo Euler-integraléssal szem-

ben, hogy méasodrendd modszer, vagyis az id6lépés négyzetével aranyos a hibaja (az
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energiavaltozas) [28]. A Runge-Kutta és Yoshida algoritmusok még magasabb rendtiek,
de tobb 1épésbdl is allnak, ami lassitja a szimulaciot. Meg kell jegyezni azonban, hogy
amennyiben az idGparamétert is adaptivva tessziik, akkor a leapfrog algoritmus mar

nem lesz stabil [29], igy ilyenkor més modszert kell hasznélni.

A szimulécio tehat elvégez egy leapfrog léptetést, majd kiszamolja a fitness-fiiggvényeket.
Ha sziikséges, akkor valtoztatja a racsot, majd djra 1épteti az id6t a leapfrog algorit-

mussal.

4. Diszkretizacid

4.1. Egyenletes racs diszkretizacioja

Egyenletes racs esetében tobb egyszert diszkretizacio is alkalmazhato. Ezek koziil most
bemutatom azt, amit késébb a szimuldcidhoz hasznaltam. Itt, és a fejezet minden
tovabbi alfejezetében f, = 1 egységrendszerben végeztem a szamolésokat, de a ¢ mezd

atskalazaséaval tetszéleges f,-ra atszamolhatok az eredmények.

A p = ¢ id6derivaltat felvessziik 1j valtozoként, és attériink a kanonikus egyenle-

tekrd’] A folytonos mezdre a Hamilton-stirtiségfiiggvény:

2 (9¢2 , )
+ a_y —l—/\(|¢| —1) (7)

00
Ho = ol + [

Egyenletes racs mellett a trivialis dizkretizacidval a hely szerinti derivaltat a megfe-
lels oldali szomszéd mezGértékkel valod kiilonbségbdl lehet szamolni. Legyen a racsban
a szomszédos pontok kozotti tavolsag 2d. Igy egy pontban a diszkretizalt Hamilton-

strtiségfiiggvény:

2

H(w,y) = |p(e,y)[* + ‘ ¢l + 2‘1’?;; — ¢@.y)

+ qﬁ(%y + 2d> — ¢(x7y)
2d

(8)

2

+ A (|6, ) —1)°

Feltehetjiik, hogy ez a siiriiség az egyes pontok koriil felvehets (2d)? teriiletii képze-
letbeli négyzeten beliil allando. Igy a teljes, "felintegralt" Hamilton—fiiggvény:

"Ugyan p-vel jelslom, de ez nem az altalanositott impulzus, az ehhez képest egy teriiletszorzoval
rendelkezik. Mégis ebben fejezziik ki az egyenleteket, mert a szimulalashoz ez a praktikus valtozo.

8Valojaban a vizsgalt térrész véges léte miatt nem pont ez a végeredmény. Adott hatarfeltételek
mellett kiszamolhato, hogy hogyan moédosul ez a kifejezés a szélek mentén.
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2

N,
a o(x; + 2d,y;) — d(x5,;)
H=>4d’ (\p(mj,yj)f + ‘ ’ 2;d o

(9)

Jj=1

n d(xj,y; + 2d) — d(x;,y;)
2d

+ A (165, y) P — 1)2)

ahol N,,.. a pontok szdma a racsban.

Ebbdl kiszamolhatok a mozgéasegyenletek. Ezzel a diszkretizacioval teljesiil a stabil
energiamegmaradas, a hiba a leapfrog algoritmusnak megfelelGen a dt id6koz négyzeté-

vel arényos.

Ezzel mér készen vagyunk az egyenletes racs diszkretizacidjaval, de szeretnénk egy
cellara is felirni a Hamilton-fiiggvényt. Tovabbra is feltételezziik, hogy a (8|) egyenletben
a kinetikus és a potencidlos (a A-t tartalmazo) tagok az egyes pontok koriil allandoak.
Ahhoz, hogy az egy cellara vonatkozé Hamilton-fiiggvényben csak a cella sarkaiban 1év§
mezGértékek szerepeljenek, egy kicsit megvaltoztatjuk ezt a feltételezést a hely szerinti
derivaltas tagokra. Ezekben a tagokban két szomszédos pont, vagyis mondhatni egy él
szerepel, ugyhogy tegyiik fel azt, hogy ez a tag az él koriil alland6. Minden élre képze-
letben raillesztiink egy olyan négyzetet, aminek az az él egy kozépvonala, és ezen beliil
vessziik dllandonak a Hamilton-siirtiseg megfelels iranyu derivaltas tagjat. Kiilon a fiig-
gbleges ¢s kiilon a vizszintes élekre ezek a (2d)? teriiletd négyzetek atfedés nélkiil lefedik
a teljes sikot, igy ezt a strtiségeloszlast felosszegezve ugyanazt a Hamilton-fliggvényt
kapjuk, mint amit a korabbi eloszlassal szamoltunk. Igy viszont konnyen felirhatjuk
egy cellara a Hamilton-fiiggvényt. A cella sarkait tetszéleges koriiljaras szerint 1-t6l

4-ig indexelve ez:

4
L 2o 4 L 6
Hcella - ;d <|p]| + )\ (’¢J’ 1) > + 2 |¢2 ¢1‘ (10)

1 1 1
t3 |3 — da|” + 5 b — 3] + 3 b1 — ul?

A cellas feliras el6nye, hogy ez mér egyszertien alkalmazhaté adaptiv racsra is. A
kifejezés ugyanis adaptiv racs esetében is kiszamolhaté minden celléra, és defini-
alhatjuk a teljes Hamilton-fliggvényt ezek Osszegeként. A mozgéasegyenletek ebbdl is
kiszamolhatoak, annyi kiilonbség lesz, hogy més-mas cellakbol jové tagok kiilonbozd
tertiletekkel lesznek beszorozva.

Ez a diszkretizacié adaptiv rdcsra azonban nem lesz j6. Minden cella felbontasanal
és visszafejtésénél ugyanis megvaltozik az energia, ami nem csokkenthets az idékoz
csOkkentésével. Az energiamegmaradés igy instabil és igen hamar elszall az energia.

Adaptiv racs esetében tehat 6vatosabban kell megvalasztani a diszkretizaciot.
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4.2. Szempontok a diszkretizacié kivalasztasidhoz

Amint lattuk, a diszkretizacidhoz kell, hogy tartozzon egy olyan interpolacid, amivel
az j pontok berakasa esetén az energia jol (idealis esetben egzaktul) megmarad, ez az

els6 szamu szempont a megfelel§ diszkretizacio felirdsahoz.

Amikor ez teljesiil, még akkor is lehet azonban instabil az energiamegmaradas. Ez
egyrészt azért torténhet, mert a k6zépsé és a szélsé pontok eredendSen méasok. A kdzép-
s6 pontokra ugyanugy igaz az a stabilitas, ami az egyenletes racs pontjaira is teljesiil.
Széls§ pontok koriil ellenben nincsen szimmetrikusan minden irdnyban informacio a
mez6rdl. Igy viszont mashogyan fognak mozogni az ottani mezdértékek, tapasztalat
szerint nagy amplitadoval oszcilldlva a szomszédos pontokban 1év6 mezéértékekhez ké-
pest. Ez azt is jelenti, hogy a szélsé pontok kozelében nagyon mas az energiaeloszlas,
mint amennyit csak a szomszédos kozéps6 pontok mezdértékei alapjan szamolnank ki.
Emiatt a cellak visszafejtése nagy hibat fog okozni. A cellak visszafejtése informécio-
vesztéssel jar, igy egzakt energiamegmaradas nem garantalhato, de torekedniink kell az

ebbdl szarmazo hiba csokkentésére.

A leapfrog algoritmus, amig nincsen racsvaltoztatas, dt*-tel aranyos hibat okoz adott
id6 alatt, azonban semmi sem szabja meg, hogy a konstans szorzé mennyi legyen.
Az instabilitas egy masik forrasa az lehet, hogy a racsvaltoztatés soran egy konstans
hiba bejovetele mellett ez a szorzo is megvaltozhat. Annak, hogy mennyi informaciot
veszitlink a cellak visszafejtésénél, erre is lehet is hatésa. Ezért érdemes bevezetni a
fejezet végén emlitett k£ > 1 egylitthatot, hogy minél kisebb energidji, minél simabb
mezGeloszlasu cellakat fejtsiink csak vissza.

Végiil egy gyakorlati szempontot is vegylink figyelembe. A cél az, hogy olyan al-
goritmust irjunk, amivel minél hatékonyabban szimulalhaté a mezd idébeli valtozasa.
Ehhez arra kell torekedniink, hogy a korabbi szempontok mellett az Gsszefiiggéseink a
leheté legegyszertibbek, igy a lehetd legkisebb szémitésigénytiek legyenek, hogy minél
nagyobb skalakiilonbség (igy minél tobb sziikséges adatpont) esetén is még elfogadhato

legyen a futasids.

4.3. Az Altalam hasznalt diszkretizacid

A quadtree algoritmus a teret kiilonb6z6 méreti, diszjunkt (négyzet alaka) cellakra
bontja. Tekintsiink egy ilyen cellat, és egyelSre tegyiik fel, hogy ennek egyik sarka sem
szélsé pont. A cella sarkaiban a mezGérték legyen valamilyen koriiljaras szerint ¢q, ¢,
O3 €és ¢4, ezek iddderialtjai pedig pi. po, p3 és ps. Legyen a négyzet kozéppontjan a
mezGérték a sarkokbeliek szamtani kozepe, illetve legyen az idGderivalt abszolutérték-

négyzete a sarokbeli abszolutérték-négyzetek szamtani kozepe:
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:¢1+¢2Z¢3+¢4 (11)

P

2= (1" + ol + [psl* + [pal”

- (12)

P

Ez természetesen nem definidlja p,,-et, hiszen a komplex argumentuma ez alapjan
akarmennyi lehet, de a szamolas tovabbi részében erre nem is lesz sziikség. Fontos
megjegyezni, hogy ezt a pontot nem vesszem fel 4ij valtozoként, és nem léptetem, csupan
a szamolashoz kell.

A cellat a kozépss pont segitségével négy egybevagd héaromszog alaka régiora bont-
juk a[3] abra szerint, ezeket az elhelyezkedésiik alapjan déli, északi, keleti és nyugati
régioknak hivjuk. Legyen az origd a kozéppontban, és tekintsiik a keleti, illetve északi
iranyokat a pozitivnak, a cella oldalhosszat pedig nevezziik 2d-nek. Igy a cella sarkai
mind a (+d, £d) koordinataknal vannak. A haromszog alaki régiok csicsaian mért ¢ és
[p|? értékeket ismerjiik, a régiokban azt tessziik fel, hogy ezek linearisan valtoznak. Igy

példaul a déli régioban, ha az 1-es index a délkeleti, a 2-es a délnyugati pontot jeldli:

Y- (20m — ¢ — ¢2) + 1 (P2 — ¢1)

Gact (2,Y) = dm + 2d

(13)

(—d, d) (d,d)

(_da _d*l) (dv 7d)

3. dbra. A cellat négy haromszogre bonjuk, amiket az égtajak szerint neveziink el. A
modelliinkben a ¢ mez&érték linearisan valtozik ezeken beliil, a kdzéppontban pedig a
négy sarokbeli értékek szamtani kozepét feltételezziik. Hasonlot tesziink fel a p idéde-
rivaltak abszolutérték-négyzetérsl. A kozéppontot origonak véve a csiicsok koordinatai
(£d, £d), ahol az x koordinata az abran jobbra, az y felfelé ng.
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2 2 2 2 2
Y- (2pm|” = |p1|” = |p2|”) + 2 - (Ip2]” = |p1]")
2d

Ezek az Osszefliggések megadjak az interpolaciot is, amit az uj pontok berakasakor

|pdél|2 (z,y) = |]9m|2 + (14)

azok értékének meghatarozasidhoz hasznalnunk kell ahhoz, hogy a mez6 ne valtozzon
meg, és igy az energia is alland6 maradjon. Az élek felez6pontjaiban felvett pontok-
ban a mezGértékek tehat a megfelel§ két sarokbeli értékek szamtani kdzepe, mig a cella
kozéppontjaban a négy sarok szamtani kozepe. Hasonldé mondhato el a mezd idéderi-
valtjanak abszolutérték-négyzetérsl is. Az idéderivaltak interpolélasahoz még a fazist is

meg kell adni, arrol azt tessziik fel, hogy a mezéértékhez hasonldéan linearisan valtozik.

A régi6 jarulékat a Hamilton-fliggvényhez az alabbi integrallal kapjuk:
2 2
+ A (\¢dél!2 —1) )

0 —y a p
Hdél:// HdélZ/ dy/ dx (’pdél|2‘|“ gdl
—d y X

(15)

A t6bbi haromszog régiora ugyanez a szamolas hasonldan elvégezhetd, az egy cellara

2
a(Zbdél
" ' y

vonatkozo teljes Hamilton-fiiggvény a [B] fiiggelékben megtalalhato.

Ezt a Hamilton-fiiggvény altal megadott energiat (és ezzel egyiitt a teljes cella, illetve
teljes térrész energiajat is) harom tagra bonthatjuk. Az idgderivaltakat tartalmazo
Elin kinetikus tagra, A hely szerinti derivaltakat tartalmazo Eg., derivaltas tagra, és
ar potencialbél szarmazé E,, tagra. A felintegrélt, kibontott formaban az utébbi
kettst ugy kiilonboztethetjiik meg, hogy a derivaltas tagban kiesik a cella teriilete, a

potencialos tagban pedig nem.

A teljes diszkretizalt Hamilton-fliggvény megadasahoz a kapott kifejezést az Osszes
cellara 6sszegezni kell, ezt hivjuk a tovdbbiakban H-nak. A gyorsulasok kiszamolasahoz
formélisan tekinthetjiik a mezGértéket és annak komplex konjugaltjat minden pontban

két fiiggetlen mennyiségnek. Igy a Hamilton-egyenletekbdl egy adott k indext pontra:

O = i (16)

_OH
O3

ahol A egy 1j valtozo, ami az aktuélis felbontasra és a pontra jellemzs. Mivel a tényleges

P Ap = (17)

altalanositott impulzus helyett a mez§ idéderivaltjara irtuk at a Lagrange-fiiggvényt,
ezért ezek valojaban nem pont a Hamilton-egyenletek, azonban nagyon hasonloak, egy-

egy konstans szorzo a kiilonbség.

A cellara vonatkozo, fiiggelékben kifrt H,..;, Hamilton-fiigggvény kényelmes tulaj-
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donsaga, hogy barmely sarkaban értelmezett p szerinti parcialis derivaltja d? - p lesz,
igy, ha a k jeld pontra annak a négy cellanak, aminek ¢ a sarka az oldalhosszaik 2d;,
2d2, 2d3 és 2d4, akkor

Ap=di +d5+di + dj (18)

ami természetesen a racs idébeli valtozésa soran valtozhat.

A H_.., Hamilton-fiiggvény megadja az egy cellara vonatkozo teljes energiat. Mivel
ez egy nagyon hosszi és nagy szamitasigényd kifejezés, ezért nem célszert minden egyes
léptetés utan meghatarozni a cellak pontos energiajat a quadtree algoritmus fitness-
értékeihez. Ezért inkabb egy, az energiat kozelits egyszert fitness-fiiggvényt hasznéalok

az alabbi alakban:

F=d (I + Ip2l” + |ps” + [pal?)
F A ((IaP = 1)+ (el = 1)+ (0P = 1)+ (o = 1)°) (g9

4 4 k-1
- (32 0" =D > (@50 + qw;*))
j=1

k=2 j=1

Ez a feliras abbdl szarmazik, hogy a viszonylag révid kinetikus, és derivaltas tagja meg-
egyezik az altalam hasznélt diszkretitacioval egzaktul kiszamolhatoban szerepld ilyen
tagokkal. A potencialis tagot azonban egy gyorsabban kiszdmolhato révid képletre
cseréltem, méghozza a (az egyenletes raccsal végzett diszkretizéciora vonatkozo) ener-
giaképlet potenciélos tagjara.

Természetesen ez az Osszefliggés kiilonb6z6 koriillmények kozott kiillonbozd mérték-
ben kozeliti a tényleges energiat. A lényeg azonban az, hogy tartalmaz idGderivéltas
tagokat, hely szerinti derivaltas tagokat és potencidlos tagokat is, igy ezek koziil, ha
barmelyik nagy, akkor az Osszeg is nagy lesz. Valojadban nem fontos, hogy a fitness-
fiiggvény éppen az energia legyen, elég, hogyha olyan, hogy a hurok kozelében magas
az értéke, igy ott stird a felbontés. Osszehasonlitasok azt mutattak, hogy ezzel a fitness-
fliggvénnyel, illetve az energiaval, mint fitness-fiiggvénnyel végzett adaptiv felbontas na-
gyon hasonld, csupan néhany, relative kis energiaju cella felbontottsaganal van eltérés.
Ezzel az egyszertisitéssel viszont a futasids szignifikdnsan (akar 40%-kal) csokkenthetd,
mig a szimulacidé pontossiga csak nagyon egyenletes és alacsony energiastiriiség esetén
csokken, amikor mar a pontos energiat hasznélva is nagyobb hibékat kapnénk (a hibak

nagysagarol késébb lesz sz6).
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4.4. A széls6 pontok rogzitése

Ha figyelembe vessziik a széls§ pontokat, akkor latszolag csak annyit kell valtoztatnunk
az el6bbieken, hogy képlet kiszamolasanél csak két cella hossza fog szerepelni.
Azonban, ha ezt tessziik, akkor a széls6 pontok mozgasegyenletében csak télitk egyik
oldalra lév6é pontok szerepelnek, igy "nem latjak”, ami t6liikk a méasik oldalra van, és
nem megfelelGen mozognak. Figyelembe lehet venni egy ilyen szélsé pontot a szom-
szédos cellaban az ottani a pontot érinté haromszog alaku régiot elfelezve, oly médon,
hogy mindkét 0j haromszognek csticsa legyen ez a szélsé pont, és ezekre felintegralni a
Hamilton-strtségfiiggvényt. Igy mar szerepelni fog a szélsé pontoktoél minden iranyban
lévs pont, de itt is igaz lesz, hogy az egyik oldalrdl més sullyal szerepelnek a kozeli pon-
tok, mint a masik oldalrol. Ilyenkor viszont sosem tugy fognak fejlédni a szélsé pontok,
mint a szomszédos kozépsd pontok. Ennek eredményeként a mezd fejlédése soran ezen
pontok nagy amplitudoval fognak oszcillalni, és ez az energia instabilitasahoz vezet. Igy

minden 4j széls6 pont egyre noveli az idGegységenkénti hibat.

Emiatt mas megkozelitést hasznalok: a széls6 pontokat nem tekintem fiiggetlen
valtozoknak. Tekintsiink egy széls6 pontot, illetve azt a két szomszédjat, amik kozott
huzodo él felez6pontjan van. Az ezekhez tartozo mezéértékek legyenek ¢, ¢q és ¢y,
ezek iddderivaltjai pedig ps., p. s pp. ROgzitsiik a széls6 ponthoz tartozé adatokat a

szomszédjaihoz az alabbi modon:

:¢a+¢b

sz 20
b= 202 (20)
2 2
‘p ’2 — |pa| + |pb|
2 (21)
arg pq + arg pp
arg pPs, = 9

Ezek az osszefliggések Osszhangban vannak és interpolaciokkal, de most
egzaktul megadtuk a mezd idGderivaltjat az extra egyenlettel. A és aZonossa-
gokat a szimulacio soran minden idépillanatban kikényszeritjiik, és igy a szélsé pontokat
fix pontoknak is nevezhetjiik. Természetesen a mezGértékek lerogzitésének kovetkezté-
ben azok mar nem fliggetlen valtozok, igy azon cellakra, amikre legalabb az egyik sarok
fix’] médosulni fog a Hamilton-fiiggvény, méghozza tgy, hogy a fix pontok helyére a
fenti kifejezéseket kell helyettesiteni. Ily modon egy cellanak a Hamilton-fiiggvényébe
bekertilhet olyan pont is, ami nem a cella sarka (¢, és ¢, egyike ilyen). Ezért Ossze-
fiiggés, és igy a mozgéasegyenlet is moédosulhat a széls6 pontok kozelében, méghozzas a

kovetkez6 modon: ha egy szélsé pontnak az a illetve b indexti pontoktol valé téavolsaga

Yegy cellanak csak nulla, egy, vagy két sarka lehet fix, tobb nem, hiszen ugy végeztiik a cellak
felbontasat, hogy két szomszédos pont sosem szélsé pont, igy nem is fix.
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4. abra. Egy egyszert folyamat soran az 6sszenergia valtozéasa kiilléonb6z6 médon diszk-
retizalt mezdkkel. F; a fejezet végén leirt diszkretizaciot hasznalo szimulacio ener-
gidja. Fy és E3 ugyanez a fejezetben leirt diszkretizaciora rendre a széls6 pontok
rogzitése nélkiil, illetve azok rogzitésével. Az els ketts esetben 2.5-szor annyi pontot
engedtem lerakni, mint a harmadikban, hogy egy kicsit tovabb maradjanak stabilak,
de még ez sem segit sokat. Ez a mozgas ugyanezekkel a kezddfeltételekkel a [0l és [7]
abrakon keriil részletes bemutatéasra.

d, akkor ehhez a két ponthoz tartozo egyenlet jobb oldaldhoz hozzdadodik 0.5 - d?.

Emiatt a gyorsulasok szdmolasanal esetszétvalasztast kell elvégezni.

Nézziik meg, hogy mennyire j6 ez a diszkretizacié a tobbi emlitetthez képest. A
dolgozat soran egy hir és egy antihir frontélis titkozését fogom vizsgalni. A [d] abran
egy ilyen folyamatra abrazoltam az Osszenergia megvaltozasat a fejezet végén leirt
(adaptiv) diszkretizécio hasznéalatéaval, a fejezetben leirt diszkretizacioval a szélsé
pontok lerogzitése nélkiil, majd végiil ugyanezzel, de a széls§ pontok lerogzitése mellett.
Amint lathato, az els6 két diszkretizacid nagyon instabil, és hamar elszall veliik az 6ssz-
energia, annak ellenére is, hogy ezeknél 2.5-sz6r annyi adatpontot engedtem meg, mint
a harmadiknéal. Ekoézben a harmadik, a dolgozatban hasznalt diszkretizéci6é stabilan
energiatarto (ez alatt az id6 alatt az energia relativ megvaltozasa egy szazad szazalék
alatt van). Az abréazolt folyamat esetében legalabb t ~ 30-ig (kicsivel az {itkozés uta-
nig) mindenképpen el kell futtatni a szimulaciot, az tehat elfogadhatatlan, hogyha az
energia csak t &~ 5-ig marad meg. Fz a tény sziikségessé teszi a bonyolult diszkretizacio

hasznalatat a nagy szamitasigény aran is.
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5. Axionmezd szimulalasa

5.1. Kezddfeltétel

Kett6 dimenzioban egy hir egy pontszerd képzédmény a lokalis potencidlmaximumon
(¢ = 0), aminek a kornyezetében gyorsan lecseng a potencial és a mezéértékek abszo-
latértéke tavol f,-hoz konvergal. Feltételezhetiink forgasszimmetriat, igy a (nem diszk-
retizalt) mozgasegyenletekbdl megkaphato a rendszer "allo hur" megoldasa. Ehhez pol-
arkoordinatékkal irtuk fel a mez6t a centrum koriil, és hasznaltuk a ¢y (r, @) = ¢ (r) €

ansatzot, ahol ¥(r) egy valos fiiggvény. Ekkor a

() = 22(r) (92(r) — £2) + 20 20 (22)

r? r

differencialegyenlet teljesiil, amely numerikusan megoldhato. A peremfeltételek lim, o 1(r) =
0 és lim, 00 ¥(r) = fo. A = 1 paraméter mellett az f, egységében mért (r) fiiggvény
az [pl abran lathato. A tovabbiakban a mez&érték mindig f, egységében értendd, és a
A paraméter értéke mindenhol 1. A hurhoz rendelhetiink egy karakterisztikus sugarat,
amin beliil a hatasa még jol érzékelhets. Az abra alapjan ezt r, = 3-nak valasztottam.

Két dimenzidban egy hirhoz megfeleltethetiink egy toltést, ami azt hatarozza meg,
hogy a hur pozitiv koriiljarasa esetén (elGjelesen) hanyszor 27 fazisugréas torténik. Ha

csak +1 "toltésd" hurokkal foglalkozunk, akkor megkiilonboztethetiink egyetlen pozitiv

0.9 - =
0.8
0.7
0.6
0.5 .
0.4 - s
0.3 =
0.2 =
0.1 - s

w(r)

5. abra. A ¢n(r, ) = ¥ (r) e’ ansatz-cal kapott htirmegoldashoz tartozo v (r) fiigg-
vény. A har "mérete" egy nem egzaktul definidlt mennyiség, azt a sugarat jelenti,
amilyen tavol a centrumtol mar "kozel" 1 a mez6 abszolutértéke, az abra alapjan ezt
r, = 3-nak valasztottam.
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és egyetlen negativ "toltésd" hart, amiket hivhatunk rendre hirnak és antihtirnak [10]:

o (rop) = (r) e’
O (ryp) = (r)e™™

Gyakran a pontosan kiszamolt kezdéfeltétel helyett egy kell6en kisimitott véletlen-
szert kezdd-feltételt vizsgalnak [30]. Ez a dolgozat azonban szimulaciom bemutatéséarol,
és mas szimulacioval vald Osszehasonlitasarol szol, igy célszerti megismételhetd, és is-
mert rendszert szimuladlnunk. Ezért a dolgozatban ketts azonos nagysagu, de ellentétes
toltéssel rendelkezd hir iitkozését vizsgalom. Irjuk at a hir koriil kiszamolt mezéértéket
helyvektortol fiiggé alakba, vagyis legyen ¢, (r) = é(r, ). Igy a kezddfeltétel ketts, Ry

és — Ry helyen 1év§, ellentétes toltéstd hir esetén:

do(r) = &) (r — Ro) - ¢, (r + Ry) (23)

Ha két ilyen hir tavolrol hat egymésra akkor az analog az elektromos toltések viselke-
désével két dimenzidban [9], igy ellentétes "toltéstd" hirok téavolrol is vonzzak egymaést.
A szamitogép azonban csak adott pontossagig tudja kezelni a mezértéket, ezért tul
tavoli hurok esetén a szimulacioban nem érzékelnék egymas jelenlétét. Ezért nagyobb
tavolsag esetén muszaj kezdsebességet is adni a hiroknak. Ez tgy teheté meg, hogy
egy hur kozelében (ameddig mar a szamébrazolas pontossaga allando abszolut értékd
mezGt 1at) az alabbi kezdeti momentumot adjuk:

pulr) = dulr) = = (9n(r + dr) = on(r)) (24)

ahol B egy paraméter, dt a szimulacio id6lépése, és egy léptetés alatt a hur (és kor-
nyezete) dr vektorral mozog odébb. A masik hur kozelében dr helyett —dr-t rakva
érhetjiik el, hogy egymas felé menjenek.

Az altalam végzett szimulacioban egy négyzet alaku véges V' tertiletet vizsgalok, az
origd pedig ennek a kdzéppontja. Ry-t tgy valasztom, hogy a két hir az egyik nagyatlon
legyen, dr-t pedig ugy, hogy ezek egymas felé induljanak el. Ez a durvan kiszabott
kezdGsebesség csak akkor szimuldlja jol egy hiur haladasat (és akkor sem tokéletesen),
ha a racs felbontasa nagyon j6. Ez azért van, mert a nem folytonos felbontéas mellett az
"allo hur" megoldas nem egzakt, igy kis zavarok lesznek az idGderivaltakban. Ahhoz,
hogy ezek hatasa ne legyen tul nagy, az id6léptetést igen kicsire kell venni. Ekkor viszont
az idéderivalt értékek nagyon nagyok lesznek, ami ezeknek a hibajat hangsulyozza ki.
Ezért van sziikség a B paraméterre, igy kis dt-vel és kis B értékek mellett alacsonyan
tarthatok az idéderivaltak. Mivel A # 1, ezért nem tokéletesen tolodik el a hir egy
léptetés alatt, igy dr nem lehet til nagy.
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Célszert bevezetni B helyett a v = B |dr| /dt mennyiséget, ami a hur centruméanak
sebessége lesz. Mivel ¢ = 1, ezért természetesen v < 1. Ha v tul nagy, akkor a
kezddéfeltételnél a Lorentz-kontrakciot is figyelmbe kell venni. Ezt elkeriilendd, kisebb

sebességeket vizsgaltam.

A véges térfogat miatt be kell vezetni egy hatarfeltételt is. Erre a vélasztott hir-

geometria miatt célszerd valasztés az alabbi, "antiperiodikus konjugalt" hatarfeltétel:

o(r) =¢*(—r), ha redV (25)

Mivel itt az origora kézéppontosan szimmetrikus a vizsgalt teriilet (egy L- L teriileti

négyzet), ezért r és —r mindig a négyzet két ellentétes hatarpontjara mutatnak.

5.2. Frontalis ilitkozés lefolyasa

Minden altalam végzett szimulacioban f, = A = 1. A huart és az antihirt egymastol
mindig 2 | Rg| = 0.38- L tavolsagbodl inditom (L a vizsgalt teriilet oldalhossza), méghozza
agy, hogy a vizsgalt négyzet alaku teriilet egyik nagyatlojan, a kézéppontra szimmet-
rikusan helyezkednek el. A dolgozatban féként frontélis iitkozéseket vizsgélok, igy, ha
mas nincs jelezve, dr = (dr,,dr,) = (1,1). A v sebességparaméter a kezdGsebesség
nélkiili esetben zérus, barmely egyéb esetben v = 0.25 értékre veszem fel. Az egyes
szimulaciokban szabad paraméterek tehat a vizsgalt teriilet L oldalhossza, a dt id6koz,
és a felbontas. A felbontast az egyenletes racs esetében egyetlen N szammal jellemzem,
ami egyetlen sorban 1évé pontok szama (6sszes pontok szama N - N). Adaptiv réacs
esetén a felbontast Ny, = No - No + Newira alakban adom meg, vagyis, ha egy 16 - 16-
os durva felbontassal indultam, majd 2000 extra pontot helyezek be az els§ quadtree

algoritmussal, akkor azt agy jelolom, hogy N,,.. = 16 - 16 + 2000.

El6szor kezddsebesség nélkiil, viszonylag kozelrél elinditott hur és antihur {itkozé-
sét néztem. A kezddfeltétel szerint a hurok tavolsagénak és méretének arédnya n =

2|Ro| /1y, = 8.6. A rendszer fejlsdését a6l abra mutatja harom kiilsnbozs nézetben.

Az els6 sor a kezddfeltételt mutatja. A bal oldalon a mezd abszolut értékét lathat-
juk, az els6 abran megbizonyosodhatunk arrél, hogy az n aranyszam tényleg jol jellemzi
a rendszert. A kozépss oszlop a © = arg ¢ értéket abrazolja, megfigyelhetjiik, hogy a
hurok koriil valoban megjelenik a +27 fazisugras. Jobb oldalon a mez§ o energiast-
riisége van felrajzolva, ami minden cellara a benne 1évG Gsszenergia és a teriiletének a
hanyadosa. Valoban teljesiil, hogy a hurok kézvetlen kozelében magas, tavol pedig kozel
zérus az energiastiriség. t = 26 idGegység eltelése utan a két hur osszeiitkozik. Lathato,
ahogy megsziinik a két fazisugras, az energia pedig egy pontban stirtisodik 0ssze. Ezutan
az energia szétsugarzik, a legnagyobb intenzitassal az iitkdzésre meréleges iranyban. A

kozéps6 oszlopban be van rajzolva az adaptiv racs felbontasa is. Megfigyelhets, hogy
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6. abra. Két kezddsebesség nélkiil inditott kozeli hur iitkozése 2 dimenzidban. A
bal oldalon a ¢ mez&érték abszolutértéke, kozépen az argumentuma, jobb oldalon az
energiasiiriiség. A bal oszlopban a racs felbontésa is jeldlve van. A szinkédok minden
kisabra jobb oldalan lathato, a méretskila pedig az abrak bal és fels§ oldaldn, minden
a szoveg szerinti dimenzidtlanitott egységekben. A szimuléci6 paraméterei: L = 40,
dt = 0.05, Npaz = 16 - 16 4 2000 (tovabbi informaciok a fejezet els6 bekezdésében).
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7. abra. Az Osszenergia és az energia egyes komponenseinek alakulésa a @ abran
mutatott szimulaci6é soran.

koveti a harokat, majd az energiakisugarzasat is. A latvanyossag kedvéért a sziiksé-
gesnél sokkal jobban felbontottam a teret, de a hasonlé energiatartashoz harmadennyi

racspont is elegendd.

A folyamat ugyanigy néz ki az n paramétertdl fiiggetleniil, az egyetlen kiilonbség,
hogy a bal és jobb oldali oszlopban kisebb p&ttycknek latszodnak a hurok. Emiatt a
kozépss abran a racsfelbontés is stirtibb kell, hogy legyen a huroknél, igy tobb pontra

van sziikség.

Az energia kiilonb6z6 komponenseinek idébeli valtozasat megtekinthetjiik a [7 ab-
ran. Mivel nem volt kezdGsebesség, ezért a kinetikus tag nullarél indul, majd ahogy
egyre jobban vonzza egymést a két hir és egyre gyorsabban haladnak egymas felé, el-
kezd noévekedni. A potencidlos tag alig valtozik, ahogy kozeledik a két hur, igy ez a
novekedés a derivaltas tag karara torténik. Az {itkozés pillanatdban a potencialos tag
szinte nulldra csokken, a kinetikus pedig nagyon megné. Itt megfigyelhetiink egy érde-
kességet, ugyanis ez egymés utan kétszer megtorténik, mintha kettGszor is bekovetkezne
az 1itkozés, erre kés6bb visszatériink. Ezutan az energia szétsugarzodik, a mezé egyre
egyenletesebbé valik, igy a derivaltas és potencialis energia egyre csokken, és az energia

nagy része mar kinetikus.

Megfigyelhetjiik, hogy az Osszenergia egy kicsit megvaltozott a folyamat soran. Ez
azért van, mert amikor mar egyenletes az energiaeloszlas, akkor semmi elény nem szar-
mazik az adaptiv racsbol, a hatranyai viszont mind kihangsulyozédnak. t = 31-ig,
ameddig mar minden litkézés koriili esemény befejez6dott, és megkezd6dott az energia

szétsugéarzasa, de az még nem til egyenletes, az energia hibaja mindossze 0.1%.
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8. abra. Az iitkozést kovets jelenség, a "tobbszoros annihilacié". Az id6 balrél jobbra
majd fentrsl lefelé telik. Az iitkdzést kévetSen tujra megjelenik két hur, egy kicsit
tavolodnak, majd elkezdenek kozeledni egymashoz, mig végiil tjfent annihildlédnak. A
szimulacié paraméterei: L = 160, dt = 0.025 N,,q, = 16 - 16 4+ 5000.

Az iitkozés kornyékén torténd kiilonos viselkedés, a tobbszoros annihilacid kevéssé
vizsgalt jelenség, az irodalomban csak 2020-bol szarmazik réla emlités, egy orosz szak-
dolgozatban [I1]. A név beszédes, itt valoban az torténik, hogy az annihilacié egymas
utan kis id6vel kétszer is végbemegy. A jelenség latvanyosabb nagyobb sebességii {it-
kozés esetén, ezért egy kezdGsebességgel, tavolabbrol elinditott hur-antihir par esetén
mutatom be a8l abran. A legelsé dbra mutatja, hogy a fazisugrasok eltiinnek az iitko-
zés pillanataban, de a harmadik abran méar egyértelmien kivehet&en tjra megjelentek.

A két hur egyre lassabban tavolodik, majd Gjra annihilalodik.

5.3. Nem frontalis utkozés

Nem frontalis litkdzés esetén a hirok "bespiraloznak" kozépre, és ugy ilitkdznek Ossze.
Egy ilyen folyamat id6beli lefolydsa az arg¢ térben a [0] abran lathaté. A két hart
itt messzebbrdl inditottam, és dr = (dr,, dr,) = (1,0.1) eltolasvektorral allitottam be
a kezdGsebességet. Az abran jol megfigyelhets egyfajta forgés, amit a hirok mozgésa
okoz. Ez még latvanyosabb lenne olyan hur-antihtur parra, amik az iitkozés el6tt akar
tObbszor is megkeriilik egymast a "spirdlozas" soran. Ehhez azonban nagy kezd&sebes-

ség sziikséges, és a[b.1] fejezetben leirt modszerrel csak kis, sebességet lehet adni.

A mésodik abran megfigyelhets egy kis zaj a htirok kezdShelyének kozelében, ami a
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9. abra. Nem frontalis litkozés esetén a mez6 argumentumanak fejlédése. Az idé
balrél jobbra majd fentrdl lefelé telik. A szimulacié paraméterei: L = 160, dt = 0.025,
Nypaz = 16 - 16 + 5000, dr = (1,0.1).

kovetkezs abrakon is egy kis zavart okoz a forgd "csapok" alakjaban. Ez a kezd@sebes-
ség korabban leirt tokéletlenségei miatt torténik, a kezdGsebességgel inditott frontélis
iitkozésnél szintén megtaladlhatd. Ennek a zavarnak a hibéara valo hatasara a kovetkezd
fejezetben tériink ki.
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6. Adaptiv és egyenletes racs oszehasonlitasa

6.1. A leggyorsabb futashoz sziikséges paraméterek meghataro-
zasa

Azt szeretnénk meghatérozni, hogy mennyivel gyorsabb (ha egyaltalan) az adaptiv ra-
csu szimulacié az egyenletes racsunal. A futési id§ azonban fiigg a felvett pontok sza-
matol (felbontastol) és az idskoztdl is, emellett ezeknek a fliggvényében a szimulacio
pontossaga is valtozik. Az igazsagos Osszehasonlitdshoz egy adott rendszert mindkét
szimulacioval a lehetd leggyorsabban kell lefuttatni, amivel a szimulacié még egy elére

meghatarozott mértékig pontos.

Az adaptiv récs esetében ez igen egyszerd. A dt id6koz, ha elég kicsi, akkor nem
valtoztat a pontossdgon (Osszenergia idébeli megvaltozasan), mert a hiba els§ szamu
forrésa a celldk felbontasanak visszafejtése lesz. Egy adott kezdsfeltételbsl indulva egy
kis dt mellett lefuttattam a szimulaciot killonbozs Ni,q, értékekre (N,,q. az eltarolt
pontok szama). Ezutén kivalasztottam azt az N, értéket, amire mar kellen pontos
az eredmény, majd dt-t addig noveltem, amig ez a pontossag elsé rendben nem valtozik.
A "kell6 pontossagot" 3%-nak valasztottam meg, a folyamat teljes lefolyasa alatt ezen

beliil kell, hogy maradjon a hiba.

Egyenletes racsnéal a pontossaghoz nem hasznélhatoé csupan az energiamegmaradés,
hiszen az a leapfrog integralas miatt szinte tokéletesen teljesiil, még olyankor is, ami-
kor a felbontas elégtelensége miatt a szimulacié helytelen eredményt ad. Ezért egy
szimulalds pontossagat tugy teszteltem, hogy megnéztem ugyanazt a folyamatot egy
pontosabb felbontasra, és, amennyiben ugyanolyan karakterisztikat mutatnak (pl. az
iitkdzés ugyanannyi ids alatt kovetkezik be), akkor elégséges volt a racs felbontésa. Igy
kivalaszthato a szimulacioé felbontasa, amit itt a maximalis pontok szama helyett annak
gyokével, a racs egy soraban szereplé pontok N szamaval jellemzek: N,,.. = N -N. A
szimulacio pontossaganak térbeli felbontéastol valo fiiggését a [I0] abra szemlélteti. Itt
kiilonb6z6 L-ek mellett abrazoltam az iitkozésig eltelt 1" id6t N = 200, 400, 600, 800 és
1000 mellett. Egyre nagyobb skalakiilonbség mellett egyre rosszabb eredményt adnak

a kisebb racsok, az N = 200-as raccsal nem is torténik mar iitkozés L > 250-re.

Ha minden N-re megnézziik azt a legnagyobb L-et, amire a a szimulacié még kellGen
pontos (vagyis az titkozési id6 ugyanannyi, mint nagyobb racsokkal) akkor egy egyszert

Osszefliggést kapunk:

Limas(N) = N/2 (26)

Lpnaz s N kozott linearis Osszefliggés van, tehédt egy cella maximum vastagsiga

dx = 0.5 lehet a hurok egyméastol mért tavolsagatol fiiggetlentl. A harok méretét (ami
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A-val allithato) nem valtoztattam, vagyis egy huart koriilvevs 21y, - 2r, = 6 - 6 tertiletd

négyzetet mindig legalabb 12 - 12-es felbontéssal kell vizsgalni.

Ugyan az energia jol megmarad, dt nem lehet tetsz6legesen nagy. A racséallandotol
fliggen egy adott értéke felett a szimuléci6 instabilla VélikEG]. Ezért dt-t lassan novelve
kerestem annak legnagyobb lehetséges értékét. Ez alapjan az instabilitasi hatar (A =1
és dr = 0.5 esetén) dt = 0.32 volt, ez még stabil, ennél nagyobb mar nem. Azonban az
épphogy csak stabil dt mellett nagyobb hibakat kapunk, tugyhogy dt = 0.2-t hasznaltam
a pontos eredményért. Ezzel a legnagyobb relativ kilengések az Osszenergia értékében
1-2% koriil voltak.

Ugyanigy adaptiv racs esetében is igaz, hogy a sziikséges legkisebb cella mérete L-
t6l fiiggetlen, igy ott is valaszthatd egy allandd dt. Kisérleti iton ez dt = 0.075. Ez
azért kisebb az egyenletes racs id6lépésénél, mert a rosszabb stabilitds miatt nagyobb

felbontésig kell elmenni hasonlé pontossig eléréséhez.

n
18 27 36 45 54 63 72 81 90

400 I I \ I T T \

N=200 28
350 - N=400

N=600
300 N=800 —x—
250 N=1000 —=— i

200
150
100

50 *
100 150 200 250 300 350 400 450 500

10. abra. Az iitkozésig sziikséges id6 L fiiggvényében kiilonbozd felbontasi egyenletes
racsokkal szimulalva. Az &bra tetején az n skalajat is jeloltiik, ami csak egy konstans
szorzofaktorral tér el L-étol.

10Tsbb stabilitasi feltétel is létezik, amik kiilénbozé differencislegyenletek esetén teljesiilnek, az
egyik legaltalanosabb a CFL-kritérium [31], ami az informacioterjedés sebességét korlatozza. Gya-
korlatban dt korlatjat kisérletileg lehet meghatarozni, hiszen az instabil szimulacié hamar elszall és
fizikailag trivialisan helytelen eredményt ir ki.
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6.2. A komplexitas elméleti meghatarozasa

Informatikaban egy algoritmus komplexitasa azt jelenti, hogy hogyan fiigg az eréfor-
rasigénye (leggyakrabban szamitasigénye vagy futéasideje) az adathalmaz nagysagat jel-
lemz6 paramétertl. A mi esetiinkben azt akarjuk tudni, hogy L paraméter milyen
fliggvénye szerint valtozik a futasidé. Ez a nézet azért hasznos, mert igy meg tudjuk
hatarozni, hogy nagy skalakiilonbségek esetén milyen szimuléacié lesz belathatd idén
beliil lefuttathato.

Egyenletes racs esetében a szimulacié komplexitasanak elméleti meghatarozéasa igen
egyszeri. A Osszefiiggés szerint a felvett pontok N,,., = N? szdma négyzetesen
figg L-t6l. Az titkozésig fogunk szimulélni, és az addig eltel (szimulaciobeli) id§ nagy-
jabol linearisan valtozik L-lel, lasd a[I0] abra alsé hatargorbéjén. A pontok léptetését
minden idépontban és minden pontra el kell végezni, vagyis a szamitasigény komp-
lexitasa O(L3). A futasidé a szadmitasigénnyel aranyos, igy erre is ugyanez a fiiggés
varhato. Ez egy igen gyors novekedés, ez teszi lehetetlenné az algoritmus hasznélatat
nagy skalakiilonbségre (kiilondsen, hogy 3D-ben mar O(L?*) a fiigges).

Az adaptiv racs komplexitasat nehezebb meghatarozni, mert fiigg a mezé jellegétdl
is. Tokéletesen egyenletes energiaeloszlas (pl vakuum) esetén az adaptiv algoritmus
idealis esetben éppen egyenletes racsot fog adni. (Az ideélis eset itt azt jelenti, hogy
Nz €hhez éppen megfelels, ha példaul eggyel tobb lenne, akkor az egyenletes racshoz
képest még egy cellat fel fog bontani.) Az egyenletes racsra pedig az imént szamoltuk ki
az L?-es térbeli komplexitast. Az altalam vizsgalt rendszerben azonban nem ez a hely-
zet. A hurok szama és mérete allando, igy ugyanakkora nagysagu legkisebb négyzetekig
kell lemenni a kell6en jo felbontashoz, L-t6l fiiggetleniil. Az egyetlen kiilonbség, hogy
nagyobb teriilet esetén tobbszor kell negyedelni ennek eléréséhez, méghozza log, L2-
szer. Minden cella felbontasaval, vagyis minden negyedeléssel ottel ng a pontok szama.
Mivel a konstans szorzokat a komplexitdasban nem vessziik figyelembe, igy a térbeli fel-
bontas komplexitasa O(log L), vagyis az id6 beleszamolasaval egyiitt a teljes rendszeré
O(Llog L). Ez sokkal lassabban nd, ezért meriilhet fel hasznélata nagy skalakiilonbség
esetén is. Harom dimenzidban a hiirok mar egydimenziosak, igy L log L-lel aranyos pont

kell a térbeli felbontashoz, és L?log L a teljes komplexitas.

Ezek a szdmolasok természetesen csak elméletiek, és csupan nagyvonalakban adjak

meg a futésidét, a gyakorlati szimulalas sordn mas szempontok is szerepet jatszanak.

6.3. A futasid6k kisérleti meghatarozasa

A sziikséges inditasi paraméterek ismeretében kisérletileg feltarhato a 7 futasidé L-t6l
valo fiiggése. A [1I] abran L fiiggvényében abrazoltam a hurok iitkozéséig sziikséges

futésidét egyenletes és adaptiv racsra is. A szimulaciokat a sajat otthoni laptopomon
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futtattam, igy a pontos futésidGknek nincs jelentGsége, csupén az L-t6l fliggés a fontos.
A futésidébe nincs beleszamolva a kezddfeltétel (és adaptiv esetben a kezddracs) felvé-
tele, sem az adatok deklaralasa, és a memoriakezelés. A szimulaciokhoz hasznalt 6sszes

paraméter és mérési adat a [C] fiiggelékben lathato.

A masik f6 hibaforras a kezdsebesség tokéletlenségébdl fakad. Az egyenletes récsnal
annak nagyon nagy stabilitdsa miatt ez nem jelent problémét, az adaptiv récs esetében
viszont ahhoz vezet, hogy a hurok sebessége nem pont annyi lesz, mint amennyinek
lennie kellene. Ez okoz hibat az energidban, és az iitkozés (szimulaciobeli) idejében is.
Emiatt az iitkdzés id6 nem pont egyforma az adaptiv és az egyenletes réacs esetében,
ezért valojaban csak az iitkozés korulbelili id6pontjaig szimulalok. Ez a jelenség, hogy
az litkozés nem ugyanakkor torténik a két szimuléacié esetében, kizardlag akkor jon eld,
ha adok a rendszernek kezdd@sebességet. Ha nem, akkor akar kozeli, akar viszonylag
tavoli a két huar, az iitkozés pontosan ugyanakkor torténik. Ez tehat kizardlag abbol
fakad, hogy az adaptiv racsban ez a fajta kezdGsebesség mashogy "értelmezddik", mint

egyenletes racs esetén.

A mért id6kre illesztettem az imént megadott elméleti képleteket. Az adaptiv adat-
sorra az illeszkedd gorbe egyenlete 7,(L) = (—6 = 2) + (0.0083 £ 0.0009) - L log L, mig
az egyenletesre 7,(L) = (1£0.6)+(9.740.1)- 1077 L?. Az egyenletes racs gorbéje igen
jol illeszkedik, a konstans eltolas, amit a szisztematikus hibdk okoznak, kicsi. A leg-

140

120 - ,
Egyenletes racs %

100 - L3-0s illesztés 7
Adaptiv racs [
80 - L*log(L)-es illesztés ]

60

T(s)

40

11. abra. A szimulaciok lefutasahoz szitkséges 7 id6 mésodperchen az {itkozésigT|L
hosszparaméter fiiggvényében. Az egyenletes racs O(L?) komplexitasi, az adaptiv racs
pedig O(L log L)-es, ezek az illesztések is az abran lathatok.

Valojaban csak az iitkézés koriilbeliili idejéig, lasd a torzsszoveget. A kétfajta szimulaciot termé-
szetesen minden L-re egyforma szimulaciobeli ideig futtattam.
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jobb illeszthet hatvanyfiiggvény hatvanya 2.8 4+ 0.02 lenne, tehat az elméleti szamolas

koriilbeliil helyes joslast adott.

Az adaptiv racsnal az elméleti becslés eleve csak nagy L esetén volt érvényes, ha tul
kevés pont van, akkor a pontossidg nem lesz annyira jo, mint amit az elmélet megkove-
telne, illetve, ha tul nagyok a hiirok L-hez képest, akkor mar nem elég log L-lel aranyos
darabszamu pont a felbontéshoz. Emiatt a konstans eltolas itt nem csak szisztematikus
hibékat tartalmaz, és ezért negativ. Mindemellett megfigyelhetiink egy enyhe gorbiilést
is a pontokban a majdnem lineéris L log L illesztéshez képest. Ezt a kezdG&sebesség rossz
megadésa okozza. Ahogy L-t noveljiik, né az titkozésig eltel§ szimulaciobeli id§. Emiatt
a kezdGsebességet nagyobb pontossaggal kell meghatarozni, hogy a hiba ne halmozod-
jon fel a hosszu uton, és 3% alatt maradjon. A kezdGsebesség pontosabb beépitéséhez
a mezdt egy kicsit részletesebben fel kell bontani, vagyis valasztott N,,.,-nak jobban
kell nénie, mint az elméleti log L. Ez a névekmény elég kicsi ahhoz, hogy a dt-t nem
sziikséges csokkenteni, (a dt = 0.075 minden L-re jol miikodott,) ahhoz viszont elég
nagy, hogy a . abran a piros pontoknak az illesztett (majdnem) egyeneshez képesti

elgorbiiléséhez vezessen.

Ennek a hibanak a javitasahoz ¢vatosabban felvett kezddfeltételre van sziikség. Ez
elérhetd példaul gy, hogy a kezddfeltételt idében visszafele 1éptetjiik egy kis disszipalod

tag berakasa mellett, ezzel "kisimitva" a mezét.

6.4. Osszehasonlitas masik adaptiv raccsal

Erdemes 6sszehasonlitani a szimulacié pontossagat masok altal irt adaptiv racsi szimu-
laciokkal. Harom dimenziéban tobb adaptiv raccsal valé szimulaléssal foglalkozé cikk
is létezik [32], B3], két dimenzidoban azonban csak a nyilvanosan nem elérhets [I1] orosz
szakdolgozatban talaltam &bréat az 6 adaptiv szimulaci6janak energiamegmaradasarol,

tdgyhogy ezt fogom hasznalni az 6sszehasonlitasra.

A szerz6 a szimulacidjaban az energiastriiség szerint, Delaunay-héromszogeléssel
vett fel pontokat, majd ezeket a hurokkal egyiitt mozgatta az idében. A diszkretizaci-
6hoz a végeselem modszert hasznalta, vagyis a teret haromszogekre bontotta a pontok
kozott. Ez a modszer szintén L log L-es komplexitasu, azonban az energiat igen rosszul
tartja.

A abran ennek a szakdolgozatnak az ¢ szimuldcidjarol késziilt energia-abrajat
hasonlitom Ossze az én szimulaciommal, ugyanolyan kezd&feltétel mellett késziilt abra-
val. Mas egységrendszer (mas \) miatt az energidk nagysaga nem egyforma, de térben
és id6ben ugy skaladzta a szerz6 az abrat, mintha a A\ = 1 egységrendszerben szamolt

volna, igy Osszehasonlithatok az eredmények.

Az orosz dolgozat dbrajan az latszik, hogy mar erre a nagyon kicsi skalakiilonbségre
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(b) Sajat abra az energiarol

és sajat abra az enyémrél. A kezddfeltételben a hirok nagyon kozelrsl, 2Ry = 5.48 ta-
volsagrol (n = 0.97), kezdGebesség nélkiil indulnak. Az energiaskila mas egységrendszer
miatt nem egyforma, azonban az idGskala egyezik. A fels6 abran a Osszenergia erésen
valtozik, az alson 1%-on beliil allandé marad.

(n = 0.97) is gyorsan csokken az Ossszenergia. Az én algoritmusom erre, és ennél joval

nagyobb skalakiilonbségekre is stabilan tartja az energiat.
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7. Osszefoglalas

Az axion egy hipotetikus részecske, mely a fizika két nyitott kérdését is megvélaszolhat-
ja. A kisérleti kimutatasa azonban igen nehéz, igy el6bb szimulaciok segitségével minél
pontosabban meg kell hatarozni a részecske tomegét. Ehhez az axionmez6 idébeli fejls-
dését kell vizsgalni, és a hiiroknak nevezett topologikus defektusok szaméanak alakulaséat
az univerzum tagulasa soran. A szimulélast a tradicionalis modszerrel, egyenletes racsot
hasznalva azonban lehetetlenné teszik a hatalmas skalakiilonbségek, amik megjelenhet-

nek a hurok és a vizsgalt térfogat méretei kozott.

A munkam soran egy altalam kifejlesztett és megirt adaptiv racsi szimulaciot mu-
tatok be, ami két dimenzioban sokkal jobban kezeli ezt a problémat. Ennek alapjaul
egy olyan algoritmust alkalmaztam, amit a mezGelmélet teriiletén még nem hasznaltak,
viszont mas, hasonl6 algoritmusokkal szemben az az elénye, hogy egyszertien altalano-

sithaté harom dimenzidéra is.

A program megirasa soran meglep&en nehéznek bizonyult egy olyan diszkretizaciot
talalni, amivel az energia a racs idébeli mozgatéasa ellenére is stabilan megmarad. A dol-
gozatomban bemutatom az egyszertinek tiing diszkretizacié helytelenségét, és levezetek

helyette egy olyat, ami joval bonyolultabb, de stabil energiatartast eredményez.

Az algoritmust egymas felé elinditott centrélis hir-antihar {itkdzéssel teszteltem.
Erre megmutatom, hogy a szimuladciém futasideje Llog L médon flige a skalakiilonb-
séggel ardnyos dimenzidtlan hosszparaméterrél, mig a hagyomanyos modszer esetében
ugyanez a fiiggés L?. Mindemellet a programom futésideje mar viszonylag alacsony

skalakiilonségre is kisebb.

8. Kitekintés

Mas, axionmez6 szimulalédsaval foglalkozo dolgozatok és cikkek két dimenzidban alta-
laban megvizsgaljak a rendszert véletlenszerd kezddfeltétellel is, és elemzik a hirok
szamanak idébeli valtozasat. A modellt tovabb lehet fejleszteni a korai univerzum ta-
gulasanak beépitésével, amihez egy extra taggal kell kiegésziteni a Lagrange-fliggvényt.
Ennek a dolgozatnak a célja maganak az j moédszernek bemutatasa, de az eredmények
alapjan mindenképpen érdemes ezeket a szimulaciokat elvégezni. A témaban kutatas
végeéljadhoz, az axion tomegének meghatarozashoz, harom dimenzidéban kell megtenni
ugyanezt. A harom dimenzioba atlépés legtobb adaptiv racs esetén igen nehéz, de a
quadtree algoritmus altalanositasa nagyon egyszerd. Ehhez Gjra kell szamolni a diszk-
retizaciot, és a tobb valtozo hosszabb kifejezést fog eredményezni, de feltehetGen a fent
leirt modszerrel szamolva hdrom dimenzidban is stabil energiatartas adodik. A tobb

tagbol allo képlet és a tobb lehetséges széls6 pont miatti nagyobb esetszétvalasztas las-
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sitani fogja a szimulaciot, de ha az energiamegmaradés teljesiil, akkor az L* helyetti
L?log L-es tavolagfiiggvény miatt tovabbra is sokkal jobb lesz az egyenletes racsnal. Az

igéretes eredmények alapjan mindenképpen érdemes feltarni ezeket a késébbiekben.
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A. A szimulaciordl és az Abrazold szoftverrol

A szimulaciot (mind az adaptivat, mind az egyenleteset) a gyors futas érdekében c++
nyelven irtam. Nem hasznaltam ezekhez semmilyen fizika engine-t vagy libraryt, hogy
a lehetd legalappszintiibben irdnyithassan a szimulaciot. Az adaptiv szimulacié futés-
idejének jelenleg 98%-at a mez6 idSbeli 1éptetése, azon beliil is kiszdmolasa jelenti,
igy tovabbi optimalizalasra leginkdbb annak minél gyorsabban szamolhato alakban valé

felirasa ad lehetGséget.

Az abréazolashoz Java nyelven irtam egy abrazoloszoftvert, innen exportaltam képe-
ket a dolgozatba. Ebben a szoftverben lehet&ség van a leszimulalt folyamatot tetszéleges
idépillanatban megnézni, vagy videdként lejatszani, mindezt tobb kiilonbozé nézetben.
Egy kép a programrol a abran lathato.

arg(phi) time: 0
20 10 0 10 20

1,571

13. dbra. Az abrazoloprogramrol egy kép. A bal oldalon lehet valtoztatni a nézetet, az
als6 gombokkal lehet az id6ben elére vagy hatra lépegetni, videdszerti lejatszast kezdeni,
a lejatszas sebességét allitani, illetve visszamenni a ¢t = 0 id6hoz
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B. Egy cella teljes Hamilton-fiiggvénye

N . . L dloie] | stenes 116t (6)°

g2 (10998 (01)° | Tetoles | stotel | stotes | ot (93)°
720 360 18 18 720 180 180 720

G255 1102 (¢5)> 1991 (¢1)2 ba 1961 (67)° ds 6761 (67) b 10} dadd}
+ 120 + 720 + 480 + 480 + 720 + 144
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C. A futisidék mérési adatai

A [I1} abraban a szimulaciokhoz hasznalt pontos paraméterek és mérési adatok az [1
tablazatban lathatok. L hosszisagparaméterrel T' szimulécidbeli idGegységig tartott a
futtatas. Az Osszes adatpont szama az adaptiv esetben N, = No - No + Negtra, ahol
Ny = 10 mindenhol, N, pedig a tablazatban lathat6. Az egyenletes racs esetében a

pontok szdma N,,. = N2. A mért adat, 7 a valos idében a futésidé méasodpercben.

Adaptiv racs Egyenletes réacs
7[s] | Newtra | dt T]s] N dt
100 | 0.55 | 1000 | 0.075 | 1.82 | 200 | 0.2
150 | 1.36 | 1650 | 0.075 | 4.61 | 300 | 0.2
200 | 2.41 | 2200 | 0.075 | 9.60 | 400 | 0.2
250 | 3.95 | 2900 | 0.075 | 17.5 | 500 | 0.2
300 | 5.92 | 3600 | 0.075 | 28.9 | 600 | 0.2
350 | 8.53 | 4400 | 0.075 | 44.5 | 700 | 0.2
400 | 12.6 | 5700 | 0.075 | 63.5 | 800 | 0.2
450 | 17.1 | 6550 | 0.075 | 90.1 | 900 | 0.2
500 | 23.5 | 8050 | 0.075 | 120.7 | 1000 | 0.2

L T

1. tablazat. A szimulaldsokhoz hasznalt paraméterek a . abran.

A mért id6 pontos értéke akar drasztikusan moédosulhat a szamitoégépen a hattér-
ben zajlo folyamatok fliggvényében. Az Gsszes ilyen jellegd hiba hatésanak csokkenése
érdekébe minden adatot haromszor mértem, ezeket atlagoltam. Az Gsszes szimulaciot
kozvetleniil egymas utan futtattam, kézben maéasra nem hasznaltam a laptopot. Min-
denféle Windows-os folyamatok igy is bezavarhatnak a mérésekbe, ez a kisebb idékre
igen latvanyos 1-2 méasodperc névekményt okozott a masik mérésekhez képest. Ezeket

az idGket emiatt Gjramértem.

Meg kell jegyezni emellett, hogy GPU optimalizacidval az egyenletes racsi szimulacié
futasideje nagyban gyorsithatd. Ez azonban csak egy konstans szorzéval javitja, vagyis

nagyobb skalan ugyanigy csak adaptiv szimulacié hasznéalhato.
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