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Absztrakt

Az irraciondlis szamok a matematika minden teriiletén jelen vannak, de pontos értékiik nehezen
reprezentalhat6 a didkok szamara is jol érthetd, szemléletes formaban. Ebben a munkéban olyan
geometriai konstrukciokat és szamolasokat mutatunk, melyekkel szemléltethetjik az
irracionalis szamokat.

Kutatasunkban olyan szamokkal foglalkoztunk, melyek kifejezhetoek legfeljebb két
négyzetgyokjellel, és megjelennek a Nemzeti Alaptantervben. Példdkat hozunk olyan
problémaékra a felsd tagozatos és kozépiskolai tananyagbol, amikben természetesen jelennek
meg ezek a kifejezések. A példakra kiilonb6zd szintli matematikai tudast igénylé megoldasokat
is adunk, az elemi geometriaitdl a magasabb algebrai modszerekig.

Amellett, hogy ezeknek a megoldasoknak a bemutatasaval a didkok megérthetik a matematika
kiilonb6z6 teriiletei kozotti szoros kapcesolatot, példakat lathatnak arra is, hogy egy feladat
megoldasahoz nemcsak arrdl a teriiletrdl kereshetnek megoldasokat, amiben a probléma

megfogalmazodott.

1. Bevezetés

A sziileink altalanos iskolds korukban tablazatokkal hatdroztdk meg a szadmok
négyzetgyokét. A kozépiskolaban pedig logarléccel végeztek fejben nehezebben végezhetd
szamitasokat, a hatvanyozastol a logaritmus szamitasig. Azonban az utdbbi par évtizedben a
tablazatokat ¢és a logarlécet felvaltottdk a szdmologépek. A szamoldgéphasznalat
megvaltoztatta az emberi gondolkodast, és a fejben szamolas helyére 1épett. Az oktatasban ez
a jelenség lehetdséget adott arra, hogy 0 problémakat vessiink fel, amelyeket eddig nem, vagy
csak nagyon iddigényesen tudtunk megoldani. Méra a szamologépek gyakran akkor is atveszik
az emberi szamolas helyét, amikor a fejszamolas elengedhetetlen ahhoz, hogy a diakok
matematikai képességeit fejlessziik. SOt, a didkok vakon biznak a szamologépekben, ami sok
szamolasi vagy akar matematikai hibahoz is vezet (az 1.1. fejezetben mutatunk erre példat).
Nekiink az a célunk, hogy kialakitsuk a didkokban a szdmfogalmat. Ehhez sziikség van arra,
hogy lathatéva tegylink szamokat a természetes és egész szamoktdl kezdve a raciondlis
szamokon keresztiil egészen az irracionalis szamokig. (S6t, néha még tovabb!) Azért, hogy a
didkok pontos képet kapjanak arr6l, hogy mekkordk is az egyes irracionalis szamok, a

geometriat hivhatjuk segitségiil. Az irracionalis szamokat szemléltethetjiik szakaszhosszakkal.



Ennek elénye, hogy a szakaszok rahelyezhetok a szamegyenesre - igy megmutatva a szam
helyét a szamegyenesen. Ha szerkesztiink egy V2 hosszisagu szakaszt, és azt ramasoljuk a
szamegyenesre, lathatd, hogy az értéke az 1 és 2 szamok kozé esik, sot, az igazan szemfiiles
diakok azt is észrevehetik, hogy az 1-hez kézelebb van.

A szamologépek haszndlata a matematikadrakon szinte mar altalanossa valt. A
matematika szdmos teriiletén tudjuk ugy alkalmazni a szamoldgépet, hogy azzal
tobbletinformaciot adjunk a didkoknak, kdnnyitsiik az aktualis tananyag megértését.

Ha megnéziink egy érettségi feladatsort — ami rengeteg geometriai és kombinatorikai
szamitast tartalmaz — lathatjuk, hogy a feladatok fejben, irasban és fliggvénytablazattal valo
végig szamoldsa nemigen férne bele a rendelkezésre allo idébe. Ilyenkor nagy segitség, hogy a
korszerli szamoldgépek néhany gombnyomassal elvégeznek hosszi szamitisokat, hatvanyt,
gyokot, logaritmust, binomidlis egyiitthatokat szamolhatunk veliik.

Sokszor hasznaljuk a szamologépet Onmagunk ellendrzésére is, erre a tankonyvi
feladatok is Osztonzik a didkokat. Azonban, amikor irraciondlis szamokkal végziink
miiveleteket, ezt nem tehetjiik meg, vagy legalabbis nem teljes bizonyossaggal, hiszen a
szamologépek nem tudjak ezeket megjeleniteni, pontosan kezelni (erre az 1.2. fejezetben
szamos példat mutatunk majd). A kizardlag szamologépet hasznald gyerekek pontosan
ugyanazokat a szamokat ismerik, mint a szamolégép. Es miket ismer a szamologép? 10-12
szamjegyll véges tizedestorteket. Ha azt szeretnénk, hogy mas szamkoroket is megismerjen,
mint az egész szamok, a véges tizedestortek €és a m, akkor ezeket valamilyen mas médiumon
keresztiil kell bemutatnunk nekik. A dolgozat masodik felében erre mutatunk néhany
lehetdséget.

A dolgozat elé6zménye a ,,Theoretische und empirische Analysen zum geometrischen
Denken” cim@i tanulmanykoétetben megjelent ,,Geometric representations of irrational
algebraic numbers in Hungarian high school mathematics education” cimii szaktanulmany,
melyet Vasarhelyi Eva Tanarng felkérésére irtunk Szabé Csaba egyetemi tandr vezetésével,
Bereczky-Zambo Csillaval kozosen (Szabd és mtsai, 2021).

Dolgozatunkban eldszor is megmutatjuk, milyen elényei és hatranyai vannak a
matematikaorai szamoldgéphasznalatnak. Ezek utan roviden bemutatjuk a raciondlis és
irracionalis szamok megismerésének torténetét. A dolgozat masodik részében azzal

foglalkozunk, milyen, kevés négyzetgyokjelet tartalmazd algebrai kifejezéssel felirhato



irracionalis szamok szerepelnek a felsdtagozatos és kozépiskolai tananyagban. Majd kiilonb6zo

modszereket adunk ezeknek a kifejezéseknek a geometriai modszerekkel valo reprezentalasara.

1.1 Szamologéphasznalat el6nyei és hatranyai

Tobb kutatds kimutatta, hogy a szamoldgépet hasznalo didkok gyorsabban és jobban
teljesitenek a matematikai szamonkéréseken az altalanos iskolatol az egyetemig (Masimura,
2016; Boyle & Farreras, 2015; Miles, 2008; Hembree & Dessart, 1986), s6t, a hozzaallasa is
jobb a matematikahoz azoknak, akik hasznalhatnak szamologépet (Close, Oldham, Shiel,
Dooley, & O'Leary, 2012; Ellington, 2003). Egy masik kutatasban viszont tanulok gyengébben
szerepeltek egy alapvetd matematikai készségeket felmérd teszten, mint a 8. évfolyamosok
(Woodard, 2018). A kutatasokbol latszik, hogy kézzel lassabban szamolunk és t6bb hibaval,
raadasul ez csak romlik, ahogy egyre jobban a szdmologépre hagyatkozunk. A szamologépek
elterjedése lehetéséget adott arra, hogy 01j problémakat vessiink fel, amelyeket eddig nem, vagy
csak nagyon iddigényesen tudtunk megoldani.

Felmeriil a kérdés: nincsen arnyoldala a szamologépek hasznalatanak? Nem lehetséges,
hogy a szamologépek akkor is atveszik az emberi szamolas helyét, amikor az elengedhetetlen
ahhoz, hogy a didkok matematikai képességeit fejlessziik? Az egyetemi szinten végzett
kutatasok azt mutatjak, hogy a szdmologéphasznalat nem akadalyozza és nem is javitja a
matematikai készségek elsajatitasat (Ellington, 2003; McCabe & Vasquez, 2002). Altalanos és
kozépiskolai szinten a szdmologéphasznalatot foleg a 70-es és 80-as €vekben kutattdk. A
legtobb kutatas nem mutatott kiilonbséget a szamologéphasznalok és fejben (irasban) szamolok
kozott, vagy éppen a szamologéphasznalat pozitiv hatdsait mutattak be. Viszont vannak olyan
munkak is, amelyek a szadmologépek ellen szdlnak. Egy kutatasban kimutattak, hogy a
szdmologéphasznalat akadalyozza a 4. évfolyamos tanuldkat alapvetd matematikai készségek
elsajatitasaban (Hembree & Dessart, 1986). Egy 12.-eseket bevono kutatasban pedig kidertilt,
hogy a tanulék komoly hianyossdgokkal rendelkeznek a tortek, exponencidlis ¢és
trigonometrikus kifejezések manipulaldsa terén, amit csak részben képes kompenzalni a
szamologép (Masimura, 2016).

A szamoldgép hatdsa erdsen fligg attol, hogy a hasznaldja milyen algebrai hattérrel
rendelkezik (Zheng, 1998). Vegyiik példaul a hatvanyozas azonossagait. Barmilyen Osszetett,
tobb tényezds, emeletes torteket is tartalmazd kifejezést adunk a tanuldknak a hatvanyozas

témakorén beliil, azt pillanatok alatt ki tudjak szdmolni szdmologép segitségével. De mi torténik



akkor, ha ezt a kifejezést betlikkel adjuk nekik? Ekkor megall a zsebszamologép tudomanya. A
hatvany azonossagok tanitdsanal van masik eldnye is a kézzel végzett szamitasoknak. Amikor
egy bonyolultabb szamitast levezetnek a tanulok, minden 1épésnél be kell bizonyitaniuk, hogy
az egyenloségjel két oldalan allo kifejezések ekvivalensek egymassal. Ehhez az azonossagokat
kell hasznalniuk indoklasként. Ezekkel az apro feladatokkal olyan, fiatalabb diakok is elkezdik
gyakorolni a preciz matematikai levezetéseket, akikben még nincs igény a bizonyitasra. A
gyokvonas azonossagainak témakorénél is megfigyelhetd ez a jelenség. Példaul a kovetkezo

feladatot is kiszamolhatjuk szdmologéppel:

(Js-m>.<Js+m>=J(S-M)(S+M)=M=1 (1)

Mégis sokkal érdekesebb, ha fejszamolassal és azonossagokkal oldjuk meg a feladatot.
Hiszen itt mar Osszeér tobbféle anyagrész: a hatvanyozds, a nevezetes azonossagok és a
gyokvonas azonossidgai. A feladat matematikai szépségét is elveszitenénk szamologép
hasznélattal. Az sem utols6 szempont, hogy egy ilyen bonyolultabb kifejezés (hibatlan) beiitése
1d6igényesebb lehet, mint fejben kiszamolni, igy a szamologéppel idét sem nyeriink.

A szamoldgéphasznalatnak vagy egy masik hatuliitéje is: a szamoldgépek mindentudok
hirében allnak. Am a tanulok sokszor nem tudjak eldénteni, hogy a kapott eredmény helyes-e,
igy szamologép hasznalat mellett is sok a szamolasi hiba és helytelen végeredmény (Miles,
2008). Egy kutatasban tobb szaz egyetemi hallgatoval végeztettek szamitasokat egy olyan
szdmologépet hasznalva, ami bizonyos esetekben ,hazudott”, azaz hamis eredményt adott
(LaCour, Cantd, & Davis, 2019). A kutatés elsd felében hat esetbdl kettében a szamologép 4
masodperces késleltetéssel adott olyan eredményt, ami a helyes értéktél 15%-kal eltért. A
résztvevok elenyészd szazaléka €1t barmilyen gyanuval a gép felé. Ennek egyik oka, hogy a 4
masodperc alatt nem végeztek fejszamolasokat, becsléseket, a masik ok, hogy talsagosan biztak
a szamologépben. A kutatas kovetkezd részeiben ezért nem volt késleltetés. A végzett pilot
kisérletek azt mutattak, hogy 120%-0s ,,hazugsadgnal” kezdett el a kisérleti alanyok nagy része
gyanakodni, hogy a szdmologéppel valami baj van. Ezért a mésodik részben 120%-os eltérés
volt a helyes és a gép altal adott eredmények kozott, igy a hibas eredményli kérdéseknél a
kisérleti alanyok 21% és 7% helyett mar 60% és 15%-uk szamolta ujra az eredményeket. Ebben

a részben kidertiilt, hogy nagyobb valdszinliséggel vették észre a hibdkat a résztvevok, ha az



adott feladatot absztrakt modon fogalmaztak meg (,,15% of 21 = ), mint amikor
szovegesen (,,You have just finished eating dinner at a restaurant and the bill is $21. You want
to leave a 15% tip. How much would the tip be?”). Kiegészitették a feladatokat konceptualis
hibakat tartalmaz6 feladatokkal. Ennek egy példaja, hogy két negativ szdm szorzataként negativ
eredményt adott a gép. A gyanu mértéke nem volt statisztikailag eltéré az el6z6kétol. Tehat
nem elég, hogy vakon megbizunk a rossz eredményekben, a matematikailag helytelen

eredményeket is konnyen elhissziik a gépnek.

1.2. Mit tud és mit nem a gép?

Sajnos, egy szamologép nemcsak akkor ,hazudik” nekiink, ha erre direkt
beprogramozzak egy kutatasban. Az 1. abran lathato, hogy 1/3-ot beiitve a szamologépbe, a
szamologép egy véges tizedes tortet ad eredményiil, amit, ha Gjra beiitve megszorzunk
harommal, megint csak egy véges tizedes tortet kapunk. A legtobb didk ezutan kerekiti az
eredményt egyre, de mégis az az érzése marad, hogy bar nagyon kozeli az eredmény 1-hez,
mégsem egyenld vele. Az abra azt is mutatja, hogy az ANS funkciot hasznalva megkaphatjuk

a pontos valaszt, tehat a szamologép mégis ismeri a szam Gsszes szamjegyét.
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1. dbra: A szamologéppel eltérd eredményeket kaphatunk az ANS funkcioval és a kimadsoldssal.

Az elobbi példa igen trivialisnak tlinhet — s6t az is — de megmutatja, hogy bonyolultabb,
tobb 1épéses feladatokban egy naiv szamologéphasznalo, aki mindig kimasolja a kapott szamot,
esetleg kerekiti, majd Gjabb miiveletet végez vele, milyen pontatlan eredményekhez juthat. A
szdmologép tobb egyéb modon is félre vezethet minket:

o A nagysagrendbeli eltérések hamis eredményekhez vezethetnek. Fejben konnyedén
elvégezhetjiik a (1017 + 7,2 — 1017) - 10 miiveletet — az eredmény természetesen 72. Az
ilyen elszdmolasok egy része megsziinik a tagok sorrendjének megvaltoztatasaval, ahogy a

2. abra is mutatja.



2. abra: A nagy nagysagrendbeli kiilonbségekkel nehezen dolgoznak a szamologépek.

o Eqy végtelen szakaszos tizedes tortet kerekithet. Ilyen esetre latunk példat a 3. abran. Ett6l
egy racionalis szamokkal még csak ismerkedd didknak az az érzése tdmadhat, hogy a szdm

kilenc tizedesjegy utan véget is ér (esetleg nullakkal folytatodik).

CASIO
FH1CEX

B ARALE B

3. dbra: A 13/6 pontos értéke 2,16, de a szamologép ezt a végtelen szakaszos tizedes tortet kerekiti.

o Eqyvégtelen nemszakaszos tizedestort végét levaghatja. Ezek igy racionalis szamnak tiinnek,

mint a 4. abran lathato példa.

CASIO
Fx:HOiBE X

4. abra: Az e irraciondlis szam, igy harmadik hatvanya is az.

11
. .. , , . .. r11x 1t , . (V50+7 .
o FEgy irracionalis szamot egész szamnak tiintethet fel. Példaul a 5. abran lathato ( i ) IS

ilyen. A kifejezés latvanyosan irracionalis, hiszen egy irracionalis szammal olyan

miiveleteket végziink, amiknek az eredményeképp tovabbra is irracionalis szamot kapunk.



Mégis, a szamologép szép, egész szamnak irja ki, mivel a nemnulla tizedes jegyei a

kijelezhet6 szamjegyeken thlra esnek.

e ——
CASIO

Fx<HO1BE X
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5. dbra: Egy irracionalis szam kelléen nagy hatvanydnak tizedesei a kijelezhetd szamjegyeken tul
esnek, igy egész szamnak tiinnek.

o Egy raciondlis szambdl, irraciondlis kifejezést csinalhat. llyenek az 6. abran lathatd 0 ¢

611 . . .. e g . Loy
o s amiket © tobbszoroseként tiintet fel a szamologép.

CASIO CASIO
FxHO10E X Fx:H81CE X

TR KRGS S

OPTN CALC

6. abra: A szamologépek bizonyos raciondlis kifejezéseket w tobbszordseként tiintet fel.

Eppen ezért probaljuk ranevelni a gyerekeket, hogy ameddig csak lehet az irracionalis
szamokkal, mint szimb6lumokkal szamoljanak, csak akkor lissék dket szamoldgépbe, amikor
mar az eredmény ellendrzése végett muszdj kézzel foghatobb alakot Oltenie a szdmnak.
Megprobaljuk elfogadtatni veliik, hogy olyan szimbolumok, mint az e3, In 2, cos 3, V3 szamok.

A négyzetgyokvonas elvégzését alaposan begyakoroljuk az iskolaban, igy gyakran mar
miiveletként tekintiink r. Nyolcadik utan a v/3 kifejezés nem igényel magyarazatot, elfogadjak
a didkok szamként. Késdbb, olyan exponencidlis és trigonometrikus kifejezéseket is elfogadunk,

mintaz e3, In 2 , vagy a cos 3 . Azonban nagy kiilonbség van akdzott, hogy elfogadjuk ezeket



a kifejezéseket szamként, vagy ténylegesen értjiik, mik azok az irracionalis szamok, és miért
nem lehet ket egy néhany tizedesjegyig tartd racionalis szammal helyettesiteni.

Vegyiik a v/3 kifejezést. Tegyiik fel, hogy egy diak v/3-at kap eredményiil a feladatara és
megjelent benne az igény (vagy belenevelte a tanara), hogy megvizsgalja, a megoldas jo-e.
Ekkor szdmologép nélkiil is gyorsan meg tudja becsiilni az értékét ellendrzésképp. Gyokharom
kerekitett értékét, ha nem is tudja fejbdl, azt biztos tudja, hogy 2-nél kisebb, mert annak a
négyzete 4. Azt is valdsziniileg tudja, hogy gyokkettd kerekitve 1,41, igy az eredménye 1,7
koriil van. Ellenben, ha az In2 vagy cos3 kifejezések egyikét kapja eredményiil, mar nem ilyen
egyszeri a helyzete. Ezeknek fejben aligha tud becsiilt értéket adni, ezért kénytelen a
szamologépéhez nyulni.

Nemcsak a diakok hagyatkoznak lépten-nyomon a szamologépre. Manapsag mar
mindenki, még a matematikaval egyetemi szinten foglalkoz6 emberek is, ha tehetik,
szamologépet hasznalnak. Erthet6 is, mivel a szamologép a legtobb kozoktatasbeli, egyetemi

¢s hétkdznapi szdmolasra kell6en pontos értéket ad pillanatok alatt.

1.3. Irracionalis és racionalis szamok

A fentebbi példak nagy része azzal foglalkozott, hogy a szdmoldgép bizonyos esetekben
Osszemossa az irraciondlis €s racionalis szdmokat egy gyanutlan felhasznalé szamara. De mik
is azok a racionalis és irracionalis szamok? A tanuldk a racionalis szamokat mar 7. évfolyamon
megismerik, és definidljak dket, mint azok a szamok, amelyeket fel tudunk irni két egész szam
hanyadosaként. Az irraciondlis szamokkal el6szor 8. évfolyamon taldlkoznak, és ugy
definialjak 6ket, hogy ezek a végtelen nem szakaszos tizedes tortek. Azt is kimondjak, hogy a
valds szamok halmaza a racionalis és irracionalis szdmok halmaza. A 7. abran latjuk, hogy a

10. évfolyamos OFI-s tankonyv, hogyan definialja a kiilonb6z6 szamhalmazokat [1].

A valés szamok (R) leggyakrabban el6fordulé részhalmazai

— a természetes szamok (jelolés: N),

— az egész szamok (Z),

— a raciondlis szamok (Q)

— és az irraciondlis szamok (leggyakoribb jelélése Q).

N={0;1;2;3; ..}, Z={... =2; -1; 0; 1; 2; ...}. A raciondlis szdimok olyan valés szdmok,
amelyek felithat6k két egész szam hdnyadosaként; az irraciondlis szimok pedig olyan valés szdmok,
amelyeket nem irhatunk fel két egész szam hanyadosaként.

7. dbra: A szamhalmazok definidldsa a 10. évfolyamos tankonyv 76. oldaldan [1].

Ekkor persze a valoés szdmokat nem definidltuk precizen, hiszen olyan fogalmak

crer
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eltekintve van egy, az adott korosztalynak megfeleld, rdadasul igen rovid definicionk, amit
parositunk a tizedes tortek adott tipusaihoz. Tehat, a legrosszabb esetben is 10. évfolyamtol
kezdve, a diakoknak tudniuk és érteniiik kellene, mik azok a racionalis €s irracionalis szamok.

A nemzetkozi kutatdsok azonban azt mutatjak azonban, hogy se nem értik, se nem tudjak.
A kutatasok altalaban harom szemponttal, vagy azok egyikével foglalkoznak a résztvevok
tudasat illetdleg:
e Tudjak-e definidlni az irracionalis szamokat
¢ FEl tudjak-e donteni egy szamrol, hogy raciondlis vagy irracionalis
e El tudjak-e helyezni, egyaltalan elhelyezhetdnek tartjak-e az irraciondlis szamokat a

szdmegyenesen

Tobb kutatas is azt mutatja, hogy a kozépiskolai diakok kis hanyada, legfeljebb negyede
képes definialni az irracionalis szamokat (Hayfa & Saikaly, 2016; Fischbein, Jehiam, & Cohen,
1995). A tanarszakos hallgatok is rosszul szerepelnek a kutatasokban. Zazkis és Sirotic tobb
kutatast végzett azért, hogy felmérje a tanarszakos hallgatok irraciondlis szamokrol alkotott
képét. Tobb kutatasukban kimutattak, hogy a tanarszakos hallgatok er8sen a szamologépre
hagyatkoznak az irracionalitds megéllapitasakor és jobban szerepelnek, ha tizedes tort alaka
szamokat kell kategorizalniuk (2007, 2004). Egyik kutatasukban az is kideriilt, hogy a résztvevo
tanarszakos hallgatok 40%-a nem tudta megallapitani azt, hogy a 0,12122122212222... szam
irracionalis, a szabalyossagot szakaszossagként értelmezvén, 30%-uk pedig vagy nem tudta
megallapitani az 53/83-r6l hogy racionalis, vagy megallapitotta, de hibasan érvelt (2010). A
fent emlitett harmadik szemponttal foglalkoz6 kutatasukban azt kérdezték 46 tanarszakos
hallgat6tol, hogy meghatarozhaté-e a /5 konkrét helye a szamegyenesen, majd hogy jeloljék
be azt (2007). A résztvevok 8,7%-a azt allitotta, nem lehet megallapitani a helyét, kozel 40%-a
pedig par tizedesre kerekitette a szamot és azt abrdzolta. A hallgatok 13-13%-a hasznalt

fliggvényeket a meghatarozasra vagy durva becsléssel €lt, példaul azzal, hogy 2 és 3 kozott van.

19,6%-a a résztvevéknek hasznalta a Pitagorasz-téltelt, igy pontosan megéllapitva v/5 helyét.
Zazkis és Sirotic kutatasaik alapjan arra jutottak, hogy az irracionalis szdmok tizedes tortként
valo reprezentdlasa nem jarul hozza az irracionalitds konceptudlis megértéséhez, ezért nagy
hangsulyt kell fektetni a geometriai reprezentaciokra (2007).

A matematikaoktatds nagy hanyadat a szdmfogalom kiépitésével toltjiik. A természetes
szamokra Osztondsen van igényiink, hogy megszdmlalhassuk a koriilottiink 1évé dolgokat.

Ezeket akkor is hasznaljuk, ha nincs neviikk, vagy egy hozzajuk kapcsolt absztrakt
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szimbolumunk, ezért is nevezziik 6ket ,,természetesnek™ (Schubert, 1894). A pozitiv racionalis
szamok is rég vellink vannak, i. e. 4000-ben mar hasznaltak dket az Indus foly6 volgyében
hossz, suly és idéméréskor, i. ¢. 2000-ben pedig mar elemi szamolasokat végeztek veliik
Babiloniaban (Agarwal & Agarwal, 2021). A negativ szamok mar nagyobb nehézséget okoztak
tudomanytorténetileg. Bar i. sz. 628-bdl vannak indiai irdsos emlékek, amik vildgossa teszik
azt, hogy az emberek értették a negativ szamok fogalmat, példaul tartozasokként, De Morgan
még kototte az ebet a kardhoz, hogy a kivonas akkor értelmes, ha a kivonandé kisebb, mint a
szam, amib0l kivonunk (Mumford, 2010).

Az eddig targyalt szamhalmazokra kdnnyen latjuk, hogy sziikségiink van. De honnan
jonnek az irraciondlis szamok? Az els6 irdsos emlék, ami irracionalis szamokkal foglalkozik az
indiai Shulba-szutra, i.e. 3000 koriilrél. A shulba geometriat jelentett az Okori Indidban. A
szovegben leirjak a szigor szabalyait az oltarok készitésének, méreteinek. A matematikai
precizitasra nagy hangsulyt fektettek, mivel ugy gondoltak, akkor lesznek sikeresek a ritualék,
ha pontosak az oltarok méretei. Az oltarok készitése soran olyan a kdvetkezd két probléma is
felmertilt (Agarwal & Agarwal, 2021):

e Hogyan kell olyan négyzet alaka oltart csinalni, aminek a teriilete kétszerese egy
adott négyzet alaku oltarnak?

e Hogyan kell olyan kor alaku oltart csindlni, aminek a teriilete megegyezik egy adott
négyzet alaka oltarnak?

Ezeknek a megvalaszolasahoz racionalis kozelitéseket adnak a V2 és a 1 értékére. Azt
is leirjak, hogy ezeknek a szdmoknak nem szamolhato ki a konkrét értéke. Az elsd igazi attorest
azonban a gorogok hoztak az irraciondlis szdmok terén, miutdn észrevették, hogy a négyzet
oldala nem aranyos az atlojahoz. Igy alkottak meg az Osszemérhetetlenség fogalmat, és—

feliilkerekedve a fogalom létezésének megrazod mivoltjan, és feltételezhetéen par embert vizbe

dobva — 6k voltak az elsdk, akik bizonyitast adtak arra, hogy a v/2 irracionalis [2].

2. Mindennek az alapja: algebra

Ebben a dolgozatban olyan szamokrol irunk, amelyek geometriai jelentéssel birnak és
kifejezhetdk legfeljebb két gyokjellel. Felmertil a kérdés, hogy hogyan keressiik meg ezeket a

szamokat. Erre a kérdésre a Galois-elmélet segitségével kaphatjuk meg a valaszt.
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Ezért a kovetkezé fejezetben megmutatjuk, hogyan lehet a Galois-elmélet
felhasznalasaval olyan irracionalis szdmokat talalni, melyek reprezentalhatoak geometriailag és

legfeljebb két gyokjellel leirhatok.

2.1. ,,Szép” szamok keresése

Egy szam pontosan akkor szerkeszthetd korzével és vonalzoval Euklideszi mddon, ha a
Galois-csoportjanak az elemszama kettéhatvany. Ha egy szamban két gyokjel szerepel, akkor
ennek a szamnak az algebrai foka maximum négy. Egy szdm Galois-csoportjan a
minimalpolinomjanak a Q feletti felbontasi testjének a Galois-csoportjat értjiik (Stewart, 1989).

Abbol, hogy a Galois-csoport foka kett6hatvany, kovetkezik, hogy a szam foka is
kett6hatvany, ahol a szam foka a szam minimalpolinomjanak a foka. Ismert, hogy ha egy szam
négyzetgyokjelekkel kifejezhetd, az ekvivalens azzal, hogy Euklideszi mddon szerkeszthetd
korzovel és vonalzoval (Stewart, 1989).

Osszefoglalva, a két gyodkjellel kifejezheté szamok mindig szerkeszthetéek, Galois-
csoportjuk elemszdma kettéhatvany, és fokuk maximum 4.

A legérdekesebb algebrai szamok azok a szabalyos n-szogek kozépponti szogeinek a
koszinuszai. Egy szabalyos n-szog pontosan akkor szerkeszthetd, ha a kdzépponti szoge

szerkeszthet6. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha a k6zépponti sz6g koszinusza szerkeszthetd.

A koszinusz foka nem mas, mint az n-edik korosztasi polinom fokanak a fele, ami @. Tehat

pontosan azok a szabalyos n-szogek szerkeszthetdk, ahol %n) kett6hatvany, vagyis ahol ¢(n)

kett6hatvany. Ez ekvivalens azzal, hogy ¢ (n) felirhat6 egy kettéhatvany és kiillonb6z6 Fermat-
primek szorzataként (Wantzel, 1837).

Ha két gyokjelet hasznalunk, akkor ez a fok maximum 4, tehat a ¢ (n) értéke maximum
8 (p(n) €{1,2,4,8}). Az els6 négy Fermat-prim a 3, az 5, a 17 és a 257. Konnyen
kiszamolhatd, hogy n lehetséges értékei a kovetkezok: 2,3,4,5,6,8,10,12,15,20, 24,30.
Ezekhez az érdekesség kedvéért hozzavesszik a 17-et és a 34-et is. Az 1. tablazatban

bemutatjuk ezeket a szdmokat a megfeleld koszinuszokkal és szinuszokkal.
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1. tablazat: Kiilonbozo szogek szinusz és koszinusz értékei

a sina cosa
n 0 1
2
21 V3 1
3 2 2
2
il 1 0
4
2m 5++5 V5 -1
5 8 4
21 V3 1
6 2 2
2m V2 V2
8 2 2
2 5—+/5 V5+1
10 8 4
21 1 V3
12 2 2
bl \/7+\/§—\/30+6\/§ V30— 6V5 +v5+1
15 8
4
2m ﬁ-J4b2—2ﬁcb+8ﬁa—(ﬁc+2b)d ¢ +v2(d + b)
17 T 16
2m V5 -1 545
20 4 8
2n V6 —+2 V6 ++/2
24 4 4
2n \/7_\/§_,/30_6\/§ V30+6V5+V5—-1
30 8
4
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2n ﬁ-JbZ—ﬁ(d+b) \/5-\/15+\/ﬁ+\/§(d+b)
34
8 8

a= /17+\/ﬁ (2)
b= /17—\/ﬁ (3)

c=vV17 -1 (4)
d=\/34+6\/ﬁ+x/§(\/ﬁ—1)b—8\/§a (5)

. 2m
singz =

\/E-j 17—«/ﬁ2—2ﬁ(\/ﬁ— DV17 = V17 +8V2y/17 + V17 — (V2(V17 — 1)+2\/17—\/ﬁ)\/34+6\/ﬁ+ﬁ(\/ﬁ— V17 = V17 = 8V2Y17 + V17
16

Ebben a dolgozatban a 17 és a 34 kivételével mindegyik emlitett szamot targyaljuk. A i—:
ésa E—Z koszinuszanak és szinuszanak pontos értékének meghatarozasa tul bonyolult lenne még

r , . ) s . I r . , . r g . .
a tehetséggondozas teriiletén is. A ” szinuszanak és koszinuszénak kiszdmitdsa nem jelenik

meg a magyar kozépiskolai kovetelmények kozott, kizardlag csak a tehetséggondozasban. A
kovetkezd fejezetekben bemutatjuk, hogyan jelennek meg ezek a szamok a Nemzeti

alaptantervben (Nemzeti alaptanterv, 2020). Mutatunk néhany példat arra, hogyan
szamolhatjuk ki ezen szdmok pontos értékeit. Végiil néhany elemi modszert mutatunk a cos 2—7:

kiszamitasara.

2.2. Négyzetgyokjelekkel kifejezheto szamok a tananyagban

Ebben a fejezetben eldszor azt vizsgaljuk meg, hogyan €s mikor jelennek meg kiilonb6zo,
négyzetgyokjelekkel kifejezheté szamok a Nemzeti Alaptantervben és a tankonyvekben (2020).
A tananyag attekintését kovetden pedig kiilon figyelmet szenteliink annak, hogy a v2,v/3,V5
és V6 szamok, milyen feladatokban és példakban jelennek meg a kiilonboz6 korosztalyokban.
Mind a négy szdm esetében bemutatunk egy olyan feladatot, melynek megoldasa az adott szdm,
majd kiilonb6zé megoldasi modszereket mutatunk be az altaldnos iskolai szinttdl egészen az

egyetemi szintli matematikai modszerekig.
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A tananyag attekintése soran csak azokra a tananyagrészekre szoritkozunk, melyek vagy
tartalmaznak négyzetgyokvonast, vagy valamilyen fontos elokészitései a négyzetgydkvonasnak
¢s a négyzetgyokokkel kifejezhetd szamoknak.

Az 6todik osztalyos geometria elsdsorban a haromszogek és a specialis négyszogek €s
korok tulajdonsagaira, valamint a térbeli alakzatokra, példaul a gombre, a téglatestekre és a
kockara 0Osszpontosit. Ezenkiviill a kiillonbozé szogtipusokat (hegyesszog, derékszog,
tompaszog, egyenes- és homoruszog) vezeti be. A négyzetek és téglalapok atldoinak, valamint a
kockdk ¢és kockak lap- és testatloinak részletes taglalasa a négyzetgyokvonas kozvetlen
elokészitése.

Hatodik osztalyban a haromszogeket az oldalak hossza és a belsé szdgek alapjan
kiilonb6z6é csoportokba soroljuk, példaul egyenld szarti hadromszogek vagy hegyesszogii
haromszogek. Megtanuljuk kiszdmitani a derékszogli haromszogek teriiletét.

Hetedik osztalyban a haromszogek hasonlésadganak és egybevagdsaganak targyalasaval
az egyenld oldali haromszogek €s a specialis derékszogli haromszogek (45°- 45°-90° és 30°-

60°-90°) tovabbi vizsgalatara keriil sor. Ez utdbbi kettd a kdvetkezd évben a Pitagorasz-tétel

tanulasakor, késébb pedig a V2 és a v/3 kiszamitasakor valik fontossa.

Négyzetgyokok kiszdmolasara eldszor nyolcadik osztalyban kezdddik meg, elsdként
olyan feladatokon keresztiil, melyekben a didkoknak olyan négyzeteket kell rajzolniuk, melyek
teriilete nem négyzetszam — ilyen feladat olvashat6 az 1.2. alfejezetben. Ezen feladatok
megoldasakor a didkok még nem ismerik a Pitagorasz-tételt, helyette a teriilet képletével és a
négyzetgyokvonassal dolgoznak. Késébb megtanuljak a Pitagorasz-tételt is.

Kilencedik osztdlyban geometriai dbrazolassal szemléltetjiik a V2 szam irracionalitasat,
az egységnégyzet atlojat a szamegyenesre forgatva. Ez természetesen még nem bizonyitas,
azonban ez az illusztracid megalapozza a didkok hozzaallasat az irraciondlis szdmokhoz.
Bevezetjiik a négyzetgyok-fiiggvényt is.

Tizedik osztalyban keriill sor a négyzetgyokos azonossagok bevezetésére, a
négyzetgyokokkel végzett miiveletek elsajatitdsdra. Az egész szamok hatvanyozasahoz

kapcsolodo feladatok tovabbi ismeretekhez és nagyobb rutinhoz vezetnek. Ekkor kertilnek el

olyan példak is mint az 1.1. fejezetben bemutatott (\/ 5- \/ﬁ) : (\/ 5+ \/ﬁ) =? feladat. Az itt

tanultakat késobb alkalmazzuk a geometria teriiletén példaul a négyzetgyok oldalhosszisagu

haromszogek ¢és téglalapok teriiletének kiszamitasakor. Az Gjonnan tanult magassagtétel és

befogotétel alkalmazasakor gyakran megjelennek tobbek kozt a v2,v/3,V5 szamok. A
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haromszogek segitségével végzett négyzetgyok hossziusagl szakaszhossz-szamitasokat ettdl az
évfolyamtol kezdve harom-dimenzids térbeli alakzatokban is végziink (példaul gulak
magassaganak kiszamitasakor). Ebben az évben jelennek meg a trigonometrikus
szogfliggvények. A tg, sin, cos fliiggvényeket eldszor hegyesszogli haromszogekben
értelmezziik, majd kovetkezik a ,trigonometrikus Pitagorasz-tétel” és a nevezetes szogek
(30°,45°,60°) szinuszanak, koszinuszanak ¢és tangensének kiszamolasa. Ezzel megjelenik a
V2 és a /3 egy njabb kiszamitasi modja. A témakor kezdetén a feladatok kifejezetten arra kérik
a tanulokat, hogy ne hasznaljanak szamologépet, de a téma végére szamos feladat a szamologép
hasznalatanak gyakorlasara 0sszpontosit. Szamos tankdnyvben szerepel olyan feladatcsoport,
ami célzottan a szdmoldgéphasznalatot gyakoroltatja, vagy a szamologépek kiilonb6zd

funkcioit mutatja be (Barcza, Basa, & Tamasné Kollar, 2017; Juhéasz & Orosz, 2021).

Feladat:
Milyen hosszuak az abran jelolt szakaszok? Szdmoldgép haszndlata nélkiil valaszolj!

(10.-es szintli feladat)

C

s1n60°

a
2z P U

8. dbra: Haromszog a jelolt szakaszokkal

A szamolas menete:
A PBCD héaromszog egy specialis derékszogli haromszog (,,félszabalyos haromszog”),
melynek szogei 30°, 60°, 90° fokosak. Ezt megkaphatjuk egy x oldalt szabalyos haromszog

félbevagasaval (PC mentén). Ezek szerint x = 2v.

sin60° = 18

(6)
x=1 (7)
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v=3 (8)

sin60° = [12 + (1)2 =¥ (9)

APCD haromszog egy egyenldszara derékszogii haromszog. Igy

Zzﬁz_C=sin60°=§ (10)
2
yz:Zsz:Z.(?) (11)
V3
y=v2- (12)
]

Tizenegyedik osztalyban derékszdgekre, tompaszogekre ¢és végilil tetszéleges
forgasszogekre (az Osszes valos szamra) is kiterjesztjiik. Tizenkettedik osztalyban az j

tananyag nem kapcsolddik a dolgozatban targyalt fogalmakhoz.

2. Az irracionalis szamok geometriai reprezentalasa

Ebben a fejezetben példakat mutatunk arra, hogy mikor €s milyen médon jelennek meg a

V2,v/3,V/5,V6 szamok a tananyagban. Mindegyik szamhoz mutatunk geometriai
reprezentdciot, vagyis olyan feladatot vagy feladatokat, melyekben az adott irracionélis szam

szakaszhosszként jelenik meg.

2.1. Gyokketté

A hazai kozoktatasban a négyzetgyokos kifejezések koziil a legfontosabb a v/2. A diakok
elészor a négyzetgyokvonds bevezetésekor és a miivelet gyakorlasakor foglalkoznak vele.
Ezutan a Pitagorasz-tétel témakorének tanulasakor, bizonyitdsakor és az egységnégyzet
atlojanak kiszamitasakor talalkoznak a v2-vel. A kovetkezd megjelenése altalaban a /2
irracionalitasanak bizonyitdsakor torténik — ez a bizonyitds nagyon fontos a magyar
matematikaoktatdsban.

A trigonometrikus szogfiiggvények bevezetésével jelenik meg tjra a /2. Elészor a

tangens szerepel a tananyagban, majd a szinusz és koszinusz fiiggvények. A sin(45°) és
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cos(45°) értékeket egység befogdju egyenldszara derékszogli haromszogon keresztiil mutatjuk
be — miutan kiszamoljuk a haromszog atfogdjanak hosszat, konnyen kifejezhetd sin(45°) és

cos(45°) pontos értéke.

Feladat:

Rajzolj a fiizetedbe olyan négyzeteket, melyek 1, 4, 9, 2, 5, 10 rdcsnégyzet teriiletiiek!
Milyen hosszuak a négyzetek oldalai? — 8. osztalyos feladat (Gedeon, Pardczay , Szamado,
Tamas, & Dr. Wintsche, 2017)

A szamolas menete:

Az 1, 4 és 9 teriiletli négyzetek konnyen berajzolhatok a didkok kockas fiizetébe, mivel
ezek négyzetszamok.

A 2, 5 ¢és 10 teriileti négyzetek sziikséges oldalhosszainak kiszdmitdsakor a teriilet
képletét hasznalhatjak, emlékezve arra, hogy az oldalak hossza csak pozitiv lehet.

a’? =2 (13)
a=+2 (14)

Ez természetesen még nem jelenti azt, hogy most mar képesek lerajzolni a négyzeteket,

hiszen a fiizetekben egy racsnégyzet oldalhossza 1, nem pedig V2. A keresett négyzeteket
tobbnyire probalgatassal rajzoljak meg, és a helyességiiket a teriiletiik kiszamitasaval,

racsvonalra illeszkedd négyzetté vald atdaraboléssal, vagy kiegészitéssel ellendrzik.

O

9. dabra: 1, 2, 4, 5, 9, 10 egység teriiletii négyzetek négyzetrdcson.
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2.2. Gyokharom
A /2 -héz hasonldan a négyzetgyokvonas bevezetésekor, a négyzetgyokokkel vald

szamolas gyakorlasakor taldlkoznak a v/3-mal, kozvetleniil ezutan pedig a Pitagorasz-tételkor

tanuldsakor taldlkoznak vele. Tanuldcsoporttol fiiggéen akar mar nyolcadik osztalyban, de

legkésdbb kilencedik évfolyamon kap hangsulyos szerepet a v/3 szam, amikor az egységkocka
atlojat szamoljak ki a didkok. (Ez kotelezéen a kilencedik évfolyamos térgeometria

tananyagrészben szerepel, azonban mar nyolcadik osztalyos tudassal is kiszamithatd, ezért sok

osztalyban ez a feladat valamilyen formaban szerepelni szokott.) Emellett a /3, vagy
méginkabb a ? kifejezés az egység oldalu szabalyos haromszdg magassagként is megjelenhet

nyolcadik vagy kilencedik osztalyban, ezt szintén Pitagorasz-tétellel szamoljak ki a didkok.
Néha ez a probléma (a szabalyos haromsz0g magassaganak kiszdmitdsa, vagy a félszabalyos
haromszog befogdi hosszanak kiszamitdsa) nem is matematikadran vetddik fel, hanem
fizikaoran, amikor kiilonbozé erdket komponensekre kell bontani és igy kiszamitani a

nagysagukat.

A trigonometrikus szogfiiggvények bevezetésekor a v/3 mégnagyobb jelentdségre tesz
szert. El6szor hegyesszogek Szinuszat, koszinuszat és tangensét vezetjiik be. 30°¢s 60°-0S
szogek esetén ezen fliggvények értékeit konnyen kiszdmolhatjuk gy, hogy vesziink egy 2
oldalhosszisagu szabalyos haromszoget, melynek egyik magassagat behuzva 30°, 60°, 90°
fokos haromszdgeket kapunk ismert oldalhosszakkal (2, 1, \/§) fgy meg is kapjuk a sin60° =

3, 1 3 - , . . "
c0s30° = \/2—_ ésatg30° = o \/3—_ nevezetes értékeket. Szdmos trigonometriafeladat épit ezen

értekek hasznalatdra, kifejezetten kérve, hogy a didkok ne hasznaljanak szamologépet a

megoldasukhoz.
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Feladat: Mekkora egy 12 cm élhosszusagu kocka lapatloja és testatloja?

A szamolas menete:

1 2(:7/1,
10. dbra: A 12 cm élhosszusagu kocka lapatldja és testatloja.

A kocka lapjai 12 cm oldali négyzetek. Két szomszédos €l és egy lapatld egy

egyenldszart derékszogli haromszoget alkot. Pitagorasz-tétellel kiszdmolhatjuk a lapatld (1)

hosszat:
2=a%+a2=1224+122=2-144 (15)
=2 144 = 122 (16)

A testatlo (d) kiszamitasahoz tekintsiik azt a derékszogii haromszoget, melyet egy ¢él, egy
lapatlo és egy testatlo alkot. Ismét a Pitagorasz-tételt felhasznalva:
2
d? =12+ a? = (12v2)" + 122 = 3- 122 (17)
d=+3-122=12V3 (18)

2.3. Gyokot

A V2 -hdz és a V3 -hoz hasonldan a V5-t is elészor a négyzetgyokokkel torténd

szamolasok soran jelenhet meg. A /5-tel talalkozhatunk példaul egy olyan egyenl3szar

haromszog oldalaranyainak szamolasakor, aminek az alapon fekvo szogei 72°-0sak. Emellett a
/5 az aranymetszés megismerésekor kap jelentés szerepet. De ezek a szamitasok csak a

tehetséges osztalyokban vagy szakkori keretek kozott keriilnek elé. A /5 -r8l akkor is

beszélhetiink, ha a 18°, 36°, 54° és a 72° szinuszainak, koszinuszainak pontos értékét
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hatarozzuk meg. De az el6z6ekhez hasonldan az emlitett szogek sem hangsulyosak a tantervben

vagy a tankonyvekben, szintén csak a tehetséggondozasban jelennek meg.

Ebben a dolgozatban 6t modszert mutatunk be a 72° szinuszanak vagy koszinuszanak
pontos értékének kiszamitasara, €s igy a megjelenitésére. Az els6 harom moddszer olyan
ismereteket igényel, amik a kozépiskolai tehetséggondozasban megjelennek. Az utolsd két
moddszer magasabb szintli matematikai tudést igényel, ezért csak magasabb tanulményi szinten

érdemes targyalni oket.

Feladat: Hogyan szamolnad ki azon egyenlészdru hdromszdég oldalainak ardnyat,

amelynél az alapon fekvé szogek 72°-0sak?

1. Szamitasi médszer
A haromszog harmadik szoge 36°-os, ami a 72°-nak éppen a fele. Vegyiik az AB

oldalhoz tartoz6 magassagot és legyen ennek a talppontja T .
C

>
—

b
(R~}

11. abra: A 72°-0S alapon fekvo szogii egyenloszaru haromszog magassaga

A BTC haromszog derékszogi, igy cos 72° = %.
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A a B
12. dbra: A haromszog szogfelezoje
Vegylik az A csucsnal 1évé szog szogfelezdjét, ennek a szemkdzti oldallal vett
metszéspontja legyen D .

BAD« = CAD< = 36° = ACD« (19)

Ezért ABD< = 72° és a BDA haromszog és az ABC haromszog hasnoloak. igy % = %.

2

A . B
13. dbra: Az egyenldszaru haromszogek

Most hasznaljuk a szogfelezOtételt, ami azt mondja ki, hogy a haromszog belsd

szogfelezdje a szemkozti oldalt a szamszados oldalak hosszanak ardnyéaban osztja két részre.

BD:L.b:ﬂ (25)

a+b a+b
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Mivel a BDA és az ABC haromszogek hasonloak, ezért

BD _ 4B (26)
AB  AC
ab
atb _ @
a b (27)
b__¢ (20)
a+b b
A nevezdkkel megszorozva az egyenletet a kovetkezdt kapjuk:
a-(a+b) = h? (29)
a’?+ab—-b*=0 (30)
Elosztva b2-tel:
a\? a _ ( 31 )
(3) + E —-1=0
Ennek a masodfoku egyenletnek a gydkei
a_ 12 (32)
b 2

Ha vessziik a C cstucshoz tartoz6 magassagot, akkor derékszogli haromszoget kapunk,
amibdl kapjuk, hogy a cos 72 ° értéke az % ¢s a b hanyadosa. Tehat a cos 72 ° értéke a fele a

masodfoku egyenletbdl kapott gyoknek. Kovetkezésképpen

-1++5 (33)
4

cos 72° =

2. Szamitasi médszer
Ez a modszer csak a BD oldal hosszdnak meghatarozasaban kiilonbozik az el6z6tol.
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A

14. dbra: A haromszogek és oldalhosszaik
Mivel DAB<« = 36° és DBA< = 72° , ezért ADB« = 72°, vagyis a BAD haromszog
egyenldszart. Ezért AD = AB =a . DACX = DCA%« = 36° , igy az ADC hiromszdg is
egyenldszart, ahol CD = AD = a..

CD +BD =b (34)
a+BD=b (35)
BD=b—a (36)

Mivel a BDA és az ABC haromszogek hasonloak, ezért

BD AB (37)

AB  AC

b-a _a (38)
a b

A nevezOkkel megszorozva az egyenletet a kdvetkezdt kapjuk:
b-(b—a)=a? (39)
b? — ab = a? (40)

Ugyanahhoz az egyenlethez jutunk, mint az el6z6 modszerben.

a’+ab—-b*2=0 (41)

Innentdl a megoldas ugyanaz, mint az el6z6 szamoldsi mdodszerben.
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3. Szamitasi modszer
Trigonometrikus azonossadgok felhaszndlasaval is ki lehet szdmitani a cos 7 2°értékét.

2 am, . 6T , .1,
Legyen a = ?n = 72°. A cos ?"erteke megegyezik a cos ?n értekével.

cos2a=cos3a (42)

A pitagoraszi azonossagot, a kétszeres és a haromszoros szogekre vonatkozo formulakat

hasznalva adodik a kovetkezo.
4cosPa—2cos’a—3cosa+1=0 (43)

Kiemelhetjiilk az egyet, mint gyoktényezo6t, igy a polinomot egy els6foku és egy

masodfoku kifejezés szorzataként irhatjuk fel.

(cosa—1)-(4cos?a+2cosa—1) =0 (44)

A masodfoku egyenlet megoldasai a kovetkezok:
cos @ = Y5 (45)
cos @ = Y5 (46)

A megoldas a pozitiv gyok, mivel a 72° a 0° és a 90° kozott van.

4. Szamitasi modszer
A cos72° kiszdmithatd az els§ primitiv 6todik egységgyok valds részének

meghatarozasaval. Az 6todik egységgyokok az 6tddik korosztasi polinom gydkei.
(47)

xt+x3+x24+x+1=0 (48)
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Im

(0
)

4

15. abra: Otodik egységgyokiok
Az 0todik korosztasi polinom egy reciprok egyenlet, tehat kifejezheté az x +%

polinomjaként is.

A x+1+s+—==0 (49)
X X
1\2 1 _ 50
(x+3) —(x+3)-1=0 50)
eyl 1EVS (51)
X 2

Egy egységhosszti komplex szamnak a reciproka az éppen a konjugéltja. Ezért ha nézziik
egy egységhosszi komplex szdm és reciprokanak az Osszegét, az pont ugyanaz, mint a
konjugalttal vett Osszege, ami pedig nem mas, mint a valos résznek a kétszerese. Ezért az

egyenlet gyokei éppen cos a kétszeresei.

1
x+;=2cosa (52)

A megoldas a pozitiv gyok, mivel a 72° a 0° és a 90° kozott van.

5. Szamitasi modszer
Legyen a = 2?11' Egy egység hosszusagu komplex szam 6todik hatvanya egy ugyanolyan

hosszisagl komplex szdmmal egyezik meg, aminek a szoge az eredeti szam 6tszorose.

(cosa+i-sina)®> =cos5a+i-sin5a (53)
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(cosa+i-sina)®>=1 (54)

Az egyenlet bal oldala kibonthat6 a binomialis tétel segitségével.

(cosa +i-sina)® =

= (g) cos® a

+(§)cos4a-i-sina (55)
- (g) cosda-i-sin®a

- (g)cosza-i-sin3a+ (i)cosa “i-sin*a + (g)sinSa

Tudva, hogy a megoldas valos része egy ¢€s hasznalva a pitagoraszi azonossagot a
kovetkezo egyenletet kapjuk.
cos®a—10cos®a (1 —cos?a)+5cosa-(1—cos?a)? =1 (56)

16 cos®a —20cos®a+5cosa =1

A cos a helyébe x -et irva a kdvetkezd polinomot kapjuk.

16x° —20x3 +5x—1=0 (57)
Az eredeti egyenlet gyokei az 6todik egységgyokok voltak. Innen tudjuk, hogy ennek az

egyenletnek is szintén gyoke az egy.

(x—1)  (16x* + 16x3 —4x2 —4x +1) = 0 (58)
A maradék gyokok a cosz?n, cos%n, cos%n, coss?”, amik paronként egyenléek a

koszinusz tulajdonsagai miatt. Tehat két kettds gyok is van, ezért a kifejezeés egy teljes négyzet.

(x—1) - (4x2—2x—1)2=0 (59)

A masodfoku egyenlet megoldasai:

x=—1+\/§ (60)
4
x=—1T—\/§ (61)

A megoldas a pozitiv gyok, mivel a 72° a 0° és a 90° kdzott van.
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2.4. Gyokhat

Az el6z6ekhez hasonloan, a V6 is a gyokos kifejezések manipulacioja soran jelenik meg
elészor. Jelentést a cos 15° kiszamolasaval nyerhet ez az irraciondlis kifejezés, de erre ritkan
kertiil sor a kozoktatasban, még a tehetséggondozasban is.

Munkankban harom szamolasi mddszert mutatunk, amelyeket a tehetséggondozasban

alkalmazva kiszamithatjuk a cos 15° értékét.

1. Szamitasi médszer
A szabalyos tizenkétszog beirhatd egy r sugaru korbe. A tizenkétszog feloszthatd 12

egybevago, egyenldszari haromszogre, amelyek egyikét lathatjuk az 1. dbrdn. A haromszog
belsd szoge %T' azaz 30°, a sokszog oldalan fekvd szdgei pedig i—:, azaz 75°-osak. A haromszog

egybevago oldalai, CA és BC r hosszasaguak, mivel egy r sugart korbe irtuk be a sokszoget. A
haromszog magassagat beirva két egybevdgd derékszogli haromszoget kapunk. Ezeket

felhasznalva megkaphat6 az eredeti haromszog alapja (AB), vagyis a sokszog oldala és a
haromszog magassaga szogfliggvények segitségével . Az alap ekkor 2r sin 17T—2, vagy 2r cos i—z,
attol fiiggden, hogy melyik szogfliggvényt szeretnénk alkalmazni, a magassag pedig r cos 1”—2

vagy r sin i
qy e

17. abra: Haromszog a szabalyos tizenkétszogben

Tehat a cos 15° kiszamitasahoz meg kell hataroznunk az alap (felének) hosszat egy % és

S?H szO0gli haromszogben. Legyen a sugar 1, igy a haromszdg oldala egység hosszu Jelolje a

tizenkétszog sz0g oldalhosszanak felét a és b a haromszog magassagat.
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Az a és b kiszamitasara Kénig Dénes (1905) egy zsenialis modszert irt le a tizenkétszog
teriiletének felhasznalasaval. El0szor rajzoljunk egy 2 oldalhossza négyzetet a tizenkétszog

koré a 18. abran lathaté modon.

(e 2 #

G0 7 N0

60 6

50 7 \50

S Y7

D &

18. abra: Hasonlo haromszogek és a tizenkétszog a négyzetben
Allitsunk egy-egy szabalyos haromszoget a tizenkétszog oldalaira az 18. dbran lathato
modon. Legyenek ezek OAB és IF] haromszogek. Ezek egybevagoak, mivel oldalhosszaik
egyenléek. Az OAC, OCB , JFB, és IHF haromszogek Ggyszint egybevagoak, mivel oldalaik
paronként egyenld hosszuak.
Tekintsiik most az egész négyzetet. A négyzet négy darab sarki részbdl, és tizenkét darab
egybevago haromszogbdl all. Ezek a részek pedig feloszthatok hdrom paronként egybevago

haromszogre. Tehat az EDFG négyszog feloszthatdo 16 egyenld teriiletli részre, amelybdl 12
rész adja a tizenkétszog teriiletét. Igy a tizenkétszog teriilete % 2% =3,
A tizenkétszog teriilete kiszdmithato agy is, hogy Osszeadjuk az azt felépitd, 12 darab
egybevago haromszog teriiletét: # = 12ab. Ebbdl kiszamithatjuk b értékét:
12ab =3 (62)

1

b:E

(63)

Ha hasznaljuk a Pitagorasz-tételt a tizenkétszoget felépitdé derékszogii haromszogekre
(ABM), és behelyettesitjiik a b -re kapott kifejezést, akkor megadhatjuk a?-et és b?-et:
a’+b%=1 (64)
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2 — 65
“F Toaz = ! (65)
16a* — 16a2+1 = 0 ( 66)
2=2" (67)
4
b2 = 2 +4\/§ (68)

Ezekbdl négyzetgyokot vonva megkapjuk a-t és b -t.

- ’2—4\/5 (69)
b= ’2 +4\/§ (70)

A kett6s gyokjel miatt ezek az alakok még nem ,,szépek”™, ezért alakitsuk at dket. A kettds

gyokjel eltiintetéséhez végezziink atalakitasokat, kezdve a teljes négyzetté alakitassal.

(VZ+V6)" = 4(2£3) (71)

Ezt felhasznalva pedig a és b:

2-v3_ [4(2-V3)  |(VZ-V8)" VZ-+6 (72)
=04 16 16 4
Lo 2B [4(24V3) _ [(V2+vE) V246 (73)
B 4 16 N 16 4

Mivel a sugarat 1-nek vettiik, ezért:

n V2 —-+/6

in—=q = (74)
sin>=a 2
2++V6
coslzbz—\/_ Ve (75)
12 4
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2. Szamitasi modszer

A masodik médszer egy direktebb megkézelitése a v6-nak. Ebben az esetben vesziink
egy derékszogli haromszdget, amelynek a masik két szoge % és i—z A haromszog rovidebbik

befogoja legyen egység hosszu.

11. Abra: Egyenlészdri haromszogek

Osszuk fel a haromszoget egyenldszara haromszogekre a rovidebbik befogotol ugy, hogy
sorra 15°-kal csokkentjiik az alapon fekvo szogeket. Ekkor a haromszdgek alapon fekvo szogei
sorra 75° (ABC) 60° fok (BCD szabalyos haromszog), 45° (CDE), 30° (DEF), 15° (EFG).
Mivel egyenldszartak a haromszogek, a szdrak mind egység hossztak lesznek, a CDE
haromszog atfogodja V2, a DEF haromszogé pedig /3.

Rajzoljuk be most a haromszég AB oldallal parhuzamos kézépvonalat. A hosszabbik
befogd felosztasabdl latjuk, hogy a felez6pontja egybeesik a DEF haromszog alapjanak
felez6pontjaval, ami egyenldszari haromszog révén maga az oldalhoz tartoz6 magassag
talppontja. Az atfogo felezGpontja igy éppen az E pont lesz. Mivel a k6zépvonal hossza fel a

vele parhuzamos oldal hosszanak, a piros szakasz %2 hossz.

AG=\/1+(2+\/§)2=\/1+4+4\/§+3=\/8+4\/§ (76)
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Ez pedig atalakitva a ( 71 ) egyenlet alapjan:
AG = /8+4\/§= /4(2+@)= /(\/€+\/E)2=x/€+\/i (77)

Mivel E a felezépontja az AG szakasznak, a kdvetkezd hosszusagl szakaszokat kapjuk

1 6++V2
EG:EAqu

1 6 +2 6-2
AC = S AG-CE =q-«/§=\/—2\/—

(78)

(79)

Ezek pedig pont a keresett koszinusz és szinusz értékek kétszeresei.

3. Szamitasi modszer

Mutatunk egy harmadik megoldasi modszert. A 19. dbrdan a GFE egyenldszaru

haromszoget az F csiucshoz tartozd magassdg behuzasaval két egybevagd derékszogii

haromszogre bonthatjuk, melyeknek a % hosszusagu oldal melletti szoge 15°-0s, atfogoja

pedig egység hosszu. Igy adodik, hogy a % hosszlisagu szakasz éppen cos15°-kal egyenld — ezt
jeloljiik a-val. Tehat a GE szakasz 2 - cos 15° = 2a hosszasagu.
Hasonloan, a CBA egyenldszari haromszoget a B csticsbol kiinduldé magassaggal kettéosztva
adodik, hogy = = sin 15° — ezt jeloljiik b-vel. Tehat CA = 2sin 15° = 2b.
Mivel a 19. Abran a GAB hiromszog jeldlt kozépvonala felezi a GA oldalt (a hdromszog
atfogojat), ezért
GE = AE (80)
2a =2b+2 (81)

Behelyettesitve a®? + b? = 1 egyenletbe a kdvetkezdket kapjuk:
2

<b+§) +b2=1 (82)
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Atalakitva:

A masodfoku egyenlet megoldoképletébdl megkapjuk a pozitiv gyokot:

p= Yo V2

(84)
4

3. Osszegzés

Dolgozatunkban tobb olyan példat mutattunk be, melyben elemi geometriai feladatokbol
szarmaz0 irracionalis szdmok, vagy irraciondlis szdmokat tartalmazo6 algebrai kifejezések
jelennek meg meglehetésen elemi szamitasokban. Ezek a szamitasok szdmologép hasznalata
nélkiil elvégezhetdk, és a didkok gondolkodasaban a geometriat és az algebrat 0sszekotd
,hidként” szolgalhatnak. Azért tartjuk ezt a kapcsolatot értékesnek, mert megkonnyitheti az
ismeretek alkalmazasat egy madsik témakorben vagy szovegkornyezetben, mint amelyben
azokat eredetileg tanultak. Vagyis szerintlink segit(het)i a matematikai gondolkodas kiilonb6z6
terlileteit: a rendszerezést, szintézist €s analogias gondolkodast. Emellett ez a kapcsolat ravezeti
a didkokat arra, hogy nemcsak a tizedestort alakban megadott szamokat lehet szamnak (és
ezaltal egy feladat végeredményének) tekinteni, és nemcsak a szamok tizedestort alakjaval
szabad vagy lehet szamolni — s6t, sokszor (minden nem véges tizedestort esetén) kifejezetten

nem is ezzel az alakkal érdemes.

A dolgozat soran példakon keresztiil mutattuk be, hogyan jelennek vagy jelenhetnek meg
gyokos kifejezések az iskolai tananyagban. Ezutan olyan feladatokat, problémaékat vetettiink fel,
amelyek megoldasai irraciondlis szdmok. Ezekre a problémakra kiilonb6zé megoldasokat
adtunk elemi geometriasegitségével, majd néhany problémat tovabb vizsgaltunk magasabb

geometriai ismeretek felhasznalasaval.
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