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Kivonat

A dolgozat egyik f6 kérdése, hogy mikor lehet egy irdnyitott graf irdnyitott koreit vala-
milyen specidlis tulajdonsdgu élhalmazzal lefogni. Bebizonyitjuk, hogy polinom idében
eldonthetd, hogy egy irdnyitott graf irdnyitott korei lefoghatdak-e egy befenyvessel, az-
az hogy a graf felbomlik-e egy befenyves és egy aciklikus részgraf unidjara. Belatjuk,
hogy egy parositdsra és egy aciklikus részgrafra valé felbonthat6sdg eldontése viszont
NP-teljes. A befenyvesek esetének altaldnositdsaként bevezetiink egy sorbarendezési fel-
adatot, az (f, g)-FAS feladatot, melyben egy (élsulyozott) irdnyitott graf minden v csticsa-
ra adott egy f(v) alsé és egy g(v) felss korlat. Szeretnénk eldonteni, hogy 1étezik-e olyan
csucssorrend, amely szerint minden v csics bal (sdlyozott) kifoka f(v) és g(v) kozott
van. Megmutatjuk, hogy a fenti kérdés polinom idében megoldhatd, ha minden cstcsra
vagy csak als6, vagy csak fels6 korlat adott — ezzel specidlis esetként egy graf befeny-
vesre és aciklikus részgrafra bonthatdsdga is eldonthetd, amely a sdlyozott esetben mér
NP-nehéz. Az algoritmust a feladat egy éltalanositdsara adjuk meg, melyben a gréf élei-
nek szerepét tetszéleges monoton névo halmazfiiggvények veszik at. Megmutatjuk, hogy
a feladat NP-teljessé vilik, ha a halmazfiiggvények nem monoton novéek, illetve ha vala-
mely csucsra egyszerre adott alsé és felsd korlat is. Az els6 és az utolsé csucs kivételével
f(v) = 1,g9(v) = é(v) — 1 korldtos (f, g)-FAS feladat esetén az s-t szdmozas feladatot
kapjuk vissza, amelyrdl ismert, hogy polinom idében megoldhat6. Igazoljuk, hogy 1énye-
gében barmilyen szigortbb korl4tok esetén, tehat tetszbleges a > 1 és b > 2 paraméterek
esetén az elsd és utolsé cstcs kivételével f(v) = a, g(v) = d(v) — b korlétos esetben
mar NP-teljes feladatot kapunk. A d-tavolsagu parositas feladat mintdjara megvizsgaljuk
a csak felsd korlatos feladat azon médositasat, melyben a megel6z6 d csicsba mend élek
szamat korlatozzuk.



1. Bevezetés

A dolgozat egyik f6 kérdése, hogy mikor lehet egy irdnyitott graf irdnyitott koreit valami-
lyen specidlis tulajdonsdgu élhalmazzal lefogni. Ilyen kérdés példdul, hogy egy irdnyitott
graf irdnyitott korei lefoghat6ak-e egy befenyvessel, azaz hogy a graf felbomlik-e egy
befenyves és egy aciklikus részgraf unidjara. (Egy irdnyitott grafot befenyvesnek neve-
zlink, ha irdnyitatlan értelemben erd6 és minden gyengén Osszefiiggd komponense egy
kijelolt gyokércsucs felé van irdnyitva. Az egyetlen komponensii befenyveseket befenyd-
nek nevezziik.) A fenti graffelbontdsi kérdést megfogalmazhatjuk befenyves helyett egy
befenydre, egy irdnyitott korre, vagy egy parositésra is.

A befenyves esetéhez kapcsol6déan bevezetiink egy sorbarendezési feladatot, az (f, g)-
FAS feladatot, melyben egy (élsulyozott) irdnyitott graf minden v csdcséra adott egy f(v)
alsé és egy g(v) fels6 korlat. Szeretnénk eldonteni, hogy létezik-e olyan cstcssorrend,
amely szerint minden v cstcs bal (sulyozott) kifoka az f(v) als6 és a g(v) fels6 kor-
lat kozott van. Elsilyozott graf esetén a feladatot (f, g; > w)-FAS feladatnak nevezziik.
A feladat bevezetésének a f6 motivacidja, hogy specidlis esetként megkapjuk egy graf
befenyvesre €s aciklikus részgréafra bonthatdsdganak karakterizacigjat. Emellett konszen-
zusos rangsoroldsi feladatokndl is alkalmazhatd, amint azt a fejezet végén latni fogjuk.

1.1. Definicié ((f, g; > w)-FAS feladat). Adott egy D = (V, E) irdnyitott hurokélmentes
grdfegy w : E — Ry élsulyozdssal. Adott egy f : V — R, also korldt és egy g :
V' — R, felsé korldt. Azt szeretnénk eldonteni, hogy létezik-e olyan sorrend, mely szerint
minden v csticsra teljesiil, hogy

f(v) <" (v) < g(v),

—w
ahol § (v) jeloli a sorrend szerinti bal siilyozott kifokdt a v csiicsnak. Azaz minden csiics-
nak a sorrend szerinti bal siilyozott kifoka legaldbb akkora, mint a csiicshoz tartozo also
korldt és legfeljebb akkora, mint a csiicshoz tartozo felsé korldt.

Ha egy D élsilyozott irdnyitott grafon 1étezik megoldésa az (f, g; > w)-FAS feladatnak,
akkor a sorrend szerinti visszaélek részgrifja egy olyan feedback arc set, amelyben min-
den cscs sidlyozott kifoka teljesiti az f és g korlatokat. Ezért a feladatot (f, g; > w)-FAS
feladatnak nevezziik a feedback arc set feladat utan, élsilyozatlan grafra pedig (f, g)-FAS
feladatnak.

Liatni fogjuk, hogy az (f, g;>_ w)-FAS feladat polinom idében megoldhatd, ha minden
csdcsra vagy csak also, vagy csak felsd korlat adott. Bevezetjiik az (f, g; h)-tulajdonsagi
sorrend feladatot, mely jelentSsen altaldnositja az (f, g; > w)-FAS feladatot, és a csak al-
s0, illetve csak fels6 korlatos esetek megoldhatdsagat erre az dltalanosabb feladatra fogjuk
megmutatni.

1.2. Definicio (( f, g; h)-tulajdonsagi sorrend). Egy V' alaphalmaz minden v elemére adott
egy h, : 27V — R monoton névé halmazfiiggvény, azaz tetszéleges A C B CV — v
esetén h,(A) < h,(B) teljesiil. Feltessziik, hogy ezek a fiiggvények hatékonyan kiértékel-
hetdek. Adott egy f -V — R also korldt és egy g : V — R felsd korldt. Azt mondjuk,
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hogy a 'V alaphalmaz egy o sorrendje ( f, g; h)-tulajdonsdgi, ha minden v elemre teljesiil,

hogy
f(v) < ho(o(v)) < g(v),

ahol (v) jeloli a o sorrendben a v elemet megelézé elemek halmazdt. Tehdt o olyan
sorrend, hogy minden v elemre, az 6t megeldzd elemek halmazdnak h, szerinti értéke a v
elemhez tartozo also és felsd korldt kozé esik.

Azon specidlis esetben, amikor az elemekhez nincs also korldt, csak a g : 'V — R felsé
korldt adott, a felsd korldtot teljesité o sorrendeket (—oo, g; h)-tulajdonsdgiinak nevez-
ziik. Hasonloan, amikor nincs felsd korldt, csak az f - V' — R also korldt adott, az also
korldtot teljesitéd o sorrendeket ( f,00; h)-tulajdonsdgiinak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy az (f, g; > w)-FAS feladat specidlis esete az (f, g; h)-tulajdonsagd
sorrend feladatnak: a h, halmazfiiggvényt dgy definidljuk, hogy egy adott V/ C V — v
csticshalmazhoz a v csticsnak a V'’ csicsokra megszoritott stlyozott kifokat rendeli. Azaz

ho(V) = Y wle),

ecd(v,V’)

ahol (v, V") jeloli a v csticsbdl a V'’ csticshalmazba mend élek halmazat. Az igy definialt
h, fiiggvény az élsilyozds nemnegativitdsa miatt monoton novd. Ekkor egy o sorrendre
hy(o(v)) = Ew(v). Ezért a h, halmazfuggvény szerinti (f, g; h)-tulajdonsdgu sorrendek
éppen azon o sorrendek, melyekben minden v csucsra teljesiil, hogy

fv) <8 (v) < glv),

azaz a csucsok o sorrend szerinti bal sdlyozott kifoka legalabb akkora, mint a csucs-
hoz tartoz6 alsé korlat és legfeljebb akkora, mint a cstiicshoz tartozé fels6é korlat. Tehat
az (f,g;>_ w)-FAS feladat megolddsai megegyeznek ezen h, halmazfiiggvény szerinti
(f, g; h)-tulajdonsagu sorrendekkel. Most attériink a szakirodalom attekintésére.

Graffelbontasi és sorbarendezési feladatok  Szamos cikkben foglalkoznak graffelbon-
tasi kérdésekkel [2, 3, 4, 5]. Az éltalunk vizsgalt kérdésekhez legszorosabban a [2] cikk
kapcsolddik, melyben példdul belatjak, hogy NP-teljes probléma annak eldontése, hogy
egy irdnyitott graf elddll-e egy irdnyitott kor és egy aciklikus részgraf uniéjaként, illet-
ve irdnyitott diszjunkt korfedés €s egy aciklikus részgraf unidjaként. Ismert, hogy NP-
teljes annak eldontése, hogy egy graf tartalmaz-e valamely r gyokérre egy éldiszjunkt
r-befeny6t €s egy r-kifeny6t, azaz felbonthaté-e egy r-befenyét tartalmazé és egy r-
kifeny6t tartalmazé részgrafra [1]. Azonban a feladat két r-kifenyd esetén megoldha-
td, sot éltaldnosan k darab r-kifenyd esetén is [8]. Hasonld kérdés feltehetd korokre is,
az [5] cikkben azt vizsgaljak, hogy egy irdnyitott teljes graf mikor bomlik fel & €l ko-
rok unidjara. A dolgozatban olyan felbontasokra szoritkozunk, melyek egyik élhalmaza
egy aciklikus részgraf. A legismertebb ilyen jellegii feladat a feedback arc set feladat,
melyben egy minimdlis méret(i élhalmazt keresiink, melyet elhagyva egy aciklikus grafot
kapunk. A feladatrdl ismert, hogy NP-nehéz [10]. A feedback arc set feladattal ekvivalens

3



egy olyan csucssorrend keresése, mely minimalizédlja a visszaélek szamét. A dolgozatban
graffelbontdsokon kiviil sorbarendezési feladatokkal foglalkozunk. Az dltalunk bevezetett
(f,g)-FAS feladatnak egy specidlis esete az s-t szamozas feladat, melyben azt szeretnénk
eldonteni, hogy egy irdnyitott grafra 1étezik-e olyan csucssorrend, melyben minden nem
sz€Is6 csucsbol kiindul legaldbb egy €l a sorrend szerint kordbbi és legaldbb egy él a
sorrend szerint késdbbi csticsokba. A [7] cikkben megmutatjdk, hogy az s-t szdmozas fel-
adat polinom id6ben megoldhatd. Azonban az altaldnosabb, tgynevezett ,.betweenness”
feladat mar NP-teljes [14].

Sajat eredmények A 2.1. Fejezetben megmutatjuk, hogy az (f, g; h)-tulajdonsagu sor-
rend feladat polinom id6ben megoldhatd, ha minden elemre vagy csak alsd, vagy csak
felso korlat adott. A 2.2. Fejezetben ennek a megoldhat6 esetnek néhdny természetes mo-
dositasat vizsgaljuk meg, melyekre méar nem remélhetiink hatékony algoritmust. Megmu-
tatjuk, hogy a feladat NP-teljessé vélik, ha a halmazfiiggvények nem monoton novoek,
illetve ha valamely elemre egyszerre adott als és felsd korlat is. Megvizsgéljuk az (f, g)-
FAS feladat nehézségét specidlis f also €s g felss korlatok esetén. Belatjuk, hogy az f = ¢
korléatok esetén a feladat NP-teljes, mar minden csucsban konstans fokszamu grafokon is.
Az elsd és az utolso cstcs kivételével f(v) = 1,g(v) = d(v) — 1 korlatos (f, g)-FAS
feladat esetén az s-t szdmozds feladatot kapjuk vissza, amelyrdl ismert, hogy polinom
idében megoldhat6 [7]. Igazoljuk, hogy lényegében barmilyen szigoribb korlatok esetén,
tehat tetszéleges a > 1 és b > 2 paraméterek esetén az els6 és utolsd csucs kivételével
f(v) = a, g(v) = 6(v) —bkorlatos esetben mar NP-teljes feladatot kapunk. A d-tdvolsagi
parositas feladat [12, 13] mintdjara bevezetjiik az d-tavolsagu ( f, g)-FAS feladatot. Belat-
juk, hogy a feladat d = |V/| — ¢ korlatok esetén megoldhatd, azonban altaldnos d esetén
NP-teljes. A 3. Fejezetben ratériink a graffelbontdsi kérdésekre. Az (f, g)-FAS felada-
tot felhaszndlva bebizonyitjuk, hogy polinom idében eldonthetd, hogy egy irdnyitott graf
felbomlik-e egy befenyves és egy aciklikus részgraf unidjara. Megmutatjuk, hogy a fel-
adat koltséges valtozata viszont NP-nehéz. Belatjuk, hogy egy parositasra és egy aciklikus
részgrafra bonthatésag eldontése NP-teljes.

Egy motivald feladat A fejezet hatralévé részében bemutatunk egy természetes rangso-
rolasi feladatot, mely polinom id6ben megoldhaté és tovabbi motivéciot ad az (f, g)-FAS
feladat bevezetésére.

Konszenzusos rangsoroldsi feladatoknal adott versenyzdk egy halmaza és birdk egy hal-
maza. Minden biré feldllit egy szigord sorrendet a versenyzok kozott, és a feladatunk egy
kozos sorrend meghatarozasa, amely valamilyen szempontbdl j61 Osszesiti az egyes birdk
sorrendjeit. Példdul a Kemény rangsorolési problémdanal olyan k6zos sorrendet keresiink,
amely minimalizélja az egyes birokhoz képest felcserélt versenyzdparok szdméanak Ossze-
gét [11]. A [6] cikkben beldtjdk, hogy ez a feladat NP-nehéz, és bevezetnek egy hasonld
feladatot, melyben a felcserélt versenyz6parok szdmanak Osszege helyett az egyes bi-
rokkal szemben felcserélt versenyzOk szdmédnak maximumdt szeretnénk minimalizdlni.
Szemléletesen olyan sorrendet szeretnénk, mely az egyes birdk szerinti sorrendektdl vett
maximalis tdvolsdgot minimalizdlja. Megmutatjdk, hogy ez a feladat szintén NP-nehéz.



A kovetkez6kben egy hasonld feladatot vizsgalunk, mely a birdk helyett a versenyzdk
szempontjabol ,,igazsdgos”, és polinom idében megoldhaté:

Adott versenyzdk egy halmaza és birok egy halmaza. Minden biré felallit egy szigoru
sorrendet a versenyzdk kozott, és a feladatunk egy ko6zos sorrend meghatirozasa, amely
minimalizdlja a versenyz6k maximdlis elégedetlenségét. A v versenyzd elégedetlenségé-
nek azon u versenyz6k szaméat nevezziik, melyekre a birék tobbségénél v jobb helyezésen
végzett mint u, de a kozos sorrendben v rosszabb helyezésen végzett, mint w.

Definidlhatunk egy biintetési grafot, melynek csicshalmaza megegyezik a versenyzdk
halmazdval és az u, v csticsok kozott akkor vezet egy uv irdnyitott €l, ha a birdk tobbsé-
génél v jobb helyezésen végzett mint u. Ebben a biintetési grafban szeretnénk egy olyan
csucssorrendet taldlni, amely minimalizdlja a maximadlis bal kifok értékét, ahol egy cstics
bal kifokdnak az adott csicsbdl a sorrend szerint 6t megel6z6 csicsokba kiindulé élek
szamat nevezziik. Egy v cstics egy adott sorrend szerinti bal kifokat 3(1}) jeloli, egy D’
részgrifra megszoritott kifokat pedig 0 (v).

A feladatot vizsgalhatjuk 4ltaldnosan irdnyitott grafokon, azaz szeretnénk egy adott D
irdnyitott grafra egy olyan cstcssorrendet taldlni, amely minimalizalja a legnagyobb bal
kifok értékét. Nem nehéz beldtni, hogy az (f, g; > w)-FAS feladat ezen feladat eldontési
verzidjanak az éltalanositasa.

Megadunk egy polinom idejl algoritmust egy maximalis bal kifokot minimalizal6 sorrend
keresésére:

1. Algoritmus MINMAXBALKIFOK(D = (V| E))

1. D'(V',E"):= D(V,E)

2: = |V|

3: Jeldlje o4, . . ., 0, a keresett csticssorrendet
4: fori =mn,...,1do

5: o; = argmin, . {dp(v)}

6: D" = D"\ {o;}

7: end for

8: output (0y,...,0,)

Az 1. Algoritmus soran jobbrdl balra rogzitjiikk a csicsok sorrendjét, D’ jeloli a még nem
rogzitett csticsok altal feszitett részgrafot. Az algoritmus 5. sordban vessziik a D’ részgraf
egy minimélis kifoku cstcsat, rogzitjiik a sorrend utolsé még szabad helyére és toroljiik a
grafbol. Ezt ismételjiik, amig minden csicsot rogzitettiink.

Az algoritmus helyességének a bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz a kovetkezd éllitasra.

1.3. Allitas. Egy D irdnyitott grdfban tetszoleges csucssorrend szerinti maximdlis bal
kifok értékre also korldt egy tetszdleges D' feszitett részgrdfban a minimdlis kifok.

Bizonyitds. Legyen o egy tetszbleges csticssorrend a D irdnyitott graf csucsain. Tekintsiik
a D' részgraf csicsainak o szerinti sorrendjében az utolsé cstcsot, jelolje ezt a cstcsot



v. Ennek a v csticsnak minden D’ részgrafon beliili ki-éle balra megy, tehat az Gsszes
csucs tetszOleges sorrendjében a bal kifoka legaldbb akkora lesz, mint a D' részgrafra
megszoritott kifoka, azaz 6(v) > dp/(v). X

Ratériink az algorimtus helyességének a bizonyitdsara:

1.4. Allitas. Az 1. Algoritmus megad egy olyan csiicssorrendet, amely minimalizdlja a
maximdlis bal kifok értékét.

Bizonyitds. Jeldlje o4, ..., 0, az algoritmus dltal megtalalt csucssorrendet, és legyen o;
az a cstcs, amelynek a bal kifoka maximalis ezen sorrend szerint. Legyen D" a oy, ..., 0;
csticsok altal feszitett részgraf — amely egybeesik az algoritmus szerinti D’ graffal o;
rogzitésekor. Ebben a D’ grafban o; egy minimalis kifoku csics, mert amikor rogzitettiik
a o; csucs helyét, akkor pontosan a D’ részgraf csicsai koziil valaszthattunk az algo-
ritmus 5. sordban. Tehat a megolddsban a maximalis bal kifok értéke megegyezik a D’
részgrafbol kapott alsé korlattal, igy a megoldas optimalis az 1.3. Allitds miatt. X

2. Sorbarendezési feladatok

A 2.2. Fejezetben megmutatjuk, hogy az (f, g; > w)-FAS és (f, g; h)-tulajdonsdgu sor-
rend feladatok éltaldnos esetben NP-teljesek. Azonban a 2.1. Fejezetben latni fogjuk,
hogy a feladatok polinom id6ben megoldhat6ak a csak alsé és a csak felsd korldtos ese-
tekben.

2.1. Egy oldali korlatok

Ebben a fejezetben az ( f, g; h)-tulajdonsagi sorrend feladat — és speciélisan az (f, g; > w)-
FAS feladat — csak also, illetve csak fels6 korlatos eseteivel foglalkozunk. Els6ként a
csak felsd korlatos esetet tekintjiik, majd attériink a csak als6 korlatokra.

2.1.1. Csak felso korlat: (—oo, g; h)-tulajdonsagi sorrend

A kovetkezSkben adunk egy polinomidlis algoritmust a csak fels6 korldtos (—oo, g; h)-
tulajdonsagu sorrend feladatra. Az algoritmust, illetve a kapcsol6do sziikséges és elég-
séges feltételt felhasznaljuk majd a 3.1. Fejezetben annak a jellemzéséhez, hogy mikor
bomlik fel egy irdnyitott graf egy befenyves €s egy aciklikus részgraf unidjara.

ElGszor mutatunk egy sértd halmazt (—oo, g; h)-tulajdonsdgi sorrend 1étezésére, melyre
sziikségiink lesz a 2.2. Tétel bizonyitdsahoz.

2.1. Allitas. Ha a V alaphalmaznak létezik olyan V' részhalmaza, hogy V' minden v ele-
méreigaz a h,(V'—v) > g(v) egyenlbtlenség, akkor nem létezik (—oo, g; h)-tulajdonsdgii
sorrend a V' alaphalmazon.



Bizonyitds. Tekintsiik a V' alaphalmaz elemeinek egy tetszéleges o sorrendjét. Vegyiik a
o sorrend szerinti utolsé elemét a V' részhalmaznak, jelolje ezt az elemet v. Ekkor a v
elemre teljesiil az alabbi egyenl6tlenség:

ho(@(v)) 2 ho (V! = v) > g(v),

ahol az els6 egyenlGtlenség azért igaz, mert v a o sorrend szerinti utolsé eleme a V' rész-
halmaznak, ezért a V' — v halmaz részhalmaza a o (v) halmaznak és h, monoton nové
halmazfiiggvény. A masodik egyenlGtlenség a V'’ részhalmaz definici6jabdl kovetkezik.
A fenti egyenl6tlenségbdl latszik, hogy a o sorrendben a v elemet megel6z6 elemek hal-
mazdhoz rendelt h, érték sérti a g felsd korlatot, igy a o sorrend nem lehet (—o0, g; h)-
tulajdonsdgu. X

Adunk egy algoritmust (—oo, g; h)-tulajdonsdgud sorrend 1étezésének eldontésére.

2. Algoritmus (—o0, g; h)-TULAJIDONSAG

V=V

2: = |V|

3: Jeldlje o4, . . ., 0, a keresett sorrendet
4: fori =mn,...,1do

5 Vii={ve V' :h((V' —v) <g)}
6 if V* 2 () then

7: Legyen o; € V* tetszbleges

8 Vi=V'—o;

9 else
10: output Nincs megoldds
11: exit
12: end if
13: end for
14: outputoy,...,0,

A 2. Algoritmus jobbrdl balra rogziti az elemek sorrendjét, kozben V'’ jeloli a még nem
rogzitett elemek részhalmazat . Az algoritmus 7. sordban mindig vessziik a VV’ részhalmaz
egy olyan v elemét, amelyre h, (V' — v) < g(v) teljesiil, azaz a tobbi még nem rogzitett
elem részhalmazahoz rendelt h, érték legfeljebb akkora, mint a v elemhez tartozé fels6
korlét. Ezt az elemet rogzitjiik a o sorrendben az utolsé még szabad helyre és toroljiik a
V' részhalmazbdl. Ha valamikor nem 1étezik ilyen v elem, akkor kifrjuk, hogy nem létezik
(—00, g; h)-tulajdonsdgu sorrend és az algoritmus ledll.

2.2. Tétel. A 2. Algoritmus polinom sok lépésben, a h fiiggvényt legfeljebb O(n?) rész-
halmazon kiértékelve eldonti, hogy a V' alaphalmazon létezik-e (—oo, g; h)-tulajdonsdgii
sorrend.

Bizonyitds. Az algoritmus 7. sordban mindig olyan elemet rogzitiink a sorrendben, amely
teljesiti a hozza tartozé fels6 korlatot. Ha minden 1épésben létezett ilyen elem, akkor az
algoritmus &ltal meghatarozott o, ..., o, sorrend (—o0, g; h)-tulajdonsdgi. Az algorit-
mus csak akkor akadhat el, ha az 5. sordban definidlt V/* halmaz iires, azaz a még nem
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rogzitett elemek V'’ halmazdban minden v elemre teljesiil a 2, (V' — v) > g(v) egyenl6t-
lenség. Tehat V' egy sért6 halmaz a 2.1. Allitas miatt, igy tényleg nem 1étezik a keresett
sorrend. X

A 2. Algoritmus helyességébdl kovetkezik a 2.1. Allitds ersebb valtozata:

2.3. Tétel. AV alaphalmazon pontosan akkor létezik (—oo, g; h)-tulajdonsdgii sorrend,
ha nem létezik olyan V' részhalmaz, melynek minden v elemére igaz a h,(V' —v) > g(v)
egyenlitlenség.

Mivel az (f, g; > w)-FAS feladat az (f, g; h)-tulajdonsagud sorrend feladat egy specidlis
esete, ezért ebbdl kovetkezik az alabbi tétel:

2.4. Tétel. A D élsiilyozott irdnyitott grdfban pontosan akkor létezik (—oo, g; > w)-FAS
problémdra megengedett megoldds, ha nem létezik olyan D' = (V' E') feszitett részgrdf,
hogy D' minden v csiicsdra " (v, V') > g(v) teljesiil, ahol 6 (v, V") jeloli a v csiicsnak
a D' részgrdfra megszoritott siilyozott kifokit.

2.1.2. Csak also korlat: (f, co; h)-tulajdonsagu sorrend

Adunk egy algoritmust a csak alsé korlatos ( f, g; h)-tulajdonsdgu sorrend feladatra, csak
felss korlatos esethez hasonldan. El§szor mutatunk egy sért6 halmazt ( f, co; h)-tulajdon-
sagu sorrend 1étezésére, melyre sziikségiink lesz a 2.6. Tétel bizonyitdsahoz.

2.5. Allitas. HaaV alaphalmaznak létezik olyan V' részhalmaza, hogy V' minden v ele-
mére h,(V\V') < f(v) egyenlétienség teljesiil, akkor nem létezik ( f, 0o; h)-tulajdonsdgii
sorrend a V' alaphalmazon.

Bizonyitds. Tekintsiik a V' alaphalmaz elemeinek egy tetsz6leges o sorrendjét. Vegyiik
a V' részhalmaznak a o sorrend szerinti els§ elemét, jelolje ezt az elemet v. Ekkor a v
elemre teljesiil a kovetkezd egyenl6tlenség:

ho((v)) < ho (VA V') < f(v),

ahol az els6 egyenlGtlenség azért igaz, mert v a o sorrend szerinti elsd eleme a V'’ részhal-
maznak, ezért o (v) részhalmaza a '\ V' halmaznak és h,, monoton n6vS halmazfiiggvény.
A maésodik egyenlGtlenség a V' részgraf definici6jabol kovetkezik. Tehat a o sorrend sze-
rint a v elemet megel6z6 elemek részhalmazahoz tartozé h, érték sérti az f alsé korlétot,
igy a o sorrend nem lehet ( f, 0o; h)-tulajdonsagu. X

Adunk egy algoritmust (f, 0o; h)-tulajdonsédgi sorrend létezésének eldontésére.



3. Algoritmus (f,00; h)-TULAJDONSAG

V=V

2: n:=|V|

3: Jeldlje o4, . . ., 0, a keresett sorrendet
4: fori=1,... ., ndo

5 Vii={ve V' :h,(V\V') > f(v))}
6 if V* # () then

7: Legyen o; € V* tetszbleges

8 V=V - g;

9 else
10: output Nincs megoldas
11: exit
12: end if
13: end for
14: outputoy,...,0,

A 3. Algoritmus balrdl jobbra rogziti az elemek sorrendjét, szemben a 2. Algoritmussal.
Kozben V' jeloli a még nem rogzitett elemek részhalmazat. Az algoritmus 7. sordban
mindig vessziik a V' halmaz egy olyan v elemét, amelyre h,(V \ V') > f(v) teljesiil,
azaz a mdr rogzitett elemek részhalmazdhoz tartozé h, érték legalabb akkora, mint az
f(v) alsé korlat. Ezt a v elemet rogzitjiik a sorrend kovetkezd helyére és toroljik a V'
részhalmazbdl. Ha valamikor nem létezik ilyen v elem, akkor kiirjuk, hogy nem létezik
(f, 00; h)-tulajdonsdgu sorrend és az algoritmus ledll.

2.6. Tétel. A 3. Algoritmus polinom sok lépésben, a h fiiggvényt legfeljebb O(n?) rész-
halmazon kiértékelve eldonti, hogy a V' alaphalmazon létezik-e (f, 0o; h)-tulajdonsdgii
sorrend.

Bizonyitds. Az algoritmus 7. sordban mindig egy olyan elemet rogzitiink a sorrendben,
amely teljesiti a hozz4 tartozo alsé korldtot. Ha minden 1€pésben létezett ilyen elem, ak-
kora oy, ...,0, sorrend (f, oo; h)-tulajdonsdgi. Az algoritmus csak akkor akadhatott el,
ha az 5. sordban definialt V* halmaz iires, azaz a még nem rogzitett elemek 1’ részhalma-
zéban minden v elemre teljesiil a h,(V \ V') < f(v) egyenlGtlenség, tehdt V' egy sért6
halmaz a 2.5. Allitds miatt, igy tényleg nem létezik a keresett sorrend. X

A 3. Algoritmus helyességébdl kovetkezik a 2.5. Allitds ersebb valtozata:

2.7. Tétel. AV alaphalmazon pontosan akkor létezik ( f, co; h)-tulajdonsdgii sorrend, ha
nem létezik olyan V' részhalmaz, melynek minden v elemére teljesiil a h,(V \ V') < f(v)
egyenlotlenség.

Mivel az (f, g; > w)-FAS feladat az (f, g; h)-tulajdonsagui sorrend feladat egy specidlis
esete, ezért ebbdl kovetkezik az alabbi tétel:

2.8. Tétel. A D élisiilyozott irdnyitott grdfban pontosan akkor létezik (f,00; > w)-FAS
problémdra megengedett megoldds, ha nem létezik olyan D' = (V' E') feszitett részgrdf,
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hogy D' minden v csiicsdra 6 (v,V \ V') < f(v) teljesiil, ahol §*(v,V \ V') jeloli a v
csticsnak a V' \ V' csiicshalmazba kimend éleire megszoritott siilyozott kifokdt.

A tovébbiakban tesziink néhdany megfigyelést az ( f, g; h)-tulajdonsdgud sorrend feladattal
és specidlisan az (f, g; > w)-FAS feladattal kapcsolatban.

Megjegyzés. Az (f,00; Y w)-FAS probléma ekvivalens a (—oo, g; > w)-FAS probléma-
val, mert egy o sorrend pontosan akkor teljesiti a g felsd korlatot, ha a o sorrend forditottja
teljesiti a (6* — g¢) als6 korlatot. Azonban az (f, g; h)-tulajdonsagi sorrendeknél altala-
ban nem miikodik ez a visszavezetés, ezért volt sziikséges az alsé és a felsd korlatos esetet
kiilon targyalni a 2.1.1 és 2.1.2 Fejezetekben.

Megjegyzés. A csak felss korlatos (—oo, g; h)-tulajdonsagu sorrend feladat akkor is meg-
oldhatd, ha az alaphalmazon egy adott részbenrendezést teljesité megoldast keresiink. Ez
a probléma visszavezethet§ a (—oo, g; h)-tulajdonsdgi sorrend feladatra: Ha a részben-
rendezés szerint az u elem megeldzi a v elemet, akkor médositjuk a i, halmazfiiggvény
értékét minden olyan halmazon, amely tartalmazza a v elemet. Ezen halmazokon a h,
fiiggvény értékét egy megfelelGen nagy M értékre éllitjuk, amely nagyobb a g(u) felsd
korlatnal és a h, (V' — v) értéknél. Igy a h,, fiiggvény tovabbra is monoton nové. Az igy
konstrualt feladatnak pontosan azon sorrendek a megoldésai, melyek megoldasai az ere-
deti h szerinti (—o0, g; h)-tulajdonsédgi sorrend feladatnak és teljesitik a részbenrendezés
megel6z€si feltételeit.

Megjegyzés. Az (f,g;h)-tulajdonsdgi sorrend feladat polinom idSben megoldhaté ha
egyes elemekre csak also, a tobbi elemre csak felsd korlat adott. Pontosan akkor 1éte-
zik ilyen (f, g; h)-tulajdonsagu sorrend, ha 1étezik ( f, oo; h)-tulajdonsdgu és (—oo, g; h)-
tulajdonsdgu sorrend. A feladatot a kovetkez6 médon tudjuk megoldani: A 2. Algorit-
mussal meghatdrozunk egy megoldast a csak fels6 korldtos elemekre. Ezen elemeket a
kapott sorrendben rogzitjiik a sorrend elejére és a 3. Algoritmust ezen dllapotbdl inditva
meghatdrozhatjuk a csak als6 korlatos elemek helyét a sorrend végén. Ha valamikor el-
akadunk, akkor az algoritmusbdl kapott sértd halmaz bizonyitja, hogy mér csak alsé, vagy
csak felsd korlatok esetén sem 1étezik megoldas.

2.2. Nehézségi eredmények

Ebben a fejezetben az (f, g; h)-tulajdonsdgi sorrend feladat és (f, g; > w)-FAS feladat
specidlis eseteinek a nehézségét vizsgaljuk meg. Megmutatjuk, hogy mindkét feladat ne-
héz, ha egyszerre adott alsé és fels6 korlat a csticsokon. Tovabba vizsgaljuk a felada-
tok nehézségét kiillonbozd specidlis korldtok esetén. Ezek azt mutatjdk, hogy a 2.1.1 és
a 2.1.2 Fejezetekben megoldott feladat mér a legtermészetesebb, egészen kis mértéki
modositdsok esetén is nehézz¢ valik.

2.2.1. Egyetlen csicson pontos eléiras

A2.2.1.ésa2.2.2. Fejezetekben belétjuk, hogy az (f, g)-FAS probléma és az (f, g; > w)-
FAS probléma egy-egy specidlis esete NP-teljes. A tételek kimondasa el6tt tekintsiik a
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kovetkezd konstrukcidt, amelyet mindkét tétel bizonyitdsaban fel fogunk hasznalni:

A k méretd fiiggetlen csicshalmaz feladatrdl ismert, hogy NP-teljes [10], ezt vezetjiik
majd vissza a problémaékra. Legyen G = (V, E) az a graf, melyben el szeretnénk donteni,
hogy 1étezik-e k£ méreti fiiggetlen csicshalmaz. Definidljuk hozza a kdvetkez6 D irdnyi-
tott grafot: A GG graf minden v cstiicsanak és minden e élének megfelel a D graf egy cstcsa,
valamint D tartalmaz egy plusz s csucsot is. A D iranyitott graifban minden e = uwv élnek
megfeleld e € Vp csicsbdl kiindul két irdnyitott él a végpontjainak megfelel u € Vp és
v € Vp csticsokba. Emellett az s csticsbdl vezet minden olyan v € V), csucsba egy €I,
amely az eredeti G gréf cstcsainak felel meg. A D gréfot az 1. Abra szemlélteti.

1. Abra. A 2.11.és2.9. Tételek bizonyitdsakor konstrudlt graf, amellyel visszavezetjiik a
feladatokra a k& méreti fiiggetlen csicshalmaz feladatot.

A 2.1. Fejezetben megmutattuk, hogy ha minden elemre kiilon-kiilon vagy csak alsé vagy
csak felsG korlat adott, akkor az ( f, g; h)-tulajdonsdgu sorrend feladatra 1étezik polinomi-
alis algoritmus. Természetes kérdés a feladat nehézsége, ha az elemeken egyszerre adott
alsé és felso korlat is. Beldtjuk, hogy a feladat mar akkor is NP-teljes, ha egyetlen elemre
adott egyszerre alsé és felso korlat is, a tobbi elemre csak felso korlét.

2.9. Tétel. Az (f, g)-FAS probléma NP-teljes, ha egy csiicsra pontos eldirds, a tobbi
csucsra csak felsd korldt adott.

Bizonyitds. Konnyen lathatd, hogy az (f, g)-FAS feladat NP-beli. Kiindulunk a konstruk-
ci6 szerinti D grafbdl, amit az 1. Abra szemléltet. Az s csticsra f(s) = g(s) = k korltot
rendeliink, a tobbi csticsra g(v) = 1 felsd korlatot rendeliink. Bevezetiink uj éleket, ame-
lyek biztositjak az 1. Abra als6 sordban 1év6 csticsok rogzitett sorrendjét. Az alsé sorban
az s csucsbol az e; cstcsba kiindul n darab parhuzamos €1, a tobbi cstcsbdl kiindul két
parhuzamos él az 6t kovetd csicsba.

Ha a G grafban létezik k& méretd fiiggetlen csiicshalmaz, akkor legyen o az a sorrend,
ahol ezen csucsok vannak elol, aztdn az als6 sor csicsai a meghatarozott sorrendben,
majd a maradék csicsok. Ekkor o egy megengedett sorrend a D gréfon definiélt (f, g)-
FAS feladatra, mert a felsd sor csicsainak 0 a kifoka , tehat minden sorrendben teljesitik
a hozzdjuk tartozo6 korldtot. Az s csics eltt pontosan k darab cstics van (ezért 5(5) = k),
és az éleknek megfelel6 csucsokat legfeljebb egyik végpontjuk el6zi meg a o sorrendben
(ezért 6(e) < 1). Tehdt az alsé sor csiicsai is teljesitik hozzajuk tartoz6 korlatot.

Forditott irdnyban, ha létezik egy o megengedett sorrend az ( f, g)-FAS feladatra, akkor
ebben a sorrendben az also sor csticsai a megadott sorrendben szerepelnek, a koztiik beve-
zetett parhuzamos élek miatt. Tehat az s cstics megel6zi az 6sszes élnek megfelelé e € Vi
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csucsot. Az f(s) = g(s) = k korldt miatt pontosan k darab v € Vi cstics van a sorrend
szerint s el6tt. Az éleknek megfelels e € V), csticsokat a g(e) = 1 fels korlat miatt
legfeljebb egyik végpontjuk el6zheti meg. Ezekbdl kovetkezik, hogy a o sorrendben az s
csticsot megeldzd csticsok halmaza egy & méreti fiiggetlen csicshalmaz a G grafban. X

2.10. Kovetkezmény. Az (f, g; h)-tulajdonsdgii sorrend feladat is NP-teljes, ha létezik
olyan elem, amelyre egyszerre adott also és felso korldt is.

2.2.2. Nem monoton novo h

A csak felsd korldtos (—oo, g; h)-tulajdonsdgi sorrend feladatot tgy definidltuk, hogy
az elemekhez tartoz6 h, halmazfiiggvények monoton novéek. Megmutattuk, hogy ezen
feladat polinom id6ben megoldhatd. Felmeriil a kérdés, hogy tetszbleges h, halmazfiigg-
vény esetén is polinomidlis-e a feladat. Az el6z0 fejezetben adott konstrukciét felhasznal-
va megmutatjuk, hogy az (f, g; > w)-FAS feladat nehéz, ha lehetnek negativ élsilyok is.
Ebbdl kovetkezik, hogy az (f, g; h)-tulajdonsdgi sorrend feladat nehéz, ha a h, halmaz-

fliggvények nem monoton novoek.

2.11. Tétel. A (—o0,g; > w)-FAS probléma NP-teljes, ha megengediink negativ w(e)
élsulyokat.

Bizonyitds. Lathat6, hogy a (—oo, g; Y w)-FAS feladat NP-beli. Kiindulunk a konstruk-
ci6 szerinti D grafbél, amelyet az 1. Abra szemléltet. Az s csdcsbél kiindulé élekhez
w(e) = —1, a tobbi élhez w(e) = 1 élsdlyokat rendeliink. Az s csicshoz g(s) = —k, a
tobbi csticshoz g(v) = 1 felsd korlétot rendeliink. Bevezetiink tj éleket, amelyek bizto-
sitjdk, hogy az 1. Abra alsé sordban 1évé csticsok minden megengedett sorrendben egy-
mashoz képest a megadott sorrendben szerepeljenek. Az alsé sorban az s csticsbdl kiindul
egy €l az e; csticsba, w(se;) = n sillyal, a tobbi csticsbdl kiindul egy w(e) = 2 silyd él,
az 6t kovetd cstcsba.

Ha a GG grafban 1étezett £ méretd fiiggetlen csicshalmaz, akkor 1étezik megengedett sor-
rend a D grafon definidlt (—oo, g; > w)-FAS feladatra. A ¢ sorrend elején legyenek a
fliggetlen csicshalmaz csucsai tetszéleges sorrendben, utdnuk kovetkeznek az alsé sor
csucsai a meghatdrozott sorrendben, majd a tobbi csucs. Az igy kapott o sorrend megen-
gedett megoldds a D iranyitott grafon definidlt (—oo, g; > | w)-FAS feladatra, mert a felsé
sor csucsainak 0 a kifoka, tehat minden sorrendben teljesitik a felsé korlatot. Az s cstics
eldtt pontosan £ darab cstics szerepel (ezértg(s) = —k), az éleknek megfeleld csucsokat
pedig legfeljebb egyik végpontjuk el6zi meg a o sorrend szerint (ezért 3(6) = 1). Tehat
az also sor csucsai sem sértik a hozzajuk rendelt korlatokat.

Forditott irdnyban, ha vesziink egy ¢ megengedett sorrendet a (—oo, g; > w)-FAS fel-
adatra, akkor a o sorrendben az alsé sor csucsai biztosan a megadott sorrendben szerepel-
nek a koztiik bevezetett, nagy stlyu élek miatt. Tehdt s megel6zi az 6sszes élnek megfeleld
e € Vp csucsot. A g(s) = —k felsd korldt miatt az s csticsot legalabb k darab v € Vg
csics megel6zi a sorrendben. Mivel minden élnek megfelels e € V) csticsra g(e) = 1
a fels6 korlat, ezért az €l két végpontja koziil legfeljebb az egyik lehet el6tte. Ezekbdl
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kovetkezik, hogy a o sorrendben az s csicsot megeldz6 csiicsok halmaza egy legalabb
k méretd fiiggetlen csicshalmaz a G grafban, tehét a sorrend elsé & cstcsa éppen egy k
méreti fliggetlen csiicshalmaz. X

2.12. Kovetkezmény. A (—o0, g; h)-tulajdonsdgii sorrend feladat is NP-teljes, ha nem
koveteljiik meg a h,, halmazfiiggvény monotonitdsdt.

2.2.3. Az f = g korlatos eset

A 2.9. Tételben megmutattuk, hogy az (f, g)-FAS feladat NP-teljes, ha egy cstics bal si-
lyozott kifokat el6irjuk, a tobbi cstcsra csak felsé korlat adott. Ebben a fejezetben az
f = g korlatos feladattal foglalkozunk, melyben minden cstcs bal silyozott kifokat pon-

tosan elGirjuk. A kovetkezs tételben kimondjuk, hogy az (f, g)-FAS probléma f = ¢
korldtok esetén NP-teljes, mar minden csdcsra konstans fokszamu grafokon is.

2.13. Tétel. Az (f,g)-FAS probléma NP-teljes az f = g esetben. A feladat mdr akkor is
nehéz, ha a grdf minden csiicsdnak a sulyozatlan értelemben vett foka legfeljebb 6, és az
f = g korldt egy csiicsban 0, a tobbiben 1.

Bizonyitds. Vilagos, hogy az (f,g)-FAS feladat NP-beli. A 3-XSAT-3 feladatban adott
egy konjunktiv normdlforma, amelyben minden kl6z pontosan 3 literdlt tartalmaz és min-
den valtoz6 pontosan 3 klézban szerepel. Szeretnénk eldonteni, hogy kielégithet6-e az
adott konjunktiv normalforma gy, hogy minden kl6zban pontosan egy literdl igaz. Is-
mert, hogy a 3-XSAT-3 feladat NP-teljes [15]. Ezt a problémat fogjuk visszavezetni a
majdnem minden cstcsra azonosan 1 korldtos (f, g)-FAS feladatra, amihez a kovetke-
z8k szerint konstrudlunk meg egy (f, g)-FAS feladatot. A D iranyitott grafban a kon-
junktiv normélforma minden literdljanak megfelel egy x; vagy T, csics (a 2. Abra fel-
s6 sora). Minden kléznak megfelel egy c; cstics, valamint minden valtozénak megfe-
lel két [; cstics. Minden c; kl6zbdl megy egy €l a benne szerepld literdlok z; vagy 7;
csucsdba és minden [; véaltozénak megfeleld csticsbol kiindul két €l az adott valtozo-
hoz tartoz6 z; és x; literdloknak megfelel6 csicsokba. Tekintsiik a 2. Abra alsé részén
az ly, ..., ly,c1, ... Cpyly, ..., 1, csicsokat. A sorrend szerinti barmely két szomszédos
csucs kozé hozzavesziink a grafhoz egy vy, csicsot. Ebbdl a csticsbdl kiindul egy él az el6t-
te 16v5 csticsba és két parhuzamos él a mogétte 16v6S csticsba. Beldthat6, hogy a 2. Abran
szemléltetett D irdnyitott grafban az als6 két sor csicsain azonosan 1, a felsd sor csticsain
azonosan 0 korldtokat megkovetelve pontosan akkor megoldhaté az (f, g)-FAS feladat,
ha a 3-XSAT-3 feladat megoldhaté az adott konjunktiv normdlformdra. Ezt az 4llitdst
nem bizonyitjuk, de késébb mutatunk egy hasonlé bizonyitdst a 3. Abrdn szemléltetett
konstrukciéra. Ahhoz, hogy a fels csucsokra is azonosan 1 korldtot kovetelhessiink meg,
hozzdvesziink az alsé csicsok elé minden valtozéhoz egy s; csucsot. Az igy kibdvitett
grafot a 3. Abran szemléltetjiik. Minden x; és 7, literal csticsabél kiindul egy él az adott
literdlhoz tartozo s; véltozo cstiicsdba. Minden s; csicsbol megy egy él az 6t megel6z6
s; csucsba, valamint az utols6bol hozzavesziink két parhuzamos €lt az els6 [; csucsba.

Legyenek f = g = 1 korldtok, kivéve az s; csticsra, amelyre f(s1) = g(s1) = 0.
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2. Abra. A 2.13. Tétel bizonyitdsdban a visszavezetés sordn készitett graf szemléltetése a
kovetkez6 konjunktiv normdlformdra (z; V 22 V x3) A (T1 VT2 V 23) A (T1 V 22 V T3).
A grafban a c; csicsok a klézoknak, [; csticsok a valtozoknak, az x; és T; csucsok a lite-
rdloknak felelnek meg. A vy csucsok az ly,...l,,c1,...,¢cpn, e, ..., [, csicsok sorrendjét
biztositjak.

3. Abra. A 2.13. Tétel bizonyitasdban a (x1 V 25 V 23) A (T1 V Tz V 23) A (T1 V 22 V Ts)
konjunktiv normélformédhoz készitett graf kiegészitve minden véltozohoz az s; cstccsal.

A konjunktiv normdlformanak pontosan akkor 1étezik 3-XSAT-3 feladatra megoldésa, ha
a D gréfra definidlt (f, g)-FAS feladat megoldhat6. Vegyiik a konjunktiv normdlforma
egy megoldasat. A kl6zokhoz és literdlokhoz tartozé csucsok legyenek az dbra szerinti
liy... b, c1y. .o Cnyly, ..., L, sorrendben és minden vy, cimkéjli csucsot tegyiink kozvet-
leniil azon cstcs elé, amelybe a vy csicsbdl két parhuzamos él vezet. Az igaz literdlokat
tegyiik kozvetleniil az s; valtozok csucsai mogé, a hamis literdlokat tegyiik a sorrend
végére, igy megengedett sorrendet kapunk a D grafon definidlt (f, g)-FAS feladatra. For-
ditott irdnyban, ha vesziink egy megengedett (f, g)-FAS megoldast, akkor a sorrendben
a 2. Abra alsé cstcsai biztosan az si,. .., Sp, 1, ..., ln,Cly. .. Cnsla, ..., 1, sorrendben
szerepelnek és minden vy, cstics a két szomszédja kozott van, a vy, csicsokbdl és az s; csi-
csokbdl kiindul6 élek miatt. A c; kl6zoknak megfeleld cstcsok eldtti literdlokat igaznak
valasztva, a tobbi literdlt hamisnak vélasztva a konjunktiv normalforma egy megoldasat
kapjuk, a ¢; klézokhoz tartozé f(c;) = g(c;) = 1 korldtok miatt. A literdlokat bedllit-
hatjuk igy, mert minden ¢ indexre az x; és a 7; literalok koziil pontosan az egyik szerepel
a korabbi [; valtozo elbtt és a masik a késébbi [; valtozé mogott, tehdt nem lesz olyan
valtoz6, amelyre x; és T; literalt egyszerre igaznak vagy egyszerre hamisnak allitjuk. A D
grafban minden x; vagy 7; literdlhoz tartozé csucs €s minden [; valtozéhoz tartozo cstcs
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foka legfeljebb 5, minden c; cstcs foka legfeljebb 6 és minden s; csucs foka legfeljebb 4.
Tehat a D irdnyitott grafban minden csucs foka legfeljebb 6. X

2.14. Kovetkezmény. Az (f, g; h)-tulajdonsdgii sorrend létezésének eldontése NP-teljes
az f = g esetben, mdr akkor is, ha az f = g korldt egy elemre 0, a tobbi elemre 1.

2.2.4. Tag Kkorlatos eset

Korabban lattuk, hogy az (f, g)-FAS feladat NP-teljes mar akkor is, ha minden cstcsra
f = g fokszam korldtokat koveteliink meg. Ebben a fejezetben a feladat tdg korlatos
esetével foglalkozunk, amelyben adott egy s elsd csics €s egy ¢ utolsé cstucs, melyekre
f(s) =g(s) =08s f(t) = g(t) = I(t) és minden v # {s,t} cstcsra f(v) = a konstans
és g(v) = 0(v) — b korlatok adottak, valamely a és b konstansokra. Szemléletesen olyan
csucssorrendet keresiink, melyben s az elsé csucs, ¢ az utolsé és minden koztes csticsbol
kiindul balra legaldbb a darab és jobbra legaldbb b darab él. A tovabbiakban mindig s
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jeloli a kijelolt els6 és ¢ a kijelolt utolsé csucsot.

El6szor tekintsiik az a = b = 1 esetet, ekkor olyan csuicssorrendet keresiink, melyben az
s és a t csucs kivételével minden csticsbdl kiindul legaldabb egy €l balra és legaldbb egy
€l jobbra. A szakirodalomban ezt a feladatot irdnyitott grafokon értelmezett s-t szamozas
feladatnak nevezik. Az s-t szamozds feladat polinom id6ben megoldhat6 [7].

Természetes kérdés a feladat nehézsége mas a €s b konstansok esetén. Megmutatjuk, hogy
egy D iranyitott grafra NP-teljes annak eldontése, hogy létezik-e olyan csicssorrend,
melyben minden nem sz€ls6 csticsbdl kiindul legaldabb egy €l a sorrend szerint korabbi
és legaldbb kettd €l a sorrend szerint kés6bbi csticsokba.

2.15. Tétel. Az (f,g)-FAS feladat NP-teljes az elsd és utolsé csiics kivételével f = 1,
g = 0 — 2 korldtok esetén. A feladat mdr akkor is nehéz, ha a grdfban minden csiics
kifoka legfeljebb 3 és minden csiics siilyozatlan értelemben vett fokszdma konstans.

Bizonyitds. Viladgos, hogy a feladat NP-beli. A 3-XSAT-3 feladatot fogjuk visszavezetni
a problémara [15]. A D graf konstrukcidjanak az alapja megegyezik a 2.13. Tétel bizo-
nyitasanal adott konstrukcié alapjaval, amelyet a 2. Abrdn szemléltettiink.

Nézziik a kordbbi konstrukciétdl vett eltéréseket: Hozzavesziink a grafhoz minden val-
tozdra egy s;, és egy t; csicsot. Azt szeretnénk, hogy egy (f,g)-FAS megoldédsban az
li,... ly,c1, ..o Cpyly, ..o 1, csicsokndl kordbban legyenek az sq, . . ., s, csucsok és ké-
s6bb aty,...,t, csicsok a megadott sorrendben, ezért minden s; cstcsbdl behizunk két
parhuzamos élt a sorrend szerint kovetkezd csicsba és s; kivételével behizunk egy élt a
sorrend szerint elGtte 1évo csticsba. Hasonl6an minden ¢; csicsboél behtizunk egy élt az 6t
megel6z6 csticsba €s ¢, kivételével behtizunk két parhuzamos élt a sorrend szerint kovet-
kezd csticsba. Tovabba szeretnénk, hogy az s; és a t,, csucsokon kiviil minden csticsnak
3 legyen a kifoka, ezért minden /; csticsbdl vezet egy €l a fenti sorrend szerinti kovetke-
z0 cstcsba és minden x; csticsbdl vezet egy él az s; csicsba és két parhuzamos él a ¢;
cstcsba. A kapott grafot a 2.2.4. Abra szemlélteti.
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4. Abra. A 2.15. Tétel bizonyitdsdban a visszavezetés sordn készitett graf szemléltetése a
kovetkezd konjunktiv normdlforméra (x1 V zo V 23) A (T1 V Ta V 23) A (T1 V 22 V T3).
A gréifban a c¢; csicsok a kl6zoknak, /; csicsok a véltozoknak, az x; és T; csticsok a
literdloknak felelnek meg, valamint minden véltozohoz tartozik egy s; és egy t; csics. A
vk csucsok az ly, ... [y, c1, ... Cpyly, ..., [, csicsok sorrendjét biztositjak.

A konjunktiv normalformédnak pontosan akkor 1étezik 3-XSAT-3 feladatra megolddsa, ha
konstrukcié6 szerinti D gréfra az (f, g)-FAS feladat megoldhat6, ahol minden v ¢ sq,1t,
csucsra f(v) = 1és g(v) = § — 2, az s; cstcsra f(s1) = ¢g(s1) = 0, a ¢, cstcsra
f(tn) = g(t,) = d(t,). Azaz 1étezik olyan csicssorrend, amelyben s; az elsd cstcs, t,, az
utolso és a tobbi csticsra kiindul legaldbb egy él balra és legaldbb két €l jobbra.

Eldszor tegyiik fel, hogy adott a konjunktiv normalforma egy megolddsa. Ehhez konst-
rudlunk egy sorrendet az (f, g)-FAS feladatra. Legyenek a 2.2.4. Abra alsé felén 1év6
csucsok az abra szerinti S1,...,S,,l1,... [, c1,...,Col1,. .., Ly, te, ..., t, sorrendben,
€s minden vy, csucs legyen a két szomszédja kozott. A konjunktiv normalforma megolda-
séban igaz értékd literdlok csucsai legyenek kozvetleniil az s,, cstcs utdn, a hamis értékd
literdlok cstcsai pedig kozvetleniil ¢; csidcs elbtt. A kapott sorrend az (f, g)-FAS feladat
egy megolddsa, mivel az alsé csucsok sorrendje biztositja, hogy minden s;, ¢; €s vy csucs-
ra pontosan egy él menjen a sorrend szerint balra és két €l jobbra. A sorrendben minden
x; vagy x; literdl csticsa az s; és a t; csicsok kozott van, ezért ezen csucsok is teljesitik a
hozzajuk tartozé fokszam korldtokat. Az z; és z; literdlok koziil pontosan az egyik igaz,
igy az l; csicsoknak megy egy éle jobbra és egy éle balra. Az [; csicsokbdl kiindulé har-
madik €l az also cstcsok sorrendje miatt jobbra megy. Mivel minden c; kl6zban pontosan
egy igaz literdl van, ezért a c¢; cstiicsokbdl is pontosan 1 €l megy jobbra és két €l balra.
Tehat a kapott sorrend egy megoldasa a tétel szerinti ( f, g)-FAS feladatnak.

A forditott irdnyhoz tekintsiik az ( f, g)-FAS feladat egy megoldésat. Ebben a sorrendben

a kl6zokhoz és véltozokhoz tartozé csticsok csak Iy, ..., 1, ¢, ..., Cnyl1, ..., 1, szerepel-
hetnek a v, csicsok miatt, és minden vy, cstcs a két szomszédja kozott van a sorrendben.
Az sq,...,s, csucsok az elsé [; csucs el6tt vannak a sorrendben és a ¢4, . . ., ,, csicsok

a masodik /,, csics mogott vannak a sorrendben, az s; €s ¢; csicsokbdl kiindulé parhu-
zamos €lek miatt. Minden /; csicsbol mar biztosan vezet egy €l a sorrend szerint jobbra,
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ezért az [;x; és ;x; élek kozill pontosan az egyik lesz jobbra és az egyik balra él. Ezért az
x; és x; kozil az egyik az els6 [; csucs el6tt a masik a masodik /; csics utdn lehet csak
a sorrendben. Az alsé csicsok sorrendje miatt ebbdl kovetkezik, hogy minden valtozéra
az x; és T; csucsok koziil pontosan az egyik lesz a ¢y, ..., ¢, csicsok el6tt és a masik
mogottiik. Mivel minden c; kl6zbdl a benne szerepld literdlokba vezet €1, ezért minden
c; klozt pontosan az egyik benne szerepld literél eldzheti meg a sorrendben. Tehdt ha
acy,...,c, csucsok el6tti x; vagy x; literdlokat igazra allitjuk, a tobbit pedig hamisra,
akkor a konjunktiv normalforma egy megoldasat kapjuk.

A D grafban minden csucs kifoka legfeljebb 3 és minden cstcs stlyozatlan értelemben
vett kifoka konstans. X

Lattuk, hogy NP-teljes annak eldontése, hogy egy D irdnyitott grifra 1étezik-e olyan
csucssorrend, melyben minden koztes csicsbdl kiindul legaldbb a = 1 €l balra és leg-
alabb b = 2 él jobbra. Megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezik a feladat nehézsége tetszdle-
ges a > 1 és b > 2 konstansok esetén is.

2.16. Kovetkezmény. Minden a > 1 és b > 2 konstansra NP-teljes az (f, g)-FAS feladat
az elsd és utolso csiics kivételével f(v) = a, g(v) = §(v) — b korldtok esetén.

Bizonyitds. Visszavezethetjiik rd a minden v ¢ {s,t} csicsra f(v) = 1, g(v) = § —2 kor-
latos esetet, melyrdl a 2.15. Tételben lattuk, hogy NP-nehéz. Legyen D’ egy tetszéleges
irdnyitott graf, ehhez konstrudlunk egy D irdnyitott grafot tigy, hogy minden v ¢ {s,t}
csticsbol behizunk s-be a — 1 és t-be b — 2 élt. Ekkor D’-re pontosan akkor 1étezik
f(v) = 1, g(v) = d§(v) — 2 korldtokat teljesit sorrend, ha D-re 1étezik f(v) = a,
g(v) = 6(v) — b korlatokat teljesits sorrend. X

2.2.5. A d-tavolsagi (—oo, g)-FAS feladat

Modosithatjuk a csak felsd korldtos (—oo, g)-FAS feladatot ugy, hogy az egyes csticsok-
hoz tartoz6 g felsd korldt az 6sszes csucs helyett csak a megel6z6 (legfeljebb) d csics-
ra vonatkozzon, azaz minden ¢ € {1,...,|V|}-re az i-edik helyre keriil§ csics elétti
min{d, i — 1} darab csdcsra. A médositott feladatot a d-tavolsdgi parositas [12, 13] min-
tajara d-tavolsdgu (f, g)-FAS feladatnak nevezziik. Specidlisan d = |V/| esetén vissza-
kapjuk az eredeti feladatot, melynek a csak fels6 korldtos esetérdl lattuk, hogy polinom
id6ben megoldhat6. Természetes kérdés a d-tavolsagi (—oo, g)-FAS feladat nehézsége

kiilonb6z6 d paraméterek esetén.

2.17. Tétel. A D = (V, E) irdnyitott grdfon a d-tdvolsdgii (—oo, g)-FAS feladat polinom
idében megoldhatd, ha d = |V'| — ¢ valamely c konstansra.

Bizonyitds. Rogzitsiik le a sorrend elsd ¢ és utolsé ¢ csicsat minden lehetséges modon.
Minden ilyen médon lerogzitett csicsra meg tudjuk hatdrozni az adott csticsot megels-
z6 (legfeljebb) |V| — ¢ elemet, igy ellendrizhetjilk, hogy a rogzitett csicsok sértik-e a
hozz4juk tartoz6 felsé korlatot. Ha nem, akkor a kozEépsd |V | — 2c¢ elemre tudjuk, hogy

a megel6z6 (legfeljebb) |V| — ¢ cstics kozott szerepel az els6 ¢ cstcs, igy ezekre a csi-
csokra csokkentjiik a felsd korlatot az elsd ¢ csticsba vezetd élek szamaval. A médositott
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korlatokkal keresiink egy megoldast a kozEépsd |V'| — 2¢ elemen értelmezett (—oo, g)-FAS
feladatra. Ha létezik megoldas, akkor a rogzitett csicsok kozé a kapott sorrendben beirva
a csucsokat az eredeti feladat egy megoldasat kapjuk. Ez a médszer polinomidlis, mivel az
elsd és utolso c csticsot legfeljebb n? féle sorrendben rogzithetjiik, tehat ennyiszer fogjuk
meghivni 2.1.1. Fejezetben adott algoritmust a kozépsd |V'| — 2¢ csicsra. X

Felmeriil a kérdés, hogy kisebb d paraméter esetén is megoldhaté marad-e a feladat. Meg-
mutatjuk, hogy tetsz6leges d paraméter esetén a feladat mar NP-teljes.

2.18. Tétel. A d-tdavolsdgii (—oo, g)-FAS feladat NP-teljes a D = (V, E) irdnyitott grd-
fon, ha a csiicsszdmra és a d > 1 tdvolsdgra teljesiil, hogy |V| = (d+1)(l+ 1) — 2, ahol
[ = Q(|V|°) valamely ¢ > 0 konstansra.

Bizonyitdas. Lathatd, hogy a feladat NP-beli. El6szor a d = 1 eset nehézségét bizonyit-
juk. Visszavezetjiik rd a Hamilton-ut feladatot, melyr6l ismert, hogy NP-teljes [10]. Az
1-tavolsagu (—oo, g)-FAS feladatnél g = 0 korlat esetén olyan sorrendet keresiink, amely
szerint egyik csicsbdl sem indul ki €l az eggyel kordbbi csicsba. Legyen G egy iranyitat-
lan graf 2/ csicson, melyre meg szeretnénk oldani a Hamilton-ut feladatot. Vegyiik a G
graf komplementerét és irdnyitsuk meg minden élét oda-vissza, a kapott grafot jelolje D.
Megmutatjuk, hogy pontosan akkor 1étezik a G' grafban Hamilton-ut, ha a D gréfon 1é-
tezik megengedett cstcssorrend az 1-tavolsagu (—oo, g)-FAS feladatra. Tegyiik fel, hogy
a G grafban 1étezik egy Hamilton-ut. Legyen a csucsok sorrendje a Hamilton-t szerinti
sorrend. Ekkor semelyik két szomszédos csucs kozott nem vezet él a D grafban, tehét a
kapott sorrend egy megoldds. Forditott irdnyban, ha az 1-tdvolsdgi (—oo, g)-FAS feladat-
ra egy adott sorrend megoldas, akkor a sorrend szerint nem mehet €l egyik csicsbdl sem
az eggyel kordbbi csticsba. Tehdt a sorrend szerint a szomszédos csicsok kdzott vezetett
él a GG grafban, és ekkor a csicsok ebben a sorrendben egy Hamilton-utat alkotnak.

A d > 2 esetre visszavezetjitk a d = 1 esetet. Legyen a D’ graf egy oda-vissza iranyitott
graf 2] csicson, melyre meg szeretnénk oldani az 1-tavolsagi (—oo, g)-FAS feladatot
g = 0 korlét esetén. Ehhez konstrudljunk egy D grafot a kovetkezd mddon: Vegyiink
hozzéd a D’ grathoz d — 1 darab [ + 1 csticst oda-vissza iranyitott teljes grafot. Jelolje ezen
részgrafokat Ky, ..., K4_1. A D' graf csicsait eredeti csicsoknak nevezzik, a K; rész-
grafok csucsait pedig klikk csicsoknak. Megmutatjuk, hogy g = 0 felsd korlat esetén a
D’ grafra pontosan akkor oldhaté meg az 1-tavolsagd (—oo, g)-FAS feladat, ha a D grafra
megoldhat6 a d-tavolsagu (—oo, ¢)-FAS feladat. Tegyiik fel, hogy a D’ gréfra 1étezik egy
o’ sorrend, mely szerint egyik csticsbol sem vezet €l az eggyel korabbi csticsba. Tekintsiik
a D graf csucsain a kovetkezd o sorrendet: az eredeti csicsok szerepeljenek kettesével a
o’ szerinti sorrendben és minden ilyen két csucsd blokk kozott, valamint a sorrend elején
€s végén szerepeljen minden K; részgrafbol egy-egy csucs, a részgrafok indexe szerinti
sorrendben. Megmutatjuk, hogy a o sorrend megoldas a tétel szerinti feladatra. A klikk
csucsok csak az azonos K; klikkhez tartozo cstucsokkal szomszédosak, melyek egymastol
legaldbb d + 1 tavolsdgra vannak a o sorrendben. A ¢ sorrendben minden eredeti csicsra
a megel6z6 (legfeljebb) d cstics koziil d — 1 klikk csucs szerepel €s legfeljebb egy eredeti
cstics. Igy ha a ¢’ sorrendben nem indul ki él egyik csiicsb6l sem a megel6z3 csiicsba,

7

akkor a o sorrendben nem vezet €l egyik csticsbél sem a megel6z6 (legfeljebb) d csicsba.

Forditott irdnyban, tegyiik fel, hogy a o sorrend egy megoldds a D grafon értelmezett
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feladatra. Megmutatjuk, hogy ekkor a sorrendben felvéltva szerepel d — 1 darab klikk
csucs és két eredeti cstics Ugy, hogy a sorrend elején és végén is d — 1 darab klikk cstics
szerepel. Indirekt tegyiik fel, hogy a sorrendben nem ezen minta szerint szerepelnek a
csucsok. Ekkor valamely « = 1, ... [-re az i-edik eredeti csicspar valamelyik tagja helyén
egy klikk cstcs szerepel a K; klikkbdl. Vegyiik €szre, hogy ezen cstcs eldtt legfeljebb
i(d+1)—1 cstcs, és mogotte legfeljebb ({4+1—i)(d+1)—1 cstcs szerepel. Tovabba azonos
klikkbe tartoz6 barmely két csicsnak legaldbb d + 1 tdvolsigra kell lennie egymdstol.
Ezekbdl kovetkezik az aldbbi becslés a K; klikk csticsainak szdmdra:

V(d:zj)flJ 14 VHl_;)JEdﬁl)_l

J<l+1.

Ezzel ellentmondésra jutottunk, mivel minden klikknek [/ + 1 csticsa van. Tehét a o sor-
rendben a csucsok a fenti minta szerint szerepelnek. Ekkor minden eredeti csucsra a meg-
el6z6 (legfeljebb) d cstcs kozott legfeljebb egy eredeti csucs és d — 1 darab klikk cstcs
szerepel. Igy a o sorrendbdl a klikk csticsokat elhagyva egy olyan o’ sorrendet kapunk
a D’ graf csdcsaira, melyben nem vezet egyik csicsbol sem €l az eggyel kordbbi cstics-
ba. X

Megjegyezziik, hogy ennek a bizonyitdsnak egy egyszerli médositdsdval egy legnagyobb
d-tavolsagu b-parositast ad6 permutacié meghatarozdsanak [12] a nehézsége is igazolhato.

3. Specialis FAS feladatok

Ebben a fejezetben specialis tulajdonsdgu feedback arc set-ekkel foglalkozunk. Megvizs-
galjuk példaul, hogy egy D irdnyitott graf felbonthaté-e egy befenyves €s egy aciklikus
részgraf unidjara vagy egy parositds €s egy aciklikus részgraf unidjara. Hasonl6 gréffel-
bontasi kérdésekkel foglalkoznak a [2] cikkben. Péld4ul belatjdk, hogy NP-teljes eldon-
teni hogy egy graf felbomlik-e egy kor és egy aciklikus részgraf unidjdra, illetve egy
iranyitott diszjunkt korfedés és egy aciklikus részgraf unidjara.

3.1. Befenyvesre és aciklikus részgrafra bontas

Megmutatjuk, hogy egy D irdnyitott grafon a (—oo, g)-FAS feladatra g = 1 korlat esetén
pontosan akkor 1étezik megoldas, ha a graf felbomlik egy befenyves és egy aciklikus rész-
graf unidjdra. Tekintsiik azt a kissé dltaldnosabb feladatot, amikor a felsd korldt g = c.
A D grifon a (—oo, g)-FAS feladatra ¢ = ¢ konstans felsd korlattal pontosan akkor léte-
zik megengedett o csucssorrend, ha a D iranyitott graf felbonthat6 egy minden csticsban
legfeljebb c kifoku és egy aciklikus graf unidjara. TetszOleges megengedett sorrend sze-
rinti jobbra élek az aciklikus graf élei, a balra élek pedig a kifok korldtos részgraf élei.
Vegyiik észre, hogy forditva ez nem teljesiil, azaz nem létezik minden felbontdshoz egy
megengedett sorrend, melyben a felbontéds egyik komponense a balra élek részgrafja, ma-
sik komponense a jobbra élek részgrifja. Viszont az igaz, hogy minden felbontdsban az
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aciklikus graf tetsz6leges topologikus sorrendje egy megengedett sorrend (lehet, hogy a
sorrend szerint keriilnek plusz élek az aciklikus grafba).

Az (—o0, g)-FAS feladatot felhaszndlva megadjuk annak a karakterizacidjat, hogy mikor
bonthat6 fel egy D irdnyitott graf egy bizonyos csicsokat gyokérként tartalmazé befeny-
ves és egy aciklikus részgraf unidjara.

3.1. Tétel. Egy D = (V. E) irdnyitott grdfon polinom idében eldonthetd, hogy adott
X C V csicshalmazra létezik-e olyan B C E befenyves, amelynek minden v € X csiics
gyokere, és a D irdnyitott grdf elddll a B befenyves és egy aciklikus grdf uniojaként. Pon-
tosan akkor létezik ilyen felbontds, ha nem létezik olyan D' = (V' E") feszitett részgrdf a
D grdfban, amelyben minden v € X csiics kifoka legaldbb 1 és minden v € V' \ X csiics
kifoka legaldbb 2.

Bizonyitds (3.1. Tétel). Konstrudlunk a feladathoz egy (—oo, g)-FAS feladatot a D gra-
fon. A v € X csicsokon legyen g(v) = 0, av € V \ X csicsokon pedig g(v) = 1
a felsd korldt. Megmutatjuk, hogy erre a (—oo, g)-FAS feladatra pontosan akkor 1étezik
megoldas, ha 1étezik olyan B befenyves, amelynek minden v € X cstics gyokere és a D
graf el6all a B befenyves és egy aciklikus graf unigjaként. Ha létezik egy 0 megengedett
sorrend, akkor legyen az aciklikus graf a o sorrend szerinti jobbra éleket tartalmazé gréf,
B pedig a o sorrend szerinti balra éleket tartalmaz6 graf. A felsé korlatok miatt B tényleg
egy befenyves, amelynek minden v € X csucs gyokere. Forditott irdnyban, ha 1étezik
megengedett felbontas, akkor legyen o a felbontds szerinti aciklikus grafnak egy tetszole-
ges topologikus sorrendje. Ekkor o megengedett sorrend a (—oo, g)-FAS feladatra, mert a
balra élek halmaza a B befenyves éleinek részhalmaza, igy minden cstics teljesiti a hozza
tartozo fels6 korlatot. A 2.4. Tételt alkalmazva kapjuk pontosan akkor 1étezik ilyen fel-
bontés, ha nem 1étezik olyan D’ feszitett részgraf, amelyben minden v € X csucs kifoka
legaldbb 1 és minden v € V' \ X csucs kifoka legaldbb 2. X

A tételt specidlisan X = () esetben alkalmazva megkapjuk annak a karakterizci6jét, hogy
mikor bonthat6 fel egy D irdnyitott graf egy befenyves és egy aciklikus részgraf uniéjara.

3.2. Tétel. Egy D = (V, E) irdnyitott grdf pontosan akkor dll elé egy B C E befenyves
és egy aciklikus grdf unidjaként, ha nem létezik olyan D' = (V' E') feszitett részgrdf a
D grdfban, amelyben minden v € V' csiics kifoka legaldbb 2.

Megjegyezzik, hogy a 3.1. Tételben a B befenyvesnek lehetnek v ¢ X gyokerei is, ezért
a tételbdl nem kovetkezik, hogy adott D irdnyitott grafrdl eldonthetd, hogy eldéll-e egy
befenyd és egy aciklikus graf unidjaként.

Erdekes kérdés, hogy egy irdnyitott grafban egy adott befenyves mikor egészithets ki
olyan befenyvessé, mely minden irdnyitott kort lefog. Erre a feladatra is adunk egy karak-
terizaciot a 3.1. Tételt felhaszndlva:

3.3. Kovetkezmény. Egy D = (V| E) irdnyitott grdfon polinom idében eldinthetd, hogy
adott B C E befenyvesnek létezik-e olyan B’ C FE szintén befenyves kiegészitése, hogy
D elédll a B’ befenyves és egy aciklikus grdf unidjaként. Pontosan akkor létezik ilyen
kiegészités, ha nem létezik olyan D' = (V' E') feszitett részgrdf a D grdfban, amelyben
minden v € V' csiics kifoka legaldbb 2 — dg(v, V \ V).
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Bizonyitds. Toroljik a D grafbol a B befenyves éleit, jeldlje az igy kapott grafot D'.
Legyen X azon v csicsok halmaza, melyekbdl kiindult él a B befenyvesben. Ekkor az
eredeti D grafban a B befenyvesnek pontosan akkor 1étezik a tétel szerinti B’ kiegészitése,
ha a D’ graf felbomlik egy aciklikus grafra és egy olyan befenyvesre, amelyben minden
v € X cstics gyokér. Erre a feladatra a 3.1. Tételt alkalmazva épp a bizonyitandé allitast
kapjuk. X

A 3.2. Tétel szerint polinom id6ben eldonthetd, hogy egy graf felbomlik-e egy befeny-
vesre €s egy aciklikus részgréafra. Beldtjuk, hogy a feladat koltséges véltozata viszont
NP-nehéz.

3.4. Tétel. Irdnyitott grdfban NP-nehéz egy legkisebb befenyvest keresni, melynek komp-
lementere aciklikus.

Bizonyitds. A tételben szerepld feladatra a minimalis méretd lefogd csicshalmaz felada-
tot vezetjiik vissza, melyrdl ismert, hogy NP-nehéz [10]. Legyen G = (V| E) egy iranyi-
tatlan graf, melyben szeretnénk egy minimélis méret(i lefog6 csicshalmazt keresni. Ehhez
konstrudljunk egy D = (V UV’ E’) irdnyitott grafot a kovetkez6 médon: Minden v € V
cstcsra tartalmazzon a D graf egy v és egy v’ csucsot, valamint egy vv’ irdnyitott élt.
Emellett minden uv € E élre vegyiink hozza a D grathoz egy u'v és egy uv’ élt. Megmu-
tatjuk, hogy a GG grafban pontosan akkor 1étezik legfeljebb k& méretii lefogd csicshalmaz,
ha a D grifban 1étezik egy legfeljebb £ €1l befenyves, amely lefog minden irdnyitott kort.
Tegyiik fel, hogy a GG grafban adott egy legfeljebb k& mérett lefogé csicshalmaz. A lefogd
csucsokat jelolje vy, ..., v;, ahol [ < k. Megmutatjuk, hogy a D gratban a v1v}, ... v
élek egy legfeljebb £ éli befenyvest alkotnak, amely minden irdnyitott kort lefog. Az él-
halmaz egy pdrosités, ebbdl kovetkezik hogy befenyves is. Emellett minden élt lefog a
V és a V' csucsosztaly kozott, azonos csucsosztalyon beliil pedig nincsenek élek, tehat
lefogja az Osszes irdnyitott kort.

Forditott irdnyban, adott a D grafban egy legfeljebb k méretii befenyves, amely lefogja az
Osszes kort. Megmutatjuk, hogy ha tartalmazna egy u'v élt, akkor ezt az élt elhagyhatjuk
€s bevehetjiik helyette az uu’ élt (ha még nem tartalmazta a befenyves). Ha minden élre
elvégeztiik a fent leirt cserét, akkor egy parositast kapunk a D grafban, mely nyilvan egy
befenyves. Tehdt elég belétni, hogy a kapott élhalmaz lefogja az Osszes irdnyitott kort a
grafban. Ennek elégséges feltétele, hogy ha egy kor tartalmazza az u'v €élt, akkor tartal-
mazza az uu’ €t is. Ez teljesiil, mivel az ' csicsba belép egy €l a korben, amely csak
az uu’ él lehet, mivel a D grafban ez az egyetlen belépd él az v’ csicsba. Tehat feltehe-
t6, hogy a befenyves csak v’ tipusi éleket tartalmaz. Vegyiik azon v cstiicsok halmazat,
melyekre a befenyves tartalmazza a vv’ €lt. Belatjuk, hogy a kapott csicsok egy lefogd
csticshalmazt alkotnak a G grafban. A D’ graf minden uv € E élre tartalmaz egy uu/vv’
kort, ezért a befenyves biztosan tartalmazza a kor valamelyik élét. Ez csak az uu' vagy a
vv’ €l lehet, igy a kapott csicshalmaz tartalmazza vagy az u vagy a v cstcsot, tehat lefogja
az uv élt. X

Megjegyzés. A konstrukciobdl az is kovetkezik, hogy egy D = (V, E) grafban NP-nehéz
olyan minimdlis méretii parositast keresni, amely lefogja az 6sszes irdnyitott kort. Az uu’
élek halmaza olyan pérositds, amely minden irdnyitott kort lefog a konstrukcié szerinti
D gratban. Ennél fogva felmeriil az a kérdés, hogy ha a pérositds méretére nem tesziink
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megkotést, akkor megoldhatéva valik-e a feladat. A 3.6 Tételben latni fogjuk, hogy ez a
feladat is nehéz.

Az el6bbi konstrukciét konnyen médosithatjuk minimalis koltségli befenySk esetére.

3.5. Kovetkezmény. Adott egy D = (V, E) irdnyitott grdf, az élein egy 0-1 koltségfiigg-
vénnyel. Ekkor NP-nehéz olyan minimdlis koltségii befenyot keresni, amelynek a komple-
mentere aciklikus.

7 7z

Bizonyitds. Az el6z6 tétel szerint egy D' = (V', E') grafban NP-nehéz olyan legkisebb
befenyvest keresni, amely lefogja az Gsszes iranyitott kort. A D’ grafhoz konstrudljunk
egy D = (V' + s, ) grafot a kovetkezd mddon: Vegyiink hozza D’-hoz egy s csticsot,
¢s minden mds csticsbdl vezessen egy irdnyitott él az s csticsba. Ezen vs élekre legyen
c(vs) = 0, a D'-beli uv élekre pedig c¢(uv) = 1. Megmutatjuk, hogy a D’ grafban ponto-
san akkor 1étezik legfeljebb £ éld befenyves, amely lefogja az 6sszes irdnyitott kort, ha a
D gréfban 1étezik a c koltség szerint egy legfeljebb £ koltségli befenyd, amely lefogja az
Osszes iranyitott kort. Vegyiik észre, hogy a D’ grafban pontosan ugyanazok a korok sze-
repelnek mint a D grafban. Egy £ éld befenyves a D’ grafban kiegészithetd |V'| — k darab
vs €l hozzavételével befenydvé a D grafban. Az igy kapott befenyd c szerinti koltsége k.

Forditott irdnyban, ha van egy k koltségli befeny6 a D grafban, mely minden irdnyitott
kort lefog, akkor ez pontosan |V’| — k darab vs élt tartalmaz. Ezen éleket elhagyva egy k
€1t befenyvest kapunk a D’ grafban, mely minden irdnyitott kort lefog. X

3.2. Parositasra és aciklikus részgrafra bontas

A tovabbiakban irdnyitott graifoknak egy parositdsra és egy aciklikus részgrafra bontdsa-
val foglalkozunk. Belatjuk, hogy annak eldontése, hogy egy grafnak létezik-e ilyen fel-
bontdsa mar paros grafok esetén is NP-teljes.

3.6. Tétel. NP-teljes eldonteni, hogy egy irdnyitott pdros grdf felbomlik-e egy pdrositds
és egy aciklikus részgrdf unidjdra.

Bizonyitds. Viladgos, hogy a feladat NP-beli. A NAE-3-SAT feladatban adott egy konjunk-
tiv normélforma, melyben minden kl6z pontosan 3 literdlt tartalmaz. Szeretnénk eldon-
teni, hogy létezik-e olyan kielégitése, melyben minden kl6z tartalmaz legaldbb egy igaz
és legaldbb egy hamis literdlt. A NAE-3-SAT feladatrdl ismert, hogy NP-teljes [15]. Ezt
a feladatot fogjuk visszavezetni a tételben szerepld graffelbontdsi feladatra. A konjunktiv
normélformédhoz konstrudlunk egy D grafot a kovetkez6 médon: Minden c¢; kl6zhoz fel-
vesziink egy 9 cstcst részgrafot melynek cstcsait jelolje uj, c7 és ci/, aholk =1,2,3. A
c’ csucsok az adott kl6z k-adik literdljanak felelnek meg, 07 csucsok pedig a literél ne-
galtjanak A ¢; K16z részgrafja tartalmaz egy ¢ ] chul chu kulso kort és egy & uiciulclul
belsd kort. A konstrukcidt az 5. Abra szemlélteti. Tovabba minden x; valtozéhoz felve-
sziink egy 5 pontu részgrafot, melynek csdcsait jeldlje vf, [ = 1,...,5. Felvesziink egy
oda-vissza élt a v} és v} csticsok kozott, és egy vivivivi kort. Ezeket a részgrafokat az
aldbbiak szerint kapcsoljuk Ossze:
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1. Ha a ¢; kloznak a k-adik literdlja x;, akkor az x; valtoz6 részgrafjéhoz hozzéve-
sziink egy y;, és egy z;, csticsot és hozzdkapcsoljuk a c; kl6z részgréfjédban szerepld
c). és T, cstcsokat egy vich ziviylclvb tttal.

2. Hasonl6an, ha a c; kléznak a k-adik literdlja 7;, akkor az z; véltozé részgrafjéhoz
hozzivesziink egy y;, és egy 2, csicsot, hozzakapcsoljuk a c¢; kl6z részgrafjaban
szerepld c;, és , cstcsokat egy vicy ziv)yi ey vh Gttal.

Ezt minden c; klozra elvégezziik, ’amely tartalmazza az x; véltozét. A D graf egy x;
valtozohoz tartozo részgrafjat a 6. Abra szemlélteti.

6. Abra. Az x; viltoz6hoz tartozé részgraf és a kiegészitései, ha a c; kl6z k-adik literdlja
x;, illetve ha a ¢; kl6z k-adik literdlja ;. Annyiszor vessziik hozza a kiegészitést, ahdny
klézban az x;, illetve a 7; literdl el6fordul. A c,’C és a Z’L csucsok megegyeznek a klézok
részgrafjahoz tartoz6 azonos nevi cstcsokkal.

Megmutatjuk, hogy a NAE-3-SAT feladat pontosan akkor megoldhatd, ha a D grafban
l1étezik olyan pérositas (az iranyitastol eltekintve), amely lefogja az 9sszes irdnyitott kort.

Els6ként tegyiik fel, hogy a NAE-3-SAT feladat megoldhatd, és tekintsiik a kovetkezd
pdrositdst. Ha a j-edik kl6z k-adik literdlja igaz, akkor a j-edik kl6zhoz tartoz6 részgraf-
ban a pérositidsba bevessziik a c,’C csucesbdl kiindul6 €élt; ha a k-adik literal hamis, akkor a
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(‘:,7; csucsbol kiindul6 élt. Az x; véltozéhoz tartoz6 részgrafban a vi, vé csucsokon a kettd
hosszu kort lefogjuk valamelyik élével.

1. Ha az z; valtoz6 igaz, akkor lefogjuk a vév}i élt, tovabba ha a j-edik kloz k-adik
literdlja x;, akkor lefogjuk a ¢ z; €lt; ha a j-edik kl6z k-adik literlja 7;, akkor
lefogjuk a ¢} 2], élt.

2. Kiilénben, ha az x; vdltoz6 hamis, akkor a vjv{ élt fogjuk le, tovabba ha a j-edik
kl6z k-adik literdlja x; akkor lefogjuk a y;, c’ élt, ha a j-edik kl6z k-adik literdlja 7;
lefogjuk a /) élt.

Bebizonyitjuk, hogy az igy kivalasztott parositds lefogja az O0sszes irdnyitott kort a D
grafban. Vegyiik észre, hogy a kiilonb6z6 valtozdkhoz, illetve klézokhoz tartozé rész-
grafok csak a 6,7g és E’}C csticsokban kapcsolodnak egymashoz, €s ezen cstcsokra illeszkedd
él csak akkor tartozik a pdrositdshoz a j-edik kl6z részgréfjdban, ha a ¢, illetve a E‘{C
csucshoz tartozd literdl igaz; a valtozok részgrafjaban pedig akkor, ha az adott literdl ha-
mis. Itt a csicsnak megfelel literdlt ugy értjiik, hogy ha a j-edik kl6z k-adik literdlja
igaz, akkor cfc csuicsnak megfeleld literdl igaz és Z’,’C csucsnak megfeleld literal hamis. Be-
latjuk, hogy a parositas lefog minden kort a kl6zokhoz tartozo részgrafokon beliil: A c;
klozhoz tartozé részgrafon beliil a kiilso és a belsé kort is lefogtuk, mivel a klozban kell
lennie legalabb egy igaz és legaldbb egy hamis véaltozénak. Ezen kiviil van hdrom darab
4 hosszu kor, melyeket vagy a c}c vagy a Z*,i csucsbdl kiindulé él fogja le. Tovabb4 lathato,
hogy a pérositds lefog minden irdnyitott kort a valtozok részgrifjaiban, illetve egyetlen
c; klozhoz tartozo kiegészitéseiken beliil. A tobbi irdnyitott kdrnek tartalmaznia kell egy
x; valtozonak tobb c; klézhoz tartozo6 kiegészitésébol €leket, mivel csak ezen éleken ke-
resztiil juthatunk 4t a valtozok kiillonboz6 kiegészitéseibe, illetve kiilonb6zd valtozokhoz,
vagy klézokhoz tartozé részgrafokba. Ezért a pédrositdsnak tartalmaznia kell valamelyik
x; valtozéhoz tartozé részgréfban két kiilonbozd literdl csicsa kozott egy st utat, ahol
se{ddést e {c T '}. Megmutatjuk, hogy a parositas lefog minden ilyen utat a

D gréfban. El6szor tekintsiik az igaz értéki literdloknak megfeleld c,’C vagy c/?C csicsokbol
kiindul6 utakat:

1. Haaz z; valtozé igaz, akkor egy igaz értékii literalnak megfeleld 07 vagy cj csucsbol
csak a v} csdcsba 1ép ki €1, a v} csticsbol pedig csak a v} csicsba és a viv} elt lefogja
a pérositas.

2. Haaz x; valtoz6 hamis, akkor egy igaz értéki literdlnak megfelel c7 vagy c] csucs-
bél egyetlen €l indul ki a zé csticsba, onnan szintén egyetlen él a v} Csucsba Innen
a vivl élt lefogja a pérositds, tehat csak egy yi; csucs felé mehetiink. Viszont az yii
csucsbdl kiindul6 egyetlen €lt lefogja a parositas.

Hasonl6an a hamis érték literdloknak megfeleld csicsokbdl kiindul6 utak esetén:

1. Ha az x; véltozé igaz, akkor a véltozéhoz tartozo reszgrafban egy hamis értékd c7
vagy c7 literdlhoz tartozé csticsbél csak egyetlen él 1ép ki a 2, csticsba, ezen eleket
a parositas lefogja.

2. Ha az x; véltoz6 hamis, akkor a vdltozo részgrafjdban egy hamis €rté€ki 0,7g vagy
@, literdlhoz tartozé csicsbdl egyetlen €l indul ki a v cstcsba, onnan egyetlen él
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indul ki a v} csticsba. A vivi élt lefogja a pdrositds, tehét csak valamely yii csicsba
vezethet él, ezen csiicsokbdl kiindulé éleket pedig lefogja a parositas.

Tehat a pérositds lefogja a D grafban az 0sszes irdnyitott kort.

Forditott irdnyban tekintsiink egy M parositast, amely lefogja az 6sszes iranyitott kort a
D gréafban. Az z; valtozéhoz tartozo részgrafokon M biztosan tartalmazza az egyik élt v¢
és v} kozott. Valamint le kell fognia a viviviot kort, ezért tartalmazza vagy a viv) vagy a
vivi élt. Ha a viv! €lt tartalmazza, akkor az z; valtozot igaznak vélasztjuk, ha a vivi €lt,
akkor hamisnak. A tovdbbiakban belatjuk, hogy igy a NAE-3-SAT feladat egy megoldasat
kapjuk. Ha a viv €t tartalmazta a parositds, akkor minden olyan klézra, melynek k-adik
véaltozdja z; tartalmaznia kell a vivé@,’;zi kor egyik élét, ez csak valamelyik E,’C csucsra
illeszked®d él lehet, és minden olyan kl6zra, melynek k-adik literdlja ; tartalmaznia kell a
v4v5cj zi kor valamelyik €lét, ez csak valamelyik cj csucsra illeszkedd €1 lehet. Ugyanigy
lathatd, hogy ha a vjvy €lt tartalmazza a pdrositds, akkor minden olyan kl6zra, melynek
k-adik valtozéja x; tartalmaznia kell a v3v4yk07 kor egyik élét, ez csak valamelyik cj

7 s

csucsra illeszkedd €1 lehet, és minden olyan klézra, melynek k-adik literdlja @; tartalmaz—
nia kell a 1}31)4ka]]€ kor valamelyik €lét, ez csak valamelyik 07 csucsra illeszkedd €l lehet.
Vegyiik észre, hogy az z; valtozéhoz tartozd részgrafon belul a c’ és c7 csucsok koziil
pontosan az egyikre illeszkedik parositdsbeli €l. Ha a kordbban lelrt modon allitjuk be a
valtozok értékét, akkor 07 vagy 07 csucsok koziil a hamis értékd literdlhoz tartozo6 csucsra

illeszkedik.

A klézokhoz tartozé részgrafokon M legaldbb egy élt tartalmaz a c,i és a E{C csucsokra
illeszked6 4 €1 koziil, mivel ezen élek egy kort alkotnak. Mivel a hamis értékd literdl-
hoz tartoz6 cstcsra mar illeszkedik egy parositasbeli €l az adott valtozo részgrafjan beliil,
ezért pontosan egy ilyen élt tartalmaz M, amely cJ ésa c7 koziil az igaz literél cstcséra
illeszkedik. Tovabbd M biztosan tartalmaz legalabb egy elt a kiilsé ¢l hulchul és leg-
alabb egy élt a belsé & ujciulchw] korrSl. Ez éppen azt jelenti, hogy a kapott parositas
megfelel a konjunktiv normélforma egy kielégitésének, mivel a kiils6é korrdl tartalmazott
¢l miatt lesz legaldbb egy igaz véltoz6 minden klézban €s a belsd korrdl tartalmazott éle
miatt pedig lesz legaldbb egy hamis valtozé minden klézban. X

Az el6bbi konstrukcié kis modositdsaval hasonlé eredményt kapunk teljes parositasra és
aciklikus részgréfra bonthatdsagrol: A bizonyitds sordn konstrudlt D graf minden x; val-
tozohoz tartozo részgrafjdhoz vegylink hozz4 egy s; csticsot, melybdl kiindul egy-egy él
a vl €s a vl csicsokba. Valamint a reszgraf minden kKiegészitéséhez vegyiink hozza egy tj
csticsot, melybdl kiindul egy-egy él az y; és a z csucsokba. Vegyiik észre, hogy ezzel nem
hoztunk létre 1j kort a grafban. Az el6z6 blzonyltashoz hasonléan megmutathatd, hogy
pontosan akkor bonthat6 fel a kapott graf egy teljes parositds €s egy aciklikus részgraf
unidjdra, ha a NAE-3-SAT feladat megoldhat6. Ebbdl a kovetkezd allitast kapjuk:

3.7. Kovetkezmény. NP-teljes eldonteni, hogy egy pdros grdf felbomlik-e egy teljes pd-
rositds és egy aciklikus részgrdf uniojdra.
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4. Nyitott kérdések

Zarasként mutatunk néhany nyitott kérdést a dolgozatban érintett graffelbontasi és sorba-
rendezési feladatok témakorébdl. A 3.1. Fejezetben lattuk, hogy polinom iddben eldont-
hetd, hogy egy graf felbomlik-e egy befenyves és egy aciklikus részgraf unidjara, azonban
az algoritmus nem terjed ki a befeny és aciklikus részgraf esetére. Erdekes nyitott kérdés
marad tehat egy graf befenyére — vagy dltaldnosabban egy adott gyokérhalmazu befeny-
vesre — €s aciklikus részgrafra bonthatdsdgdnak nehézsége. Ez szorosan kapcsolddik
a [2] cikkben targyalt kérdésekhez is, ahol tobbek kozott a befenyd helyett a befenydt
tartalmazo részgraf esete mertil fel, amely nagyon konnyen megoldhaté.

A diszjunkt korfedésre és aciklikus részre felbonthatésagrdl tudjuk, hogy NP-teljes [2].
Nyitott kérdés, hogy ez érvényben marad-e akkor is, ha csak a korok diszjunktsdgat ko-
veteljiilk meg, azt nem, hogy minden csticsot fedjenek.

Az (f,g)-FAS és az (f, g; h)-tulajdonsédgi sorrend feladatok nehézségét részletesen ele-
meztiik. Beldttuk, hogy a csak fels6 korlatos esetben mindkét feladat megoldhatd. Defini-
alhatjuk a koltséges valtozatukat, amelynél minden elem-helyezés pérra adott egy c kolt-
ség, és egy legolcsobb (—oo, g)-FAS vagy (—oo, g; h)-tulajdonsagid sorrendet keresiink.
A feladatok koltséges véltozata hasonlit a [9] cikkben bevezetett pozicid alapu litemezé-
si problémara. A feladatok egy masik természetes mddositdsa, ha megengedett sorrend
helyett egy kétdimenzids elhelyezést keresiink. Ekkor az egy elemet ,,megel6z8” elemek
halmazanak definidlhatjuk az elrendezé€s szerint az elemtdl balra-lefelé elhelyezkedd ele-

mek halmazat.

A 2.18 Tétel szerint a d-tdvolsagi (—oo, ¢)-FAS feladat nehéz, ha d polinomiélisan kisebb
az alaphalmaz méreténél, de polinom id6ben megoldhatd, ha csak egy konstanssal kisebb
ndla. Nyitott kérdés, hogy mi torténik a tobbi esetben. Példaul 1étezik-e FPT algoritmus
|V | — d paraméterrel? Vagy mi mondhaté a d = |V|/2 esetben?
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