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1. fejezet

Alapvetés

1.1. Összefoglalás

Ennek a dolgozatnak a célja kettős: egyrészt megmutatjuk, hogyan lehet közönsé-
ges differenciálegyenletek, (közönséges) differenciaegyenletek, illetve reakció-diffúzió-
differenciálegyenletek esetében kiszámítani az elemi reprodukciós számot, másrészt
– egyéb kritériumok alkalmazáskor fellépő bonyolult számolásokat megkönnyítendő
– a ráta konkrét rendszereben történő kiszámításával feltételt adunk a fázissík pozitív
oktánsának határán lévő egyensúlyi helyzet lokálisan aszimptotikusan stabilis voltára.

A bemutatott algoritmust egy a témavezetőink által megalkotott vertikális transz-
missziót nélkülöző járványterjedési modellre, annak többféle módon diszkretizált válto-
zatára, majd az abból, mint kinetikai rendszerből képzett reakció-diffúzió-rendszerre
alkalmazzuk.

A folytonos esetben megmutatjuk, hogy amikor az elemi reprodukciós szám átlépi
az 1 kritikus értéket foreward transzkritikus bifurkáció lép fel: stabilis endemikus
egyensúlyi helyzet keletkezik.

A folytonos rendszert aztán explicit Euler-, illetve nemsztenderd Mickens-féle diszk-
retizációknak vetjük alá. Az így keletkezett diszkrét rendszerek esetében, megmutatjuk,
hogy miként kell megválasztani a lépésközt úgy, hogy a diszkretizált rendszer örökölje
a folytonos rendszer dinamikai tulajdonságait: a fázistér pozitív oktánsa invariáns
maradjon, és a megoldások a diszkretizáció után is egyenletesen korlátosak legyenek.
Mindeközben az explicit Euler-féle diszkretizációval kapott rendszer esetében tetsző-
leges egyensúlyi helyzetben linearizált rendszer mátrixának spektrális tulajdonságait
használva olyan korlátot adunk a lépésköz megválasztására, hogy az eredeti rend-
szer Jacobi-mátrixának Hurwitz-stabilis volta maga után vonja a diszkretizált rendszer
Jacobi-mátrixának Schur-stabilitását.

Végül pedig feltételezve, hogy a járvány terjedését a populáció térbeli kiterjedése
is befolyásolja, a vizsgált autonóm közönséges differenciálegyenlet-rendszert egy dif-
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fúziós taggal kiegészítve a kapott reakció-diffúzió-rendszer esetében is elvégezzük a
számításokat.

1.2. Bevezetés

Fertőző betegségek terjedését modellező rendszerek egyik legfontosabb jellemző-
je az R0 elemi reprodukciós szám, amely azt méri, hogy egy átlagos fertőzött hány
másodlagos megbetegedést generál egy teljesen fogékony populációban (vö. [15]).

AzR0 kiszámításának infektológiai haszna abban rejlik, hogy előrevetíti, miként
terjed egy fertőző kórokozó egy adott populációban, mikor várható járvány kitörése. Az
R0 kiszámításának matematikai haszna pedig azzal magyarázható, hogy ha valamely
autonóm közönséges differenciálegyenlet-rendszer, illetve differenciaegyenlet-rendszer
vagy reakció-diffúzió-rendszer fázisterének határán lévő egyensúlyi helyzetének lo-
kális stabilitását a linearizálásos módszerrel kívánjuk megvizsgálni, akkor a kapott
Jacobi-mátrix Hurwitz-, ill. Schur-stabilitásának megállapításakor szokás használni
pl. a Routh-Hurwitz-kritériumot, a Linéard-Chipart-kritériumot, a Schur-Cohn- vagy
Jury-kritériumot, néha pedig a Gerschgorin-köröket, illetve reakció-diffúzió-rendszer
esetében Fourier-módszerrel meg kell oldani a linearizált peremérték-feladatot, ami
sok esetben olyan algebrai egyenlőtlenség-rendszer megoldásához vezet, amely során
hosszú bonyodalmas számolásokba ütközhetünk. Ezen kritériumok alkalmazásával
egyébként a vizsgált populáció dinamikájába sem nyerhetünk betekintést.

Az R0 elemi reprodukciós szám értéke meghatározó szerepet tölt be a fertőző be-
tegségek terjedésének előrejelzésében (vö. [3]). HaR0 < 1, akkor egy fertőzött egyed
átlagosan egynél kevesebb új fertőzött egyedet termel a fertőzési időszaka alatt, és a fer-
tőzött populáció mérete nem növekszik. Ebben az esetben a betegségmentes egyensúlyi
helyzet lokálisan aszimptotikusan stabilis, és a betegség nem tud behatolni a popu-
lációba. Az R0 > 1 esetben viszont minden fertőzött egyed átlagosan egynél több új
fertőzést produkál. Ebben az esetben a betegségmentes egyensúlyi helyzet labilis (nem
stabilis), és a populációban önfenntartó járvány tud kitörni (vö. [10]). Látható tehát,
hogy az R0 értékének vizsgálatával a határon lévő egyensúlyi helyzet stabilitásának
meghatározása lényegesen leegyszerűsödhet.

A matematikai biológiában az R0 az ún. következő generációs operátor spekt-
rálsugaraként – véges dimenziós esetben a következő generációs mátrix domináns
sajátértékeként – áll elő. A konkrét számítási algoritmusok bemutatását a [8], [2] és a
[24] tanulmányok felhasználásával prezentáljuk.

A dolgozat felépítése a következő. A második fejezetben röviden összefoglaljuk, mi-
ként számítódik az elemi reprodukciós szám értéke autonóm közönséges differenciál- és
differenciaegyenlet-rendszerek, majd reakció-diffúzió-differenciálegyenlet-rendszerek
esetében. A harmadik fejezetben a témavezetőink megalkotta vertikális transzmisszi-
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ót nélkülöző SIS-modell (vö. [17]) kvalitatív tulajdonságainak tárgyalására kerül sor,
amelynek során meghatározzuk az elemi reprodukciós számot, majd belátjuk, hogy
amint ez a szám átlépi a kritikus értékét foreward transzkritikus bifurkáció lép fel:
stabilis endemikus egyensúlyi helyzet keletkezik. Megvizsgáljuk az elemi reprodukciós
szám paraméterekre vonatkozó szenzitivitását is. Ezután a rendszert kétféle diszk-
retizációnak vetjük alá: explicit Euler-, ill. Mickens-féle diszkretizálási algoritmusok
egy egész családjával kapott differenciaegyenlet-rendszer biológiai relevanciáját bizo-
nyítjuk. Konkrétan korlátot adunk a lépésköz nagyságának megválasztására, hogy a
fázistér pozitív oktánsa invariáns maradjon és a diszkretizációt követően a megoldások
egyenletesen korlátosak legyenek. Ezután kiszámoljuk az elemi reprodukciós számot,
majd ennek felhasználásával feltételt adunk a (határon lévő) betegségmentes egyensúlyi
helyzet lokális stabilitására. Végül – figyelembe véve a populáció térbeli kiterjedését
– a közönséges differenciálegyenlet-rendszerből, mint kinetikai rendszerből keletkező
reakció-diffúzió-rendszer esetében szintén kiszámoljuk az elemi reprodukciós számot.

Az általunk bizonyított tételeket háttérszínben elkülönítjük a az idézett tételektől,
aminek a forrását is megjelöljük.

Budapest, 2022. november 4.

Gyúró Noémi
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2. fejezet

Az elemi reprodukciós szám
meghatározása különféle rendszerekben

Ebben a fejezetben azR0 definícióját és kiszámítási algoritmusát tárgyaljuk autonóm
közönséges differenciál- és differenciaegyenlet-rendszerek, valamint reakció-diffúzió-
rendszerek esetében.

2.1. Az elemi reprodukciós szám meghatározása autonóm
közönséges differenciálegyenlet-rendszerekben

A [7], ill. a [8] tanulmányokra támaszkodva elsőként azt mutatjuk meg, ho-
gyan értelmezik, illetve számítják az elemi reprodukciós számot autonóm közönséges
differenciálegyenlet-rendszerek esetében.

Tekintsünk egy heterogén populációt, ahol életkor, viselkedés, térbeli helyzet
és/vagy a betegség stádiuma szerint megkülönböztethetőek az egyedek, de d homogén
osztályba csoportosíthatóak. Tekintsük az

u = (u1,u2,...,ud) ∈ Rd

vektort, ahol ui ≥ 0 jelenti az i-edik osztályban lévő egyedek számát. Legyen továbbá
m ∈ [0,d) ∩ N, és az iménti vektor első m komponense feleljen meg a fertőzött egyedek-
nek. Ekkor a fertőző betegség terjedését modellező rendszer nem más, mint egy pozitív
kezdeti feltétellel rendelkező

u̇i = fi(u) = fi(u1, . . . ,um︸ ︷︷ ︸
fertőzött

,um+1, . . . ,ud) =: Fi(u)− Vi(u) (i ∈ {1, . . . ,d}) (2.1.1)

dinamikai rendszer, ahol egyrészt

f = (f1, . . . ,fd) : (R+
0 )

d → Rd, Vi(u) =: Vi(u)− − Vi(u)+,

másrészt pedig (vö. 2.1.1. ábra)
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• Fi(u): a fertőzött egyedek i-edik osztályba való bekerülési rátája;

• Vi(u)+: az egyedek i-edik osztályba való (más okokból történő, pl. születés vagy
bevándorlás általi) bekerülési rátája;

• Vi(u)−: az egyedek i-edik osztályból való (pl. halálozás vagy gyógyulás általi)
kikerülési rátája.

2.1.1. ábra. A születési, bekerülési, illetve a kikerülési rátát reprezentáló, i-edik osztály-
hoz tartozó állapotváltozó.

Vezessük be a betegségmentes állapotok

Xs :=
{
0 ≤ u ∈ Rd : ui = 0 (i ∈ {1, . . . ,m})

}
halmazát, majd tegyük fel, hogy a fenti függvények minden változójukban legalább
kétszer differenciálhatóak, továbbá

(F1) mivel a fenti függvények az egyedek irányított áthelyeződését reprezentálják, ezért
legyenek nem-negatívak, azaz

u ≥ 0 =⇒ Fi(u),Vi(u)−,Vi(u)+ ≥ 0, i ∈ {1, . . . d};

(F2) ha egy osztályban nincsen egyed, akkor az semmilyen módon ne tudjon onnan
kikerülni:

ui = 0 =⇒ Vi(u)− = 0;

(F3) a nem fertőzött osztályokban ne forduljon elő fertőzés:

Fi(u) = 0 (i > m);

(F4) ha a populáció fertőzésmentes volt, akkor fertőzésmentes is maradjon:

u ∈ Xs =⇒ Fi(u) = 0 és Vi(u)+ = 0 (i ∈ {1, . . . ,m});
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(F5) figyelmünket azokra a rendszerekre korlátozzuk, amelyekben a (2.1.1) rendszer u∗

betegségmentes egyensúlyi helyzete1 új fertőzés hiányában stabilis:

F(u) ≡ 0 =⇒ σ(Jf (u
∗)) ⊂ C−.

A fenti feltevéseket felhasználva a szerzők a [8] tanulmányban az F és a V függvé-
nyek Jacobi-mátrixára a következő állítást látták be.

2.1.1. Lemma ([8]). Ha u∗ ∈ Rd jelöli a (2.1.1) autonóm közönséges
differenciálegyenlet-rendszer betegségmentes egyensúlyi helyzetét, és minden
i ∈ {1, . . . ,d} indexre fi eleget tesz a fenti feltételeknek, akkor az F és V függvé-
nyek u∗-beli Jacobi-mátrixára

JF(u
∗) =

[
F O

O O

]
és JV(u

∗) =

[
V O

J3 J4

]

teljesül, ahol

F := [∂jFi(u∗)]1≤i,j≤m ∈ Rm×m és V := [∂jVi(u∗)]1≤i,j≤m ∈ Rm×m,

továbbá F nem-negatív, V nem-szinguláris Metzler-mátrix (a főátlón kívüli ele-
mek mind nem-negatívak) és a J4 mátrix minden sajátértékének valós része
pozitív.

A populációba bekerült
”
tipikus” fertőző egyed sorsának meghatározásához figye-

lembe vesszük a linearizált rendszer dinamikáját
”
kikapcsolt újrafertőződés” mellett,

azaz az alábbi rendszerrel dolgozunk tovább:

u̇ = −JV(u∗)(u− u∗). (2.1.2)

Az (F5) feltétel következményeként u∗ a (2.1.2) rendszer lokálisan aszimptotikusan
stabilis egyensúlyi helyzete, ami azt jelenti , hogy (2.1.2) felhasználásával meghatároz-
ható a betegségmentes populációba bekerülő kis számú fertőzésmentes egyedek sorsa.
Jelölje ψi(0) az i-edik osztályban lévő fertőző egyedek kezdeti számát,

ψ(t) = (ψ1(t), . . . ,ψm(t))

pedig azoknak a fertőzött egyedeknek a számát, akik t időegység után is a fertőzött
osztályban maradnak. Ekkor JV(u∗) partíciójának következményeként a ψ függvényre

ψ̇ = −Vψ
1f(u∗) = 0 ahol u∗ = (0, . . . ,0,u∗

m+1, . . . ,u
∗
d).
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teljesül, amely egyértelműen megoldható:

ψ(t) = e−V tψ(0) (t ∈ [0,+∞)).

A 2.1.1. Lemma következtében V nem-szinguláris Metzler-mátrix, így invertálható és
minden sajátértéke pozitív valós részű. Ennélfogva az eredetileg fertőzött egyének által
okozott új fertőzések várható száma∫ +∞

0

Fψ(t) dt =

∫ +∞

0

Fe−V tψ(0) dt = F

∫ +∞

0

e−V tψ(0) dt =

= F
[
e−V t(−V −1)ψ(0)

]+∞
0

= FV −1ψ(0).

Mivel F nem-negatív, V nem-szinguláris Metzler-mátrix, ezért V −1 nem-negatív. A [6]
könyv nyomán nevezzük az FV −1 mátrixot következő generációs mátrixnak,

R0 := ρ(FV −1)

spektrálsugarát (domináns sajátértékét) pedig elemi reprodukciós számnak.
A (2.1.1) rendszer u∗ egyensúlyi helyzete lokálisan aszimptotikusan stabilis, illetve

labilis, ha a Jf (u∗) Jacobi-mátrix Hurwitz-stabilis, azaz minden sajátértékének valós
része negatív, illetve ha Jf (u∗)-nak van pozitív valós részű sajátértéke. A 2.1.1. Lemma
következtében a Jf (u∗) Jacobi-mátrix sajátértékei két részre oszthatók a fertőzött, illetve
betegségmentes osztályoknak megfelelően. Ennek a két halmaznak az elemei nem
mások, mint az F − V mátrix, illetve −J4 sajátértékei. A 2.1.1. Lemma ismételt alkalma-
zásával elmondható, hogy a −J4 mátrix stabilis, így az adott egyensúlyi helyzet lokális
stabilitása az F − V mátrix spektrális tulajdonságainak függvénye. A [8] tanulmányban
a következő állítást bizonyították be a szerzők:

2.1.1. Tétel ([8]). Ha az f függvény kielégíti az (F1)-(F5) feltételeket, akkor a (2.1.1)
rendszer betegségmentes egyensúlyi helyzete

• azR0 < 1 esetben lokálisan aszimptotikusan stabilis;

• azR0 > 1 esetben pedig labilis.

2.2. Az elemi reprodukciós szám meghatározása autonóm
közönséges differenciaegyenlet-rendszerekben

A [2] tanulmány felhasználásával ebben az alfejezetben azt fogjuk röviden megmu-
tatni, hogyan számítható kiR0 diszkrét rendszerekben, konkrétan autonóm közönséges
differenciaegyenlet-rendszerek esetében.
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Legyen d ∈ N és m ∈ [0,d) ∩ N, majd tekintsük az

un+1 = f(un) (n ∈ N0) (2.2.1)

autonóm közönséges differenciaegyenlet-rendszert, ahol

f : (R+
0 )

d → (R+
0 )

d, f ∈ C1.

A vektorértékű f függvény értékkészlete az illető populáció d osztályát reprezentálja az
egészségügyi állapotuknak megfelelően, tehát aszerint, hogy az egyedek egészségesek-
e, veszélyeztetettek-e, illetve fertőzöttek-e vagy felgyógyultak-e (vö. [4]). Tegyük fel,
hogy az egyes osztályok úgy vannak sorba rendezve, hogy az elsőm osztály (0 ≤ m < d)
jelöli a betegségmentes osztályokat. A folytonos esethez hasonlóan a (2.2.1) rendszer
jobb oldalának Jacobi-mátrixát az alábbi módon particionáljuk:

Jf (u
∗) =

[
F + T O

A C

]
, (2.2.2)

ahol F és T nem-negatív (m×m)-es mátrix, O jelöli a nullmátrixot, F + T irreducibilis,
továbbá f(u∗) = u∗.

Az u∗ betegségmentes egyensúlyi helyzet stabilitásának vizsgálatához a Jf (u
∗)

Jacobi-mátrix Schur-stabilitását vizsgáljuk (vö. [9]), azaz olyan feltételeket keresünk,
amelyek teljesülése esetén Jf (u∗) minden sajátértéke az egységkör belsejébe esik. Mivel
Jf (u

∗) blokk-trianguláris ezért Jf (u∗) pontosan akkor lesz Schur-stabilis, ha

ρ(F + T ) < 1 és ρ(C) < 1

teljesül. Ismeretes, hogy ha ρ(T ) < 1, akkor az alábbi Neumann-sor konvergens:

Im + T + T 2 + T 3 + . . . =: N ∈ Rm×m,

ahol Im jelöli az (m×m)-es egységmátrixot. Következésképpen, ha I0 a fertőzött egyedek
kezdeti száma, akkor

FNI0 = F (Im − T )−1I0

jelenti a populáció élettartama alatti fertőzések összességét (vö. [18]). Az

FN = F (Im − T )−1

mátrixot szokás következő generációs mátrixnak nevezni, spektrálsugarát pedig elemei
reprodukciós számnak:

R0 := ρ(F (Im − T )−1)

(vö. [12]). Mivel (vö. [18])

ρ(F + T ) < 1 ⇐⇒ R0 < 1,
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ezért könnyen belátható az alábbi

2.2.1. Tétel ([2]). Tegyük fel, hogy a (2.2.1) autonóm differenciaegyenlet-rendszer-
nek pontosan egy u∗ betegségmentes egyensúlyi helyzete van és a Jf (u∗) Jacobi-
mátrix a (2.2.2)-ben látható módon particionálható, ahol F és T nem-negatív, F+T

irreducibilis és C, ill. T Schur-stabilis mátrix. EkkorR0 < 1 esetén u∗ (lokálisan)
aszimptotikusan stabilis,R0 > 1 esetén pedig labilis.

2.3. Az elemi reprodukciós szám meghatározása autonóm
reakció-diffúzió- differenciálegyenlet-rendszerekben

Végül a [24] tanulmánybeli gondolatmenetet követve reakció-diffúzó-differenciál-
egyenlet-rendszerek esetében vázoljuk, miként értelmezhető, illetve számítható ki az
elemi reprodukciós szám.

Legyen ismét d ∈ N, ill. m ∈ [0,d) ∩ N, majd tegyük fel, hogy az adott populáció
két osztályra bontható: fertőzöttek m számú és betegségmentesek d − m + 1 számú
osztályára:

1, . . . , m, ill. m+ 1, . . . , d.

Tegyük fel továbbá azt is, hogy a populáció egyedei a szakaszonként sima peremmel
rendelkező Ω ⊂ R2 síkbeli tartományon szabadon mozoghatnak, amelynek határán
keresztül nincsen migráció, azaz a rendszerünket a

∂tui(r,t) = di∆rui(r,t) + fi(u) (i ∈ {1, . . . ,d}, (r,t) ∈ Ω× R+
0 ) (2.3.1)

reakció-diffúzió-rendszer írja le, homogén Neumann-féle peremfeltételekkel (a tarto-
mány határán át nincs migráció):

(n · ∇r)u(r,t) = 0 ((r,t) ∈ ∂Ω× R+
0 ), (2.3.2)

és a rendszerhez nem-negatív (nem azonosan zérus) kezdeti feltételt írunk elő:

0 ̸≡ u0(r) := u(r,0) ≥ 0 ((r,t) ∈ Ω× {0}), (2.3.3)

ahol ui az i-edik osztályban lévő egyedek sűrűsége, illetve száma, di > 0 pedig az
i-edik osztályban lévő egyedek diffúziós együtthatója, az fi pedig valamely közönséges
differenciálegyenlet-rendszer jobb oldalából származó ún. kinetikai tag i-edik kompo-
nense, amely eleget tesz az első alfejezetben bevezetett (F1)-(F5) feltételeknek. A n pedig
nem más, mint a ∂Ω határ kifelé mutató normálisa. Világos, hogy a (2.1.1) rendszer

u∗ =
(
0, . . . ,0,u∗m+1, . . . ,u

∗
d

)
11



betegségmentes egyensúlyi helyzete egyben egyensúlyi helyzete a (2.3.1) rendszernek
is.

Az u∗ fenti alakjának megfelelően legyen

uI := (u1, . . . ,um) , uS := (um+1, . . . ,ud) ,

és
DI := diag {d1, . . . ,dm) , DS := diag {dm+1, . . . ,dd} ,

továbbá
fI(u) := (f1(u), . . . ,fm(u)) , fS := (fm+1(u), . . . ,fd(u)) .

Legyen
C := [∂jfi(u

∗)]m+1≤i,j≤d és fi(u) =: Fi(u)− Vi(u),

továbbá
F := [∂jFi(u∗)] ∈ Rm×m és V := [∂jVi(u∗)] ∈ Rm×m,

ahol J ∈ R(d−m)×m, az F és a V függvények u∗-ban vett Jacobi-mátrixa

JF(u
∗) =

[
F O

O O

]
és JV(u

∗) =

[
V O

J −C

]

alakú (vö. 2.1 alfejezetbeli 2.1.1. Lemma). Nyilvánvaló, hogy az (F1)-(F5) feltételek
következtében F nem-negatív.

Tekintsük a

∂tuS(r,t) = DS∆ruS(r,t) + CuS(r,t) ((r,t) ∈ Ω× R+
0 ),

(n · ∇r)ui(r,t) = 0 ((r,t) ∈ ∂Ω× R+
0 ) (i ∈ {m+ 1, . . . ,d})

(2.3.4)

és a
∂tuI(r,t) = DI∆ruI(r,t)− V uI(r,t) ((r,t) ∈ Ω× R+

0 ),

(n · ∇r)ui(r,t) = 0 ((r,t) ∈ ∂Ω× R+
0 ) (i ∈ {1, . . . ,m})

(2.3.5)

lineáris peremérték-feladatot. Az u∗ egyensúlyi helyzet lineáris stabilitását biztosítandó
még azt is feltesszük (vö. [24]), hogy

(F6) s(DS∆r + C) < 0 és s(DI∆r − V ) < 0

teljesül.2 Ismeretes (vö. pl. [16]) hogy a

∂tu(r,t) = D∆ru(r,t) + Jf (u
∗)u(r,t) ((r,t) ∈ Ω× R+

0 ),

(n · ∇r)ui(r,t) = 0 ((r,t) ∈ ∂Ω× R+
0 ) (i ∈ {1, . . . ,d}).

(2.3.6)

2Ha A valamely Banach-teret önmagába képező operátor, akkor A spektrálabszcisszáját, ill. spekt-
rálsugarát az s(A) := sup{ℜ(λ) ∈ R : λ ∈ σ(A)}, ill. a ρ(A) := sup{|λ| ∈ R : λ ∈ σ(A)} formulával
értelmezzük.
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linearizált rendszer aszimptotikus stabilitása elegendő feltételt szolgáltat a (2.3.1) rend-
szer u∗ egyensúlyi helyzetének aszimptotikus stabilitására. A fenti jelölésekkel (2.3.6)
a

∂tuI(r,t) = DI∆ruI(r,t) + (F − V )uI(r,t) ((r,t) ∈ Ω× R+
0 ),

∂tuS(r,t) = DS∆ruS(r,t)− JuI(r,t) + CuS(r,t) ((r,t) ∈ Ω× R+
0 ),

(n · ∇r)ui(r,t) = 0 ((r,t) ∈ ∂Ω× R+
0 ) (i ∈ {1, . . . ,d})

(2.3.7)

alakba írható (vö. [24]). A

B := DI∆r − V : C(Ω,R2) ↪→ C(Ω,R2)

D(B) =

{
v ∈

⋂
p≥1

W 2,p(Ω,R2) : (n · ∇r)v = 0 a ∂Ω határon és Bv ∈ C(Ω,R2)

}
operátor bevezetésével a (2.3.1) rendszerre vonatkozó elemi reprodukciós szám az
FB−1 operátor spektrálabszcisszájaként értelmezhető:

R0 := ρ(FB−1).

A (2.3.1) rendszer u∗ egyensúlyi helyzete lokális stabilitásának eldöntéséhez igen
hasznos eszközt szolgáltat az alábbi két tételben megfogalmazott állítás.

2.3.1. Tétel ([24]). Ha teljesülnek az (F1)-(F6) feltételek, akkor

1. R0 − 1 előjele megegyezik s(B + F ) előjelével;

2. azR0 < 1 esetben u∗ (lokálisan) aszimptotikusan stabilis egyensúlyi helyzete
a (2.3.1) rendszernek.

2.3.2. Tétel ([24]). Ha teljesülnek az (F1)-(F6) feltételek, továbbá a

−DI∆rϕ+ V ϕ = µFϕ (az Ω tartományon),
(n · ∇r)ϕ = 0 (az ∂Ω határon)

(2.3.8)

lineáris elliptikus peremérték-feladatnak pontosan egy µ0 pozitív sajátértéke van
(pozitív sajátfüggvénnyel), akkor

R0 = ρ(−FB−1) = ρ(−B−1F ) =
1

µ0

.
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3. fejezet

Egy vertikális transzmissziót nélkülöző
SIS-rendszer dinamikája

Ebben a fejezetben egy a vertikális transzmissziót nélkülöző fertőző betegségek terje-
dését modellező közönséges differenciál-, differencia-, illetve reakció-diffúzió-rendszer
kvalitatív tulajdonságait tárgyaljuk.

3.1. Az elemei reprodukciós szám egy vertikális transz-
missziót nélkülöző SIS epidemiológiai modellben

A [17] tanulmányban témavezetőimmel az

Ṡ = λ− aSI

S + I
+ βI − ψS − δSS =: f1(S,E,I),

Ė = ψS + κI − δEE =: f2(S,E,I),

İ =
aSI

S + I
− κI − βI − δII =: f3(S,E,I)


(3.1.1)

SIS járvány-modell kvalitatív tulajdonságait vizsgáltuk, ahol S jelenti a fogékony, I a
fertőző egyedek lélekszámát, E pedig azon egyedek számát, akiket oktattak vagy akik
részt vettek valamely oltási programban. A paraméterek jelentése a következő:

• δi > 0 jelenti az i-edik osztályba tartozó egyedek ún. halálozási rátáját
(i ∈ {S,E,I});

• λ > 0 jelenti a születési rátát vertikális transzmisszió nélkül, azaz minden újszülött
veszélyeztetett, de nem fertőzött, és természetszerűleg nem is oktatott;

• a > 0 jelenti az egy fertőzésre jutó érintkezések átlagos számával kapcsolatos rátát
(a fertőzött osztályból a veszélyeztetett osztályba való transzmissziós rátát);

14



S I

E

δSS

λS

ψS

δEE

κI

δII

aSI

S + I

βI

3.1.1. ábra. A (3.1.1) modell folyamatábrája.

• β > 0 nem más, mint annak a rátája, amellyel a felépült egyedek elveszítve a
fertőzéssel szembeni immunitásukat – visszatérnek a fogékonyak osztályába,

• ψ ≥ 0 és κ > 0 pedig a veszélyeztetettek, illetve a fertőzöttek oktatási rátáját
jelenti (a veszélyeztetett, illetve a fertőzött osztályból az oktatott osztályba való
transzmissziós rátát), ahol feltesszük, hogy κ ≤ a teljesül.

Mivel a (3.1.1) rendszer jobb oldala C1 osztályú, így a Picard-Lindelöf-tétel biztosítja
a megfelelő kezdetiérték-feladat megoldásának létezését, ill. egyértelműségét. A kvali-
tatív tulajdonságok vizsgálatához szükséges, hogy (3.1.1) biológiailag releváns legyen,
ami azt jelenti, hogy a fázistér pozitív oktánsa (pozitívan) invariáns legyen és a (3.1.1)
megoldásai értelmezhetőek kell, hogy legyenek a [0,+∞) intervallumon. Mindezt a
témavezetőim belátták a [17] tanulmányban:

3.1.1. Tétel ([17]). A (3.1.1) rendszer pozitív kezdeti feltételű megoldásai pozitívak
maradnak.

3.1.2. Tétel ([17]). A (3.1.1) rendszer pozitív kezdeti feltételt kielégítő megoldásai
egyenletesen korlátosak, pontosabban a fázissík pozitív kvadránsában induló
tetszőleges pálya az

Ω :=

{
(S,E,I) ∈ R3 : 0 < S + E + I ≤ K

µ

}
halmazba torkollik, ahol K > 0 alkalmas állandó, 0 < µ < min{δS,δE,δI}.
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Ahhoz, hogy kiszámíthassuk a (3.1.1) rendszer esetében az elemi reprodukciós
számot, a rendszert az

(Ṡ,Ė,İ) =: F̂(S,E,I)− Ĝ(S,E,I)

alakba írjuk, ahol

F̂(S,E,I) :=

 0

0
aSI
S+I


és

Ĝ(S,E,I) :=

 −λ+ aSI
S+I
− βI + (ψ + δS)S

−ψS − κI + δEE

(κ+ β + δI)I

 .
Az

Eb := (Sb,Eb,Ib) :=

(
λ

δS + ψ
,

λψ

δE(δS + ψ)
,0

)
betegségmentes egyensúlyi helyzetben az F̂ és Ĝ függvények Jacobi-mátrixa

DF̂(Eb) :=

 0 0 0

0 0 0

0 0 a

 és DĜ(Eb) :=

 ψ + δS 0 a− β
−ψ δE −κ
0 0 κ+ β + δI


alakú. A DF̂(Eb) és DĜ(Eb) mátrixokat az alábbi módon particionáljuk:

DF̂(Eb) =:

[
O 0

O F

]
, DĜ(Eb) =:

[
J1 J2

O G

]
,

ahol
F := ∂3F̂3(Eb) = a és G := ∂3Ĝ3(Eb) = κ+ β + δI .

Az FG−1 következő generációs mátrix spektrálsugara, illetve az elemi reprodukciós
ráta így

R0 = ρ
(
FG−1

)
=

a

κ+ β + δI
(3.1.2)

alakú (vö. [6]).
Az alábbiakban megmutatjuk, hogy R0 mennyire függ az egyes paraméterektől,

azaz megvizsgáljukR0-nak a paramétererekre vonatkozó érzékenységét. Ha a π függő
változó az x paraméter függvénye, akkor π-nek az x-re vonatkozó érzékenységét a

Ψx
π :=

π

x
· ∂x
∂π

16



formulával számítjuk (vö. pl. [20]). Így

ΨR0
λ =

λ

R0

· ∂R0

∂λ
=

λ(κ+ β + δI)

a
· 0 = 0,

ΨR0
a =

a

R0

· ∂R0

∂a
=

a(κ+ β + δI)

a
· 1

κ+ β + δI
= 1,

ΨR0
β =

β

R0

· ∂R0

∂β
=

β(κ+ β + δI)

a
· −a
(κ+ β + δI)2

=
−β

κ+ β + δI
,

ΨR0
ψ =

ψ

R0

· ∂R0

∂ψ
=

ψ(κ+ β + δI)

a
· 0 = 0,

ΨR0
κ =

κ

R0

· ∂R0

∂κ
=

κ(κ+ β + δI)

a
· −a
(κ+ β + δI)2

=
−κ

κ+ β + δI
,

ΨR0
δS

=
δS
R0

· ∂R0

∂δS
=

δS(κ+ β + δI)

a
· 0 = 0,

ΨR0
δE

=
δE
R0

· ∂R0

∂δE
=

δE(κ+ β + δI)

a
· 0 = 0,

ΨR0
δI

=
δI
R0

· ∂R0

∂δI
=

δI(κ+ β + δI)

a
· −a
(κ+ β + δI)2

=
−δI

κ+ β + δI
.

A (3.1.1) rendszer esetében az elemi reprodukciós szám paraméterekre vonatkozó
érzékenysége kapcsán, illetve (3.1.2) alapján az alábbi kijelentések tehetők:

• ΨR0
a = 1, ami azt jelenti, hogy az a paraméter 1%-kal történő növekedése az R0

szám 1% történő növekedését vonja maga után;

• ΨR0
ψ = 0, ΨR0

δS
= 0 és ΨR0

δE
= 0, ami azt jelenti, hogy R0 nem függ a ψ, a δS és a δE

paraméterektől;

• ΨR0
β < 0, ΨR0

κ < 0 és ΨR0
δI

< 0, azaz a β, κ és a δI paraméterek növekedésével R0

értéke csökken.

A 2.1.1. Tétel fényében az Eb betegségmentes egyensúlyi helyzet stabilitását illetően
az alábbiak láthatók be.
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3.1.3. Tétel. Az Eb betegségmentes egyensúlyi helyzet lokálisan aszimptotikusan
stabilis, illetve labilis, ha

κ < a− β − δI , ill. κ > a− β − δI

teljesül.

Bizonyítás. A (3.1.2) formula ismeretében nyilvánvaló, hogy

R0 <> 1 ⇐⇒ a <> κ+ β + δI ⇐⇒ κ >< a− β − δI . ■

A
κ > a− β − δI

feltétel ismeretében elmondható, hogy a fertőzött egyedek oktatása a betegségmentes
egyensúlyi helyzetet stabilizálja, míg a veszélyeztetettek esetében ez nem mondható el:
oktatásuk hatástalan.

A 3.1.3. Tételbeli állításból jól látszik, hogy azR0 elemi reprodukciós szám küszöbér-
tékként viselkedik a modell esetében. Felmerül a kérdés, hogy mi a helyzet akkor, ha az
R0 szám 1-hez közeli értéket vesz fel. Ehhez a [8] tanulmánybeli egyik tételt használjuk
fel, amit a 3.1.4. Tételben ismertetünk.

Tekintsük az
u̇ = f(u,κ) (3.1.3)

elsőrendű autonóm közönséges differenciálegyenlet-rendszert, ahol κ játssza a bifurká-
ciós paraméter szerepét, amelyről feltesszük, hogy valamely κ∗ kritikus értéke esetén a
κ > κ∗ esetbenR0 < 1, illetve κ < κ∗ eseténR0 > 1. Feltesszük, hogy az f : R3×R→ R3

függvényre teljesülnek a 2.1. alfejezetbeli (F1)-(F5) feltételek, továbbá f legyen legalább
kétszer folytonosan differenciálható. A κ paraméter tetszőleges értéke esetén legyen
u∗ a (3.1.3) rendszer egyensúlyi helyzete: f(u∗,κ) = 0, és tegyük fel, hogy u∗ stabilitást
vált, ha a κ paraméter keresztezi a κ∗ kritikus értéket. Tegyük fel továbbá, hogy az
A := ∂1f(u

∗,κ∗) mátrix zérus sajátértékéhez tartozó sajátaltere egydimenziós, majd
jelölje q és p az A mátrix megfelelő jobb és bal oldali nullvektorát (a zérus sajátértékéhez
tartozó jobb és bal oldali sajátvektorát), amelyekre a

pTq ≡ ⟨p,q⟩ = 1

feltétel teljesülését írjuk elő. A B : R3×R3 → R3, B̃ : R3 → R3 függvények bevezetésével
értelmezzük a

µ :=
⟨p,B(q,q)⟩

2
, ν :=

〈
p,B̃(q)

〉
számokat, ahol

Bi(u,y) :=
3∑

j,k=1

∂2fi(ξ,κ
∗)

∂ξj∂ξk

∣∣∣∣∣
ξ=Eb

xjyk (i ∈ {1,2,3}),
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B̃i(u) :=
3∑
j=1

∂2fi(ξ,κ
∗)

∂ξj∂κ

∣∣∣∣∣
ξ=Eb

xj (i ∈ {1,2,3}).

3.1.4. Tétel ([8]). Ha ν ̸= 0 és

1. µ < 0, akkor van olyan δ > 0 szám, hogy κ∗ > κ > δ esetén a (3.1.3)
rendszernek van a lokálisan aszimptotikusan stabilis endemikus egyensúlyi
helyzete;

2. µ > 0, akkor van olyan δ > 0 szám, hogy κ∗ < κ < δ esetén a (3.1.3)
rendszernek van labilis endemikus egyensúlyi helyzete.

MivelR0-at nem szokás bifurkációs paraméternek tekinteni (vö. [8]), ezért a (3.1.1)
rendszer κ paraméterét tekintjük bifurkációs paraméternek, ahol az R0 = 1 értéknek
megfelelő kritikus érték: κ∗ := a− β − δI . Világos, hogy

κ


< κ∗ ⇐⇒ R0 > 1,

= κ∗ ⇐⇒ R0 = 1,

> κ∗ ⇐⇒ R0 < 1.

Jelölje A a (3.1.1) rendszer jobb oldalának a betegségmentes Eb egyensúlyi helyzetben,
illetve a κ∗ kritikus értéknél vett Jacobi-mátrixát, azaz legyen

A :=

 −ψ − δS 0 −a+ β

ψ −δE a− β − δI
0 0 0

 .
Látható, hogy A zérus sajátértékéhez tartozó sajátaltere egydimenziós, és a másik két
sajátérték negatív valós részű. Némi számolással azt kapjuk, hogy

q :=

 (β − a)/(δS + ψ)

−(δS(β − a) + δI(δS + ψ))/(δE(δS + ψ))

1

 , p :=

 0

0

1


olyan jobb és bal oldali nullvektorai az A mátrixnak, amelyre

pTq ≡ ⟨p,q⟩ = 1

teljesül. A B : R3 × R3 → R3, B̃ : R3 → R3 függvények az alábbi módon számíthatók:

Bi(u,y) :=
3∑

j,k=1

∂2Fi(ξ,κ
∗)

∂ξj∂ξk

∣∣∣∣∣
ξ=Eb

xjyk (i ∈ {1,2,3}),
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B̃i(u) :=
3∑
j=1

∂2Fi(ξ,κ
∗)

∂ξj∂κ

∣∣∣∣∣
ξ=Eb

xj (i ∈ {1,2,3}),

ahol a (3.1.1) jobb oldalára (f1,f2,f3)(S,E,I) helyett a (F1,F2,F3)(S,E,I,κ) jelölést használ-
juk a κ bifurkáció paramétertől való függést hangsúlyozandó. Mivel p1 = 0 = p2, ezért
F1 és F2 deriváltjai viszonylag könnyen meghatározhatók. A F3 minden másodrendű
deriváltja zérus, kivéve az alábbiakat:

∂2F3(Eb,κ
∗)

∂I2
= − 2aS2

(S + I)3
= −2a(δS + ψ),

∂2F3(Eb,κ
∗)

∂I∂κ
= −1.

Ennélfogva

µ = −a(δS + ψ)

λ
· q23 = −a(δS + ψ)

λ
< 0 és ν = −1 ̸= 0.

Így a 3.1.2. Tétel következtében van olyan δ > 0 szám, hogy 1 < R0 < δ esetén a (3.1.1)
rendszernek legalább egy lokálisan aszimptotikusan stabilis endemikus egyensúlyi
helyzete van, azaz foreward transzkritikus bifurkáció lép fel, ami azt jelenti, hogy
amint a bifurkációs paraméter átlépi a kritikus értéket, a határon lévő betegségmentes
egyensúlyi helyzet elveszti stabilitását, és

”
átadja azt a keletkező endemikus egyensúlyi

helyzetnek” (vö. [5]).

Az alábbi tételben összefoglaljuk a fentebb igazoltakat.

3.1.5. Tétel. Ha

1. κ > κ∗, akkor a (3.1.1) rendszernek pontosan egy Eb betegségmentes egyensú-
lyi helyzete van a fázistér [S,E,I] pozitív oktánsának határán, amely lokálisan
aszimptotikusan stabilis;

2. a κ∗ számra κ∗ ≥ κ teljesül, akkor az Eb betegségmentes egyensúlyi helyzetből
egy új Ee endemikus egyensúlyi helyzet bifurkálódik (amint κ keresztezi a
κ∗ értéket), továbbá Eb elveszti stabilitását κ∗ > κ esetén.

3.2. Az elemei reprodukciós szám kiszámítása a fenti rend-
szer diszkretizált változataiban

3.2.1. Bevezetés

Differenciálegyenletek megoldásának közelítésére számos numerikus módszer lé-
tezik. Az egyik legismertebb és legegyszerűbb az explicit Euler-módszer, amikor is a
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(2.1.1)-beli u̇ derivált közelítésére az

u(t+ h)− u(t)

h

hányadost használják, ahol h > 0 a lépésköz. Ezzel a helyettesítéssel (2.1.1) a következő
alakú:

xn+1 = xn + hf(xn) (n ∈ N0). (3.2.1)

Világos, hogy a (2.1.1) és a (3.2.1) rendszer u∗ egyensúlyi helyzetei megegyeznek. A
(2.1.1) rendszer esetében az egyensúlyi helyzetet az f leképezés zérushelyeként, a (3.2.1)
rendszer esetében pedig a F(x) :≡ x+ hf(x) leképezés fixpontjaként kapjuk meg:

f(u∗) = 0 ←→ u∗ = F(u∗) = u∗ + hf(u∗).

Látható, hogy az egyensúlyi helyzetben linearizált jobb oldalak esetén

JF(u
∗) = Id + hJf (u

∗),

ahol Id jelöli a (d× d)-es egységmátrixot. Következésképpen (vö. [14])

• a (2.1.1) rendszer u∗ egyensúlyi helyzete lokálisan aszimptotikusan stabilis, ha
s(Jf (u

∗)) < 0, és

• a (3.2.1) rendszer u∗ egyensúlyi helyzete lokálisan aszimptotikusan stabilis, ha
ρ(JF(u

∗)) < 1.

Sok esetben a (3.2.1) rendszer nem örökli a (2.1.1) rendszer dinamikai tulajdonságait
(vö. [1]), diszkretizációval több szokatlan jelenségnek lehetünk tanúi. Az alábbiakban
három példán illusztráljuk ezt dolgot. Az első példa az

ẋ = αx− βx2

logisztikus egyenlet diszkretizációjával kapott

xn+1 = λxn(1− xn) (n ∈ N0)

dinamikai rendszer, amely az eredetitől markánsan eltérő kvalitatív tulajdonságokat mu-
tat: perióduskettőző bifurkációval kaotikus viselkedés tapasztalható (ill. bizonyítható)
benne. Második példaként az

ẋ = −x3,

differenciálegyenlettel foglalkozunk. Az explicit Euler-módszerrel diszkretizálva az

xn+1 = xn − hx3n (n ∈ N0)

differenciaegyenletet kapjuk, amely 2-periodikus megoldással bír:

φn := (−1)n
√

2

h
(n ∈ N0, 0 < h ∈ R)
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(vö. [13]). Az
ẋ = f(x) := 2x(1− x)

logisztikus differenciálegyenletből a módosított Euler-módszerrel (vö. [11]) történő
diszkretizációjával az

xn+1 = xn + hf

(
xn +

h

2
f(xn))

)
differenciaegyenletet kapjuk. Belátható, hogy míg a folytonos esetben a rendszernek két
egyensúlyi helyzete van, a diszkretizációval kapott rendszernek már négy egyensúlyi
helyzete is létezik.

Mickens olyan nemsztenderd diszkretizációs eljárást dolgozott ki (vö. [19]), amelyről
bebizonyosodott, hogy a lépésközre tett bizonyos feltételek mellett a folytonos rendszer
dinamikai tulajdonságait képes megőrizni, ezért igen hasznosnak mutatkozik differen-
ciálegyenletek numerikus vizsgálata során (vö. [1]). Ezt a módszert a következőképpen
alkalmazzuk. A (2.1.1) rendszerben az u̇ deriváltat az

u(t+ ϕ1(h))− x(u)

ϕ2(h)

hányadossal helyettesítjük, ahol h > 0 a lépésköz,

0 < ϕi(h) = h+O(h2) (h→ 0) (i ∈ {1 2})

(vö. [23]). Ilyen φ függvényre számos példa ismert:

ϕi(h) =



h,

sin(h),

eh − 1,

1− e−h,
1−e−λh

λ
, (λ > 0).

Ezzel a helyettesítéssel a (2.1.1) rendszer

xn+1 = xn + φ(h)fM(xn,xn+1) (n ∈ N0) (3.2.2)

alakú.

3.2.2. Az explicit Euler-módszerrel történő diszkretizáció

A (3.1.1) rendszert ez explicit Euler-módszerrel diszkretizálva az

Sn+1 = Sn + h

(
λ− aSnIn

Sn + In
+ βIn − ψSn − δSSn

)
=: f eE1 (Sn,En,In),

En+1 = En + h (ψSn + κIn − δEEn) =: f eE2 (Sn,En,In),

In+1 = In + h

(
aSnIn
Sn + In

− κIn − βIn − δIIn
)

=: f eE3 (Sn,En,In)


(3.2.3)
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differenciaegyenlet-rendszert kapjuk. A folytonos esethez hasonlóan, mielőtt kiszámí-
tanánk az elemi reprodukciós számot, megmutatjuk a (3.2.3) rendszer megoldásainak
nem-negativitását és egyenletes korlátos voltát.

3.2.2.1. Tétel. Tegyük fel, hogy a h lépésközre

h < h∗ := min

{
1

a+ ψ + δS
,
1

δE
,

1

κ+ β + δI

}
teljesül. Ekkor

1. az S0,E0,I0 > 0 kezdeti feltételek esetén a megoldásokra tetszőleges n ∈ N
esetén Sn,En,In > 0;

2. az I0 = 0 és az S0,E0 > 0 esetben bármely n ∈ N indexre Sn,En > 0 és In = 0.

Bizonyítás.

1. Teljes indukciót használva tegyük fel, hogy valamely n ∈ N indexre Sn,En,In > 0.
Ekkor,

• a λ+ βIn pozitivitása következtében elegendő azt megmutatni, hogy

Sn + h

(
− aSnIn
Sn + In

− ψSn − δSSn
)

= Sn

{
1− h

(
aIn

Sn + In
+ ψ + δS

)}
> 0,

azaz

0 < 1− h
(

aIn
Sn + In

+ ψ + δS

)
< 1− h (a+ ψ + δS) .

Így, ha h < h∗ , akkor f eE1 pozitivitása nyilvánvaló.

• a ψSn + κIn pozitivitása következtében elegendő azt megmutatni, hogy

En {1− hδE} > 0, azaz 1− hδE > 0,

ami a h < h∗ esetben nyilvánvalóan igaz, így f eE2 (Sn,En,In) > 0.

• az
aSnIn
Sn + In

pozitivitása következtében elegendő azt megmutatni, hogy

In {1− h (κ+ β + δI)} > 0, azaz 1− h (κ+ β + δI) > 0.

Ezért h < h∗ esetén f eE3 (Sn,En,In) > 0.

2. Indukciót használva látható, hogy ez az állítás a fentiek triviális következménye. ■
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3.2.2.2. Tétel. Ha a h lépésközre

h <
1

δ
, ahol δ := min{δS,δE,δI},

akkor a 3.1.2. Tételben definiált Ω halmaz pozitívan invariáns.

Bizonyítás. Egy [17]-beli ötletet felhasználva képezzük (3.2.3) jobb oldalának összegét.
Ekkor a

Wn := Sn + En + In (n ∈ N0)

sorozatra
Wn+1 = Wn + h(λ− δSSn − δEEn − δIIn) (n ∈ N0)

teljesül. Az iménti becslés jobb oldala tovább becsülhető:

Wn+1 = Wn + h(λ− δSSn − δEEn − δIIn)≤Wn + hλ− hδWn = hλ+Wn(1− hδ).

Ez pedig nem más, mint egy elsőrendű lineáris differencia-egyenlőtlenség. Teljes induk-
ciót használva vagy egy [21]-beli (szintén teljes indukcióval bizonyítható) formulába
helyettesítve azt kapjuk, hogy

Wn+1 ≤ hλ+(hλ+Wn−1(1−hδ))(1−hδ) = hλ+hλ(1−hδ)+Wn−1(1−hδ)2 (n ∈ N0).

Így 0 < hδ < 1 következtében

0 <
n∑
k=1

(1− hδ)k = 1− (1− hδ)n

1− (1− hδ)
< 1 és 0 < (1− hδ)n−1 < 1.

Minden azt jelenti, hogy a h < 1
δ

feltétel a

Wn+1 ≤ hλ+W0 (n ∈ N0)

egyenlőtlenség fennállását vonja maga után. ■

Könnyen belátható, hogy a (3.1.1) rendszer Eb egyensúlyi helyzete a (3.2.3) diszkrét
rendszernek is egyensúlyi helyzete. Az Eb egyensúlyi helyzetben linearizálva a diszkrét
rendszert a Jacobi-mátrix

JF(Eb) :=

1− h(κ+ β + δI − a) 0 0

h(β − a) 1− h(ψ + δS) 0

hκ hψ 1− hδE


alakú, ahol

F(Sn,En,In) := (Sn,En,In) + hf(Sn,En,In) (n ∈ N0).
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A (3.2.3) rendszer Eb egyensúlyi helyzetének stabilitására a JF(Eb) Jacobi-mátrix Schur-
stabilitása szolgáltat elegendő feltételt. A JF(Eb) mátrix pontosan akkor Schur-stabilis,
ha

−1 < 1− h(κ+ β + δI − a) < 1 ⇐⇒ −2 < −h(κ+ β + δI − a) < 0,

−1 < 1− h(ψ + δS) < 1 ⇐⇒ −2 < −h(ψ + δS) < 0,

−1 < 1− hδE < 1 ⇐⇒ −2 < −hδE < 0,

hiszen JF(Eb) alsó háromszögmátrix, így sajátértékei a főátló elemei. Nem nehéz belátni,
hogy ha h < min{h∗,1/δ} és

κ+ β + δI − a > 0 ⇐⇒ κ > a− β − δI , (3.2.4)

akkor teljesül a fenti stabilitási kritérium. Ugyanerre az eredményre jutunk, ha kiszá-
moljuk a (3.2.3) rendszer esetében az elemi reprodukciós számot. A JF(Eb) mátrixot a
2.2 alfejezetben ismertetett módon particionálva az ottani F és T mátrixok

F =

[
ah 0

h(β − a) 0

]
és T =

[
1− h(κ+ β + δI) 0

0 1− h(ψ + δS)

]

alakúak lesznek. Így, ha β > a és h < h∗ akkor F és T nem-negatív, ezért (3.2.4)
következményeként azt kapjuk, hogy a (3.2.3) rendszerre vonatkozó elemi reprodukciós
szám az alábbi módon számítható:

R0 = ρ(F · (I2 − T )−1) = ρ

F · [ h(κ+ β + δI) 0

0 h(ψ + δS)

]−1
 =

= ρ

([
ah 0

h(β − a) 0

]
·

[
1/h(κ+ β + δI) 0

0 1/h(ψ + δS)

])
=

= ρ

([
a

κ+β+δI
0

β−a
κ+β+δI

0

])
=

a

κ+ β + δI
.

Így kétszer is beláttuk az alábbi tételben megfogalmazott állítást.

3.2.2.3. Tétel. Ha h < min{h∗,1/δ}, akkor

• az
R0 < 1 ⇐⇒ κ > a− β − δI

esetben a (3.2.3) rendszer Eb egyensúlyi helyzete lokálisan aszimptotikusan
stabilis;

• azR0 > 1 esetben a (3.2.3) rendszer Eb egyensúlyi helyzete labilis.
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Nem korlátozódva a határon lévő (epidemiológiai rendszerekben betegségmentes
egyensúlyi helyzetre) belátjuk, hogy igaz az alábbi

3.2.2.4. Tétel. Ha d ∈ N, A ∈ Rd×d, B := Id + hA, továbbá teljesül a

λ ∈ σ(A) és a h <
−max2(ℑ(λ))− 2s(A)

s2(A)

feltétel, akkor az s(A) < 0 egyenlőtlenség maga után vonja a ρ(B) < 1 egyenlőt-
lenség fennállását.

Bizonyítás. Amennyiben a h lépésköz eleget tesz a

h <
−max2(ℑ(λ))− 2s(A)

s2(A)
=
−max2(ℑ(λ))− 2maxℜ(λ)

max2ℜ(λ)

feltételnek, akkor az A mátrix minden λ ∈ σ(A) sajátértékére

• igaz, hogy

h <
−(ℑ2(λi))− 2ℜ(λ)

ℜ2(λ)
;

• 1 + hλ sajátértéke a B mátrixnak;

• igaz az alábbi implikációlánc:

ℜ2(λ)h+ ℑ2(λ) + 2ℜ(λ) < 0

⇓

h
{
ℜ2(λ)h+ ℑ2(λ) + 2ℜ(λ)

}
< 0

⇓

2hℜ(λ) + h2ℜ2(λ) + hℑ2(λ) < 0

⇓

1 + 2hℜ(λ) + h2ℜ2(λ) + hℑ2(λ) < 1

⇓

(1 + hℜ(λ))2 + hℑ2(λ) < 1

⇓√
(1 + hℜ(λ))2 + hℑ2(λ) < 1

⇓

|1 + hλ| =
√
(1 + hℜ(λ))2 + hℑ2(λ) < 1

⇓

max |1 + hλ| < 1. ■

26



A fenti állítás megfordítását az alábbiakban fogalmazzuk meg.

A

h <
−max2(ℑ(λ))− 2s(Jf (Eb))

s2(Jf (Eb))
(λ ∈ σ(Jf (Eb)))

feltétel teljesülése esetén a diszkretizált rendszer Eb egyensúlyi helyzete ugyanolyan sta-
bilitási tulajdonságokkal rendelkezik, mint a folytonos rendszer ugyanolyan egyensúlyi
helyzete.

3.2.2.5. Tétel. Legyen d ∈ N, A ∈ Rd×d, ill. B := Id + hA. Ekkor a h lépésköz
megválasztásától függetlenül igaz az

s(A) > 0 =⇒ ρ(B) > 1

implikáció.

Bizonyítás. Ha s(A) > 0, akkorA-nak van olyan λ ∈ σ(A) sajátértéke, amelyre ℜ(λ) > 0.
Következésképpen igaz az alábbi implikációlánc:

ℜ2(λ)h+ ℑ2(λ) + 2ℜ(λ) > 0

⇓

1 + 2hℜ(λ) + h2ℜ2(λ) + hℑ2(λ) > 1

⇓

|1 + hλ| > 1,

azaz ρ(B) > 1. ■

3.2.3. Mickens-féle nemsztenderd diszkretizáció

A Mickens-féle nemsztenderd diszkretizációval (vö. [19]) a (3.1.1) autonóm közön-
séges differenciálegyenlet-rendszerből az

Sn+1 = Sn + φ(h)

(
λ− aSn+1In

Sn + In
+ βIn − ψSn − δSSn

)
=: fM1 (Sn,Sn+1,En,In),

En+1 = En + φ(h) (ψSn + κIn − δEEn) =: fM2 (Sn,Sn+1,En,In),

In+1 = In + φ(h)

(
aSn+1In
Sn + In

− κIn − βIn − δIIn
)

=: fM3 (Sn,Sn+1,En,In)


(3.2.5)

27



differenciaegyenlet-rendszert kapjuk, ahol a φ függvény a 3.2.1 alfejezetben ismertetett
tulajdonságokkal bír.

Hasonlóan az explicit Euler-módszerrel kapott differenciaegyenlet-rendszer esetéhez
itt is meg kell mutatni (3.2.5) megoldásainak nem-negativitását és egyenletes korlátos
voltát.

3.2.3.1. Tétel. Ha fennáll a

φ(h) < h∗∗ := min

{
1

ψ + δS
,
1

δE
,

1

κ+ β + δI

}
egyenlőtlenség, úgy

1. az S0,E0,I0 > 0 kezdeti értékek esetén tetszőleges n ∈ N indexre Sn,En,In > 0;

2. I0 = 0, illetve S0,E0 > 0 esetén, ha n ∈ N, akkor Sn,En > 0 és In = 0.

Bizonyítás.

1. Teljes indukciót használva tegyük fel, hogy valamely n ∈ N indexre Sn,En,In > 0.
Ekkor

• az első egyenletet az alábbi módon alakíthatjuk:

Sn+1 = Sn + φ(h)

(
λ− aSn+1In

Sn + In
+ βIn − ψSn − δSSn

)
⇓

Sn+1

(
1 +

aInφ(h)

Sn + In

)
= Sn + φ(h) (λ+ βIn − ψSn − δSSn)

⇓

Sn+1 =
(Sn + φ(h) (λ+ βIn − ψSn − δSSn)) (Sn + In)

Sn + In + aInφ(h)
=: fM1 (SnEn,In).

Mivel az Sn+In+aInφ(h) nevező pozitív és Sn+In > 0, elegendő megmutatni,
hogy

Sn + φ(h) (λ+ βIn − ψSn − δSSn) > 0

teljesül. Az explicit Euler-módszernél tárgyaltakhoz hasonlóan a

φ(h) <
1

ψ + δS

egyenlőtlenségnek kell teljesülnie.

• a ψSn + κIn pozitivitása következtében elegendő megmutatni, hogy

En {1− φ(h)δE} > 0, azaz 1− φ(h)δE > 0

ami φ(h) < h∗∗ esetén nyilvánvalóan teljesül, így fM2 (Sn,Sn+1,En,In) > 0.
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• az
aSn+1In
Sn + In

pozitivitása következtében elegendő megmutatni, hogy

In {1− φ(h) (κ+ β + δI)} > 0, azaz 1− φ(h) (κ+ β + δI) > 0

teljesül. Ezért φ(h) < h∗∗ következtében fM3 (Sn,Sn+1,En,In) > 0.

2. Ez az állítás a fentiek és a rendszer alakjának felhasználásával teljes indukcióval
könnyen belátható. ■

3.2.3.2. Tétel. A

φ(h) <
1

δ
, ahol δ := min{δS,δE,δI}

feltétel fennállása esetén a 3.1.2. Tételbeli Ω halmaz pozitívan invariáns.

Bizonyítás. A 3.2.2.2. Tétel bizonyításában leírtakhoz hasonlóan legyen ismét

Wn := Sn + En + In (n ∈ N0).

Nyilvánvaló, hogy

Wn+1 = Wn + φ(h)(λ− δSSn − δEEn − δIIn) (n ∈ N0).

Az iménti jobb oldalt tovább becsülve

Wn+1 = Wn+φ(h)(λ−δSSn−δEEn−δIIn)≤Wn+φ(h)λ−hδWn = φ(h)λ+Wn(1− φ(h)δ)

adódik. Ez pedig nem más, mint egy elsőrendű lineáris differencia-egyenlőtlenség.
Teljes indukciót használva vagy egy [21]-beli (szintén teljes indukcióval bizonyítható)
formulába helyettesítve azt kapjuk, hogy

Wn+1 ≤ φ(h)λ+ (φ(h)λ+Wn−1(1− φ(h)δ))(1− φ(h)δ) =

= φ(h)λ+ φ(h)λ(1− φ(h)δ) +Wn−1(1− φ(h)δ)2 (n ∈ N0).

Mivel 0 < φ(h)δ < 1, ezért

0 <
n∑
k=1

(1− φ(h)δ)k = 1− (1− φ(h)δ)n

1− (1− φ(h)δ)
< 1 és 0 < (1− φ(h)δ)n−1 < 1.

Ez azt jelenti, hogy a φ(h) < 1
δ

feltételből

Wn+1 ≤ φ(h)λ+W0 (n ∈ N0)

következik, aminek fényében az állítás bizonyítottnak tekinthető. ■

29



A (3.1.1), illetve a (3.2.5) rendszer betegségmentes egyensúlyi helyzetét illetően az
alábbi állítást fogjuk belátni.

3.2.3.1. Lemma. A (3.1.1) rendszer Eb betegségmentes egyensúlyi helyzete a
(3.2.5) rendszernek is egyensúlyi helyzete.

Bizonyítás. Ha Eb a (3.1.1) rendszer betegségmentes egyensúlyi helyzete, akkor annak
harmadik komponense zérus. Ennélfogva a következő egyenletrendszert kell megolda-
nunk:

Sn = Sn + φ(h) (λ− ψSn − δSSn) , En = En + φ(h) (ψSn − δEEn) .

A megoldás ugyanaz lesz, mint a folytonos esetben:

[Eb]1 =
λ

ψ + δS
, [Eb]2 =

ψλ

δE(ψ + δS)
. ■

Az Eb egyensúlyi helyzetben linearizálva a Jacobi-mátrix nem más, mint JfM (Eb) := 1− φ(h)(κ+ β + δI − a) 0 0

φ3(h)(δSa) + φ2(h)λ(a− aψ) + φ(h)λ(β − a) 1− φ(h)(ψ + δS) 0

φ(h)κ φ(h)ψ 1− φ(h)δE

 .
Ahhoz, hogy a (3.2.5) rendszer Eb egyensúlyi helyzetének stabilitását eldönthes-

sük, megvizsgáljuk a JfM (Eb) Jacobi-mátrix Schur-stabilitását. Világos, hogy JfM (Eb)

pontosan akkor Schur-stabilis, ha

−1 < 1− φ(h)(κ+ β + δI − a) < 1 ⇐⇒ −2 < −φ(h)(κ+ β + δI − a) < 0,

−1 < 1− φ(h)(ψ + δS) < 1 ⇐⇒ −2 < −φ(h)(ψ + δS) < 0,

−1 < 1− φ(h)δE < 1 ⇐⇒ −2 < −φ(h)δE < 0

teljesül, hiszen JfM (Eb) alsó háromszög-mátrix, melynek sajátértékei a főátló elemei.
Látható, ha φ(h) < min{h∗∗,1/δ} és

κ+ β + δI − a > 0 ⇐⇒ κ > a− β − δI , (3.2.6)

akkor teljesül ez a feltétel. Ugyanerre az eredményre jutunk, ha kiszámítjuk a (3.2.5)
rendszerre vonatkozó elemi reprodukciós számot. A JfM (Eb) Jacobi-mátrixnak a 2.2.
alfejezetben ismertetett partíciójával látható, hogy

F =

[
aφ(h) 0

φ3(h)(δSa) + φ2(h)λ(a− aψ) + φ(h)λ(β − a) 0

]
és

T =

[
1− φ(h)(κ+ β + δI) 0

0 1− φ(h)(ψ + δS)

]
.

30



Így a φ(h) < h∗∗ feltétel teljesülése esetén F és T nem-negatív, így a (3.2.6) feltétel
következtében elmondható, hogy a (3.2.3) rendszerre vonatkozó elemi reprodukciós
szám az alábbi módon határozható meg:

R0 = ρ(F · (I2 − T )−1) = ρ

F · [ φ(h)(κ+ β + δI) 0

0 φ(h)(ψ + δS)

]−1
 =

= ρ

(
F ·

[
1/φ(h)(κ+ β + δI) 0

0 1/φ(h)(ψ + δS)

])
=

= ρ

([
a

κ+β+δI
0

φ2(h)(δSa)+φ(h)λ(a−aψ)+λ(β−a)
κ+β+δI

0

])
=

a

κ+ β + δI
.

Így kétszer is beláttuk az alábbi állítást.

3.2.3.3. Tétel. Ha φ(h) < min{h∗∗,1/δ}, akkor

• az
R0 < 1 ⇐⇒ κ > a− β − δI

esetben a (3.2.5) rendszer Eb egyensúlyi helyzete lokálisan aszimptotikusan
stabilis;

• azR0 > 1 esetben a (3.2.5) rendszer Eb egyensúlyi helyzete nem stabilis.

3.3. Az elemi reprodukciós szám meghatározása diffúzió
jelenlétében

Ha a (2.3.1) rendszerbe diffúziós tagot is beépítünk, akkor a rendszer nem más, mint

∂tS(r,t) = dS∆rS(r,t) + f1(S,E,I),

∂tE(r,t) = dE∆rE(r,t) + f2(S,E,I),

∂tI(r,t) = dI∆rI(r,t) + f3(S,E,I)

(r,t) ∈ Ω× R+
0 ), (3.3.1)

ahol fi(S,E,I) ugyanolyan alakú, mint (3.1.1)-ben. Az Eb betegségmentes egyensúlyi
helyzetben linearizálva a

∂tS(r,t) = dS∆rS(r,t)− (ψ + δS)S + (β − a)I,
∂tE(r,t) = dE∆rE(r,t) + ψS − δEE + κI,

∂tI(r,t) = dI∆rI(r,t) + (a− κ− β − δI)E
(r,t) ∈ Ω× R+

0 ) (3.3.2)
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lineáris rendszert kapjuk. Ebben az esetben a (2.3) alfejezetben bevezetett mátrixok

C =

[
−ψ − δS 0

ψ −δE

]
és J =

[
a− β
−κ

]

alakúak, illetve
F = a és V = κ+ β + δI .

Így a 2.3.2. Tétel értelmében a (2.3.8) sajátérték-feladatot kell megoldanunk. Az egy-
szerűség kedvéért az Ω = (0,1) egydimenziós tartományra szorítkozunk, és homogén
Neumann-feltételek teljesülését írjuk elő, azaz a

ϕ′′ =
µa− (κ+ β + δI)

dI
· ϕ (a (0,1) intervallumon), ϕ′(0) = 0 = ϕ′(1) (3.3.3)

peremérték-feladatot kell megoldanunk. Kisebb számolás után látható, hogy (3.3.3)
megoldása

ϕ(x) = cos
(√

λx
)

(x ∈ [0,1])

alakú, ahol

λ =
κ+ β + δI − µa

dI
,

feltéve, hogy √
λ = kπ (k ∈ N0).

A megfelelő sajátértékekre

λk = (kπ)2 ←→ µk =
κ+ β + δI − kπdI

a
.

Így a 2.3.2. Tétel következtében

R0 =
1

µ0

=
a

κ+ β + δI
.

Megállapíthatjuk, hogy diffúzió bevezetésével azR0 elemi reprodukciós szám ugyan-
olyan alakú lett, ami arra enged következtetni, hogy diffúzió jelenléte nem befolyásolja
döntően a járvány terjedését.
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