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1. fejezet

Alapvetés

1.1. Osszefoglalas

Ennek a dolgozatnak a célja kett6s: egyrészt megmutatjuk, hogyan lehet kozonsé-
ges differencidlegyenletek, (kozonséges) differenciaegyenletek, illetve reakcié-diffazio-
differencidlegyenletek esetében kiszamitani az elemi reprodukciés szamot, mdasrészt
— egyéb kritériumok alkalmazaskor fellép6 bonyolult szamoldsokat megkonnyitend6
— a rata konkrét rendszereben torténd kiszdmitasaval feltételt adunk a fazissik pozitiv
oktansdnak hatdrdn 1év6 egyenstlyi helyzet lokdlisan aszimptotikusan stabilis voltara.

A bemutatott algoritmust egy a témavezetdink dltal megalkotott vertikalis transz-
missziot nélkiilozd jarvanyterjedési modellre, annak tobbféle médon diszkretizalt valto-
zatdra, majd az abbdl, mint kinetikai rendszerb&l képzett reakcié-difftizié-rendszerre
alkalmazzuk.

A folytonos esetben megmutatjuk, hogy amikor az elemi reprodukciés szam atlépi
az 1 kritikus értéket foreward transzkritikus bifurkécié 1ép fel: stabilis endemikus
egyenstulyi helyzet keletkezik.

A folytonos rendszert aztan explicit Euler-, illetve nemsztenderd Mickens-féle diszk-
retizacioknak vetjiik ald. Az igy keletkezett diszkrét rendszerek esetében, megmutatjuk,
hogy miként kell megvalasztani a 1épéskozt tgy, hogy a diszkretizalt rendszer 6rokolje
a folytonos rendszer dinamikai tulajdonsagait: a fazistér pozitiv oktdnsa invaridns
maradjon, és a megolddsok a diszkretizdci6 utdn is egyenletesen korlatosak legyenek.
Mindekozben az explicit Euler-féle diszkretizdcidval kapott rendszer esetében tetszs-
leges egyenstlyi helyzetben linearizalt rendszer matrixanak spektralis tulajdonsagait
hasznalva olyan korlatot adunk a lépéskodz megvélasztasara, hogy az eredeti rend-
szer Jacobi-matrixanak Hurwitz-stabilis volta maga utdn vonja a diszkretizalt rendszer
Jacobi-matrixdnak Schur-stabilitasat.

Végiil pedig feltételezve, hogy a jarvany terjedését a populaci6 térbeli kiterjedése
is befolyésolja, a vizsgalt autoném kozonséges differencidlegyenlet-rendszert egy dif-



tazios taggal kiegészitve a kapott reakcié-diffiizié-rendszer esetében is elvégezziik a
szdmitdsokat.

1.2. Bevezetés

Fert6z6 betegségek terjedését modellez6 rendszerek egyik legfontosabb jellemzs-
je az Ry elemi reprodukciés szdm, amely azt méri, hogy egy atlagos fert6zott hany
masodlagos megbetegedést generdl egy teljesen fogékony populdcidban (vo. [15]).

Az R, kiszdmitdsdnak infektolégiai haszna abban rejlik, hogy el6revetiti, miként
terjed egy fert6z6 kérokozé egy adott populaciéban, mikor varhaté jarvany kitorése. Az
R kiszamitdsanak matematikai haszna pedig azzal magyarazhato6, hogy ha valamely
autoném kozonséges differencidlegyenlet-rendszer, illetve differenciaegyenlet-rendszer
vagy reakcio-diffazié-rendszer fazisterének hatdran 1évo egyenstlyi helyzetének lo-
kalis stabilitdsat a linearizaldsos modszerrel kivanjuk megvizsgélni, akkor a kapott
Jacobi-méatrix Hurwitz-, ill. Schur-stabilitdsanak megéllapitasakor szokas hasznalni
pl. a Routh-Hurwitz-kritériumot, a Linéard-Chipart-kritériumot, a Schur-Cohn- vagy
Jury-kritériumot, néha pedig a Gerschgorin-koroket, illetve reakcié-diffazio-rendszer
esetében Fourier-moédszerrel meg kell oldani a linearizdlt peremérték-feladatot, ami
sok esetben olyan algebrai egyenlétlenség-rendszer megolddsahoz vezet, amely sordn
hosszt bonyodalmas szamoldsokba iitkdzhetiink. Ezen kritériumok alkalmazasaval
egyébként a vizsgélt populdcié dinamikajdba sem nyerhetiink betekintést.

Az Ry elemi reprodukciés szam értéke meghatdrozé szerepet tolt be a fert6z6 be-
tegségek terjedésének elbrejelzésében (vo. [3]). Ha Ry < 1, akkor egy fert6zott egyed
atlagosan egynél kevesebb dj fert6zott egyedet termel a fertézési id6szaka alatt, és a fer-
t6zott populdcié mérete nem novekszik. Ebben az esetben a betegségmentes egyenstlyi
helyzet lokalisan aszimptotikusan stabilis, és a betegség nem tud behatolni a popu-
lacioba. Az Ry > 1 esetben viszont minden fert6zott egyed atlagosan egynél tobb j
fert6zést produkdl. Ebben az esetben a betegségmentes egyenstilyi helyzet labilis (nem
stabilis), és a populdcidban onfenntart6 jarvany tud kitorni (vo. [10]). Lathato tehat,
hogy az R, értékének vizsgalataval a hatdron 1év6 egyenstlyi helyzet stabilitdsdnak
meghatdrozasa lényegesen leegyszertisodhet.

A matematikai biolégidban az R, az an. kovetkezd generdcids operator spekt-
rélsugaraként — véges dimenzids esetben a kovetkezd generacidés matrix dominans
sajatértékeként — 4ll el6. A konkrét szamitasi algoritmusok bemutatasat a [8], [2] és a
[24] tanulmanyok felhaszndldsaval prezentéljuk.

A dolgozat felépitése a kovetkezd. A masodik fejezetben roviden dsszefoglaljuk, mi-
ként szamitodik az elemi reprodukciés szdm értéke autoném kozonséges differencial- és
differenciaegyenlet-rendszerek, majd reakcié-difftizio-differencidlegyenlet-rendszerek
esetében. A harmadik fejezetben a témavezet6ink megalkotta vertikalis transzmisszi-
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6t nélkiil6z6 SIS-modell (vo. [17]) kvalitativ tulajdonsdgainak targyaldsara kertil sor,
amelynek soran meghatdrozzuk az elemi reprodukcids szamot, majd belatjuk, hogy
amint ez a szam &tlépi a kritikus értékét foreward transzkritikus bifurkécié 1ép fel:
stabilis endemikus egyensulyi helyzet keletkezik. Megvizsgaljuk az elemi reprodukcits
szam paraméterekre vonatkozo6 szenzitivitdsat is. Ezutdn a rendszert kétféle diszk-
retizdcionak vetjiik ala: explicit Euler-, ill. Mickens-féle diszkretizalasi algoritmusok
egy egész csalddjaval kapott differenciaegyenlet-rendszer biol6giai relevanciajat bizo-
nyitjuk. Konkrétan korlatot adunk a 1épéskdz nagysdganak megvélasztasara, hogy a
tazistér pozitiv oktdnsa invaridns maradjon és a diszkretizaciét kovetden a megoldasok
egyenletesen korldtosak legyenek. Ezutan kiszamoljuk az elemi reprodukciés szdmot,
majd ennek felhasznédldsaval feltételt adunk a (hataron 1év6) betegségmentes egyenstlyi
helyzet lokdlis stabilitasdra. Végiil — figyelembe véve a populacié térbeli kiterjedését
— a kozonséges differencidlegyenlet-rendszerbdl, mint kinetikai rendszerbdl keletkez6

reakci6-difftizi6-rendszer esetében szintén kiszdmoljuk az elemi reprodukcids szdmot.

Az et hattérszinben elkiilonitjiik a az tol,
aminek a forrdsat is megjeloljiik.

Budapest, 2022. november 4.

Gyuiré Noémi



2. fejezet

Az elemi reprodukcios szam
meghatarozasa kiilonféle rendszerekben

Ebben a fejezetben az R, definicidjat és kiszamitasi algoritmuséat targyaljuk autoném
kozonséges differencidl- és differenciaegyenlet-rendszerek, valamint reakci6-difftizio-
rendszerek esetében.

2.1. Az elemi reprodukcids szam meghatarozasa autoném

kozonséges differencidlegyenlet-rendszerekben

A [7], ill. a [8] tanulmanyokra tdmaszkodva els6ként azt mutatjuk meg, ho-
gyan értelmezik, illetve szamitjdk az elemi reprodukcids szamot autoném kozonséges
differencidlegyenlet-rendszerek esetében.

Tekintsiink egy heterogén populéciét, ahol életkor, viselkedés, térbeli helyzet
és/vagy a betegség stddiuma szerint megkiilonboztethetéek az egyedek, de d homogén
osztédlyba csoportosithatéak. Tekintsiik az

u = (up,ug,...,ug) € R

vektort, ahol u; > 0 jelenti az i-edik osztalyban 1év6 egyedek szamét. Legyen tovabba
m € [0,d) NN, és az iménti vektor elsé m komponense feleljen meg a fert6zott egyedek-
nek. Ekkor a fert6z6 betegség terjedését modellez6 rendszer nem mads, mint egy pozitiv
kezdeti feltétellel rendelkezd

UZ‘ = fz(ll> = fi(ul, <oy Um s Um1y - - - ,Ud> = .E(ll) - VZ(U) ('L € {]_, Ce ,d}) (211)
fert6zott

dinamikai rendszer, ahol egyrészt
f=(fi,-.f): R =R V() = V(u)” = Vi(u)*,

masrészt pedig (vo. 2.1.1. dbra)



o F;(u): a ferté6zott egyedek i-edik osztdlyba valé bekertilési rataja;

e V;(u)*: az egyedek i-edik osztdlyba val6 (méas okokbdl torténd, pl. sziiletés vagy
bevandorlas altali) bekertilési ratéja;

e V;(u)": az egyedek i-edik osztdlybdl val6 (pl. haldlozds vagy gyogyulds altali)
kikertilési ratéja.

Fi

......

hoz tartoz¢ allapotvaltozo.

Vezessiik be a betegségmentes éllapotok
X,={0<uelR: y,=0(€e{l,....m}}

halmazat, majd tegyiik fel, hogy a fenti fliggvények minden véltozéjukban legalabb
kétszer differencidlhatdak, tovabba

(F1) mivel a fenti fiiggvények az egyedek iranyitott dthelyez6dését reprezentaljak, ezért
legyenek nem-negativak, azaz

u>0 = Fi(u),Vi(w)",V;(w)" >0, ie{l,...d};

(F2) ha egy osztalyban nincsen egyed, akkor az semmilyen médon ne tudjon onnan
kikertilni:

(F3) anem fert6zott osztalyokban ne forduljon eld fert6zés:
Fiw) =0 (i>m);
(F4) ha a populaci6 fert6zésmentes volt, akkor fert6zésmentes is maradjon:

uc X, — Fi(uy=0 és Vi(w)*=0 (e{l,...,m});



(F5) figyelmiinket azokra a rendszerekre korldtozzuk, amelyekben a (2.1.1) rendszer u*
betegségmentes egyenstlyi helyzete! 4j fert6zés hidanyaban stabilis:

F(u)=0 = o(Je(u*)) c C .

A fenti feltevéseket felhasznalva a szerzék a [8] tanulmanyban az F és a V fiiggvé-
nyek Jacobi-maétrixdra a kovetkezd allitast lattak be.

21.1. Lemma ([8]). Ha u* € R? jeloli a (2.1.1) autoném kozonséges
differencidlegyenlet-rendszer betegségmentes egyenstlyi helyzetét, és minden
i €{1,...,d} indexre f; eleget tesz a fenti feltételeknek, akkor az F és V fliggvé-
nyek u*-beli Jacobi-matrixara

F O vV o
J * — A J‘ * —
F(u") 0 O és v(u®) P
teljestil, ahol
F =0, Fi(u)] oy ER™™ & V= [0Vi(u)], o, € R,

tovdbba F' nem-negativ, V nem-szingularis Metzler-matrix (a f64tlon kiviili ele-
mek mind nem-negativak) és a J, matrix minden sajatértékének valds része

pozitiv.

A populdciéba bekertilt , tipikus” fert6z6 egyed sorsanak meghatdrozasahoz figye-
lembe vessziik a linearizalt rendszer dinamikajat , kikapcsolt Gjrafert6z6dés” mellett,
azaz az aldbbi rendszerrel dolgozunk tovébb:

u=—Jy(u)(u—u"). (2.1.2)

Az (F5) feltétel kovetkezményeként u* a (2.1.2) rendszer lokélisan aszimptotikusan
stabilis egyensulyi helyzete, ami azt jelenti , hogy (2.1.2) felhasznaldsdval meghataroz-
hat6 a betegségmentes populdcidba bekertil6 kis szamu fert6zésmentes egyedek sorsa.
Jelolje v;(0) az i-edik osztdlyban 1év6 fert6z6 egyedek kezdeti szamat,

Y(t) = ((D), - m(1))

pedig azoknak a fert6zott egyedeknek a szamat, akik ¢ idSegység utan is a fert6zott
osztalyban maradnak. Ekkor J),(u*) particiéjdnak kovetkezményeként a ¢ fliggvényre

P =V

f(u*) =0aholu* = (0,...,0,ufy q, ... ul).




teljestil, amely egyértelmtien megoldhato:

Y(t)=e'P(0)  (t€0,+00)).

A 2.1.1. Lemma kovetkeztében V nem-szinguldris Metzler-matrix, igy invertalhat6 és
minden sajatértéke pozitiv valés részti. Ennélfogva az eredetileg fert6zott egyének éltal
okozott Gj fert6zések varhatod szama

+oo “+o0o +oo
/ Fy(t)dt = / Fe Vip(0)dt = F / e Viap(0) dt =
0 0 0

= Fe""(=V9(0)] " = FV19(0).

Mivel F nem-negativ, V nem-szinguléris Metzler-matrix, ezért V! nem-negativ. A [6]
kényv nyoman nevezziik az F'V ! matrixot kovetkezd generaciés matrixnak,

Ro = p(FV 1)

spektralsugarat (domindns sajatértékét) pedig elemi reprodukciés szamnak.

A (2.1.1) rendszer u* egyensulyi helyzete lokalisan aszimptotikusan stabilis, illetve
labilis, ha a J¢(u*) Jacobi-matrix Hurwitz-stabilis, azaz minden sajatértékének valds
része negativ, illetve ha J¢(u*)-nak van pozitiv valds rész(i sajatértéke. A 2.1.1. Lemma
kovetkeztében a Jg(u*) Jacobi-matrix sajatértékei két részre oszthatok a fert6zott, illetve
betegségmentes osztdlyoknak megfelel6en. Ennek a két halmaznak az elemei nem
masok, mint az F' — V matrix, illetve —J, sajatértékei. A 2.1.1. Lemma ismételt alkalma-
zasédval elmondhato, hogy a —J, métrix stabilis, igy az adott egyenstlyi helyzet lokalis
stabilitdsa az F' — V matrix spektralis tulajdonsdgainak fiiggvénye. A [5] tanulmanyban
a kovetkezd allitast bizonyitottdk be a szerzok:

2.1.1. Tétel ([5]). Ha az f fliggvény kielégiti az (F1)-(F5) feltételeket, akkor a (2.1.1)
rendszer betegségmentes egyenstlyi helyzete

* az Ry < 1 esetben lokélisan aszimptotikusan stabilis;

* az Ry > 1 esetben pedig labilis.

2.2. Az elemi reprodukcids szam meghatarozasa autoném

kozonséges differenciaegyenlet-rendszerekben

A [2] tanulmany felhasznaldsdval ebben az alfejezetben azt fogjuk roviden megmu-
tatni, hogyan szamithato ki R diszkrét rendszerekben, konkrétan autoném kozonséges
differenciaegyenlet-rendszerek esetében.



Legyen d € N és m € [0,d) NN, majd tekintsiik az
w1 = f(u,) (n € Np) (2.2.1)
autoném kozonséges differenciaegyenlet-rendszert, ahol
f: (RO — (RY)Y,  fedh

A vektorértékd f fiiggvény értékkészlete az illeté populécio d osztalyat reprezentdlja az
egészségligyi dllapotuknak megfelel6en, tehat aszerint, hogy az egyedek egészségesek-
e, veszélyeztetettek-e, illetve fert6zottek-e vagy felgyogyultak-e (vo. [4]). Tegyiik fel,
hogy az egyes osztalyok tigy vannak sorba rendezve, hogy az els6 m osztaly (0 < m < d)
jeloli a betegségmentes osztalyokat. A folytonos esethez hasonl6an a (2.2.1) rendszer
jobb oldaldanak Jacobi-métrixat az aldbbi médon particionaljuk:

F+T O

f@W) =1 &

: (2.2.2)

ahol F' és T' nem-negativ (m x m)-es matrix, O jeloli a nullmatrixot, ' + T irreducibilis,
tovabbé f(u*) = u*.

Az u* betegségmentes egyenstlyi helyzet stabilitdsanak vizsgélatdhoz a Jg(u*)
Jacobi-métrix Schur-stabilitdsat vizsgaljuk (vo. [9]), azaz olyan feltételeket keresiink,
amelyek teljestilése esetén J¢(u*) minden sajatértéke az egységkor belsejébe esik. Mivel
Je(u*) blokk-trianguldris ezért J¢(u*) pontosan akkor lesz Schur-stabilis, ha

p(F+T)<1 és p(C) <1
teljestil. Ismeretes, hogy ha p(7") < 1, akkor az aldbbi Neumann-sor konvergens:
Lo +T+T*+T3+...= NeR™™

ahol I,,, jeloli az (m xm)-es egységmadtrixot. Kovetkezésképpen, ha I a fert6zott egyedek
kezdeti szdma, akkor
FNIy=F(I,—T)'I,

jelenti a populaci6 élettartama alatti fert6zések dsszességét (vo. [15]). Az
FN=F(,-T)"!

matrixot szokds kovetkez6 generdciés matrixnak nevezni, spektralsugaréat pedig elemei
reprodukciés szamnak:
Ro = p(F(Im = T)7)

(vo. [12]). Mivel (vo. [18])
p(F+T)<1 = Ro <1,

10



ezért konnyen beldthat6 az aldbbi

2.2.1. Tétel ([2]). Tegyiik fel, hogy a (2.2.1) autoném differenciaegyenlet-rendszer-
nek pontosan egy u* betegségmentes egyenstulyi helyzete van és a J¢(u*) Jacobi-
matrix a (2.2.2)-ben lathaté médon particionalhat6, ahol F' és T' nem-negativ, F'+7T
irreducibilis és C, ill. T' Schur-stabilis matrix. Ekkor Ry < 1 esetén u* (lokélisan)
aszimptotikusan stabilis, Ry > 1 esetén pedig labilis.

2.3. Az elemi reprodukcids szam meghatarozasa autoném

reakci6-diffiizié- differencidlegyenlet-rendszerekben

Végiil a [24] tanulmédnybeli gondolatmenetet kdvetve reakcié-diffazo-differencial-
egyenlet-rendszerek esetében vazoljuk, miként értelmezhetd, illetve szamithat6 ki az
elemi reprodukciés szam.

Legyen ismét d € N, ill. m € [0,d) N N, majd tegytik fel, hogy az adott populdcié
két osztalyra bonthat6: fert6zottek m szamu és betegségmentesek d — m + 1 szamu
osztélyara:

L, ...om il m+1, ..., d

Tegytiik fel tovdbba azt is, hogy a populdci6 egyedei a szakaszonként sima peremmel
rendelkezd Q C R? sikbeli tartoményon szabadon mozoghatnak, amelynek hatéran
keresztiil nincsen migracid, azaz a rendszeriinket a

Oyu;(r,t) = 0;Apu;(r,t) + fi(u) (i€ {l,....d},(rt) € QA xRY) (2.3.1)
reakci6-diffazio-rendszer irja le, homogén Neumann-féle peremfeltételekkel (a tarto-
many hataran at nincs migracio):

(n-Vyu(rt) =0 ((r,t) € 02 x RY), (2.3.2)
és a rendszerhez nem-negativ (nem azonosan zérus) kezdeti feltételt irunk el6:

0 # uy(r) :=u(r,0) >0 ((r,t) € 2 x {0}), (2.3.3)

ahol u; az i-edik osztdlyban 1év6 egyedek stirtisége, illetve szdma, d; > 0 pedig az
i-edik osztalyban 1év6 egyedek difftizids egyiitthatdja, az f; pedig valamely kozonséges
differencidlegyenlet-rendszer jobb oldaldabodl szdrmazoé un. kinetikai tag i-edik kompo-
nense, amely eleget tesz az elsd alfejezetben bevezetett (F1)-(F5) feltételeknek. A n pedig
nem mads, mint a J2 hatar kifelé mutaté normalisa. Vildgos, hogy a (2.1.1) rendszer

*

u = (07 s aoau:(n-i-l’ T ,U:;)
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betegségmentes egyenstlyi helyzete egyben egyenstlyi helyzete a (2.3.1) rendszernek

is.
Az u* fenti alakjanak megfelelGen legyen
uy = (U, .- Um) , Ug := (U1, - - - ,Ud)
és
Dy = diag {01, 0,),  Ds = diag {dper,- .. 04}

tovabba

f[(ll) = (fl(u)a s afm(u)) ) fS = (ferl(u)a s 7fd(u)) :
Legyen

C = [ajfi(U*)]m+1gi,jgd és fitu) = Fi(u) = Vi(u),
tovabba

Fo=[0 /()] e R™™ - és V= [9;V(u”)] € R™,

ahol J € RU="xm a7z F ésa V fiigevények u*-ban vett Jacobi-matrixa
ggveny

vV 0
J —C

F O

=0 o

és Jv(u*) =

alakua (vo. 2.1 alfejezetbeli 2.1.1. Lemma). Nyilvanval6, hogy az (F1)-(F5) feltételek
kovetkeztében F' nem-negativ.
Tekintsiik a

Oyug(r,t) = DsAug(r,t) + Cug(r,t) (r,t) € Q x RY),

(l’l ’ vr)ui(rat) =0 ( ;‘,t) € 00 x R(—)’_) (2 c {m +1,... ,d}) (234)

= ouy(rit) = DAy (r,t) — Vug(r,t) (rt) € A x RY),
(n-Vo)u(rt) =0 ((rt) € 00 x RY) (1e{l,...,m})

linedris peremérték-feladatot. Az u* egyensulyi helyzet linedris stabilitdsat biztositand6

(2.3.5)

még azt is feltessziik (vo. [24]), hogy
(F6) s(DsA, +C) <0  és  s(D/A,—-V) <0
teljesiil. Ismeretes (vo. pl. [16]) hogy a

onu(r,t) = DAu(r,t) + Je(u*)u(r,t) (r,t) € Q x RY),

(m-Vo)u(rt) =0 ((rt) €dQxR) (e {l,....d}). (2.3.6)

?Ha A valamely Banach-teret Snmagéba képez6 operétor, akkor A spektralabszcisszajat, ill. spekt-
ralsugarat az s(A) := sup{R(A\) e R: A € 0(A)},ill. a p(A) := sup{|A\| e R: X € ¢(A)} formulaval
értelmezziik.
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linearizalt rendszer aszimptotikus stabilitdsa elegend? feltételt szolgéltat a (2.3.1) rend-
szer u* egyensulyi helyzetének aszimptotikus stabilitdsara. A fenti jelolésekkel (2.3.6)
a

dway(r,t) = DiAvus(r,t) + (F — V)u(r,t) ((r,t) € QA x RY),
dyug(r,t) = DgArug(r,t) — Jus(rt) + Cug(r,t) (r,jt) € Q x RY), (2.3.7)
(n-Vo)u(rt) =0 ((r,t) € 02 x RY) (ied{l,...,d})

alakba irhat6 (vo. [24]). A

B = DA, — V : €(QR?) — ¢(Q,R?)

D(B) = {v € ﬂ W2P(QR?) : (n-V,)v=0 adfhatdron és Bv € @(Q,RQ)}

p=>1
operator bevezetésével a (2.3.1) rendszerre vonatkozo6 elemi reprodukciés szdm az
FB~! operator spektrélabszcisszdjaként értelmezhetd:

Ro = p(FB™).

A (2.3.1) rendszer u* egyenstlyi helyzete lokalis stabilitdsanak eldontéséhez igen
hasznos eszkozt szolgéltat az alabbi két tételben megfogalmazott 4llitas.

2.3.1. Tétel ([24]). Ha teljesiilnek az (F1)-(F6) feltételek, akkor

1. Ry — 1 elGjele megegyezik s(B + F) elGjelével;

2. az Ry < 1 esetben u* (lokélisan) aszimptotikusan stabilis egyenstlyi helyzete
a (2.3.1) rendszernek.

2.3.2. Tétel ([24]). Ha teljestilnek az (F1)-(F6) feltételek, tovabba a

—DiA ¢+ Vo =puFo (az Q) tartomdanyon),

(n-Vy)¢p=0 (az 0N hatdron) (2.3.8)

linedris elliptikus peremérték-feladatnak pontosan egy 11 pozitiv sajatértéke van
(pozitiv sajatfiiggvénnyel), akkor

1
Ro=eGEBREp R
0

13



3. fejezet

Egy vertikalis transzmissziot nélkiil6z6
SIS-rendszer dinamikaja

Ebben a fejezetben egy a vertikalis transzmissziot nélkiiloz6 fert6z6 betegségek terje-
dését modellez6 kozonséges differencidl-, differencia-, illetve reakcié-difftizié-rendszer

kvalitativ tulajdonsagait targyaljuk.

3.1. Az elemei reprodukcios szam egy vertikalis transz-

misszi6t nélkiil6zo SIS epidemiolégiai modellben

A [17] tanulményban témavezetéimmel az

. aSI )
E _ 1/JS+/<J[—5EE — fg(S,E,I), (311)
aST
— S—l_]_,{/]—ﬁl—é]]: f3(SJE7‘[) )

SIS jarvany-modell kvalitativ tulajdonsagait vizsgdltuk, ahol S jelenti a fogékony, I a
fert6z6 egyedek lélekszamat, F pedig azon egyedek szamat, akiket oktattak vagy akik
részt vettek valamely oltasi programban. A paraméterek jelentése a kovetkezo:

e ), > 0 jelenti az i-edik osztdlyba tartozé egyedek tn. halédlozdsi ratajat
(i e {S,E.I});

e )\ > (jelenti a sziiletési ratat vertikdlis transzmisszi6 nélkiil, azaz minden Gjsziilott
veszélyeztetett, de nem fert6zott, és természetszertileg nem is oktatott;

e a > (jelenti az egy fertézésre juto érintkezések atlagos szamdval kapcsolatos ratat
(a fert6zott osztalybdl a veszélyeztetett osztalyba valé transzmisszids ratét);

14



(S][

3.1.1. dbra. A (3.1.1) modell folyamatabréija.

* 3 > 0 nem mads, mint annak a rdtaja, amellyel a felépiilt egyedek elveszitve a
fert6zéssel szembeni immunitdsukat — visszatérnek a fogékonyak osztalyédba,

e 1 > 0és r > 0 pedig a veszélyeztetettek, illetve a fert6zottek oktatasi ratdjat
jelenti (a veszélyeztetett, illetve a fert6zott osztalybdl az oktatott osztalyba valo
transzmisszios ratat), ahol feltessziik, hogy « < a teljestil.

Mivel a (3.1.1) rendszer jobb oldala €' osztélyu, igy a Picard-Lindelof-tétel biztositja
a megfelel6 kezdetiérték-feladat megoldasdnak 1étezését, ill. egyértelmtiségét. A kvali-
tativ tulajdonsdgok vizsgdlatahoz sziikséges, hogy (3.1.1) biol6giailag relevans legyen,
ami azt jelenti, hogy a fazistér pozitiv oktansa (pozitivan) invaridns legyen és a (3.1.1)
megoldasai értelmezhet6ek kell, hogy legyenek a [0, + oo) intervallumon. Mindezt a
témavezet6im belattdk a [17] tanulményban:

3.1.1. Tétel ([17]). A (3.1.1) rendszer pozitiv kezdeti feltételti megolddsai pozitivak
maradnak.

3.1.2. Tétel ([17]). A (3.1.1) rendszer pozitiv kezdeti feltételt kielégit6 megoldasai
egyenletesen korldtosak, pontosabban a fazissik pozitiv kvadransaban indulé
tetsz6leges pdlya az

Q::{(S,E,[)E]RS: 0<S+E+Ig%}

halmazba torkollik, ahol K > 0 alkalmas allando, 0 < p < min{ds,0g,0;}.

15



Ahhoz, hogy kiszamithassuk a (3.1.1) rendszer esetében az elemi reprodukcios

szamot, a rendszert az

(S,E.I) = F(S,E,I) — G(S,E.I)

alakba irjuk, ahol
0
F(SEI):=| 0

aSI
S+1

és

—A+ 8 — Bl + (¥ +65)S
G(S,E.I) = —S — kI + 0pFE
(k+ B8 +0r)l

o o A Y
&y = (Sp,Ep,Ip) = (53 ERAY S w),O)

betegségmentes egyenstilyi helyzetben az FésG tiiggvények Jacobi-métrixa

w + 55 0 a — 5
és DQ(@b) = —w 6E —K
0 0 kK+pB+46r

~

D./T"(be) =

o O O
o O O
Q* O O

alaki. A DF(&,) és DG(€,) matrixokat az aldbbi médon particiondljuk:

~

O
° 1. DE(&,) —

O F

J1 Jo
O G

A~

Df(@b) =

Y

ahol
F = 83]?3(&) = a és G = 8363(@1)) =K+ ﬂ + 5[-

Az FG~' kovetkezd generdcids métrix spektralsugara, illetve az elemi reprodukcids
rata igy
Ro=p(FG™) = ﬁ (3.12)
alaka (vo. [6]).
Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy R, mennyire fiigg az egyes paraméterektdl,
azaz megvizsgaljuk Ry-nak a paramétererekre vonatkozo érzékenységét. Ha a 7 fiigg6

valtoz6 az = paraméter fliggvénye, akkor m-nek az z-re vonatkozo6 érzékenységét a
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formuldval szamitjuk (vo. pl. [

g
PRo
v
v
PYRo
W

Ro

A (3.1.1) rendszer esetében az elemi reprodukciés szdm paraméterekre vonatkozé

A

ﬁo .

Or
Ro

Oy
O\

ORy
Oa

Oy
op

Oy
oY

oRy
Ok

oy
ddg

Oy
19l)5

IRy

96

). Igy

Am+5+&y0 0,

a
a(/£—|—5+51) . 1 1

a K+ B+ 0; ’
Bl+B+o)  —a 3

a (k+ B+ d5)? k+B+0r
¢(5+5+51)‘0 0,

a
K(k+B+6r) —a —K

a (k+ B+ 01)? k+B+0;
(Ss(li—i‘ﬁ—i‘é[)‘o 0’

a
(SE(FL—Fﬁ—F(S[)O 0’

a
dr(k+ B+ 05) ' —a -

a (k4 B+ 05)? k+B+0r

érzékenysége kapcsan, illetve (3.1.2) alapjan az alabbi kijelentések tehet6k:

e URo =1, ami azt jelenti, hogy az a paraméter 1%-kal térténd novekedése az Ry

szam 1% torténd novekedését vonja maga utén;

. \IIZ;O =0, \I/ZSQSO =0és \IIZSQEO = 0, ami azt jelenti, hogy R, nem fligg a ), a ds és a dp

paraméterektd];

. \Ilgo <0, VR0 < (és \IJZ;O < 0,azaz a 3, k és a §; paraméterek novekedésével R,

értéke csokken.

A 2.1.1. Tétel fényében az €, betegségmentes egyenstlyi helyzet stabilitdsat illetGen

az aldbbiak 14thatdk be.

17



3.1.3. Tétel. Az €, betegségmentes egyenstilyi helyzet lokdlisan aszimptotikusan
stabilis, illetve labilis, ha

k< a—f—d, ill. k>a—p0—9p

teljestil.

Bizonyitas. A (3.1.2) formula ismeretében nyilvdnvald, hogy
Ry <>1 — a<>k+ 0+ — k><a—0F—46;. I

A
k>a—[—0;f
feltétel ismeretében elmondhat6, hogy a fert6zott egyedek oktatdsa a betegségmentes
egyensulyi helyzetet stabilizdlja, mig a veszélyeztetettek esetében ez nem mondhato el:
oktatasuk hatastalan.

A 3.1.3. Tételbeli 4llitasbol jol 1atszik, hogy az R, elemi reprodukcits szdm kiiszobér-
tékként viselkedik a modell esetében. Felmeriil a kérdés, hogy mi a helyzet akkor, ha az
Ry szam 1-hez kozeli értéket vesz fel. Ehhez a [8] tanulmanybeli egyik tételt hasznaljuk
fel, amit a 3.1.4. Tételben ismertetiink.

Tekintsiik az
u = f(u,k) (3.1.3)

els6rendli autoném kozonséges differencidlegyenlet-rendszert, ahol & jatssza a bifurka-
ciés paraméter szerepét, amelyrdl feltessziik, hogy valamely «* kritikus értéke esetén a
k> k* esetben Ry < 1, illetve k < k* esetén R > 1. Feltessziik, hogy az f : R¥* xR — R?
fiiggvényre teljesiilnek a 2.1. alfejezetbeli (F1)-(F5) feltételek, tovébba f legyen legaldbb
kétszer folytonosan differencidlhaté. A xk paraméter tetszéleges értéke esetén legyen
u* a (3.1.3) rendszer egyenstlyi helyzete: f(u*,x) = 0, és tegytik fel, hogy u* stabilitdst
valt, ha a x paraméter keresztezi a x* kritikus értéket. Tegyiik fel tovabbd, hogy az
2 = 0,f(u*,xk*) matrix zérus sajatértékéhez tartozo sajataltere egydimenzids, majd
jelolje q és p az A métrix megfelels jobb és bal oldali nullvektorat (a zérus sajatértékéhez
tartoz6 jobb és bal oldali sajatvektorat), amelyekre a

p'q=(pq =1
feltétel teljesiilését irjuk el6. A B : R¥*xR? — R3, B : R? — R? fiiggvények bevezetésével

értelmezziik a

7B ) -
:U’ = Mchmj V= <p7B<q)>
szamokat, ahol
3 2 r *
Blay)= Y TEET e 2y,
Ao 9896k tee,
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*fi(&, :
Z agja: v (e{1,23})

3.1.4. Tétel ([8]). Ha v # 0 és

1. p < 0, akkor van olyan § > 0 szam, hogy * > x > ¢ esetén a (3.1.3)
rendszernek van a lokélisan aszimptotikusan stabilis endemikus egyenstlyi

helyzete;

2. > 0, akkor van olyan ¢ > 0 szdm, hogy v* < x < J esetén a (3.1.3)
rendszernek van labilis endemikus egyenstilyi helyzete.

Mivel Ry-at nem szokds bifurkaciés paraméternek tekinteni (vo. [3]), ezért a (3.1.1)
rendszer « paraméterét tekintjiik bifurkaciés paraméternek, ahol az R, = 1 értéknek
megfeleld kritikus érték: x* := a — 8 — d;. Vilagos, hogy

< K* <— Ro > 1,
K$ = K" — Ro =1,
> K — Ro < 1.

Jelolje 2 a (3.1.1) rendszer jobb oldaldnak a betegségmentes &, egyensulyi helyzetben,
illetve a x* kritikus értéknél vett Jacobi-matrixat, azaz legyen

b5 0  —a+p
A = 77/] —ig (Z_B_(SI
0 0 0

Lathato, hogy 2 zérus sajatértékéhez tartozo sajataltere egydimenzids, és a masik két
sajatérték negativ valos rész{i. Némi szdmoldssal azt kapjuk, hogy

(8 —a)/(0s + 1) 0
q:= | —(0s(B—a)+01(0s +¢))/(0p(ds +¢)) |, P:=]0
1 1

olyan jobb és bal oldali nullvektorai az 2 matrixnak, amelyre
p'a=(pq) =1

teljesiil. A B : R? x R? — R?, B : R® — R? fiiggvények az alabbi médon szamithatok:

O?Fy(
Z 85 ;g’l{ LYk (Z € {17273}>7
JYSk €=@b
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Za gg g: z; (i€ {1,23}),
J E-:@b
ahol a (3.1.1) jobb oldalara ( f1, f2, f3)(S,E,I) helyetta (Fy,F»,F3)(S,E,1,x) jelolést hasznal-
juk a x bifurkdcié paramétertdl valo fliggést hangsilyozandé. Mivel p; = 0 = ps, ezért
F és F, derivaltjai viszonylag konnyen meghatarozhatok. A F; minden masodrendi
derivéltja zérus, kivéve az aldbbiakat:

82F3(Q3b,li*) . 2a52 82F3<€b,/€*)

orr  —  (S+1p ~2a(0s +9), ook -

Ennélfogva

_ _a(55+¢) 2 _a(55+¢)

3 q; = 3 <0 és v=—-1#0.

Igy a 3.1.2. Tétel kovetkeztében van olyan § > 0 szdm, hogy 1 < R, < J esetén a (3.1.1)
rendszernek legalabb egy lokalisan aszimptotikusan stabilis endemikus egyenstlyi
helyzete van, azaz foreward transzkritikus bifurkéci6 1ép fel, ami azt jelenti, hogy
amint a bifurkéciés paraméter atlépi a kritikus értéket, a hataron 1év6 betegségmentes
egyenstlyi helyzet elveszti stabilitasét, és ,atadja azt a keletkezé endemikus egyenstlyi
helyzetnek” (vo. [5]).

Az alabbi tételben 0sszefoglaljuk a fentebb igazoltakat.

3.1.5. Tétel. Ha

1. k > k¥, akkor a (3.1.1) rendszernek pontosan egy &, betegségmentes egyensu-
lyi helyzete van a fazistér [S, £, 1] pozitiv oktdnsdnak hatdrdn, amely lokalisan
aszimptotikusan stabilis;

2. arx*szamra k* > k teljesiil, akkor az €, betegségmentes egyenstilyi helyzetb6l
egy Uj €. endemikus egyenstlyi helyzet bifurkalédik (amint « keresztezi a
k* értéket), tovabba &, elveszti stabilitdsat x* > x esetén.

3.2. Az elemei reprodukcids szam kiszamitasa a fenti rend-

szer diszkretizalt valtozataiban

3.2.1. Bevezetés

Differencidlegyenletek megoldasdnak kozelitésére szamos numerikus médszer 1é-
tezik. Az egyik legismertebb és legegyszer(ibb az explicit Euler-médszer, amikor is a
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(2.1.1)-beli u derivalt kozelitésére az

u(t+h) —u(t)
h
hanyadost hasznéljk, ahol i > 0 a 1épéskoz. Ezzel a helyettesitéssel (2.1.1) a kdvetkezd

alaku:
Xpi1 = Xp + hf(x,) (n € Np). (3.2.1)

Vildgos, hogy a (2.1.1) és a (3.2.1) rendszer u* egyensulyi helyzetei megegyeznek. A
(2.1.1) rendszer esetében az egyensulyi helyzetet az f leképezés zérushelyeként, a (3.2.1)
rendszer esetében pedig a F(x) := x + hf(x) leképezés fixpontjaként kapjuk meg:

f(u)=0 — u" = F(u") = u" + hf(u").
Lathato, hogy az egyensulyi helyzetben lineariz4lt jobb oldalak esetén
Jr(u*) = Iy + hJg(u"),
ahol I, jeloli a (d x d)-es egységmatrixot. Kovetkezésképpen (vo. [14])

® a (2.1.1) rendszer u* egyensulyi helyzete lokdlisan aszimptotikusan stabilis, ha
s(Je(u*)) <0, és

* a (3.2.1) rendszer u* egyensulyi helyzete lokalisan aszimptotikusan stabilis, ha
p(Je(u?)) < L.

Sok esetben a (3.2.1) rendszer nem 6rokli a (2.1.1) rendszer dinamikai tulajdonsagait
(vo. [1]), diszkretizacidval tobb szokatlan jelenségnek lehetiink tanti. Az alabbiakban
harom példan illusztrdljuk ezt dolgot. Az elsd példa az

i = ax — fa?
logisztikus egyenlet diszkretizaciéjaval kapott
Tpi1 = A, (1 — ) (n € Np)

dinamikai rendszer, amely az eredetit6]l markdnsan eltérd kvalitativ tulajdonsdgokat mu-
tat: perioduskett6z6 bifurkdciéval kaotikus viselkedés tapasztalhato (ill. bizonyithato)
benne. Mésodik példaként az

T=—x°,

differencidlegyenlettel foglalkozunk. Az explicit Euler-médszerrel diszkretizdlva az

Tpi1 = Ty — ha? (n € Np)

differenciaegyenletet kapjuk, amely 2-periodikus megolddassal bir:

2
On = (—1)”\/; (n € No,0 < h € R)
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(vo. [13]). Az
&= f(z) :=22(1 —x)
logisztikus differencidlegyenletbdl a médositott Euler-médszerrel (vo. [11]) torténd
diszkretizacidjaval az
h
tnes = 0] (504 30) )

differenciaegyenletet kapjuk. Belathat6, hogy mig a folytonos esetben a rendszernek két
egyensulyi helyzete van, a diszkretizaciéval kapott rendszernek mar négy egyensulyi
helyzete is 1étezik.

Mickens olyan nemsztenderd diszkretizaciés eljarast dolgozott ki (vo. [19]), amelyrol
bebizonyosodott, hogy a 1épéskozre tett bizonyos feltételek mellett a folytonos rendszer
dinamikai tulajdonsagait képes megorizni, ezért igen hasznosnak mutatkozik differen-
cidlegyenletek numerikus vizsgélata sordn (vo. [1]). Ezt a médszert a kovetkez8képpen
alkalmazzuk. A (2.1.1) rendszerben az u derivaltat az

u(t + ¢1(h)) — x(u)
2(h)
hanyadossal helyettesitjiik, ahol & > 0 a 1épéskoz,

0<¢s(h)=h+0(Mh*) (h—0) (ie{12})
(vo. [23]). Ilyen ¢ fiiggvényre szdmos példa ismert:

h,
sin(h),
¢i(h) = e —1,
1—e",

\ —1‘37”1, (A >0).

(

Ezzel a helyettesitéssel a (2.1.1) rendszer

X1 = Xn + 0(h) M (%0, X0 41) (n € Ny) (3.2.2)

alakua.

3.2.2. Az explicit Euler-médszerrel tortén6 diszkretizaci6

A (3.1.1) rendszert ez explicit Euler-mddszerrel diszkretizdlva az

aSy1, )
= - I, — — =: fE(S, E,.I
SnJrl Sn + h (>\ Sn + In + ﬁ n ¢Sn 5SSn) fl (Sna ny n)a
EnJrl = En +h (wsn + /f[n - 6EEn) = SE(SnaEnaL“Ja (323)

aSy1,
n = In h - In - In -9 ]n = b nyEnaln
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differenciaegyenlet-rendszert kapjuk. A folytonos esethez hasonléan, miel6tt kiszami-
tandnk az elemi reprodukciés szdmot, megmutatjuk a (3.2.3) rendszer megoldédsainak
nem-negativitasat és egyenletes korlatos voltat.

3.2.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a h 1épéskozre

Y S S
= min 9 =
a—|—¢+55 (SElf‘f‘ﬁ‘f‘(S[

teljestil. Ekkor

1. az Sy,Ep,1y > 0 kezdeti feltételek esetén a megolddsokra tetsz6leges n € N
esetén S, F,.1, > 0;

2. az Iy = 0 és az Sy, L, > 0 esetben barmely n € N indexre S,,,E,, > 0és I,, = 0.

Bizonyitas.

1. Teljes indukciét hasznélva tegyiik fel, hogy valamely n € N indexre S, ,E,,I,, > 0.
Ekkor,

e a )\ + 1, pozitivitadsa kovetkeztében elegend$ azt megmutatni, hogy

aSnIn . aIn
5n+h<—5n+jn—¢sn—5ssn) —Sn{l h<5n+ln+¢+5s>}>o,

azaz

al
1— h ) 1—nh ds) -
0< h(SnJrInjLer s)< (a+ 1+ ds)
fgy, ha h < h*, akkor f{¥ pozitivitdsa nyilvanvalé.

e a S, + kI, pozitivitdsa kovetkeztében elegend6 azt megmutatni, hogy
E,{1—-hég} >0, azaz 1—hég >0,

ami a h < h* esetben nyilvanval6an igaz, igy fs%(S,,E,,I,) > 0.

aS, 1,

az
At

pozitivitadsa kovetkeztében elegend6 azt megmutatni, hogy

L{l—h(k+B+01)} >0, azaz 1—h(k+B8+d)>0.

Ezért h < h* esetén f¥(S,,E,.I,) > 0.

2. Indukciét hasznalva lathat6, hogy ez az 4llitas a fentiek trividlis kovetkezménye. B
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3.2.2.2. Tétel. Ha a h 1épéskozre

h < %, ahol d = min{&s,éE,él},

akkor a 3.1.2. Tételben definialt 2 halmaz pozitivan invaridns.

Bizonyitas. Egy [17]-beli 6tletet felhasznalva képezziik (3.2.3) jobb oldaldnak dsszegét.
Ekkor a
Wy =5+ E, + I, (n € No)

sorozatra
Wioir =W, + h()\ — 055, —opFE, — 5I[n> (n € NO)

teljesiil. Az iménti becslés jobb oldala tovabb becsiilhetd:
W1 =Wy + h(XA =055, — 0gE, — 11,,) <W,, + hA — hdW,, = hA + W, (1 — ho).

Ez pedig nem més, mint egy els6rendfi linedris differencia-egyenltlenség. Teljes induk-
ciot hasznalva vagy egy [21]-beli (szintén teljes indukciéval bizonyithat6) formulédba
helyettesitve azt kapjuk, hogy

Wii1 < hA+(RA+W,_1(1—=h6)) (1 —hd) = hA+hA(1—hd)+W,,_1(1—hd)? (n € Np).
fgy 0 < hd < 1 kovetkeztében

= 1—(1—hé)" _
—ho) = ) 4 —hS) L < 1.
O<k§_1(1 hé) T <1 és 0<(1—=ho" <

Minden azt jelenti, hogy a h < ; feltétel a
Wn+1 < hA+ W, (n € No)
egyenl6tlenség fennallasat vonja maga utan. W

Koénnyen belathat6, hogy a (3.1.1) rendszer €, egyensulyi helyzete a (3.2.3) diszkrét
rendszernek is egyensulyi helyzete. Az €, egyenstlyi helyzetben linearizalva a diszkrét

rendszert a Jacobi-matrix

1—h(k+B+d —a) 0 0
JF(Gb) = h(ﬁ - CL) 11— h(@b + 55) 0
hk ha 1 —hog

alaku, ahol
F(Sy.Epn. L) = (Su,En,Iy) + hE(Sn,En, L) (n € No).
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A (3.2.3) rendszer €, egyenstlyi helyzetének stabilitasdra a Jy(€,;) Jacobi-matrix Schur-
stabilitdsa szolgaltat elegendé feltételt. A Jg(€&;) matrix pontosan akkor Schur-stabilis,
ha
—1<1—-hr+B+d—a)<]l <= —2<—-h(k+p+6—a)<0,
—1<1-=h(+ds) <1 — —2 < —h(¢ + dg) < 0,
—-1<1-hég<1 <— -2 < —hig <0,

hiszen Jg(€&,) als6 haromszogmatrix, igy sajatértékei a {64tl6 elemei. Nem nehéz belatni,
hogy ha h < min{h*,1/0} és

k+B+dr—a>0 — k>a— -0y, (3.2.4)

akkor teljestil a fenti stabilitasi kritérium. Ugyanerre az eredményre jutunk, ha kisza-
moljuk a (3.2.3) rendszer esetében az elemi reprodukciés szamot. A Jg(€,) métrixot a
2.2 alfejezetben ismertetett médon particionalva az ottani F' és 7' méatrixok

h 1—h 5
a 0] o T () + 5+ 61) 0

0 1 —h(y+ ds)

F=
h(f—a) 0O

alaktak lesznek. Igy, ha § > a és h < h* akkor F és T nem-negativ, ezért (3.2.4)
kovetkezményeként azt kapjuk, hogy a (3.2.3) rendszerre vonatkoz6 elemi reprodukcios

>:

szam az aladbbi mdédon szadmithato:

h(k+ B+ 0r) 0

Ry = mF«bT>UP(F' 0 h(¢) + 3s)

B [ an 0] [ 1/n(k+ B+ 00) 0
"\ ns=-a) 0 0 1/h(4 + b)

= P( ”zg”f ’ >=L.
it O K+ 0+0r

[gy kétszer is belattuk az alabbi tételben megfogalmazott 4llitést.

3.2.2.3. Tétel. Ha h < min{h*,1/4}, akkor

® az
Ro <1 <— k>a—[—0;

esetben a (3.2.3) rendszer €, egyenstlyi helyzete lokalisan aszimptotikusan
stabilis;

* az Ry > 1 esetben a (3.2.3) rendszer €, egyenstlyi helyzete labilis.
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sz 2

Nem korldtozédva a hataron 1év (epidemiolégiai rendszerekben betegségmentes
egyenstlyi helyzetre) belatjuk, hogy igaz az aldbbi

3.2.2.4. Tétel. Had € N, A € R™, B := [, + hA, tovabba teljesiil a

—max?(J(N)) — 2s(A)

A€ a(A) és a h < 2(A)

feltétel, akkor az s(A) < 0 egyenl6tlenség maga utdan vonja a p(B) < 1 egyenl6t-
lenség fennallasat.

Bizonyitas. Amennyiben a h 1épéskoz eleget tesz a

—max®*(S(N)) —2s(A)  —max*(F(\)) — 2maxR(A)
h< s2(A) B max? R (A)

feltételnek, akkor az A matrix minden A € o(A) sajatértékére

ioaz h
e igaz, hogy 3200 2R\
R2(N) ’

B =
e 1+ hA sajatértéke a B matrixnak;
e igaz az alabbi implikacidlanc:
REN)h+S2(N) +2R(N) <0

Y
h{R*(A)h+S*(\) +2R(N)} <0

Y
2hR(A) + h2R*(N\) + hS2 (M) < 0
Y
1+ 2R\ + APR2(N) + hS%(N) < 1
Y
(14 AR(N))? + AS*(N) < 1
Y
V(L +RR(N))2 + AS2(N) < 1
Y
11+ R2A = /(1 +hAR(N))2 +h32(N) < 1
Y

max |l +hA[<1. W
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A fenti allitds megforditasat az aldbbiakban fogalmazzuk meg.

—max?(I(N\)) — 2s(J¢(€))
s*(Je(€s))
feltétel teljesiilése esetén a diszkretizdlt rendszer &, egyensulyi helyzete ugyanolyan sta-

h < (\ € o (Jp(€)))

bilitasi tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint a folytonos rendszer ugyanolyan egyenstlyi
helyzete.

3.2.2.5. Tétel. Legyend € N, A € R ill. B := I, + hA. Ekkor a h lépéskoz
megvalasztasatol fliggetleniil igaz az

s(A) >0 = p(B) >1
implikécio.
Bizonyitas. Ha s(A) > 0, akkor A-nak van olyan A € o(A) sajatértéke, amelyre R(\) > 0.
Kovetkezésképpen igaz az aldbbi implikacidlanc:
RN+ S%(A) +2R(N) > 0
U
1+ 20R(\) + AR2(N) + 3% (M) > 1
Y

|14+ hA| > 1,
azaz p(B)>1. W

3.2.3. Mickens-féle nemsztenderd diszkretizacio

A Mickens-féle nemsztenderd diszkretizacioval (vo. [19]) a (3.1.1) autoném kozon-
séges differencidlegyenlet-rendszerbdl az

aSnJrlIn )

S, + 1,

Spi1 = Sp+p(h) (A — + B, — S, — 5ssn> = fM(S,,Spi1,En. 1),

En+1 = En + Sp(h) (wsn + /ﬁ;[n - 5EEn) = fy(snasn+17En:[n)a

aSn—l-l]n N
Sp+ 1,

[n+1 = [n + Sp(h) ( "f[n - 5[71 - 6IIn) = éV[(SnyanrlaEnaIn)

(3.2.5)
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differenciaegyenlet-rendszert kapjuk, ahol a ¢ fliggvény a 3.2.1 alfejezetben ismertetett
tulajdonsagokkal bir.

Hasonléan az explicit Euler-mdédszerrel kapott differenciaegyenlet-rendszer esetéhez
itt is meg kell mutatni (3.2.5) megoldédsainak nem-negativitdsat és egyenletes korlatos
voltat.

3.2.3.1. Tétel. Ha fennéll a

1 1 1
o(h) < h™ = min{ }

Y +0s 05’ K+ B+
egyenlStlenség, agy

1. az So,Ep,Iy > 0 kezdeti értékek esetén tetsz6leges n € N indexre S,,,E,,,I,, > 0;

2. Iy =0, illetve Sy,Ey > 0 esetén, han € N, akkor S,,,F,, > 0és I,, = 0.

Bizonyitas.

1. Teljes indukciét hasznélva tegyiik fel, hogy valamely n € N indexre S,,,E,,,I,, > 0.
Ekkor

e az els6 egyenletet az alabbi médon alakithatjuk:

aSn+11,
Sn+1 - Sn + Qp(h> (A - Sn—_—:—_l]n + Bln - an - 55571,)
U
al,p(h
Sni1 (1 + S i(]j) =S, +@h) A+ BI, — S, — d5Sy)
U

(Sn + @(h) (/\ + /6]71 - @DSn - 5SSn)) (Sn + [n)
Sy + I, + al,o(h)
Mivel az S,, + I, +al,p(h) nevezd pozitiv és S, + I,, > 0, elegendé megmutatni,

hogy

Sn—H - = flj\/[(SnEm]n)

Sp 4+ @(h) (A + BL, — 1S, — 65S,) > 0

teljesiil. Az explicit Euler-médszernél targyaltakhoz hasonléan a

egyenl6tlenségnek kell teljestilnie.

e a S, + kl, pozitivitdsa kovetkeztében elegendé megmutatni, hogy
E, {1 —¢(h)ég} >0, azaz 1 —¢(h)ég >0

ami p(h) < h** esetén nyilvanval6an teljesiil, igy f27(Sn,Sni1,En,1,) > 0.
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aSnJrl[n
Sy + 1,

I,{1—wh)(k+B+d)} >0, azaz 1—p(h)(k+p+6)>0

pozitivitdsa kovetkeztében elegend6 megmutatni, hogy

teljesiil. Ezért p(h) < h** kovetkeztében f37(S,,,Sn+1,En,1,) > 0.

2. Ez az 4llitas a fentiek és a rendszer alakjanak felhasznaldsaval teljes indukciéval
konnyen beldthat6. B

3.2.3.2. Tétel. A
o(h) < = ahol 0 := min{dgs,0p,07 }

feltétel fennalldsa esetén a 3.1.2. Tételbeli €2 halmaz pozitivan invaridns.

Bizonyitds. A 3.2.2.2. Tétel bizonyitasdban leirtakhoz hasonléan legyen ismét
W, =8, +E,+ 1, (n € Np).
Nyilvéanvalo, hogy
Woi1 =Wy +@(h)(A — 055, — dgE, — d11,,) (n € Np).
Az iménti jobb oldalt tovabb becsiilve
W1 = Wy+@(h)(A=05S, =05 Ey—011,) <W,+@(h)A=héW,, = @(h)A + W,,(1 — ¢(h)d)

adodik. Ez pedig nem maés, mint egy els6rendi linedris differencia-egyenlttlenség.
Teljes indukciét hasznalva vagy egy [21]-beli (szintén teljes indukciéval bizonyithato)
formuldba helyettesitve azt kapjuk, hogy

Wit < @(MA+ (e(MA+ Wi i (1 = ¢(h)9))(1 — ¢(h)d) =

= @A+ @)A1 = @(h)d) + Wor (L —@(h)0)*  (n€Ny).
Mivel 0 < ¢(h)d < 1, ezért

0< Zn:u _p(nyy = LU eDT (1= eyt < 1.

1= (1= p(h)d)

Ez azt jelenti, hogy a ¢(h) < } feltételbsl
Wit < (p(h))\ + Wy (n S No)
kovetkezik, aminek fényében az allitds bizonyitottnak tekinthets. B
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A (3.1.1), illetve a (3.2.5) rendszer betegségmentes egyensulyi helyzetét illetéen az
alabbi allitast fogjuk belatni.

3.2.3.1. Lemma. A (3.1.1) rendszer €, betegségmentes egyenstlyi helyzete a
(3.2.5) rendszernek is egyenstlyi helyzete.

Bizonyitas. Ha &, a (3.1.1) rendszer betegségmentes egyenstlyi helyzete, akkor annak
harmadik komponense zérus. Ennélfogva a kovetkezé egyenletrendszert kell megolda-
nunk:

Sn = S+ o(h) (A — Sy — 05Sn),  En = En+@(h) (0Sn — 65E,) .

A megoldés ugyanaz lesz, mint a folytonos esetben:

B A B WA
R AN O

Az €&, egyenstlyi helyzetben linearizdlva a Jacobi-matrix nem mds, mint Jea (&) :=

(€)1 [ |

1 —@(h)(k+ B+ —a) 0 0
¢’ (h)(dsa) + p*(h)A(a — ap) + o(MA(B —a) 1 —p(h)(¢ + ds) 0
e(h)k e(h)y 1 —p(h)og

Ahhoz, hogy a (3.2.5) rendszer €, egyensulyi helyzetének stabilitasat eldonthes-
siik, megvizsgaljuk a Jpu (€;) Jacobi-mdtrix Schur-stabilitasat. Vilagos, hogy Jew (&)
pontosan akkor Schur-stabilis, ha

—1<l—ph)(k+B+d—a)<]l <= —-2<—ph)(k+8+d —a)<0,
—1<1—p(h)(+ds) <1 — —2 < —p(h)(¥ +ds) <0,
—1<1—ph)e <1 = —2 < —p(h)og <0

teljestil, hiszen Jpu (€,) als6 haromszog-matrix, melynek sajatértékei a f6atlo elemei.
Léthat6, ha ¢(h) < min{h**,1/0} és
k+B4+dr—a>0 — k>a— -0y, (3.2.6)

akkor teljesiil ez a feltétel. Ugyanerre az eredményre jutunk, ha kiszamitjuk a (3.2.5)
rendszerre vonatkozo elemi reprodukcidos szamot. A Jpum (€,) Jacobi-matrixnak a 2.2.
alfejezetben ismertetett particidjaval lathato, hogy

P ap(h) 0]
v’ (h)(0sa) + ¢*(h)A(a — a) + @(R)A(B —a) 0
= T 1—o(h)(k+ B+ ) 0
B 0 1—p(h) (¢ +ds) |
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fgy a p(h) < h* feltétel teljesiilése esetén F és T nem-negativ, igy a (3.2.6) feltétel
kovetkeztében elmondhat6, hogy a (3.2.3) rendszerre vonatkozoé elemi reprodukciés
szam az alabbi médon hatdrozhaté meg;:

o [ e 86 0 )
Ry = p(F-(I,—T)™") p(F : . )
1/p(h) (1 + B+ 61) 0

_ p<F.

= P([ 2(h) (5 >+N<Z>Bi+(6’ )+ A(B—a) OD -
v sa)+e a—a —a
Sy 0 K+ B+ 07

0 1/o(h) (¥ + ds)

[gy kétszer is belattuk az alabbi allitast.

3.2.3.3. Tétel. Ha ¢(h) < min{h**,1/§}, akkor

* az
Ro <1 <— k>a—[—0f

esetben a (3.2.5) rendszer €, egyenstlyi helyzete lokalisan aszimptotikusan
stabilis;

* az Ry > 1 esetben a (3.2.5) rendszer €, egyenstlyi helyzete nem stabilis.

3.3. Az elemi reprodukcids szam meghatarozasa diffazio

jelenlétében

Ha a (2.3.1) rendszerbe diffizids tagot is beépitiink, akkor a rendszer nem mads, mint

8tS<I',t) = DsArS(r,t) + f1<S,E,[>,
O,B(r,t) = 0pAE(r,t) + fo(S,E.I), (rt) € A xRY), (3.3.1)
Ol (r,t) =0;AI(rt) + f3(S,EI)

ahol f;(S,E,I) ugyanolyan alakd, mint (3.1.1)-ben. Az &, betegségmentes egyenstlyi
helyzetben linearizdlva a

0:S(r,t) = 05A.S(r,t) — (¢ +65)S + (8 — a)l,
OHE(rt) =0pAcE(r,t) + S — 6gE + kI, (rt) € QA x RY) (3.3.2)
Ol(rt) =0/ A I(rt)+(a—Kr—p—06)F
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linedris rendszert kapjuk. Ebben az esetben a (2.3) alfejezetben bevezetett matrixok

S S E
1/) _5E —K

C:

alakuak, illetve
F=a és V:K‘FB‘F(S[

gy a 2.3.2. Tétel értelmében a (2.3.8) sajatérték-feladatot kell megoldanunk. Az egy-
szerliség kedvéért az (2 = (0,1) egydimenzids tartomdanyra szoritkozunk, és homogén
Neumann-feltételek teljestilését irjuk el6, azaz a

¢H:uw—w+6+ﬂﬂ

3 -¢ (a(0,1) intervallumon),  ¢'(0)=0=2¢'(1) (3.3.3)
I

peremérték-feladatot kell megoldanunk. Kisebb szamolas utdn lathat6, hogy (3.3.3)
megolddasa
P(x) = cos (\/Xx) (z €]0,1])
alaku, ahol
K+ B+ 05 — pa

A= ,
0

feltéve, hogy 5
A=km (k € Np).

A megfeleld sajatértékekre

K+ [+ 0r — knoy

Ay = (k) — P = .
fgy a 2.3.2. Tétel kovetkeztében

B 1 a
po K+ B+0r

Megallapithatjuk, hogy diffizié bevezetésével az R elemi reprodukciés szam ugyan-
olyan alak lett, ami arra enged kovetkeztetni, hogy diffzi6 jelenléte nem befolyésolja
dontden a jarvany terjedését.
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