TOPOLOGIKUS CSOPORTOK GENERIKUS TULAJDONSAGAI

ANETT KOCSIS

Kivonart. Toplogikus csoportok Baire-kategéria értelmében generikus tulajdonséagait vizs-
galjuk.

El8szor a megszamlalhaté diszkrét csoportok esetével foglalkozunk. Kiterjesztjiik
B. H. Neumann, H. Simmons és A. Macintyre algebrailag zart csoportokrél és a sz6-
problémarol sz616 klasszikus eredményét. I. Goldbring, S. E. Kunnawalkam és Y. Lod-
ha megmutatta, hogy a megszdmlalhat6 diszkrét csoportok terében minden izomorfia-
osztaly els6 kategoridju. Ezzel szemben mi beldtjuk, hogy a megszamlalhaté diszkrét
Abel-csoportok terében létezik egy generikus izomorfiaosztaly.

Ezutan ratériink a kompakt metrizalhat6 Abel-csoportok esetére. Pontrjagin-dualitdst
hasznédlva megmutatjuk, hogy a kompakt metrizalhaté Abel-csoportok terében van ge-
nerikus izomorfiaosztaly. Targyaljuk az osszeftiggéseket a megszdmlalhat6 diszkrét eset-
tel.

Végezetiil kompakt metrizdlhat6 csoportokat vizsgdlunk. Bizonyitjuk, hogy az altala-
nos kompakt metrizalhaté csoport nem 6sszefliggs és nem is totdlisan Osszeftiggéstelen.
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1. BEVEZETES

Ez a TDK dolgozat az [5] dolgozat alapjan késziilt. Eztiton szeretnék koszonetet mon-
dani tarsszerz6imnek (Elekes M., Gehér B., Kanalas K., Kétay T., Keleti T.), hogy bekap-
csolédhattam a kutatdsba. Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Elekes Marton-
nak a sok segitséget és tandcsot. A tételek bizonyitasait csak a 4-es szakaszban (ahol
kompakt metrizalhaté Abel-csoportokat vizsgalunk) mutatom be, mert ott volt a leg-
nagyobb hozzéjarulasom. A tovabbi részekben a tételeket nagyrészt bizonyitas nélkiil
mondom ki.

Minden topologikus csoportrél feltessziik a tovdbbiakban, hogy Hausdorff.

Motivacié. A Baire-kategoria értelemben vett generikus tulajdonsdgok vizsgdlata
a matematika sok teriiletén beliil elterjedt. Nagy irodalma van példdul a generikus
folytonos fliggvény viselkedésének.

Nemrég E. Akin, M. Hurley és]. A. Kennedy [1] kompakt terek generikus homeomor-
fizmusait vizsgéltdk. A. Kechris és C. Rosendal [15] homogén megszamlalhato struk-
tardk automorfizmuscsoportjait tanulmanyoztdk. Karakterizaltaltdk, hogy mely auto-
morfizmus csoportok hatdsainak lesznek generikus konjugugéltosztédlyai.

M. Doucha és M. Malicki [3] diszkrét megszamlalhat6 csoportok lengyel csoportokba
vett generikus reprezentacidjat vizsgaltak. I. Goldbring, S. E. Kunnawalkam és Y. Lod-
ha [9] megszamlalhat6 csoportok generikus algebrai tulajdonsagairdl hoztak ki szdmos
szép eredményt. Az 6 megkozelitésiik 1ényegében ekvivalens azzal, amit ebben a dol-
gozatban a 3-as szekciéban mutatok be.

27 2

Fé cél. A dolgozat {§ irdnya generikus tulajdonsagok feltdrdsa topologikus csoportok
terében.

Struktara.

A lengyel csoportok tanulményozésa a leir6 halmazelmélet egyik jol megalapozott
aga, melynek a lokalisan kompakt lengyel csoportok fontos alosztdlyat képezik. A
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klasszikus szovegekben megszokott médon figyelmiinket a két leginkdbb tanulmanyo-
zott alosztélyra korlatozzuk: a megszdmlalhat6 diszkrét csoportokra és a kompakt cso-
portokra.

Els6ként, megszdmlalhat6an végtelen diszkrét csoportok generikus tulajdonségait
mutatjuk be. A teret csoportszorzétablak természetes topologizacidjaval kapjuk.

Ezutan kompakt metrizalhaté Abel-csoportokra tériink at, itt egy univerzalis kom-
pakt Abel-csoport kompakt részcsoportjait a Hausdorff metrikdval ellatva kapjuk a te-
riinket. Ezt a teret S(TV)-vel jeldljiik, és a kompakt metrizalhaté Abel-csoportok tere-
ként fogunk ré hivatkozni. Ez a koncepcié kordbban is szerepelt a matematikan beliil:
[6]-ban vezették be a G kompakt csoport kompakt részcsoportjainak terét, ennek tulaj-
donsagairdl pedig [6]-ban és [7]-ben irtak.

Végiil pedig az 5-0s szekcidban, hasonl6 eszkozokkel, mint a kompakt Abel-csoportok
esetén definidljuk kompakt metrizalhat6 csoportok egy terét (a [I;>, SU(n) univerzalis
kompakt metrizalhat6 csoport segitségével).

1.1. Jelolés. Legyen N := {1,2,3,...}.
1.2. Jelolés. Legyen (X, ).en egy topologikus csoport. Ezutdn legyen

T [T Xe = TT Xe ((1),2(2),...) = ((1),...,2(n),1x,,,, I1x, 0, ---),
keN keN

és
T :kl_[Xk — X, (x(1),2(2),...) = x(n).

Vegyiik észre, hogy a 7, leképzések sziirjektiv homomorfizmusok tovabba hogy a
71 leképzések képtere kanonikus izomorfizmusba allithato [;_; Xj-val.

2. ELOISMERETEK
2.1. A KOMPAKT RESZCSOPORTOK TERE

Egy X topologikus térre jelolje (X ) az X nemiires kompakt részhalmazait. Ez egy
topologikus tér, ellatva a Vietoris topolégidval, ahol a kovetkez$ halmazok alkotnak
bazist:

(%) {KeK(X): KCU KNnVi#0,..., KNV, #0},
ahol U, V4, ..., V, nyilt halmazok X-ben.

Ha (X, d) metrikus tér, akkor K(X) szintén metrikus a Hausdoff metrikaval elldtva:
dy(K,L):=inf{e >0: K. D L, L. O K},
ahol A, az A halmaz e-kornyezetét jeloli. Ismert, hogy a Hausdorff metrika a Vietoris
topologiat indukalja. Az is jol ismert, hogy (K(X),dy) az eredeti (X, d) metrikus tér
szamos tulajdonsagat orokli. Példaul, ha X kompakt, akkor ha IC(X) is kompkat lesz.
([14, Subsection 4.F]).

Sziikségiink lesz a kovetkez§ kozismert lemmadra.
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2.1. Lemma. Legyenek X,Y topologikus terek. Eqy f : X — Y folytonos fiigguény a kovetkezd
folytonos leképzést indukdlja:

K(f): K(X)—=K(Y), K= f(K).

Bizonyitds. Konnyen ellendrizhets, hogy a bazisnyiltak &sei (x) alakban irhatok fel. [

Most ratériink a topologikus csoportok esetére.

2.2. Allitas. Legyen G egy topologikus csoport, ekkor a kovetkezd halmaz zdrt IC(G)-ben:
S(G) :=={K € K(G) : K részcsoportja G-nek}

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy
S(G)={KeKk(@): K-K'=K}.
Konnyen ellendrizhets, hogy ez valéban zart halmaz. (A 2.1-es lemma alapjan.) U

2.3. Definicié. A fent definidlt S(G) topologikus teret G kompakt részcsoportjainak te-
rének nevezziik. Vegyiik észre, hogy ha G kompakt metrizdlhatd, akkor S(G) szintén
kompakt metrizalhato lesz.

Sziikségiink lesz a kovetkez§ jol ismert allitdsra, amely [12, 1.6-0s tétel] egy specidlis
esete.

2.4. Tétel. Legyenek G és H kompakt csoportok. Ha ¢ : G — H sziirjektiv és folytonos
homomorfizmus, akkor eqyben nyilt is.

2.2. BAIRE KATEGORIA

Ebben a szekcidéban ismert tételeket és jeloléseket kozliink, melyek mind megtalal-
hatéak [14]-ben.

2.5. Definicié. Egy (X, 7) topologikus teret lengyel térnek neveziink, ha szepardbilis és
teljesen metrizalhat6 (vagyis létezik egy olyan d teljes metrika az X-en, ami a 7 topol6-
giat indukalja).

Vilagos, hogy a megszamlalhat6 diszkrét terek lengyel terek. Specidlisan 2 = {0, 1}
és N a diszkrét topologiaval ellatva lengyelek. A kovetkez§ allitdsok jol ismertek:

2.6. Allitas. Lengyel terek megszdamldlhat6 szorzata lengyel. Specidlisan, 2% és N* lengyel
terek barmely A megszdmldlhaté halmazra.

2.7. Definicié. Egy topologikus tér egy részhalmaza

sehol sem sfir{i, ha a lezartjanak tires a belseje,

elsé kateg6ridjt, ha megszdmldlhato sok sehol sem stirti halmaz unidja,
madsodik kateg6ridji, ha nem els6 kategoéridju,

rezidudlis, avagy generikus, ha a komplementere elsé kategoéridja.

2.8. Definicié. Az X topologikus tér Baire, ha minden nemiires nyilt halmaz masodik
kategoridju.
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2.9. Tétel (Baire kategoria-tétel). Minden teljesen metrizilhaté topoldgikus tér Baire.

Mivel alengyel terek teljesen metrizalhatoak, igy alkalmazhatjuk rajuk a Baire kategoria-
tételt.

Emlékeztetiink, hogy az X topologikus tér egy részhalmaza G, ha nyilt halmazok
megszdmlalhaté metszete. A kovetkezs jol ismert tétel karakterizalja, hogy lengyel te-
rek mely részhalmazai lengyelek.

2.10. Tétel. Egy lengyel tér eqy részhalmaza pontosan akkor lengyel, ha G. Specidlisan, a zdrt
alterek lengyelek.

Konnyt belatni a kovetkezét:

2.11. Allitas. EQy Baire tér eQy részhalmaza pontosan akkor rezidudlis, ha tartalmaz stirii G5
halmazt.

2.12. Eszrevétel. A 2.11-es allitds azonnali kovetkezmémye, hogy egy Baire tér egy F,
halmaza pontosan akkor méasodik kategoriaja, ha nemiires a belseje.

3. MEGSZAMLALHATOAN VEGTELEN DISZKRET CSOPORTOK

Ebben a szekcidéban Osszefoglalom Elekes M., Gehér B., Kanalas K., Katay T. és Ke-
leti T. eredményeit. Mindez részletesebben kifejtve megtalalhat6 [5] 3-as szekcidjaban.
Néhany tételt azért idéziink, mert motivdlja az [5]-ben vizsgélt kérdéseket, néhanyra
pedig szeretnénk hivatkozni a késSbbiekben.

3.1. A CSOPORTSZORZOTABLAK TERE

A 2.6-0s dllités alapjan N"™¥, vagyis a természetes szamokat tartalmazé végtelen
szamtablazatok tere lengyel. Nyiltzart bazisat adja a térnek a kovetkezé:

(1) {GGNNXN : G(nlaml) :klw-'vG(nlamZ) :kl}y
ahol n;,m;, k; € N, (i = 1,...,1). Akovetkezs részhalmazt fogjuk vizsgalni:
G:= {G e NN (G egy csoportszorzotabla, és 1 az egységelem } .

A Baire kategoria-tételt szeretnénk alkalmazni (2.9-es tétel) a G térben. A 2.10-es 4alli-
tas miatt elég belatnunk, hogy G az N"*N-nek G részhalmaza. Ennek bizonyitésa egy
konnyti szdmoldés (lasd [4, 3.1-es allitas]).

G-val jeloljiik azt a csoportot, amelynek alaphalmaza a természetes szamok, és G a
csoportszorzoétablaja.

3.1. Megjegyzés. Amikor G-beli elemekkel dolgozunk, a csoportelméletben hasznéla-
tos roviditéseket fogjuk haszndlni. Példaul a torzidcsoportokat a kovetkezSképp defi-
nidljuk

{GeG: VneNIkeNn" =1},
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a talan kicsit formélisabb, am megértést kevésbé segitl
{GegG: VYneNJkeN G(G(...G(G(n,n),n),...,n),n) =1}

k-szor

helyett.

3.2. Megjegyzés. Az inverzképzésnél is a szokdsos roviditésekkel éliink. Legyenek
n,m,k € N. Ekkor példual nm™"! = k-val roviditjiik a kovetkezdt : Vo (mex = 1 =
nx = k). Vilagos, hogy ez G egy zért részhalmazat jeloli. Azonban a csoportaxiomak
miatt a fenti ekvivalens a kovetkez§ allitdsal 3z (mz = 1 A nx = k), ami pedig nyilt
részhalmazt definidl. Vagyis nm ™' = k nyiltzért halmazt definial.

3.3. Eszrevétel. N'<! fent emlitett standard nyiltzart bazisa (1) megadja G egy nyiltzart
bazisat: a kovetkezd alaku halmazok

ahol I € N és n;,m;,k; € N minden i < [ esetén bazist alkotnak. A késGbbiekben

azonban hasznosabb lesz szdmunkra egy mésik bazisa G-nek.

3.4. Allitas. Alljamzk az {Uy,..., Uy} é {Vi,...,Vi} halmazok az xy, ..., x, karakterekbdl

képzett véges szavakbdl. Ekkor tetszoleges ay, ..., an, b1, ..., by, c1,...,c € N esetén a kovet-
kezd halmaz
k !
(3) {G < g . /\ Ui(al,...,an) = bz/\ /\ V}(Gl,...,&n) #Cj}
i=1 j=1

nyiltzdrt. Emellett az ilyen alakii halmazok G egy nyiltzdrt bdzisdt adjdk meg.

Bizonyitds. Ez a halmazcsaldd a fenti (2) bazis kiterjesztése, igy elég belatni, hogy nyilt-
zértak az elemei. Mivel a nyiltzart halmazok algebrat alkotnak, igy feltehets, hogy
egyetlen W sz6 és egyenl6ség esete van.A bizonyitast a W sz6 hosszdra vett indukcié-
val, és 3.2-es megjegyzésben hasonl6 gondolatmenettel kapjuk. 0

3.5.Jelolés. HaBegy {G € G : Vi,j <k (i-j = m,;)} alakti bazisnyiltzart halmaz, ahol
k € Nésm;; € Nminden i,j < k esetén, akkor legyen supp B := {1,...,k} U{m;; :
i,j < k}.

3.6. Eszrevétel. Egy fontos észrevétel, hogy a permutaciék homeomorfizmusokat in-
dukélnak. Legyen ¢ : N — N egy 1-et fixen tart6 bijekci¢. Ekkor az altala indukalt A, :
G — G homeomorfizmus alatt a kovetkez6t értjiik. Intuitivan h,(G)-t G struktirajanak
p-vel val6 atrendezésével fogjuk definidlni. Precizebben, barmely G € G esetén a h,(G)
csoportszorzotablat a kovetkezd egyenlettel definidljuk: i - j := o(G(p (i), 1(4)))

minden 4, j € N esetén. Vagyis ¢ egy G és h,(G) kozotti izomorfizmus. Konnyt belat-
ni, hogy h, valéban homomorfizmus.

3.2. ABEL-CSOPORTOK

Ebben a szekciéban belatjuk, hogy létezik a generikus megszdmlédlhatéan végtelen
Abel-csoport. Vagyis beldtjuk, hogy van rezidualis izomorfiaosztdly az A := {G € G :
G Abel-csoport} részhalmazon beliil. Nem tériink at az additiv jelolésre.
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Els6ként vegyiik észre, hogy
A={GeG: Vnk(nkn 'k =1} = N {GeG: nkn 'k ' =1}
n,keN
G-nek zart részhalmaza, vagyis lengyel tér.

3.7. Megjegyzés. Konnyt belatni, hogy A C G belseje iires, kovetkezésképp sehol sem

stirdi. [gy valamely P C G-ben elsé kategoridju tulajdonsag esetén PN.A lehet rezidudlis
A-n belil.

A kovetkez6 allitas jol ismert (1asd [8, 4-es fejezet, 3.1-es tétel]).

3.8. Tétel. Minden oszthaté Abel-csoport a kovetkezdként irhatd fel:

(@ Z[p“’}”’”) D Q(1)7

peP

ahol P a primszdmokat jeloli, Z[p™| a jol ismert Priifer p-csoport, I és I, tetszbleges index-
halmazok, tovdbbd barmely G csoportra és J indexhalmazra G\)-nel jeloljiik a @;c; G direkt
0sszeget.

Legyen A € G olyan, melyre
A= Pzp=®.

peP

3.9. Megjegyzés. Egy masik jol simert allitds szerint minden Abel-csoport bedgyazhat6
egy oszthat6 Abel-csoportba (lasd [8, 4-es fejezet, 1.4-es tétel]). Vagyis a 3.8-as tétel
értelmében minden megszamlalhat6 Abel-torzidécsoport bedgyazhat6 A-ba.

3.10. Megjegyzés. Ha G egy oszthat6é Abel-torzidcsoport, akkor felthat6 a 3.8-as tétel-
ben kimondott formdban. Ha minden véges Abel-csoport bedgyazhaté G-be, akkor 1,
minden p € P esetén végtelen kell legyen, mivel G-nek végtelen sok p-edrendi elemet
kell tartalmaznia minden p primszamra. Ha G megszamlalhat6, akkor /, megszam-
lahaté minden p-re. Tehat A az izomorfia erejéig egyetlen megszamlalhat6, oszthato
Abel-torzidcsoport, amely minden véges Abel-csoportot tartalmaz (izomorfia erejéig).

3.11. Allitas. A kovetkezd halmazok Gs részhalmazdt alkotjdk A-nak.
D:={G € A: G oszhatd}, T :={G e A: G torziécsoport}

F :={G € A : minden véges Abel-csoport beigyazhaté G-ba}
Bizonyitds. Definici6 szerint:

D={GeA:Vn,keNImeNm =n)}= (| | {GeA: m"=n},

n,keN meN

nyiltzért
ami nyilvan G; halmaz A-ban. Ujra a definiciét alkalmazva,

T={GeA: neNIFkeN@n'=1)}= |J {Ged: n* =1},

neN keN

nyiltzart
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ami szintén G; része A-nak. Vegyiik észre, hogy megszamlalhat6an végtelen sok vé-
ges Abel-csoport 1étezik, igy elég megmutatni, hogy barmely lerogzitett I7 véges Abel-
csoport esetén £y = {G € A : H bedgyazhaté G-ba} halmaz G;. Legyenek H elemei

{h1,...,h,}. Barmely G € A esetén H pontosan akkor dgyazhat6 be G-ba, ha léteznek
paronként diszjunk gy, . . ., g, € Nszamok, melyekre ha H-ban teljestil, hogy h;-h; = Iy,
akkor G-ben teljesiil, hogy ¢, - g; = g; minden 7, j,! < n esetén. Vagyis,

EgNA= U N {GeA: g gi=a},

g1y-,gn €N hi,hj,hi€H,
péaronként kiilonb6z8  h;-hj=h;

ami nyilt A-ban. O

A 3.10-es megjegyzés alapjan tudjuk, hogy az Z, := {G € G : G = A} izomorfiaosz-
taly felirhat6, mint AND N T NF, ami G része A-nak. Most megmutatjuk, hogy stirti
része A-nak.

3.12. Allitas. Az T, izomorfiaosztdly siirti A-ban.

Bizonyitds. Rogzitstink le egy tetsz6leges nemiires nyiltzart baziselemet: B = {G € A :
Vi,j < k(i-j7 = m;;)}, ahol k € Nésm,;; € Nminden i,j < k. Vélasszunk egy
tetsz6leges H € B csoportszorzotéblat, és egy K oszthaté Abel-csoportot egy ¢ : H <
K beagyazassal; ilyen K 1étezését a 3.9-es megjegyzés biztositja. Nyilvan K vélaszthat6
megszamlalhaténak. Legyen K a kovetkezé alaku:

(airs) s

peP

Vegyiik a ¢(supp B) C K véges halmazt (3.5). Minden = € ¢(supp B)-nek véges sok
nemnulla z; koordindtdja van (i € Ik). Legyen n olyan természetes szdm, amely na-
gyobb, mint 2 - max{|z;| : = € p(suppB),i € Ix}. Legyen N az a részcsoportja K-nak,
amelyet a ((0,0,...),(0,...,0, n, 0,...)) alakd elemek generdlnak minden r € Ij-ra.

Legyen ¢y : K — K /N a faktorleképzés. Vilagos, hogy K/N a kovetkezs lesz:

(GD Z[poo](lx,p)> fan (Q/nz)(b{)'

peP

Ez egy megszamlalhat6 Abel-torziécsoport, vagyis van egy v : K/N — A bedgyazas
a 3.9-es megjegyzés miatt. Vegyiik észre, hogy v oy o ¢ : H — A egy olyan homo-

morfizmus, amely n és N vélasztdsa miatt injektiv a supp B C H halmazon. Vagyis
létezik egy olyan ¥ : N — N bijekcio, ami kiterjeszti a véges (v 0 ¥ o plsupps) " bijek-
ciét. Egy ilyen -t véve teljestiil, hogy hy(A) € B, hiszen H és hy(A) megegyeznek a
{1,...,k} x{1,...,k} halmazon (ahol hy a 3.6-0os megfigyelésben bevezetett indukalt

homeomorfizmus). Mivel hy(A) = A, megallapithatjuk, hogy Z, stirti .A-ban. O

3.13. Kovetkezmény. Az 74 izomorfiaosztily rezidudlis A-ban.
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4. KOMPAKT METRIZALHATO ABEL-CSOPORTOK
4.1. PONTRJAGIN-DUALITAS

Emlékeztetjiik az olvasét a Pontrjagin-dualitds definiciéjara és néhdny alapveté tu-
lajdonséagara. Jeloljiik a korcsoportot T-pal. Egy G lokdlisan kompakt Abel-csoport
(innentsl LKA csoport) Pontrjagin-dualisat G-vel jelsljiik, és a x : G — T folytonos
csoporthomomorfizmusok halmazat értjiik alatta, elldtva a pontonkénti szorzas mtive-
lettel és a kompakt-nyilt topolégiaval. Ekkor G szintén LKA csoport lesz (lasd [18, 1.
fejezet]). Emlékeztetiink a kovetkezdre:

4.1. Tétel (Pontrjagin-dualitds tétele). Leqyen G LKA csoport, ekkor a dudlisdnak dudlisa,

vagyis G kanonikusan izomorf G-vel.

Hogy késébbiekben tudjunk rajuk hivatkozni, felsoroljuk a Pontrjagin-dualitds né-
hény tulajdonsagat.

4.2. Allitas. Legyen G' LKA csoport, ekkor teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) Egy A LKA csoport bedgyazhaté G-be <= A faktora G-nek. [18, Theorem 2.1.2.]

(2) (A;)ien kompakt csoportok egy sorozatdra tudjuk a kovetkezot: H A = @ﬁ,—. [18,
ieN ieN

Theorem 2.2.3.]
(3) G kompakt <= G diszkrét. [18, Theorem 1.2.5.]
(4) G véges <= G véges. (A (3)-as dllitdsbél és a Pontrjagin-dualitds tételbdl vildgos.)

(5) G kompakt metrizdlhaté <= G diszkrét és megszamldlhaté. [16,96. oldalon talélhato
kovetkezmény]

(6) G kompakt és torziomentes <= G diszkrét és oszthaté. [16, Theorem 31.]

(7) G kompakt és totdlisan dsszefiiggéstelen <= G diszkrét torziécsoport. [16,99. oldalon
1évE kovetkezmény]

(8) AT dudlisa 7. [18, 12-13. oldal]
4.2. A KOMPAKT METRIZALHATO ABEL-CSOPORTOK TERE

T-t 4gy tekintjiik, mint az R/Z additiv csoportot, vagyis a val6és szamokat modulo
1, és a szokdasos dr metrikat hasznaljuk. Vildgos, hogy a korcsoport kompakt metrizal-
hat6é Abel-csoport (innentél KMA csoport). Jelolje TV a T megszamlalhatéan végtelen
direkt szorzatét sajat magdaval. Ez persze ismét egy KMA csoport, tovabbd minden zart
részcsoportja TV-nek szintén KMA csoport. TV-n a kdvetkezd metrikat tekintjiik:

d(l‘,y) = Z —dT(x(n),y(n))

n=1
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Megjegyezziik, hogy a 4.2-es llitas (2) és (8) pontjai szerint a TV dudlisa F := ZM.
Az (1) pont szerint egy G KMA csoport akkor és csak akkor dgyazhat6 be TV-be, ha a
megszamlalhato diszkrét Abel-csoport G az F egy faktorcsoportja. Mivel F' a megszam-
lalhatéan végtelen sok elem altal generalt szabad Abel-csoport, igy minden megszam-
lalhaté diszkrét Abel-csoport F' hanyadosa, tehat minden KMA-csoport bedgyazhat6
TN-be. Masképp mondva, minden KMA csoport izomorf (mint topologikus csoport) a
S(TV) valamely elemével (2.3-as definicio).

fgy (S(TV), dyr)-t tekinthetjiik a KMA csoportok terének (itt d; a d altal indukalt Hausdorff-
metrika). Egy hasznos észrevételt tesziink a S(T")-beli véges csoportokrol.

4.3. Definici6. Egy G € S(TV) csoportra G tartéjat a a kovetkezképp definidljuk
supp(G) :={n € N: g € G (g(n) #0)}.

4.4.Jeldlés. Jelolje F a véges tartoju véges csoportok halmazat S(TV)-ben.

4.5. Allitas. F stirii S(TV)-ben.

Bizonyitds. Rogzitsiink le egy ¢ > 0 szdmot és K € S(T") csoportot. Mivel 7, (K) i K
(ahogy n — oo, 1.2-es jeldlés), feltehets, hogy K < TV x {0} x {0} x ... valamely
N € Nesetén. Azért, hogy a jelléseink konnyebben érthetSek legyenek, TV -et irunk, a
formélisabb, de kissé bonyolultabb TV x {0} x {0} x ... helyett. A kovetkezd metrikat
hasznéljuk: dp~ (z,y) == SN, dp(x(i), y(i)).

Legyen xy, x5 ... 1 egy véges 5-hdlo K-ban, és rogzisiink egy M természetes szamot,
melyre M > 2k

c °

Sziikségiink lesz a Dirichlet-féle approximacios tétel szimultdn valtozatara. [19, 27-es
oldal].

4.6. Tétel. Legyenck o, ..., valds szamok, és legyen () egy pozitiv egész. Ekkor létezik

d .7 . _ Pi A g ; _
Ps---Pasq € Z,1 < q < Q"1igy, hogy |o; v < g minden1 < i < d-e.

Ezt a tételt alkalmazzuk az d = kN és () = M helyettesitéssel az
(1), ... 2 (N),...2k(1),... 2x(N)

valés szdmokra. Igy kapjuk a pl,...pk,...ph, ... pl és q egészeket, amelyre 1 < ¢ <
M*N  tovabba

1 €

| P S
qM  2qkN

zi(j) q

Az utolsé egyenlStlenség az M-re vonatkozoé feltevésiinkbdl kovetkezik.

Eszerint a koron teljesiil, hogy dr <ZEZ(j ), Z}) < 2q2 v minden1 <i < késl < j <

IA
=
2

N esetén. Legyen L a generélt részcsoport <(p% p}V> e (ﬂf, . p?V)>
q

q’ 7 q 7 q

Vegyiik észre, hogy L véges.
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Azt allitjuk, hogy du (L, K) < . Els6ként belatjuk, hogy L. 2 K (L. az L halmaz
e-kdrnyezete). Ez valoban igaz, hiszen x1, x5, . .., 2, a K-ban egy 5-halo volt, és

P pj 5 e
do (2 (P2 d N= <
TN(“T (q Q>> Z T<x ><2qu 2q

K. O L megmutatdsdhoz vegyiik észre, hogy L minden eleme a kovetkez&képp ir-

hato:
Zk:l <p1 pN)

-1 q

l\D\(‘n

ahol/; € Z,0 <l; < ¢gminden 1 < ¢ < k-re, igy

k k N i
m(ZmZzl (pl pg)) <33 dqr(%(') 1;) <k-Noggim =

=1 j5=1

vagyis az allitas teljesiil, hiszen 3% | l;z; € K. O

4.3. A REZIDUALIS IZOMORFIAOSZTALY

4.7. Tétel. Létezik a generikus kompakt metrizilhatoé Abel-csoport. Vagyis létezik eqy rezidudlis
izomorfiaosztdly S(TV)-ben. Nevezetesen, ez az izomorfiaosztdly a

Z = H(Zp)N

peP

ahol P a primszdmok halmaza, Z,, pedig a p-adikus egész szdmok csoportja.

4.8. Megjegyzés. A 3.10-es megjegyzésben megmutattuk, hogy A = @,cp Z[p=|™ az
izomorfizmus erejéig egyetlen megszamlalhaté Abel-csoport, ami oszthato, torziécso-
port és minden véges Abel-csoportot tartalmaz izomorfia erejéig. J6l ismert, hogy Z
a p-adikus egészek additiv csoportja éppen Z[p>| Pontrjagin-dudlisa (lasd [11, 25.2]);
vagyis a 4.2-es 4llitas (2)-es pontjabol kovetkezik, hogy Z éppen A Pontrjagin-dualisa.
Vagyis a 4.2-es allitas (1), (4), (6) és (7)-es pontja alapjdn Z az (izomorfia erejéig) egyetlen
KMA csoport, amelyre igaz, hogy torzidmentes, totdlisan dsszeftiggéstelen és minden
véges Abel-csoport el6éll faktoraként.

fgy a 4.7 tétel bizonyitdsadhoz elegends annak ellendrzése, hogy ez a hdrom tulajdon-
sag teljesiil-e a generikus K € S(TV)-re, amit a kovetkez6 hdrom lemmaban tesziink
meg.

4.9. Lemma. A generikus K € S(TV) esetén minden véges Abel-csoport eldill mint K faktora.

Bizonyitds. Legyen
B, := {K € S(T") : minden A véges Abel-csoport el6all K faktoraként}.
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Emlékeztetiink, hogy minden kompakt csoport esetén a csoport faktorai és folytonos
homomorf képei megegyeznek, igy

B, = N {K € S(T"): 3¢ : K — A folytonos sziirjektiv homomorfizmus}.
A véges Abel-csoport

Mivel megszamlalhat6 sok véges Abel-csoport 1étezik izomoria erejéig, igy elegendd
belétni, hogy egy rogzitett véges A Abel-csoportra a kovetkezs részhalmaza S(TV)-nek
strd nyilt:

Ba:={K € S(T"): J¢p: K — A folytonos sziirjektiv homomorfizmus}.
1. allitas B, nyilt S(TV)-ben.

Legyen {a1,as,...,a,} az A elemeinek egy felsoroldsa. Egy rogzitett X' € B4 esetén
legyen ¢ : K — A egy folytonos sziirjektiv homomorfizmus és legyen H := Ker ¢.
Ekkor vegyiik a kovetkez$ particiot: K = U, (ki + H), ahol k; € K és p(k;) = a;.
Vegyiik észre, hogy k; + H kompakt minden i esetén, és legyen

0 = min{dist(k; + H, k; + H) : 1 <i,5 <mn,i#j}>0.

Azt éllitjuk, hogy By, (K : g) C Bj. Elegendé belatni, hogy barmely L € By, (K : %)-hoz
taldlhatunk egy v : L — A folytonos sziirjektiv homomorfizmust. Legyen L; := L N
(k;+H) 5 ekkor 9 vélasztdsa miatt U], L, megadja L egy particidjat nemiires diszjunkt
nyilt halmazokra. Definialjuk -t a kovetkez6képpen: 1) (z) = a; pontosan akkor, ha
x € L;. ¢ folytonossagéat konnyti leellendrizni, a sziirjektivitas pedig kovetkezik abbdl,
hogy minden L, nemiires. Elegendd tehat megmutatni, hogy ¥» homomorfizmus.

Vegyiink tetszbleges [; € L; ésl; € L; elemeket. Ekkor létezik z; € k; + H és x; €
k?j + H, melyre dTN(CL’Z’,lZ‘) < %, dTN(ZL’j,l]‘) < %, w(lz) = QO(ZEZ) = a; és 1/)(l]) = QO(IJ) = a;.

Vegyiik észre, hogy
d
dTN(l‘i+Ij, lz—f-lj) S drﬂ*N(l’i—l—Ij,ZEi—f—l]‘)—f-d'H-N(l‘i—Flj, lz—f—l]) = dTN(JZj,lj)+dTN(ZEi,Zi) < 5,

kovetkezésképp l;+1; € (z;+z;+H) 5 Mivel L C K 2,18y 0 valasztasa miatt kovetkezik,
hogy I; +1; € (z; + x; + H)s. fgy a ¢ definici6jat hasznalva kapjuk, hogy w(l; + 1;) =
o(z;+x;) = a;+a;. Kovetkezésképp 1 homomorfizmus, igy az 1-es Lemma bizonyitasat
befejeztiik.

2. allitas B, stirti S(TV)-ben.

A 4.5-6s allitas alapjan elegendd F elemeit megkozeliteni B 4-beli elemekkel. Rogzit-
stink egy tetszGleges I’ € F csoportot, és ¢ > 0-t. Legyen N € N olyan, melyre 5 < ¢
és {1,..., N} D supp(F'). Mivel A KMA csoport, létezik

p: A= {0} x...x {0} xTxT...

N-szer

bedgyazasa. Az a H részcsoportja TN-nek, amely F és (A) altal generélt, izomorf lesz
F x A-val. Vagyis létezik természetes I — A folytonos sziirjektiv homomorfizmus,
valamint dy (H, F) < ¢, hiszen 7y (H) = mn)(F) és 55 < €. O

4.10. Lemma. A generikus K € S(TV) torziomentes.
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Bizonyitds. Legyen
By := {K € S(T") : K torziémentes}.
Megmutatjuk, hogy B, stirti G5 részhalmaza S(T")-nek.
Allitas B, G; részhalmaza S(TV)-nek.
Legyen f, : TN — TV as f,, : x = n - z. Vilagos, hogy f,, folytonos, és
By={KeST): vnkeN (0¢ f,| K\ B(0,1)])} =

= N {KeSM): KnB(0, 1) nf{o}) =0

n,keN

zart

nyilt

Lemma 2. B, s{ir(i részhalmaza S(T")-nek.

Ismét a 4.5-0s 4llitds miatt elegendd F elemeit megkozeliteni. Rogzitsiink le egy tet-
szlleges F € F csoportot és ¢ > 0 szdmot. Legyen N € N olyan, hogy ;& < ¢ és
{1,...,N} D supp(F). A 4.7-es tételnél latottakhoz hasonléan, legyen Z = [[,cp(Z,)".
Ez egy torzidcsoport (4.8-as megjegyzés). Mivel Z KMA csoport, 1étezik egy

0:Z —=>{0}x...x{0}xTxTx...

N-szer

bedgyazds. Amint mar a 4.8-as megjegyzésben is lattuk, minden véges Abel-csoport
el6all, mint Z faktora. Mivel Z és ¢(Z) izomorfak, 1étezik egy 6 : ¢(Z) — F folytonos
sziirjektiv homomorfizmus. Vegyiik most a kovetkez§ leképzést:

®:Fxp(Z)—=FxF, ®fz):=(f0)).

(Precizebben, F' x p(Z) helyett azt a részcsoportot vessziik TV-ben, amelyet F' és p(Z)
generdlnak, akarcsak a 4.9-es lemma bizonyitasdnak végén. A jelolések egyszertsitése
végett az el6bbi jeloléssel dolgozunk.) Vildgos, hogy ® folytonos sziirjektiv homomor-
fizmus. Az F = {(f,f) : f € F} < F x F diagonalis részcsoportot tekintve kapjuk a
K := & 1(F) € S(TV) csoportot. Azt allitjuk, hogy K torziémentes, és dy (K, F) < «.

Tegytik fel, hogy (f,z) € K\ {(0,0)} (ahol f € Fésx € p(Z))ésn(f,z) = (nf,nx)=
(0,0) valamely n € N-re. Mivel x € ¢(Z), és ¢(Z) torzidmentes, kapjuk, hogy = = 0.
Masrészt (f,x) € K miatt 6(z) = f, vagyis f = 0. Igy K valéban torziémentes.

Vegyiik észre, hogy mn(K) = mn(F), tehédt dy (F, K) < e. Ezzel a 2. lemma bizonyi-
tasat befejeztiik. O

4.11. Lemma. A generikus K € S(T") totdlisan dsszefiiggéstelen.

Bizonyitds. Legyen
B; == {K € S(T") : K totélisan dsszefiiggéstelen}.

Azt kell megmutatni, hogy generikus K € S(TV) esetén {0} az dsszefiiggségi kompo-
nens. Vegyiik észre, hogy barmely ¢ : K — F véges Abel-csoportba mené folytonos
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homomorfizmus esetén az egységelem Osszefliggdségi komponense része Ker p-nek.
Legyen

létezik egy F,, véges Abel-csoport és egy folytonos }

L Ny .
By:= () {K €S(T) ¢n : K — F, homomorfizmus, melyre diam(Ker(¢,)) < %

neN

Un

Mivel B, C B;, igy elegendd megmutatni, hogy B; stirti G részhalmaza S(TV)-nek. A
stirtiség azonnal ad6dik a 4.5-6s 4llitasbol, hiszen minden véges csoport eleme B;-nek.

Allitas. Az U, halmazok nyiltak.

Vegyiink egy tetsz6leges K € U, halmazt. Rogzitsiink egy véges F,, Abel-csoportot
és egy ¢, : K — F, folytonos homomorfizmust, melyre diam(Ker(y,)) < <. A 4.9-
es lemma 1-es allemmadjanak bizonyitdsaban latottakhoz hasonléan, barmely ¢ > 0
esetén egy K-hoz elegendGen kozeli L € S(TV) csoportot vélasztva, ¢, indukal egy
Yy, + L — F, folytonos homomorfizmust, melyre Ker(¢,) C (Ker(y,)).. Ekkor € :=

L (L — diam(Ker(p,))) tantsitja, hogy U, nyilt. O

4.4. MEG NEHANY $ZO A MEGSZAMLALHATO ABEL-CSOPORTOKROL

A 3.2-es szekcidban bevezettiik a megszamldlhatéan végtelen Abel-csoportok A len-
gyel terét. Most egy mésfajta megkozelitést mutatunk be, és targyaljuk az A és az S(TV)
térrel valo kapcsolatat. Ahogy a 3.2-es szekcidban, itt sem hasznalunk additiv jelolést
az A elemeiben.

4.12. Jel6lés. Emlékeztetiink arra, hogy Z™ a Z énmagaval vett megszdmlalhatoan

végtelen direkt dsszege. Jelolje A’ ZM részcsoportjainak halmazat a 22" Cantor-térbsl
orokolt altér topologidval elldtva.

Konnyen ellendrizhets, hogy A’ zart része 22" -nak, kovetkezésképp A’ lengyel. (v.o.
[9, 16-17. oldal].) Mivel minden megszédmlalhaté Abel-csoport faktora Z™-nek, igy A’
segitségével definidlhatjuk, hogy mit értiink megszdmldlhat6 Abel-csoportok generi-
kus tulajdonsagén:

4.13. Definicié. Egy P csoporttulajdonsag .A’-generikus, ha
{H e A': Z®™/H rendelkezik a P tulajdonséggal}

rezidudlis halmazt alkot A’-ben. (Ahol megszdmlédlhaté Abel-csoportok P csoporttu-
lajdonséga alatt Z™ faktorainak egy izomorfia-invaridns részhalmazat értjiik.)

A kovetkezé tétel a [6, 14-es tétel] egy specidlis esete .

4.14. Tétel (Fisher—Gartside). Létezik kanonikus homeomorfizmus A’ és S(TV) kozott.

A bizonyitds vdzlata.
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4.15. Jelolés. Legyen H egy rogzitett lokdlisan kompakt Abel-csoport, tovabba legyen
H a Pontrjagin-dudlisa. Legyen G zart részcsoportja H-nak, ekkor G annihilatorat a
kovetkez&képpen definidljuk:

Am(G) :={x € H : Ya € G (x(a) = 0)}.
Vegyiik észre, hogy Ann(G) H részcsoportja.

Mivel barmely G KMA csoport bedgyazhat6 a TV-be, ezért G annihilatora a Z™ egy
részcsoportja, azaz Ann(G) € A'. Igy a kanonikus leképzés, amely egyben homeomor-
fizmus is lesz A’ és S(TV) kozo6tt, maga Ann. O

Jol ismert, hogy egy G < TN részcsoport esetén a G és TN/ Ann(G) izomorf (lasd
[18, 2.1.2.-es tétel]). Kovetkezésképp a @, p Z[p>]™ csoporttal valé izomorfia (amely
a 4.7-es tételben szerepl$ Z duadlisa) A’-generikus. Emlékezziink vissza azonban, hogy
ennek a csoportnak az izomorfiaosztdlya .4-ban is rezidudlis. Természetes kérdés, hogy
van-e olyan egyszer topolégiai kapcsolat A és A’ kozott, amely megmagyardzza ezt a
jelenséget.

4.16. Jeldlés. Barmely = € Z™ esetén legyen
supp(z) := {n € N: z(n) # 0}.

4.17. Jelélés. Legyen ¢; a ZM kovetkezs eleme: e;(k) = 1 ha k = i és e;(k) = 0 egyéb-
ként.

Megmutatjuk, hogy A természetesen bedgyazhat6é A'-ba. Vegyiink egy tetszSlges
A € A elemet. Vegyiik észre, hogy Z! elemei éppen a véges tartéju N — Z fiiggvé-
nyek. Legyen

P(A) = {a: € ZM : [ »*™ = 1holds in ﬁ} :

neN

Viladgos, hogy ®(A) Z™ részcsoportja, tehat ®(A) € A’.
4.18. Allitas. @ : A — A’ bedgyazds.

Bizonyitds. Injektivitas. Vegyiink A, B € A kiilonboz6 elemeket. Az eredeti jelolések-
kel élve (melyket 3.1-es szekcidban vezettiink be) ez azt jelenti, hogy léteznek k, 1, m €
N, melyekre m = A(k,l) # B(k,l). Ekkor ® definiciéja miatt e;, + ¢, — e,,, € ®(A) és
er+ e —em ¢ (I)(B)

Folytonossag és nyilt leképezés. Vegyiik a kovetkez6 alaka halmazokat:
U={AeAd:zeA} and V,={AeA:zx¢A}

ahol z € ZM. Ezek A’ egy szubbazisat alkotjak. Ismét ® definivisjat hasznalva kapjuk,
hogy

(U, = {A ceA: [[n*™ =1in ﬁ} :

neN
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dHV,) = {A eA: [[n*™ #£1in 21} :
neN
A 3.4 tétel szerint ezek a halmazok nyiltak, tehat ® folytonos. Ismét a 3.4 tétel szerint a
{®~YU,) : x € ZW} halmaz A szubbézisa. Igy &(®~(U,)) = U, N ®(A) és ® injektivi-
tdsa azt mutatja, hogy ® nyilt (ternészetesen megszoritva az értékkészletére).

U
4.19. Allitas. ®(A) sehol sem stirii A'-ben.

Bizonyitds. Vegytik észre, hogy e; ¢ A'hai > 2és A’ € ®(A), kovetkezésképp ®(A) C

<4 Ve,. Elegendé tehét belatni, hogy U2, U, stirti A'-ban. Vegyiink egy tetszSleges
nemiires nyiltzart U := U,, N...NU,, NV, N...N YV, halmazt A’-ben. Legyen N € N
olyan, melyre N ¢ (U}, supp(z;))U (U;?:l supp(y,))U{1}. Ekkor konnyen ellendrizhetd,
hogy U N U, # 0. O

Osszegzés. A két megkozelités (A és A’) ugyanazt a rezidualis izomorfiaosztalyt
adja: a @, p Z[p™]™ osztalyét. Bar létezik egy @ : A — A’ természetes bedgyazés , ez
nem magyarazza az egybeesést, mivel ®(.A) sehol sem stirt A’-ben.

5. KOMPAKT METRIZALHATO CSOPORTOK

Ebben a szekciéban a kompakt metrizalhat6 csoportokkal kapcsolatos eredményein-
ket mutatjuk be. Kevésbé tiszta képet latunk, mint az Abel esetben: mind 6sszefiiggd-
ség, mind torzid tekintetében a generikus csoport heterogén viselkedést mutat.

5.1. A KOMPAKT METRIZALHATO CSOPORTOK TERE

Jol ismert, hogy minden kompakt csoport bedgyazhat6 egy [];c; U(n;) direkt szor-
zatba, ahol U (n;) unitér csoportot jeldl, [13, 2.29. Kovetkezmény]. Ez azon muilik, hogy
a kompakt csoportok esetén az unitér reprezentaciok szeparaljak a pontokat. Kénnyen
ellendrizhets, hogy ha G metrizalhatd, akkor méar megszdmlalhat6 sok reprezentaci-

6ja is szepardlja a pontjait, ezért minden kompakt metrizalhat6 csoport beagyazhato
megszamlalhat6 sok unitér csoport direkt szorzatéba.

Figyeljiik meg tovdbb4a, hogy U (n) bedgyazhat6 az SU (k) specidlis unitér csoportba,
ha k > n. Tehat val6jaban minden kompakt metrizdlhat6 csoport bedgyazhat6 a SU :=
12, SU(n) csoportba.

Legyen most minden n € N-re d,, egy olyan biinvarians metrika SU(n)-en, amelyre
d, < 1. Az SU téren a d(z,y) := Y02 3=dn(2(n),y(n)) metrikat fogjuk hasznalni. Az

S(SU(n)) téren a d,, altal indukalt d,, ; Hausdorff-metrikat fogjuk haszndalni, az S(SU)
téren pedig a d altal indukalt dy Hausdorff-metrikat.

Vilagos, hogy SU-nak minden zért részcsoportja egy kompakt metrizalhat6 csoport.
Tehat a (S(SU), dy) teret tekinthetjiik a kompakt metrizalhaté csoportok terének.
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5.1. Eszrevétel. Legyen G € S(SU) és G,, € S(SU) minden n € N-re. Figyeljiikk meg,
hogy ha 7y, (Gr) = 7 (G) teljesiil minden n € N-re, akkor G, LiNYe)

5.2. Az SU(n) CSOPORT KOZELITESE

Ebben a szekcidéban bizonyitas nélkiil kozoljiikk az eredményeinket

5.2. Lemma. Az SU(n) csoportot nem lehet sajdt valodi zdrt részcsoportjaival kozeliteni. Mds-
képp fogalmazva: az SU(n) csoport izoldlt pontja az S(SU(n)) térnek.

Béar szdmunkra most a 5.2. Lemma elégséges, természetesen adédnak a kovetkezs
kérdések:

5.3. Kérdés. Mely kompakt Lie-csoportok kozelithetSek valodi zart részcsoportjaikkal
Haudorff-metrikdban?

Vagy még &ltalanosabban:

5.4. Kérdés. Legyen G egy Lie-csoport. Mely kompakt K részcsoportjait lehet koze-
liteni K-hoz nem konjugélt kompakt részcsoportokkal? (Konnyt meggondolni, hogy
ha G egy kompakt 0sszefiiggd Lie-csoport, akkor minden nem normaloszté kompakt
részcsoportja kozelithetd a sajat konjugéltjaival.)

5.5. Megjegyzés. A 5.4. Kérdes a kozelmultban megvélaszolasra keriilt, 14sd [2].
5.3. GENERIKUS TOPOLOGIAI TULAJDONSAGOK

Hasznélni fogjuk a kdvetkez§ jol ismert tételeket.

5.6. Tétel. [10, II. fejezet, B.5. Feladat] Minden Lie-csoport rendelkezik az 1igy nevezett "no
small subcsoport” tulajdonsdggal. Avagy, ha G egy Lie-csoport, akkor létezik az egységelemnek
egy U kirnyezete, hogy az nem tartalmaz nemtrividlis részcsoportot.

5.7. Tétel. [13, 1.34. Tétel] Egy lokdlisan kompakt G csoportra a kovetkezd dllitdsok ekvivalen-
sek:

(1) A csoport G totdlisan Osszefiiggéstelen.

(2) G egységeleme rendelkezik kompakt-nyilt részcsoportokbél dllé kornyezetbdzissal.

Ezen eredményeket felhasznalva sikeriilt belatni a most kovetkezd lemmakat és té-
teleket.

5.8. Lemma. Ha G € S(SU) totdlisan dsszefiiggéstelen, akkor m, (G) véges csoport minden
n € N-re.

5.9. Tétel. Generikus G € S(SU)-ra végtelen sok n € N esetén a vetiilet teljes, azaz m,(G) =
SU(n).

5.10. Kovetkezmény. A totdilisan dsszefiiggéstelen csoportok egy elsd kategoridjii halmazt al-
kotnak S(SU)-ban.
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Az el6z6 kdvetkezménynél azonban tobb is igaz, nevezetesen:

5.11. Tétel. A totdlisan osszefiiggéstelen csoportok sehol sem stirti halmazt alkotnak S(SU)-ban.

Egy masik kovetkezménye a 5.9-es tételnek:

5.12. Kovetkezmény. Generikus G € S(SU)-ra G° nemtrividlis.

Egy természetes kérdés topologikus csoportok esetén, hogy megértsiik a G/G° cso-
portot mind algebrailag és topolégialag. Ez utébbira vélaszol a kovetkezs tétel:

5.13. Tétel. Genereikus G € S(SU)-re a faktorcsoport G /G° homeomorf a Cantor halmazzal.

5.14. Megjegyzés. Felhasznalva a 5.12-es kovetkezményt, valamint a 5.13-as tételt,
azonnal lathatjuk, hogy a generikus G' € S(SU) nem egyszerti.

5.15. Kovetkezmény. Generikus G € S(SU) esetén a csoport homeomorf G° x C-vel, ahol C
a Cantor halmazt jeloli.

Bizonyitds. Hasznaljuk [13, 10.38. Kovetkezmény]-t, ami azt mondja ki, hogy minden
kompakt G csoport esetén G° x (G /G°) homeomorf G-hez, igy a kovetkezmény allitdsa
azonnak kovetkezik a 5.13-as tételbdl. O

Végezetiil az aldbbi eredménnyel zarjuk ezt a szekciot:

5.16. Tétel. Generikus G € S(SU)-re az eqységelem Osszefiiggdségi komponense G° nem Lie
csoport.

Osszefoglalva kordbbi eredményeinket egy tételben az alabbiakat mondhatjuk:

5.17. Tétel. Generikus G € S(SU) homeomorf G° x C-vel, ahol C' a Cantor halmazt jeloli és
G° nemtrividlis dsszefiiggd csoport, de nem Lie-csoport.

6. KERDESEK

A 4.13-as definici6 4ltalanositdsakéne bevezethetjiik megszamlédlhat6 Abel-csoportok
korében a kovetkez§ definiciét. Jelolje F,, a megszdmlalhatéan végtelen sok elem 4ltal
generalt szabad csoportot. Konnyen igazolhat6, hogy az N := {A C F, : A< F.}
részhalmaz zart 27>=-ben. Akkor mondjuk, hogy egy csoporttulajdonsag N -generikus,
ha a kovetkez6 {N € N : F, /N rendelkezik a P tulajdonsdggal } halmaz rezidualis
N-ben.

6.1. Probléma. Erdekes lenne tanulmanyozni az A/-generikussagot, és feltarni a kap-
csolatat a 3-as szakasz eredményeivel.

Az Abel esetre vonatkozo6 részeredményeket a 4.4-es szekcioban kozoljiik. A fent leirt
generikussdgfogalmat mésok is bevezették (lasd: [17] és [9, 16 oldal].)

Bér vannak eredményeink a generikus kompakt metrizdlhaté csoport szerkezetére
vonatkozoéan, sok alapvetd kérdés nyitva maradt.
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6.2. Kérdés. Van-e S(SU)-nek tipikus izomorfiaosztalya?

Olyan problémadkat is javasolunk, amelyek hozzéaférhetSbbnek tlinnek.

6.3. Probléma. Irjuk le G°-t homeomorfizmus erejéig a rezidudlis G € S(SU)-re, ha
lehetséges.

6.4. Kérdés. Mit mondhatunk S(SU) generikus algebrai tulajdonsagair6l?
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