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Absztrakt

Az elmilt 4 évben azon dolgoztam, hogy megértsem, miként lehet Gsszetett feladatokra op-
timalis megoldasokat talalni. A kérdés fontossagat alatamasztja, hogy napjaink modellezési
feladatainak egyik f6 kihivasa megtalalni az egyensilyt a kifinomult, rendkiviili altalanositasi
képességekkel rendelkezé nemlinedris modszerek és a rendelkezésre allo korlatos szamitasi idé
és kapacitas kozott.

Jelen dolgozatomban azt vizsgéltam, miként lehet adott feladatokra adott megoldasokbol
ezekkel ekvivalens, de szamitasi szempontbol talan optimélisabb egyéb megoldéasokat talalni, ha
a feladatot modellezni lehet lokalisan Euklideszi terekben végzett miveletek sorozataval. Eh-
hez kommutativ leképezési diagramok kiegészitésének lehet&ségét vizsgaltam, kiillondsen nagy
hangsulyt fektetve arra, hogy a kiegészités létezésének bizonyitasa konstruktiv legyen. Igy nem
csak megoldasok létezésének feltételeit tudtam belatni, de a megoldas megkonstrualasara is
eljarast adtam. Kitértem a megoldasok létezése mellett azok egyértelmiiségének kérdésére is,
illetve vizsgaltam kiilonb6z6 megoldasok szuperpondlhatosdgdt abban az értelemben, hogy meg
lehet adni olyan kiterjesztést, amely a megadott sokasdgok azon részein, ahol a kiterjesztés
elvégezhets, megegyezik a lokalis kiterjesztésekkel.

A dolgozat masodik felében vizsgaltam a modszer felhasznalasanak lehetGségét. Bevezettem
egy 1j tipusi, gyengébb nemlinearis pszeudoinverz fogalmat, mely specialis esetben visszaadja
a megszokott altalanositott inverzet, ugyanakkor elég sok esetekben analitikusan is megkonst-
rualhatoé ahhoz, hogy egy altalanositott pszeudoinverzre kévetkeztetni lehessen belSle. Emel-
lett kitértem arra a kérdésre, hogy miként kapcsolodik a dolgozat tartalma modellek invaridns
transzformécidinak kereséséhez, és az ilyen invarians transzforméciok meglétét hogyan lathat-
juk elére az egyes leképezési diagramokhoz rendelt adott rendi Jet-diagramokban megjelend
egzakt sorokbol.

Az elért eredmények ujszertiek, a lehetséges felhasznalasok tanulményozasa 1j eszkozoket
jelenthet olyan 0sszetett modellek mélyebb megértésében, melyek nemlinearitasukbol kifolyolag
csak nehezen vizsgalhatoak, kezelhetGek. Reményeim szerint a keretrendszer a jovGben alkal-

mazast nyerhet Osszetett modellek analitikus és numerikus tanulményozasaban.
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1. Bevezetes

A megvalaszolatlan kérdések idejét éljik. Napjaink tudoményos, tarsadalmi, pénziigyi kihi-
vasal egyre bonyolultabb feladatok megoldaséara kényszeritenek benniinket. A modern ember
természeti és tarsadalmi aktivitasaibol fakadéan minden valdszintiség szerint hosszi id§ oOta
elészor kell olyan drasztikus atalakulasokkal szembenézziink, melyek eddig nem létezs problé-
mak tomegeit hozzék magukkal. Az tjonnan azonositott kihivasok és veszélyek megértése és
leirdsa még varat magéra, mikozben az 1j technologiai megoldasok (gondoljunk csak a har-
madik kvantumforradalomra), a gazdasagi névekedéshez sziikséges folytonos fejlédés, az eddig
megkozelithetetlennek hitt, amde megoldast siirgetd problémék arra 0sztonodznek, hogy a mar
létezé megoldasainkat is feliilvizsgéljuk.

Ugyanakkor, egyben a megvalaszolhato kérdések idejét is éljiik: 21. szdzadban rendelke-
zéslinkre all6 numerikus szamitasokat lehetévé tevd felszerelések, magas szintd matematikai
absztrakcio és kiilonb6z6 tudomanyos keretrendszerek jo alapot biztositanak ahhoz, hogy leg-
alabb a legéget6bb kérdésekre id6ben megfelel§ megoldast talaljuk. Rengeteg problémaét és arra
adhatd megoldast ismeriink, melyeket fel tudunk hasznalni még 6sszetettebb feladatok hatékony
megoldéasihoz.

A legegyszertibb problémék megoldasatol kezdve a legosszetettebbekig gyakran jelentds se-
gitséget jelent, ha adott problémékrol strukturaltan probalunk gondolkodni. Ehhez sok szem-
pontbol természetes lehetGséget teremt, ha adott feladatot matematikailag probalunk model-
lezni. Gyakran a valos feladatok meghatarozo paramétereit leképezziik egy adott struktira-
val rendelkezé absztrakt térbe, azokon transzforméaciokat végziink, melyek eredményeit 0j, mas
strukturaval rendelkezé terek paramétereinek feleltetjiik meg, és a folyamatot ismételjiik, amed-
dig el nem érilink a feladat kozvetlen megoldasahoz vagy pedig egy mar masik, ismert megoldasu
feladattal ekvivalens problémara sikeriil visszavezetniink a kérdést. Ilyen értelemben, a kérdések
megvalaszolasaban két f6 modszerlink van: egyrészt, megprobalhatjuk kozvetleniil megoldani a
feladatot, ami egyszerd feladat esetében magas hatasfokkal elvégezhets. Ugyanakkor, az egy-
szeri feladatok megoldasait Osszegytijthetjiik és hasznéalhatjuk arra, hogy Osszetettebb, kevéssé
egyértelmid megoldéassal rendelkezé feladatok megoldasait ezekbdl megalkossuk. Ameddig jel-
lemzGen egyszertd feladatokkal foglalkozunk, az utébbi stratégia tobbnyire jelentéktelen, am,
amint egyre bonyolultabb problémakat kell megoldanunk, a deduktiv médszer valik praktiku-
san is alkalmazhatova.

Olyan kérdések esetében, melyek jellemzd, relevans paramétereinek szama nagy, érdemes
kvantitativ modszerekhez fordulni még kvalitativ megallapitasok megtételéhez is. Ehhez je-
lent nagy segitséget a szamitogépek megnovekedett szamitasi képessége, ugyanakkor emiatt
feladatainkat &t kell fogalmaznunk olyan formaban, mely mar numerikusan vizsgalhato. Igy
Osszetett (megoldasat tekintve elemi lépések hosszu sorozatabol allo, leirasat tekintve nagysza-
mu paramétert igényls) feladatok megoldéasa soran a leggyakrabban matematikai modellezést
kell alkalmaznunk. Az alkalmazhatoé matematikai eszkozok és modszerek széles skalaja adott, és
sokszor adott feladatra tobb, nem nyilvanvalé megoldés is létezik. Az azonban, hogy ugyanazon

feladat kozos és eredmény szempontjabol azonos megoldasat adjak, nagyon hasznos ismereteket
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jelent a feladatot tekintve. Ugyanis, amikor méar rendelkeziink néhany kiilonb6z6 megoldassal,
relevanssa valik annak a kérdésnek az eldontése, hogy ezekbdl tudunk-e Gj megoldasokat kre-
alni, még ha csak az eredeti feladat megszoritasaira is. Ez azért fontos, mert ha célunk, hogy
megtalaljuk a valamilyen szempontrendszer alapjan legoptimélisabb megoldést, fontos felada-
tunk az tovabbi kovetkeztetések levonasa és az alternativ lehet&ségek felderitése. Egyrészt, ha
adott megoldasokbol nem lehet tovabbi megoldasokra kévetkeztetni, racionalis a meglévé meg-
oldasok koziil kivalasztani az optimalisat. Azonban, ha adott megoldasok halmazabdl kiindulva
meg tudunk kredlni més megoldésokat, érdemes lehet el6bb elkésziteni ezek legnagyobb olyan
halmazat, melyek még egymassal eredményszolgaltatas szempontjabol (legalabbis elviekben)
ekvivalensek, majd azok kézott megkeresni az optimalisat.

A kovetkezo alfejezetek lehetGséget teremtenek arra, hogy a fentiekben felvazolt elképzelése-
ket formalisan leirjuk, és értelmezziik, mit jelent meglévd megolddsokbol 1ij megolddsokat alkotni.
A dolgozat egyik {6 célja megvalaszolni azt a kérdést, hogy az ily’ mdédon formalizalt moédszerek
milyen feltételek mellett valosithatoak meg, ha a modellezés soran (lokalisan) Euklideszi terek-
ben akarjuk reprezentalni a vizsgalt feladat lényeges paramétereit, és ezek kozotti leképezések

sorozataként értelmezziik a feladat megoldasat.

1.1. Kommutativ diagramok és kiegészitéseik

Amikor arrél beszéliink, hogy egy problémaéara adott megoldast terek kozotti leképezések soroza-
taval azonositunk, anélkiil, hogy nagy altalanossagban specifikalni szeretnénk azokat a konkrét
tereket, amelyben a rendelkezésre 416 feladat paramétereit reprezentalni szeretnénk'], hasznos,
ha reprezentalni tudjuk a valamilyen sturktirdji tér fogalmat. Az a tény, hogy Osszetett feladat
egy megoldasat adott sturkturaval rendelkezd terek kozotti leképezések sorozataként érdemes
értelmezni, onmagaban talan nem indokolna a kategoria fogalménak bevezetését (kategoria-
elméletrsl remek osszefoglalot ad [I], [2], [3]). Ahhoz viszont, hogy le tudjam irni, mit értek
az alatt, amikor megprobalunk méar meglévé megoldasokat felhasznélni 1j, helyes megoldéasok
megkonstrualésara, sziikségesnek és helyesnek éreztem a kategoria fogalmanak bevezetését. Ez
részben hozzéasegit a (kommutativ) leképezési diagramok fogalménak természetes bevezetésé-
hez, mésrészt segit kommutativ leképezési diagram kiegészitésének természetes definialasaban.

Ennek az alfejezetnek tehat a f6 célja definialni a (kommutativ) leképezési diagram fogalméat
és annak kiegészitését. Azonban, a dolgozat tovabbi részében egyszertisiteni fogok a formaliz-
muson annak érdekében, hogy az altalam elért eredmények absztrakciéjuknak megfelelGen,

semmiképp sem az indokoltnal latszolag bonyolultabb médon keriiljenek prezentalasra.

1. Definicié. [Kategoria]

A C kategoria a kovetkezdk Osszessége:

1. Az objektumok ob(C') osztalya;

!Gyakran ez a helyzet: ha elére tudnank, milyen terekben érdemes reprezentalni a megoldas lépéseit, messze
nem lenne ekkora kihivas megoldani adott feladatokat, nyitott kérdéseket. Emellett, el is varhato, hogy ha létezd
megoldasoknal hatékonyabb megoldasokat keresiink, ne korladtozzuk le magunk a kezdetektdl fogva valamilyen
(majdhogynem) véletlenszertien valasztott struktira mellett (noha végiil, a numerikus szamitasok elvégzése
végett érdemes lokélisan Euklideszi terekkel megfogalmazni a megoldast).
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2. A morfizmusok Hom(A, B) halmaza minden (A, B) objetumpérhoz;

3. Minden A, B,C objetumhéarmas mellett egy Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A,C)
kompozicios mivelet, mely minden Vf € Hom(A, B), g € Hom(B, C) leképezésparhoz a
gf leképezést rendeli,

amelyek kielégitik a kovetkezd axidmékat:

(a) Minden A, B objektum mellett, minden f € Hom(A, B) morfizmusnak létezik egy egyér-
telmt forrasobjektuma, nevezetesen domf = A, és egy egyértelmi célobjektuma, neveze-

tesen targf = B;

(b) Minden A, B objektum mellett 1éteznek az id4 € Hom(A, A) és idg € Hom(B, B) identi-
tasmorfizmusok, gy, hogy minden f € Hom(A, B) leképezésre fidy = idpf = f teljesil;

(¢) A kompozicios miivelet asszociativ.

2. Definicio6. |Leképezési diagramok|
Leképezési diagram alatt egy olyan iranyitott D = (V| E) grafot értiink, melynek cstcsai egy

adott kategoria objektumai, az iranyitott élek pedig régzitett morfizmusok.

Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy minden leképezési diagramok bizonyos értelemben algo-
ritmusokat kddol az adott cstcsok kozotti iranyitott utak révén. A leképezési diagramok alkal-
mazasanak egy elénye, hogy nem kell feltétleniil specifikdlni a megjelend tereket (ez lényegesen
noveli az eképp kapott megoldasok altalanositasi képességét), elég csak a kategoriat megad-
ni, amelyben szerepelnek. A dolgozatom szempontjabol a kommutativ leképezési diagramok

jatszanak fontos szerepet.

3. Definicié. [Kommutativ diagramok]
Egy olyan K leképezési diagramot, melyben minden azonos kezd§- és végponttal rendelkezd
irdnyitott it menti leképezéssorozat kompozicidja azonos eredményt ad, kommutativ leképezési

diagramnak vagy egyszertien kommutativ diagramnak neveziink.

Megjegyzés. Ha egy kommutativ leképezési diagramban két csticspontot két kiilonbo6zé irdnyi-
tott ut is Osszekot, akkor ezek értelmezhetGek, mint egy adott feladat (aminek a bemenete
leképezhetd a kiinduld csticspont terébe, kimenete pedig a masodik cstiicspont altal reprezentalt

térbe) két kiilonboz6 megoldasanak megvalositasai.

Megjegyzés. A kommutativ leképezési diagramok egyik legnagyobb jelent&sége szamitasi szem-
pontbol, hogy azt fejezik ki, miképp lehet ugyanazt a feladatot tobb modszerrel is megoldani.
Ha adott egy kommutativ leképezési diagram, és sikeriil abban egy 1j élt elhelyezniink tgy,
hogy az igy kapott, kiegészitett diagram tovabbra is kommutativ, akkor sikeriilt (legalabb egy)
feladatra alternativ megoldast talalni. Noha a szolgéltatott eredmény szempontjabol minden
ilyen leképezéssorozat ekvivalens, az egyes alkoto leképezések implementélhatdsaga, memoria-

és idskomplexitasa, analitikus és/vagy numerikus kezelhet&sége jelentGsen valtozhat.
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4. Definicié. [Kommutativ diagram kiegészitése|

A K = (V, E) kommutativ diagram kiegészitése alatt olyan ' = (V’, E') kommutativ diagramot
értiink, melynek csicsai és élei is tartalmazzak az eredeti diagram csucsait és éleit: V < V7,
EcCcFE.

Ha tehat adott egy feladat, amit meg kell oldanom, az matematikailag egy K kommutativ
leképezési diagram eldallitasakeént képzelhetd ePl Ha ismerek néhany megoldast a feladatra, és

abbol szeretnék 1j megoldasokat generalni, az a K diagram egy K’ kiegészitésének felel meg.

1.2. A dolgozat {6 eredményeinek 6sszefoglalasa

Jelen dolgozat f6 célja modszert mutatni arra, hogy lokalisan FEuklideszi terekkel modellezet
problémék megoldésat hogyan lehet kommutativ leképezési diagramok kiegészitésének kérdésé-
re visszavezetni. A dolgozat ezen, elsé fejezetében egy rovid bevezetst adtam a vizsgélt probléma
keretbe helyezése érdekében, ravilagitva arra, mennyire természetes a probléma ilyen megfogal-
mazasa.

A dolgozat méasodik fejezete f6képp bevezets és emlékeztets jellegli. Roviden Osszefoglalom
el6z6 éves TDK munkam eredményeit, melyekre e munkaban épitek. EISbb felelevenitem az
rek kozott kommutativ leképezési diagramok kiegészithetGségérdl szolo tételeket. Kiilon kitérek
a megoldas konvergencidjara és hibat becsiilok, illetve megmutatom, hogy sima leképezések
esetén a feladat egzaktul megoldhat6. Roviden kitérek a modszer alkalmazasainak szamitési
szempontbol elényds voltara, illetve arra az esetre, ha a megjelend leképezéseket kozbiilsG terek
beiktatasaval simanak tekinthetem.

A dolgozat harmadik fejezete mar az idei munkam egy jelentss részét foglalja 6ssze. A tava-
lyi munkam &altalanositasa talalhato arra az esetre, ha Euklideszi terekbe dgyazhato sokasdgok
kozotti megoldéasokat vizsgalunk. Kiilon targyalom a csak véges rendben differencialhato és a
sima leképezések esetét. Kitérek a megkonstrualt megoldasok l1étezésének és egyértelmiiségének
kérdésére. Megmutatom, hogy noha lokalis analizisbeli eszkozoket hasznélok fel, az eredménye-
ket a sokasagok és a leképezések globalisan is meghatérozzak, és a megadott sokasagok azon
részein, ahol a kiterjesztés elvégezhetd, szuperponalni lehet a megfelel§ megoldésokat.

A dolgozat negyedik fejezetében réviden kitérek a megoldas felhasznalasainak kérdéseire.
A nyilvanval6 felhasznéalasok mellett (adott feladatra ismert megoldasok mellett a lehetd leg-
tobb ekvivalens megoldas megkonstrualasa utén kivalaszthatjuk az optimélisat), mint kideriil,
a dolgozatban szereplé megoldasok alternativ moédszert adhatnak egyes nemlinearis leképezé-
sek pszeudoinverzeinek megtalalasahoz. Emellett, kitériink arra, miként donthetjiik el a vazolt
modszerekkel, ha egy modell invarians a bemenetei bizonyos transzformacioira, és ilyen invari-
ans transzforméciok meglétét hogyan lathatjuk elére az egyes leképezési diagramokhoz rendelt
adott rendi Jet-diagramokban megjelend egzakt sorokkal.

Végezetiil, a dolgozat eredményeit Osszefoglalom és készonetet mondok azoknak a szemé-

lyeknek, kozosségeknek és szervezeteknek, akik tdAmogattak e munkdmban.

2Az a leképezési diagram, mely egyetlen megoldast valésit meg, mindig tekinthetd kommutativnak
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2. Pontozott Euklideszi terek kozotti leképezésdiagramok
kiegészitése

Amikor egy, szamitogépen is futtathatd algoritmust terveziink egy feladat megoldasara, ér-
demes torekedni arra, hogy a feladat paramétereit végss soron (lokélisan) Fuklideszi terekben
reprezentaljuk, esetleg valamilyen tobbletstruktiraval. Emiatt ennek a fejezetnek a célja pontos
konstrukeiot adni arra, hogy az [I}es leképezési diagram mikor egészithetd ki egy v leképezéssel

kommutativ diagramma, ha a leképezések pontozott Euklideszi terek kozott értelmezettek.

N —rTeck— P
| |
peCk peCk
1 1
M ———-yeck---» Q

1. dbra. Sima sokasagok kozotti leképezési diagram
kiegészitése kommutativ diagramma

2.1. Euklideszi terek kozotti leképezések Jet-ei

E fejezet célja CS(R”,R’”) 5 [ leképezések adott R™ 5 p pontban értelmezett Jet-einek beve-
zetése. Azon tul, hogy a Jet-ek az Euklideszi terek gazdag belss struktirajabol fakadd szamos
izomorfizmus eredményeként 0sszemosott koncepcidé fogalmi szétvalasztasara alkalmasak, a ké-
s6bbiekben vilagosabb targyalést tesznek majd lehetévé el6z6 éves eredményeim prezentalésa

szempontjabol.

5. Definicio. [CE(R™,R™) vektortér {0, ..., k} 5 r-ed rendif R™ 3 p-beli Jet-tere]

Legyen p € R™ és CI’f(R”, R™) a p pontban k£ € N rendben folytonosan differencialhato fiiggvények
vektortere. Vezessiik be az ~7< CF(R™,R™) x CE(R™,R™), r € {0,...,k} ekvivalenciarelaciot,
melyre f ~7 g < fO(p) = ¢V(p) Vi € {0,...,r}. A TF"(R",R™) = CE(R",R™)/ ~"
faktorteret a CE(R”, R™) vektortér R™ s p-beli {0, ..., k} 3 r-ed rendi Jet-terének nevezziik. Ha
R™ = R™, akkor az egyszertibb j;”"(]R”) jelolést hasznaljuk, illetve, ha r = k, akkor a jel6lésbdl
elhagyjuk a masodik k-t: JF(R",R™).

6. Definicio. [f € C}(R",R™) leképezés R" 3 p-beli {0, ..., k} 3 r-ed rendd Jet-je|

ko . 0k(on m k,r (Ton m kor g ._ Tk, _ 4 4 k £ 4
A Jpm CHRYR™) — JFT(R™R™), JpTf = T30 (f) = [f]~£ leképezést az f € Cy fiiggvény
p-beli r-ed rendid Jet-jének nevezziik. Ha r = k, akkor a jel6lésbél elhagyjuk a masodik k-t: J]f .

Megjegyzés. A CX(R™, R™) sima, illetve CZ'(R™, R™) tipusi, analitikus leképezések esetében a
jeldlésekben kifrjuk az oo-t, illetve w-t. Jelélésben tehat a ~ X< C°(R", R™) x C*(R™,R™) ek-
vivalenciarelaciot, J,°"(R",R™) Jet-teret és a J3" : CX(R*,R™) — J"(R",R™), JP'f =
Jr(f) =1 f]% Jet-hozzarendelést, illetve ~2< C(R", R™) x C2'(R™, R™) ekvivalenciarelaciot,
T (R™,R™) Jet-teret és a J&" : C&(R™,R™) — J&"(R™",R™), Jo'f = Jo7(f) = [f].,
Jet-hozzérendelést hasznaljuk. A J77%(R™",R™) és J;>% helyett egyszertien a jpoo(]R”,RmS

~
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Jet-tér jelolést és J° Jet-hozzérendelést, illetve a J'(R",R™) és J“¢ helyett egyszertien

a Jy (R",R™) Jet-tér jelolést és J Jet-hozzarendelést hasznaljuk.

7. Allitas. [Jet-hozzarendelés és Taylor-sor kapcsolatal
Euklideszi terek kozotti leképezések esetében egy f e CH(R™,R™) fiiggvényhez rendelt J5 f
r-Jet az f fiiggvény p € R™ pontbeli r-ed rendi kozelité Taylor-polinomjanak feleltetheté meg.

8. Definicid. [Pontozott Euklideszi terek és ezek kozotti leképezések|
Az (R™,p) part, ahol p € R", pontozott Euklideszi térnek nevezziik. Ha (R™, p), (R™, q) két
pontozott Euklideszi tér, az ezek kozotti f : (R™,p) — (R™,q) leképezésektdl elvarjuk, hogy

f(p) = q teljesiiljon.

9. Definicid. [Pontozott Euklideszi terek kozotti leképezések Jet-tere]

A TJEr((R™,p), (R™, q)) = CE((R™,p),(R™,q))/ ~I teret a két pontozott Euklideszi tér ko-
z0tti k-ad rendben folytonosan differencialhato leképezések {0, ..., k} 3 r-ed rendd Jet-terének
nevezziik. Egy C} (R",p), (R™,q)) 3 f leképezéshez tartozo {0,...,k} 2 r-ed rendi Jet hozzé-
rendelést J2T-ként jeloliink, tehat Jr: Cr (R™,p), (R™,q)) — Jr (R™,p), (R™,q)), JErf =
() = ).

Megjegyzés. Az origot origoba képezd leképezések \70%? ((R™,0), (R™,0)) Jet-terének jelolésekor,

ha nem okoz félreértést, nem irjuk ki a masodik, ¢ = 0 tagot.

10. Allitas. [A Jet-hozzarendelés jol definialt miivelet]
A JEr s CE(R™R™) — JFT(R™,R™) és Jyr o CE((R™,p), (R™,q)) — Ty (R",p), (R™,q))
leképezések jol definidltak.

11. Definici6. [Jet-ek kompoziciojal

Legyen (R™, p), (R™, q) és (R?, s) harom pontozott Euklideszi tér, k,I,r,v e N, r < kv <[ és
u = minfk, 1} A x5 : 2 (R, q), (R?, 5)) x Jo (R, p), (R™,q)) — T (R”,p). (R, 5)),
* (J;ffg, Iz ) = JyZ(f o g) mivelet jol definialt minden z € {0,...,u} értékre, ezt a

miveletet pedig a megfelels Jet-ek kompozicidjanak nevezziik.

12. Tétel. [Euklideszi terek kozotti leképezések Jet-ekvivalencidjanak kapcsolata a leképezések
egyenlGségével]

Legyen (R",p) és (R™, q) két Euklideszi tér és f, g € C¥ (R, p), (R™, q)) két sima és analitikus
leképezés. Ekkor a JXf = J g teljesiilése ekvivalens azzal, hogy f = g a Dom(f) n Dom(g)

tartomanyon.

Bizonyitds. A es allitas értelmében a J° f = J g feltétel ekvivalens azzal, hogy a két fligg-
vény Taylor-sora megegyezik. Mivel mindkét fiiggvény sima és analitikus, igy a Taylor-sorok

elgallitjak az adott leképezést azok értelmezési tartomanyén, ahol a két fiiggvény egyenls. B
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2.2. Pontozott Euklideszi terek kozotti leképezési diagramok kiegészi-
tése

Ebben a fejezetben Osszefoglalom az el6z6 éves TDK munkam f6 eredményeit, melyek lehets-
séget adnak Euklideszi terek kozotti leképezések diagramjénak kommutativ diagramma valod
kiegészitésére. Ezekre a tételekre sziikségem lesz a dolgozat tovabbi részeiben.

Tegyiik fel, hogy adva vannak £" ~ R" &™ ~ R™ £° ~ R° &' =~ R’ Euklideszi terek és
harom leképezés: ¢ € CF(E™,EM), T € CF(E™ EY), v € CH(EL, E°), melyek mellett szeretnénk
megkonstrualni egy olyan v € CF(E™, £°) leképezést, melyre v o ¢ = 1 o I' teljesiil. Ennél
gyengébb kovetelmény, hogy valamely p € £™ pontra centralt p e U < £" nyilt halmaz minden
U > q pontjara teljesiiljon a (v o ¢)(q) = (v o I')(q) 6sszefiiggés. Az el6z6 TDK dolgozatomban
megadtam egy eljarast, amivel adott p € R™ pontra e gyengébb feltétel kielégithets. Tekintsiink
ugyanis egy " 3 p pontot és ennek p € U kornyezetét. Mivel Fuklideszi térrsl beszéliink, az
U kornyezet elemei bijekcioba allithatoak a p-pontba eltolt T,(€") ~ R™ érint6tér vektoraival,
mely megfeleltetés indukal harom, ¢ € C* (Tp(En),T¢(p)(5m)), L ecCk (Tp(S”),Tp(p)(St)) és
Y e CF (Tp(p) (Et),T(d,op)(p)(E")) leképezést a megfelels érintdterek kozott. Igy ha a feladatot
immar nem pontozott Fuklideszi terekben oldjuk meg, majd a megoldast leszoritjuk az U
kornyezet képére, azt azonositani tudjuk az eredeti, pontozott terek kozotti leképezési diagram

kiegeészitésével az U kornyezetben. Az modszer lényegét a [2hes diagram szemlélteti.

(&L, T(p)) < ~ > Trp () = RY
r— P
En il ‘ T,(E™) ~ R™ - ‘
( ‘7p) N ]Z/) = 7 p( )‘ 1/';
d) o 2 ~ é \ lO o
(€2 (v ol)(p)) 4 = » Twor)()(€7) = R
-7 - -7
(€™, d(p)) = > T (E™) =R™

2. abra. Pontozott Euklideszi terek kozotti leképezési diagram
megfeleltetése érintéterek kozotti leképezési diagramnak

Felmeriil a kérdés, miként oldjuk meg a feladatot Euklideszi terek kozotti leképezési diag-
ramok esetében. Egy lehetséges modszer, ha a [2les diagram kommutativitasa helyett a v o ¢
és 1 o I komponalt leképezések novekvs rendd Jet-ekivalenciajat tekintjiik, ahogy azt a [3fas
diagram szemlélteti. Ezen az egyes leképezések kompozicidja helyett a Jet-ekre vonatkozd
kompozicié jelenik meg. Az (r)-ed rendd diagram azt fejezi ki, hogy a keresett ~ leképezést
az ismert ¢-vel komponéalva r-ed rendben azonos eredményt kapunk, mintha a 1 leképezést
komponaltuk volna I'-val. Ezek az elemi, (r)-ed rendd diagramok a (0), (1),...,(r — 1) rendd

diagramok megoldasai ismeretében mind megoldhatoak.
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R r y R?

¢l Eredeti feladat, (r = o) eset lw

R™ oo gEETEEEEEEEEEEEEE > R
R”ﬂRt Rnﬂﬂ%ﬁ R"ﬁRt R”ﬂRt
| | | | | | | |
JE0 (0) Tty e (1) gty JE (2) T TG () JETy
| A [

3. abra. Euklideszi vektorterek kozotti leképezési diagramnak
megfelels kozelits diagramsorozat CF-rendt leképezésekre

El6z6 TDK dolgozatom legfontosabb tétele a kovetkezd:

13. Tétel. |Euklideszi terek kozotti C¥ diagramok kiegészitése kommutativ diagramma]
Legyen R™ R™ R! R® négy Euklideszi tér, ¢ € C*(R",R™), T € C*(R",R?) és ¢ € CH(R!, R°)
harom, az origot r6gzits leképezés. Ekkor minden v € C*(R™, R?), Zf:o 7D~k 7 leképezésre
teljesiil, hogy J& (yo ¢) = J¥ (1 oT), ahol

. J = =1 s o 3 . ;
N T B S B Sl S ol | P NPT
s=0 s=0

ZePy(s,i) o€P(s,7)

az elemi megoldas multilineéris sorfejtése, ér), I‘g), wér) a megadott leképezések r = 0,1,. .., k-
ad rendid megfelel6 Euklideszi terek origdiban vett multilineéris sorfejtési tagjai, ¢g a (;581) linearis
leképezés jobb oldali pszeudoinverze, Py(s,i) az 6sszes olyan (I1,...ls) € Njj halmaza, amelyre
li+- -+l = i teljesiil, P(s, 1) pedig az 6sszes olyan (Iy, .. .[l,) € N* halmaza, amelyre [y +- - -+, =

1 teljesiil.

Megjegyzés. A tovabbiakban 7y ; € C*(R™,R?), j < k alatt a as tételben megkonstruélt
S 7@ leképezést értjiik majd.

14. Allitas. [Az k > r-ed rendii kozelité megoldas nem fiigg k-t6l|

Legyen k,I,7 € N, 7 < k,r < I, é v, € C*(R™,R°),y € C'(R™,R°) olyan, hogy Jy" v, *
Jé”gb = J(’f’rw * Jg’rf‘, illetve Jé’rvo,z * Jé’rgb = Jé’rvﬁ * Jé’TI‘ teljesiil. Ekkor o, ~{ Yo, azaz
o 00 = T Yok

c sz

Jéc "ok Osszefliggések. Az allitas igy kovetkezik a|13ras Tétel konstrukeiojabol.
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Megjegyzés. A as Tételben szereplé minden véi) mennyiség korlatos, amennyiben ¢ és ¢ oI’

is multilinearis kozelitései is korlatosak a 0 pontban, azaz léteznek olyan C; € R szamok, hogy

weR”: |5, )

<Gyl

teljestil, tehéat a j-edik részosszegre fennall a

V.00 )] = <)) vaé) W) < Y. Cillyll’
i=0 i=0

J

@, ®i
27¢(p)(y )
i=0

egyenlGtlenség. Sima és analitikus ¢ és I' leképezések esetében tehat a jobb oldali becslés egy

hatvanysor lesz, melynek R konvergenciasugara

T ha lim sup+/C; € (0, 0)

R =10, ha limsup/C; = ©

o, ha limsup+/C; = 0

Ennek a kévetkezményeként mondhato ki a kovetkezd

15. Tétel. |y leképezés konverenciajal

Legyenek R"™ R™ R! R? és ¢,I",9 a as Tételben megfogalmazottak szerint. A ’y(gi) leké-
pezések minden N 3 j-edik 7 ; részosszege folytonos és korlatos leképezés, mely teljesiti a
JoT (yoy0¢) = Jy? (¢poT) Gsszefiiggest. A 4, sorozat a Br(0) = {y € R™|dgm(y,0) < R}

halmazon pontonként konvergens, azon til pedig divergens, ahol

T ha limsup+/C; € (0, 0)

R =10, ha limsup+v/C; =
w0, ha limsup+v/C; =0

Megjegyzés. A as tételben szerepld J]f’j (Yoj0¢) = JI’f’j (¢ oT') megkotés gyengébb annél,
hogy (Y00 ¢) (¢) = (¢oI')(q) Vg € R™, ¢(q) € Dom(~ ;) lenne, az eltérés mértéke azonban

becsiilhets, melyet rogzit az alabbi

16. Tétel. [Véges sok taghol allo kozelités hibajanak becslése]
Legyenek R” R™ Rf R° és ¢, I, 1 a[l3}as Tételben megfogalmazot tulajdonsagi, k + 1 rendben
folytonosan differencialhato leképezések és legyen 7 ; a megkonstrudlt C¥+!(R™, R°) folytonos

leképezés j-edik részosszege. Legyen Q = Mgepom(qo,)@ ' (¢)- Minden Yq € Q pontra

lo(q) — o(p)|| Y+

(o ©¢) (0) = (P oT) (g)] < G+

-supl|(v o D) (w) = (v D) @)
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teljesiil. Specialisan, magéra a k-adik részosszegre:

o (k+1)
020 @) = (6o 1) ()] <! 4D sup w0 1) ) — 0 o 1))

A[I6}os tétel kovetkezmeénye, hogy ¢, T', ¢ analitikus leképezések mellett yod = ol teljesiil:

17. Tétel. [Egzakt megoldas sima és analitikus leképezések esetében)|

Legyenek R™, R™ R! R° adottak és ¢, I", 1 a|l3las Tételben megfogalmazot tulajdonsagi, sima
és analitikus leképezések. Legyen U,, < Bg(0), U, = ¢ (U,) < R", U; = T'[U,] < R és
U, = ¢ [U] = R° Ekkor a vv,., ¢lv,, lv, és ¢[u, leképezésekre vy, © ¢lu, = ¢lv, o Ily,

teljesiil, a [les diagram tehat kommutativ.

(Un,0) < (R",0) ———— Ty, —— (U4, 0) < (R, 0)
¢|f" wft
(Um,0) = (R™,0) -=-m-mmm- WNop ===~ » (U, 0) < (R°,0)

4. dbra. Euklideszi részsokasagok kozotti leképezésdiagram kiegészitése
kommutativ diagramma sima és analitikus leképezésekkel

Megjegyzés. Abban a specialis esetben, ha t = n, 0 = m és ¢ = ¢, a[l7}es Tétel a determinisz-

tikus, id6fejlédd rendszerek modelltérredukciojanak példajanak megoldasat adja.

18. Tétel. [Kommutativ diagramok sorozatanak egzakt kiegészitése]

Legyenek R" =~ R, R™ =~ R° adottak, ¢ = 1, sima és analitikus leképezések és U, < U, < R",
Un < U, R a es Tételben megfogalmazott tulajdonsaguak. Ekkor a |y, , ¢|u,, 'y, és
Y|u, leképezésekre y|f o ¢ly, = Y|y, o T|f, teljesiil, tehat az 6s diagram kommutativ.

(U, 0) =% (11 0) < (U, 0) —2V s (0,,0) < (U, 0) —y . Tl 0y < w0, 0)

¢’Un d)‘Ut ¢’Ut ¢|Ut ¢|Ut ¢‘Ut

(Um>0) """ ’ (Um,O) - (ano) """ ” (Um,O) = (ano) ______ » R (Uﬂ"wo) = (Umo)
YN YN YN YN

5. dbra. Euklideszi részsokasagok kozotti leképezésdiagramok sorozaténak
kiegészitése kommutativ diagramma sima és analitikus leképezésekkel

Megjegyzés. Ha a leképezési diagramok kiegészitését, mint a meglévénél optimalisabb szamitési
folyamatok keresését fogjuk fel, annak is értéke lehet, ha nem kozvelteniil az R™ és R° Euklideszi
terekbe adgyazhato terek kozotti leképezéseket keresiink, amennyiben ¢ és ) nem analitikus, de

I' igen. Ha szerencsénk van, talalhatunk olyan kozbiilsé R™ és R?® tereket, melyeken a ¢ és ¢
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leképezések felbomlanak C* (R"R")-beli, illetve C*(R'R?¥)-beli analitikus leképezések valamilyen
nemanalitikus a : R™ — R™_ illetve § : R®* — R leképezésekkel vett fiiggvénykompozicioként.
Ezen R, R", RY, R® terek kozott pedig mar megoldhatjuk egzaktul a probléméat, amivel 1) o'-nél

potenciélisan kevesebb szamitast feltételezs leképezést tudunk megkonstrualni R™-bsl R°-ba.

19. Tétel. [Probléma megoldasa kozbiilss térrel]

Legyen R", R™ R’ R° adott, ¢ € C*(R™,R™), T € C*((R"), R"), ¢ € Ck(R!, R°) harom leképezés.
Ha létezik két olyan R",R® és négy ® € C*(R",R"), ¥ e C*(R,R*),a € C*(R",R™),3 €
CF(R*,IR°) leképezés, amire ¢ = ao® és 1) = fo W, akkor a[l7res Tétel alkalmazhato, és létezik

olyan vy € C*(R",R*) leképezés, melyre a [6fos diagram kommutativ.

(U, 0)  (R",0) —— T}y, —— (U4, 0) < (R, 0)
e, ¥l \
4 4
Son  (U;.0) S (R7,0) v SR  (U.0) € (B,0)  ly,
| |
\} aly, Blu, /
1 1
(Un,0) < (R™,0) (Us,0) = (R°,0)

6. abra. Euklideszi részsokasidgok kozotti leképezésdiagram kiegészitése
kommutativ diagramma kozbiilsé Euklideszi terek beillesztésével

Megjegyzés. Végezetiil, a[19%es Tételt a[I8as Tétellel kombinalva adodik a kovetkezd:

20. Tétel. [Kommutativ diagramok sorozatanak egzakt kiegészitése kozbiils§ Euklideszi terek-
kel|

Legyenek R™ R™ R R°, R", R® adottak, ¢, D, a, ', ), ¥, 3 leképezések pedig a [19-es Tétel sze-
rintiek. Tegyiik fel, hogy R" =~ R, R™ =~ R° ¢és 1) = ¢. Ekkor alkalmazhaté a[18 as Tétel, amivel

a[ftes diagram kommutativ.

I I I
(U,0) € (U, 0) —% s (0, 0y € (U, 0) -y .. L0 10y < (1, 0)
(I)‘Un (I)‘Ut (I)|Ut (I)|Ut (b‘Ut
Y u., M Yo, ¥ ¥ Ao, M
¢|Un (UMO) < (US,O) E—— (UT,O) o= (US,O) > ” (UT,O) < (US,O) ¢|Un
a‘Un a|Ut aly, aly, a’Ut
(U, 0) < (U,.0) (Unn,0) < (U3, 0) e (Un.0) < (U, 0)

7. abra. Euklideszi részsokasagok kozotti leképezésdiagramok sorozatanak
kiegészitése kommutativ d iagramma kozbiils§ Euklideszi terek beillesztésével
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3. Euklideszi terekbe Agyazhato6 differenciadlhato sokasagok

El6z6 TDK dolgozatom terjedelmi korlatai miatt annak az esetnek a megoldasat, amikor nem
Euklideszi terekkel, hanem differencialhato strukturéaval ellatott lokalisan Euklideszi topologikus
sokasagokkal dolgozunk, csak vazlatosan mutattam be. Ezt szeretném ebben a fejezetben potolni
és pontositani.

Azon tul, hogy eljarast adunk az el6z6 fejezetben ismertetett modszer lehetséges altala-
nositasara, ramutatunk, milyen, az Fuklideszi terek esetében meg nem jelend tobbletszabad-
sag adodik az Osszetettebb topologikus strukturabol. Emellett kitériink annak a kérdésnek a
tisztézasara, hogy mikor létezhet a keresett probléménak megoldasa, és az milyen értelmeben

tekinthetd egyértelmiinek.

3.1. Topologikus terek, topologikus és differencialhaté sokasagok

Ebben az alfejezetben Osszegzem azokat a definicidkat és tételeket, melyek a munkdm eredmé-
nyeiben megjelend fogalmak és tételek megértéséhez, azok indokléasahoz sziikségesek. Ahhoz,
hogy az alfejezet a lehetd legteljesebb legyen, olyan fogalmak, mint a topologikus tér és a foly-
tonos leképezések, a differencidlhaté sokasagok és ezek kozotti sima leképezések is definidlva
lesznek, melyek egyes olvasok szaméara — a fogalmak széleskori ismertsége miatt — feleslegesnek
tiinhetnek. Ugyanakkor, ez az alfejezet lehetGséget szolgal a dolgozatban hasznalt jelolési és
fogalmi konvenciok lefektetésére, igy Osszességében azt remélem, hogy az olvasé is hasznosnak
talalja majd. A tém’ba részletesebb bevezetst nyujt [4], [5].

A fontosabb definiciok, illetve tételek utan megjegyzéseket helyeztem el, melyek ravilagita-
nak az adott eredmény relevancidjara a dolgozat {6 célja: Euklideszi terekbe agyazhato diffe-
rencidlhatd sokasagok kozotti leképezési diagramok kommutativ diagramma valod kiegészitése

szempontjabol.

21. Definici6. [Topologikus tér|
Topologikus térnek nevezziik az (X, 7) part, ahol X egy halmaz és 7 az X halmaz olyan, nyilt

halmazoknak nevezett részhalmazainak gytjteménye, melyre teljesiilnek a kovetkezdk:
1. X, 0er;
2. Y{U; € 7}ier = U, Ui € 7, ahol I egy tetszéleges indexhalmaz;
3. {Uier}!: (,U;er, ahol n e N.

Zéart halmaznak definidlunk minden olyan A € X halmazt, amelynek a komplementere nyilt a
T topologiara nézve. Ha nem okoz félreértést, a topologikus térre csak az alaphalmaz megjel6-

lésével hivatkozunk.

22. Definicié. [Topologikus tér kompakt részhalmazal
Az (X, 1) topologikus tér A € X részhalmaza kompakt, ha minden U4 S 7 nyilt fedésének van

véges részfedése.



3 EUKLIDESZI TEREKBE AGYAZHATO DIFFERENCIALHATO SOKASAGOK 14

23. Definicié. [Topologikus térpar|
Az (X, A) part térparnak nevezziik, ha X topologikus tér és A < X.

24. Definicié. [Pontozott topologikus tér|
Az (X, A) térpart pontozott topologikus térnek nevezziik, ha A = {z¢}, 2o € X teljesiil.
Jelolésben (X, xp)-t hasznalunk, a halmaz jelolést elhagyjuk.

25. Definici6. [Topologikus térpar kozotti leképezés|
Legyen (X, A) és (Y, B) térpar. Az f: (X, A) — (Y, B) leképezés olyan f : X — Y leképezés,
melyre f(A) < B teljestil.

26. Definicio. [Topologikus terek kozotti szabélyos leképezés|
Legyen (X, 7x) és (Y, 7y) két topologikus tér. Az f: (X, 7x) — (Y, 7y) leképezés szabélyos, ha
minden K € Y kompakt halmaz f~!(K) < X 6sképe kompakt.

27. Definicié. [Topologikus terek kézotti folytonos leképezések]
Legyen (X, 7x) és (Y, 7y) két topologikus tér. Az f : (X, 7x) — (Y, 7y) leképezést folytonosnak

nevezziik, ha minden V € 7y nyilt halmazra f~1(V) € 7x, vagyis nyilt halmaz Ssképe nyflt.

28. Definicié. [Topologikus terek kézotti homeomorfizmus, homeomorf topologikus terek|
Legyen (X, 7x) és (Y, 7y) két topologikus tér. Az f: (X, 7x) — (Y, 7y) bijekciot homeomorfiz-

musnak nevezziik, ha ¢ maga és inverze is folytonos.

29. Definicio. |Folytonos leképezések kozotti relativ homotopial

Legyen (X, 7x) és (Y, 7y) két topologikus tér és A < X adott. Az f,g : (X, 7x) — (Y, 7v)
folytonos leképezések A-hoz relativ homotopiaja alatt egy olyan folytonos h : X x [0,1] - Y
leképezést értiink, amire h(z,0) = f(x), h(z,1) = g(z) és Yt € [0,1] : Vae A: h(a,t) = f(a) =
g(a) teljestil.

30. Definicié. [Topologikus tér bazisa|
Az (X, 7) topologikus tér bdzisanak nevezziik azt a B < 7 kollekciot, melyre YU € 7 nyilt
halmaz felirhato B-beli elemek tinidjaként. Egy topologikus tér megszdmldlhato bazisi, ha létezik

megszamlalhatdé B < 7 bazisa.

31. Definicié. [Haussdorf-tulajdonsagu topologikus tér]
Az (X, 1) topologikus tér Haussdorff-tulajdonsdgi, ha minden két kiilonb6z6 pontjanak létezik

diszjunkt kornyezete.

32. Definicié. |Lokalisan Euklideszi topologikus tér|

Egy (X, 7) topologikus tér lokdlisan Fuklideszi, ha Yp € X : U € T, gy, hogy ¢ : U — R™
homeomorfizmus. Ekkor azt mondjuk, hogy a topologikus tér m-dimenzids, és jelolésében néha
(X, 7) helyett X™-et hasznalunk.

33. Definicié. [Topologikus sokaség]
Egy megszamlalhato bazist, Haussdorff-tulajdonsagi, m dimenzios lokélisan Euklideszi (M, T)

topologikus teret topologikus m-sokasdgnak neveziink.
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34. Definicié. [Topologikus sokasag térképezése és koordinatazasal

Legyen (M, 1) egy topologikus m-sokasag, U € 7 és ¢ : U — R™ homeomorfizmus. Az (U, ¢)
part koordindtatérképnek, vagy egyszertien térképnek, a (¢p(U), ¢~ ") part pedig (lokalis) para-
méterezésnek nevezziik. A térképet U 3 p-re centrdltnak nevezziik, ha ¢(p) = 0 teljesiil. A ¢ le-
képezést koordindtdzdsnak, a ¢(p) = (z'(p), ...,z (p)) Osszefiiggéssel definialt {z' : U — R},

leképezéseket (lokdlis) koordindtdknak nevezziik.

35. Definicio. [Topologikus sokasag két térképének kompatibilitésal

Legyen (M, 7) topologikus m-sokasag és (U, ¢), (V, 1) két térképezés ugy, hogy U n'V # @. A
két térképezést CF rendben kompatibilisnak mondjuk, ha Vo € ¢[U n V]-re po ¢~ : R™ — R™
illetve Yy € ¥[U n V]-re pop~! : R™ — R™ fiiggvények C*-k, azaz létezik és folytonos minden
r < k € Nu{oo} rendii derivaltjuk. A C* rendben kompatibilis térképeket simdn kompatibilisnak

nevezziik. Minden olyan térkép, melyre U n'V = &, tetsz6leges rendben kompatibilis.

36. Definicio. [Topologikus sokasag atlasza|

Legyen M topologikus m-sokaség és {U, }cr az M egy nyilt fedése és k € Nu {w}. Ekkor az A =
{(Ui, &) }ier-t CF-atlasznak nevezziik, ha az egyes térképezések paronként C*-kompatibilisak. A
C* atlaszt sima atlasznak nevezziik. Egy CF-atlasz marimadlis, ha egy mésik C*-atlasznak sem

része, vagyis minden kompatibilis térképezést tartalmaz.

37. Definicio. [Differencialhato sokasag]

Az (M, 1, A) part C*-sokasdgnak vagy egyszeriien differencidlhatd m-sokasdgnak nevezziik, ha
(M, T) egy topologikus m-sokasag és A egy ehhez tartozd Ck-atlasz. A C*-sokasdgokat sima
m-sokasdgoknak nevezzik. Az A atlaszt gyakran a differencialhatd sokasag differencialhatéd
struktirajanak nevezziik. Ha nem okoz félreértést, egy differencidlhatéd sokasdgra egyszertien
az alaphalmazzal hivatkozunk, esetleg mas bettitipussal, kifejezve a tobbletstruktira meglétét,
példaul: M = (M, 1, A).

38. Allitas. [Egy kompatibilis atlasz meghatarozza a differencialhato struktirat]
Legyen (M, T) topologikus m-sokasag és A egy kompatibilis atlasza. Ekkor A meghataroz egy

maximaélis A atlaszt, amivel (M, 1, A) differencidlhato sokasagot alkot.

39. Definicié. [Euklideszi terek, mint differencialhaté sokaségok]|
A (R", 1) metrikus topologiaval ellatott topologikus téren az A = {R",id } atlaszbol szarmaz-
tatott maximalis A atlasz megad egy differencialasi strukturat tetszéleges n € N mellett. Igy

nyerjik az " := (R", 74,.A) sima differencidlhato sokasagot.

Megjegyzés. Az Euklideszi terek egyszerre tekinthet&ek vektortérnek és differencialhato soka-
sagnak, hiszen azok tetszéleges pontjukhoz tartozoé érintGtérrel vald azonosithatosdguk révén
természetes linearis struktaraval is rendelkeznek. Ha Euklideszi terekrsl, mint sokasagokrol be-
széliink, az €™ jelolést alkalmazzuk majd, ha pedig a vektortér strukturat akarjuk kiemelni, a

szokasos R™-ként hivatkozunk majd a teriinkre.

40. Definicié. [Differencialhato és sima leképezés differencialhatod sokaségok kozott|

Legyen M és N két sima m—, n—sokasag. Azt mondjuk, hogy az f : M — N leképezés
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N 5 k-ad rendben differencidlhato vagy C* osztélyi, ha minden p € M pontra léteznek olyan
(U, ¢) és (V1) térképezések, hogy ha pe U, f(p) € V és f[U] € V, akkor a h = o fo ¢!,
h:o(U) c R™ — (V) < R" leképezés C* osztalyt. Az f leképezést simanak nevezziik, ha

minden N 3 k-ra C* osztalyt.

41. Definicié. |C*- és sima diffeomorfizmus sima sokasagok kozott

Legyen M és N két sima m— és n—sokaség. Azt mondjuk, hogy az f : M — N bijekcié C*-
diffeomorfizmus, ha ¢ maga és inverze is k-ad rendben differencialhato leképezés a sokasdgok
kozott. Az f bijekcié sima diffeomorfizmus vagy egyszertien csak diffeomorfizmus, ha minden

N 5 k-ra CF-diffeomorfizmus.

42. Definicié. |A C*-sokasagok kategoriajal
A Man" kategoriat, melynek objektumai a C*-sokaségok és morfizmusak az ezek kozotti k-ad

rendben differencialhato leképezések, a CF-sokasagok kategoridjanak nevezziik.

43. Definicié. [A pontozott C*-sokasdgok kategoridjal
A Man" kategoriat, melynek objektumai a pontozott CF-sokasagok és morfizmusak az ezek

“ e,

nevezzik.

44. Definicié. [Differencialhato sokasagok kozotti differencialhato leképezések vektorterel

Legyen M és N két sima m—, n—sokasig. Az F* (M, N) = {f € C*(M,N)} halmaz termé-
szetes R-vektortér strukturaval rendelkezik, mely a k-ad rendben differencialhaté leképezések
vektorterét adja. Specialisan, F (M, N) = F* (M, N) a sima leképezések R-vektortere, mely-
re, ha nem okoz félreértést, egyszertien C* (M, N')-ként hivatkozunk. Ha N = &1, vagyis a valos
szamegyenes, mint differencialhato sokasag, gy a jelolésben csak az M sokasdgot tiintetjiik fel:

F* (M), F* (M) és C* (M),

45. Definicid. |Derivacio differencialhato sokasig egy pontjaban)|

Legyen M egy sima sokasag, p € M. A v, : C*(M) — R linearis leképezés p-beli derivdcid, ha:

Vf,geC?(M):uy(fg) = f(p) vp(g) + g(p) - vp(f)

46. Definicio. |Differencidlhato sokasag pontbeli érintStere és érintényalabjal
A C*(M) 6sszes M 3 p-beli derivacidinak halmazat T,(M) modon jeldljiik és az M sokasag
p-beli érintdterének nevezzik. T,(M) elemeit p-beli érintévektoroknak nevezzik. T,(M) = R™,

ahol n = dim M. A sokasag minden pontjahoz rendelt érintGterek halmaza az érintényaldb:

T(M) = [ [T,(M) = {(p.v)lp € M,v e T,(M)}.

peEM

47. Definicié. |Differencidlhaté sokasag pontbeli dualis érintStere és érintényalébjal
Az M differencidlhat6 sokasig T,(M) érint6terének dualisat 7,7 (M) modon jeloljiik, a dudlis
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érintdnyaldb pedig:

(M) = [ [T300) = {(p.w)lp e Mowe T3 (M)},
peM

48. Definicié. |Differencialhato sokasag (k, 1) tipusu tenzornyalabjal
Az M differencialhato sokaség (k,l) tipust tenzornyalabjat T (M) modon jeloljiik, és a

kovetkezd teret értjiik alatta:

TE(T(M)) = [ [ @I (M) @ (@TF(M)) .

peEM

Természetesen adédnak a 7 projekcick TWD(T(M))-r6l M-re:
Ty : TENT(M)) = M, 7 (0, W) = p.

49. Definicié. |Differenciadlhato sokasag (k, 1) tipusu tenzormezsje|

Ha M egy sima m-sokasag és T (M) az érint6 (k,[)-tipust tenzornyalabja, akkor az s, :
M — T®D (M) leképezést szelésnek nevezziik, ha T(k,) © kg = id . Speciélisan, egy sokasdgon
értelmezett minden vektormez6 halmaza X' (M) = {X : M — T(M)|X szelés}.

50. Definicié. [Sokasagok kozotti sima leképezéshez tartozo globalis és lokalis szelés|

Legyen M és N két sima sokasag. Az F': M — N sima leképezéshez tartozoé lokalis szelés alatt
egy s : U € N — M sima leképezést értiink, ami U-n jobb-inverze F-nek, tehat F o s = id p.
Ha U = N, globalis szelésrdl beszéliink.

51. Definicié. [Sima sokasag pontjanak sima leképezés szerinti fibrumal
Legyen M és N két sima sokasag és m : M — N sima leképezés. A 7 leképezés N > ¢ pont
feletti fibruma alatt a 771(¢) € M halmazt értjiik.

52. Definicio. [Sokasagok kozotti sima leképezés differencialjal

Legyen M és N két sima sokasag. Az F' : M — N sima leképezés M 5 p-beli differencidlja alatt
azt a dF, : T,M — TpN leképezés értjiik, melyre minden v, € T, M vektorra és f € C*(N)
leképezésre (dF,(vy)) (f) = v, (f o F) teljesiil.

53. Definicio. [Sokasagok kozotti sima leképezés rangja, allando rangu leképezés|
Legyen M és N két sima sokasag. Az F : M — N sima leképezés M 3 p-beli rangjan a
dF, : T,(M) — T,(N) leképezés rangjat értjiikk. F-et allando rangi leképezésnek mondjuk, ha

rangja minden M 3 p pontban azonos.

54. Definicié. [Topologiai bedgyzas, immerzio, szubmerzio|

Legyen X és Y két topologikus tér. Az F': X — Y folytonos leképezés

1. topologiai bedgyazas, ha homeomorfizmust ad meg X és F[X] kozott;

2. topologiai immerzid, ha minden X > p pontnak van olyan p € U € 7x kornyezete, hogy

Fly : U — Y topologiai bedgyazas;
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3. topologiai szubmerzi6, ha X minden pontja az F-hez tartozo egy folytonos lokélis szelés

képe.

55. Definicié. [Sima immerzio, szubmerzio, bedgyazas|

Legyen M és N két sima sokasag. Az F': M — N sima leképezés
1. sima szubmerzio, ha minden M 3 p pontban dF, sziirjektiv, vagyis rank (dF},) = dim(N);
2. sima immerzi6, ha minden M 3 p pontban dF), injektiv, vagyis rank (dF},) = dim(M);
3. sima beédgyazas, ha egyszerre sima immerzi6 és topologiai bedgyazas.

Megjegyzés. Nem minden topologiai immerzio, illetve beagyazéas, ami sima leképezés is, lesz

sima immerzio, illetve sima bedgyazas.

56. Definici6. [Szabalyos beagyazas|
Legyen M és N két sima sokasag. Az F : M — N sima bedgyazas szabalyos, ha egyben

szabalyos leképezés is.

57. Definicié. [Nyilt részsokasag|

Legyen (M, Tp, A) egy sima m-sokasag, U € 7p egy nyilt halmaza és 7y a hozza tartozo,
M-t6l 6rokolt altértopologia. Az (U, 1y, Ay) differencialhatoé sokasagot az (M, Ty, A) sima
sokasag nyilt részsokasaganak nevezziik, ahol Ay = {(V,¢) e A:V < U} az M-t6l 6rokolt

differencialhato6 struktura.

58. Definicié. [Immetralt és beagyazott részsokasag)|
Legyen M és N két sima sokasag. Azt mondjuk, hogy az M sima sokasag immertalt (illetve
beagyazott) részsokasaga a N sima sokasagnak, ha létezik M — N immerzio (illetve beagya-

Z48).

59. Tétel. [Sokasigok kozotti sima leképezés atvitele hanyados-sokasagral

Legyen M és N két sima sokasag és m : M — N sziirjektiv sima szubmerzi6. Ha P sima
sokasag és F': M — P olyan sima leképezés, mely a 7 fibrumain éllando, akkor egyértelmten
létezik olyan F : M — P sima leképezés, melyre F = F o 7 teljesiil. Masképp, a as diagram

kommutativ.

8. dbra. Az es tételben szerepld leképezési diagram

Megjegyzés. A fenti, pOes Tétel jelentSsége dolgozatom szempontjabol a kévetkezdben &ll:
tegyiik fel, hogy N, M, P ¢és Q négy sima sokasig ¢s ¢ € C*(N, M), T' € C*(N,P) és
1 € C*(P, Q) harom olyan sima leképezés, hogy 1 o I' alland6é a ¢ fibrumain. Ekkor egyér-
telmten létezik olyan v € C*(M, Q) sima leképezés, amelyre 7o ¢ = ¢ o T teljesiil. Az, hogy
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Yol allandd a ¢ tetszéleges fibruman, egy erés megkotés. Ugyanakkor, megtorténhet, hogy ha
lesziikitjiik az egyes sokasagokat, és azoknak csak megfelel§ részsokasagait tekintjiik, ott egyér-
telmi megoldast tudunk megkonstrualni. Azt, hogy pontosan milyen részsokasagokat érdemes
tekinteni, és ha ismerjiik a feladat megoldaséat egy részsokasagra, azt miként lehet kiterjeszteni

a teljes sokasagokra, a kovetkezGekben tekintjiik at.

60. Tétel. [Sima sokasagok kozotti leképezés megszoritasa részsokasagral
Legyen M és N két sima sokasag, f: M — N sima leképezés. Legyen P © M immertalt vagy
beagyazott részsokasag. Ekkor az f|p : P — N leképezés is sima.

61. Tétel. [Sima sokasagok kozotti leképezés képének megszoritasa részsokasagral
Legyen M és N két sima sokasag, f: M — N sima leképezés. Legyen Q € N immertalt vagy
beagyazott részsokasag, melyre Imf < Q. Ha a f : M — Q folytonos, akkor sima is.

Megjegyzés. A [61}es tételben, ha P bedgyazott részsokasag, akkor a folytonossagi feltevés el-

hagyhato, tehat f képének megszoritasa bedgyazott sokasagra tovabbra is sima leképezést ad.

Megjegyzés. A nyilt és beagyazott részsokasagok fogalma két szempontbol bir nagy jelent&séggel
kutatasom szempontjabol. Egyrészt, ahogy az[h9%es Tételt kovetd megjegyzésben szerepel, nyilt
részsokasagokra megoldani egy leképezési diagram kommutativva valo kiegészitését altaldban
konnyebb feladat, mint a teljes sokasédgokra elvégezni ugyanezt. A megvalositasban jelentds sze-
repe van annak a kérdésnek, hogy mikor tudunk egy sokasag egy részhalmazarol sima leképezést
a teljes sokasagra kiterjeszteni. Masrészt, el6z6 éves TDK munkam legfontosabb eredménye volt,
hogy Euklideszi terek kozotti leképezési diagramok kommutativ diagramma torténé kiegészité-
sére modszert talaltam sima leképezések esetében. Igy, ha a sima sokasagok kozotti leképezési
diagramokat meg tudjuk feleltetni Euklideszi terek kozotti sima leképezések diagramjainak,
azokat kiegészitjiik, majd visszaképezziik a kapott leképezéseket, azzal megoldjuk a feladatot.
Ahhoz, hogy e moddszert alkalmazni tudjuk sima sokasagokra, tudnunk kell, beadgyazhatoak-e

Euklideszi terekbe, és, hogy folytonos leképezéseket sima leképezésekkel miként lehet kozeliteni.

62. Tétel. [Whitney-féle beagyazasi tétel
Ha m > 0, minden M sima m-sokasagnak létezik sima bedgyazasa £2™ =~ R?*™-be, és szabalyos

bedgyazasa £2mH! =~ R?m+1l e,

63. Definici6. [Beagyazott vagy regularis részsokasag)|
Legyen M és N két sima sokasiag. Azt mondjuk, hogy az M az N sokasag beadgyazott vagy
regularis részsokasaga, ha létezik olyan f : M — N immerzio, mely diffeomorfizmus M és

fIM] kozott.

Megjegyzés. Az, hogy az M sima sokasag az N sima sokasag regularis részsokaséga, szemlélete-
sen azt jelenti, hogy egyarant gondolhatunk M-re, mint amit belsd, topologiai és differencialhato
struktiraja meghataroz, de ugy is, mintha egy A-beli objektum lenne. A [62}es beagyazasi tétel
szerint minden sima differencidlhato sokasag regularis részsokaséiga egy kell6en magas dimenzios
Euklideszi térnek.
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64. Tétel. [Részsokasagrol valo leképezés kiterjesztése|

Legyen M sima sokasag, P sima sokasag és f : P — R sima. Ha P beadgyaztott részsokaség,
akkor van olyan P < U < M, hogy f : U — R sima és f |p = f. Ha rdadéasul P szabélyosan
bedgyazott M-ba, akkor U = M is tekinthetd.

65. Tétel. [C*(M,E™) leképezés sima kiterjesztése zart részhalmazrol teljes sokasagral
Legyen M sima sokasag és A € M egy zéart részhalmaza, illetve f : A — £" egy sima leképezés.
Ekkor, minden A < U € 7 nyilt kérnyezetre létezik olyan f : M — E™ sima leképezés, melyre
f\A = f és suppf < U teljesiil.

66. Definicio. [C°(M, E™) leképezések kozelségel
Legyen M sima sokasag és 0 : M — R pozitiv folytonos leképezés. Azt mondjuk, hogy az
[, f : M — E" leképezések d-kozeliek, ha minden M 3 p-re |f(p) — f(p)| < 6(p).

67. Tétel. [Whitney-féle approximacios tétel C°(M, E™) leképezésekre]
Legyen M sima sokasag és f : M — E" folytonos leképezés. Ekkor minden ¢ : M — R pozitiv
folytonos leképezéshez létezik olyan f : M — E" sima leképezés, melyre f és f d-kozelick. Ha

adott A = M zéart halmazon f sima, akkor ott f véalaszthato f-el megegyezének.

68. Definicio. [£"-be 4gyazott sima sokasdg norméalnyalabjal
Legyen M az £™-be agyazott sima sokasag. Ennek a normalnyalabja alatt a TE™ kiévetkezd

bedgyazott részsokasagat értjiik:
NM :={(z,v) e R" x R": € M és {x,v)pn = 0}.

Természetesen adodik a 7 : NM — M projekcid, amely a 7 : TM — M projekcié megszori-

tésaként all els.

69. Definicio. [£"-be dgyazott sima sokasag tubularis kornyezete|
Legyen M az E™-be 4dgyazott sima sokasag és § : M — R pozitiv folytonos leképezés. Ekkor
az M sima sokasag d-tubuléris kornyezete alatt az NM normalnyalab kovetkezd nyilt részét
értjik:

Ms ={(z,v) e N+ [|v]lg. < ()}

70. Definicié. [Topologikus tér altérre valo retrakciojal
Az (X, 7) topologikus tér A < X altérre valo retrakcioja olyan r : X — A sima leképezés,

melyre 7|4 = id 4 teljesiil.

71. Tétel. [Tubularis kornyezet tétel]

Minden £™-be agyazott sokasagnak van tubuléris kornyezete.

72. Tétel. [E"-be agyazott sima sokasag tubularis kornyezetének szubmerzios retrakcioja|
Legyen M az E£"-be agyazott sima sokasag és M egy J-tubularis kornyezete valamely ¢ :
M — R pozitiv folytonos leképezésre. Ekkor létezik olyan sima r : Ms — M leképezés, mely

egyszerre szubmerzios és retrakcio.
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73. Tétel. [Whitney-féle approximacios tétel]
Legyen M, N két sima sokasag és f : M — N folytonos leképezés. Ekkor f homotop egy sima
leképezéssel. Rdadasul, ha f sima egy A € M zéart halmazon, akkor ez a homotopia tekinthezd

A-hoz relativnak.

74. Tétel. [C*(M,N) leképezés sima kiterjesztése zart részhalmazrol teljes sokasagral
Legyen M, N két sima sokasdg, N' 2 A zart részhalmaz és f : A — M sima leképezés. Az f
leképezésnek akkor és csak akkor van sima f : N — M Kkiterjesztése a teljes N sokasagra, ha

létezik folytonos kiterjesztése.

Megjegyzés. A differencialhato sokasagok gyakran csak kiindulépontjai sszetettebb struktira-
val rendelkez6 modelleknek. A tobbletstruktirdk egy része lehet még kompatibilis az Euklideszi
terek strukturdjaval abban az értelemben, hogy a kérdéses struktiraval ellatott differencialhato
sokasagokrol tovabbra is 1étezhetnek struktiradrzé beagyazasok a megfelels struktiraval kiegé-
szitett Euklideszi terekbe. Ilyenre adnak példat a (szemi-)Riemann sokaségok, melyek metrikus

strukturaval latjak el a differencidlhato sokasagokat.

75. Definici6. [Riemann- és szemi-Riemann sokaség|

Az (M, g) part szemi-Riemann m-sokasdgnak nevezziik, ha M sima m-sokasag és g : M —
T@0)(T(M)) sima szelés, melyre minden p € M-re g, : T;"* (T(M)) — R folytonos, nemelfa-
julé és szimmetrikus. Ha g, rdadasul minden pontban pozitiv definit is, akkor (M, ¢g) Riemann
m-sokasdg. Ha nem okoz félreértést, a sokasag dimenzidjara nem hivatkozunk annak megneve-

zésekor.

76. Definicio. |Izometrikus bedgyazas|

Legyen (M, g) és (N, h) két (szemi-)Riemann sokasag. Az f : (M, g) — (N, h) beagyazast
izometrikusnak nevezziik, ha minden M 3 p pontra és u,v € T,(M) vektorra a kovetkezd
teljestl:

Ip(u,v) = hy)(dfyp(u), df,(v)).

77. Tétel. [Nash-féle beagyazasi tétel
Legyen (M, g) egy m-dimenzi6s (szemi-)Riemann sokasdg. Ekkor létezik olyan n € N, hogy
(M, g) izometrikusan beagyazhato £"-be.

3.2. A feladat megoldasa Euklideszi térbe bedgyazhato differencidlhato

sokasagokra

Az Euklideszi terek esetében a megoldas azon alapult, hogy az R™ Euklideszi tér, mint met-
rikus topologiaval és az identitasleképezéssel, mint atlasszal ellatott differencialhatod sokasag
pontjait azonositani tudjuk a tér egy tetszéleges R™ = p pontjdhoz tartozd T,(R™) érinté-
térrel. Igy adott ¢ € C®(R™,R") leképezés R™ 5 ¢ pontban felvett értéke kifejezhets egy
b€ CP(T,(R™), T4(p)(R™)) leképezéssel ugy, hogy az es diagram kommutativ legyen.
Sokasagok esetében szintén el tudunk allitani érintSterek kozotti leképezéseket a fenti mo-

don, vagyis megtehetnénk, hogy a sokasagokra &altaldnosithaté Jet-ekvivalencidt kihasznélva
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probalunk felépiteni olyan leképezéseket, melyekkel kommutativva tehetiink ilyen diagramokat.
Azonban, ahhoz, hogy az igy kapott kifejezéseket a sokasagok részsokasagai kozotti (majd pedig
a teljes sokasagon értelmezett) leképezéssé terjeszthessiik ki, hidnyzik a megfeleltetés érintétér
és a sokasag pontjai kozott.

Az Euklideszi terek egy fontos tulajdonsaga, hogy rendelkeznek azzal a globalis azonositéas-
sal, mellyel a sokasag pontjait tetszdleges pontbeli érintGtér pontjaival azonosithatd. Ennek a
legegyszertibb kiaknézasahoz, szemléletesen a kovetkez6 modszer lehet alkalmas: ha a sokasé-
gaink Euklideszi terekbe vald bedgyazasait tekintjiik, elvégezziik az azonositast a beagyazott
pontok és az bedgyazasi tér érintSterei kozott (ez méar nem lesz bijekcid, a bedgyazasi térben
lesznek olyan pontok, melyek nem tartoznak a sokasaghoz), az érint6terekben megkonstruéljuk
a megfelels leképezéseket, a kapott kiterjesztést visszavissziik a bedgyazasi térbe, majd meg-
szoritjuk a sokasag pontjaira és visszahuzzuk. A modszer elvi lépéseit a [Ofes dbra szemlélteti.

Ez az abra, a kovetkezs tétellel egyiitt, egy igen fontos eredménye a dolgozatnak:

78. Tétel. |Leképezési diagram kiegészitése]

Legyen (N, p), (M, q), (T,w) és (O, z) adott pontozott sima sokaségok és G : (N, p) — (T, w),
f:(WN,p)— (M,q)ésh:(T,w) — (O, 2) harom C* leképezés. Tegyiik fel tovabba, hogy létezik
egy g: (M, q) — (O, z) leképezés, mellyel go f = ho G teljesiil. A [Ofes abran megfogalmazott

eljarasrol a kovetkezéket tudjuk allitani:

(i) A (0) — (1) attérés soran a G, fk), hr), 9y € a G, f, h, g leképezések kozotti kapesolat

kolesonosen egyértelmi;

(i) A (2) — (3) attérés soran, ahol tpr, ta, LT és Lo az egyes pontozott sokasagok kijelolt pont-
jaira centralt szabalyos bedgyazasok megfelel6 dimenzios Euklideszi terekbe, kolcsénosen

egyértelmi a megfeleltetés G|, f|, hl, g| ¢s G|, f|, h|, g| kdzitt;

(iii) Az (3) — (4) attérés soran az el6z6 fejezetben targyalt megoldéast konstrualjuk meg a
leképezés maximalis R konvergenciasugaran beliili Ut halmazon. Az U, = ip[Upn] 0 UE

halmazon 7|y, 1étezik;

(iv) Az U,, halmazon 7|y, egyértelmtien meghatarozza a g| leképezést az U, = U [Unm]

halmazon: gNHMm =15 oY, © ta;

(v) Az U,, U, és U; halmazokra megszoritva a I', ¢, 1 leképézéseket, azok megegyeznek az
Uy, Uy, Up-re megszoritott G|, f|, h| és g| leképezések G

Un s f

Uy, h|~ut megfelelGivel,

(vi) Az U, Uy, U; halmazokon G|y, = L}l oLy, otny flu, = Lj\j o @y, oty €s hly, =

L(_Ql oy, o Lr;
(vil) G'lu, = Glus ', = Flun € Wlu, = Pl

(viil) Az Uy, Uy, Uy és U, megfelels homotopiak altali képeire megszoritva Gy, | = G|, f()| =
Flawy €s higyl = bl

Bizonyitds. |A [T8as Tételé|
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(i) A H, homotopiak inverzei is homotopiak;

(ii) Adodik abbol, hogy ¢!y, : (Us,0) — (U, *.) mindegyike bijekcio, ahol e € {N, M, T, O}

és =, € {p, q, w, z} a megfelels pont;

(iii) Adédik abbol, hogy v létezik az UE halmazon és U,, < UL,

v értelmd, hiszen 1, ¢, bijekcid a kérdéses halmazon;

(- ) Egy; 1 ,,, h M’ Ol bJ k <. k/ d» h l :

(v) A (ii)-es allitasbol kovetkezik;

(vi) Kovetkezik az (v)-os allitasbol;

Vil i1)-es és (vi)-os allitasbol kovetkezik, illetve a G', f/, eképezések definiciojabol;
i) A (i i llitasbol kovetkezik, ill G, f', b lek k definiciojabol

(viii) Kovetkezik a (vii)-es allitasbol. B

Emellett, ha sima leképezéseket tekintiink, és Uy, Unq, U és Up szabalyosan beagyazott
sokasagok, a kovetkezdket allithatjuk:

79. Tétel. [Sima sokaségok szabalyos beagyazott részsokasagai kozotti sima leképezésdiagram-
jai kiegészitésének létezése és egyértelmiisége|

Legyen (N, p), (M, q), (T,w) és (O, 2) adott pontozott sima sokasagok, G : (N, p) — (T, w),
f:WN,p) — (M,q) és h: (T,w) — (O, z) harom C* leképezés, (U, p), U, q), Ur,w) és
(Uo, z) szabalyosan beagyazott pontozott részsokasagok. A @-es abran megfogalmazott eljaras-

0l a kovetkezdket tudjuk allitani:
(i) Ha létezik g € C*, amelyre go f = hoG teljesiil minden p € N pontra, akkor egyértelmii;

(ii) Ha létezik g| € C*, amelyre g| o f| = h| o G| teljestil minden p € Uy pontra, akkor

egyértelm;
(iii) Ha g létezik, akkor egyértelmd, és g| € C*((Un, q), (Uo, 2)) 1étezik;
(iv) Ha g| € C*((Um, q)(Uo, 2)) létezik, akkor egyértelm;

(v) Minden Uy € UE, Uy € UR Uy < UE s Up < UE mellett g| = 15! 07|y, © tpr megoldja

a (2)-es diagramot, tehét egyértelm;

(vi) Minden Uy < U, Uy < UR Uy < Ul 6s Up < UE mellett az (1)-es diagramnak van
megoldasa, mégpedig a G| = 17" o Ly, oty f| = g © @l 0 tw, b = 15" 0 Y|w, 0 L7 és
gl = 15" 0 Y|u,, © Ly kiterjesztésébél adodo leképezésekkel.

Bizonyitds. |A [T9es Tételd]
(i) g egyértelmiisége az es Tétel kovetkezménye, ennek a megszoritasa adja a g| leképezést;

(ii) Ismét, g| egyértelmiisége az [59+es Tétel kbvetkezménye;
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(iii) Egyszert kovetkezménye annak, hogy az Gsszes leképezés konvergens a megadott halma-

zokon és yo ¢ =1 oI teljesiil ezeken;
(iv) Az el6z6 allitasok és a|64tes Tétel kombinalt hasznéalatabol kovetkezik.
(v) Az allitas a konstrukci6é miatt igaz.
(vi) Ismét, az allitas a konstrukcié miatt igaz. B

80. Tétel. [Kiilonb6z6 megoldasok szuperponalhatosagal

Legyen N, M, T és O adott sima sokasagok és G € C*(N,T), f € C°(N, M) és he C*(T,0O)
sima leképezések. Legyenek pi,....pr € N, q1,....qu € M, wy,...,w, € T és z1,...,z, € O
olyan pontok, melyekre G(p;) = wy, f(p1) = q és h(w;) = z teljestil minden [ € {1,..., k}-ra.
Legyenek mar 2 Upny 2 p1, Tm 2 Unmyg 2 @i, 71 2 Uy 3 wy és To 3 Up, 3 2z nyilt kornyezetek,
melyek lezartjaihoz tartozo legsziikebb nyilt kornyezetek diszjunktak, és képezziik ezekbdl az
Un i), Unags @), Ura,wy) és (Uoy, z) nyilt pontozott részsokasagokat minden [ € {1,..., k}
mellett. Legyenek G|, ..., Gi| € C*((Un i, p1), Ui, wi)), fil-- - fl € CP(Unas i) Unma, @1))
s hal, ..., hi| € CP((Ury,wr), Uoyu, z1)) a megfelels leképezések megfeleld megszoritasai. Ekkor
a kovetkezdket allithatjuk:

(i) Ha létezik g| € C*((Unmy, @), Uoyu, z1)), amelyre g| o fi| = | o Gj| teljesiil, akkor ez
egyértelmd, és vannak olyan (Va.,p1), Vmu, @) Vra,wi) és (Vou, z1) pontozott nyilt
részsokasagok, hogy Un i S Vi, Uniy S Vo, Uy S Vru, Uoy S Vou és a Gil, fil, ul, g1
leképezések megfelel sokasagokra valo simék kiterjesztései V, j-en kiviil #, j-et veszenk fel,

ahol e € {N, M, T,0} és #, € {p, q,w, z};

(i) Ha minden [ € {1, ..., k}-re létezik ¢;| € C*(Upmyu, @), Uo,, 1)) megoldasa a g| o fi| =
hi|o G| feltételnek, akkor létezik olyan g € C* (M, O) sima leképezés, amelyre gof = hoG

teljesiil és gly,,, = g/ minden [ € {1,..., k}.
Bizonyitds. |A [B0tas Tételé|

(i) A g] leképezés egyértelmisége a [T9es Tétel kovetkezmeénye. A (W, %) részsokasagokat
ugy kapjuk meg, hogy a bedgyazott é|l, 1| 2 h~|l és g~|l leképezésekre alkalmazzuk a [65-6s

Tételt, majd visszahuzzuk azokat az egyes sokaségokra.

(ii) Az (i)-es pontbeli eljarast elvégezziik minden [ € {1,...,k}-ra. B
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(N,p) — Gy e C"— (T, w)
I I
f(k) € Ck (i(),) h(k) € Ck
+ +
(M, q) -9 € C* -+ (O, 2)
T

-homotop deforméalas C*-né
Ho-homoto6p deformalas C

1
(Nap) —Gel*—— (T,U)) (qup) _G|€Coo_) (Z/{T,U))
| | I I
fec® (1) heC® U, 0o fleC® (2) h| e C*®
4 4 N N
(Maq> T ?g €C¥---> <O7Z> (Z/{M,Q) ___‘?g| €C® --» (u(97z>
T
Le i ® <> 5([1111(.)
4
U, 0 Gl e c® > (Ug,0
Ux0) 7 | )
i Uv,p) GleC® ——— Ur.w)
. | | N
flec™ flecCc® (3) h|eC® h| e C*®
4 4
L;j) (Unmsq) --------- 79l € CF --mmmms > Uo,z) | 1o
~ 1/ ~ ~
(Up,0) ~=Memme 79 e C® -=mmmmmmmmm ©-5 (Uo,0)
T
Megoldas R™ 2 Bpr(0)-ban
1
(UE,0) —rec*— (U[,0) (Uyn,0) —T|eC®— (U,,0)
| | i , | , |
¢ eC”® ( l) ¢ eC” '{/'(“m(:.?) = ('/'(]f;m“) a /'(.> - ¢| eC” <3) 77[} eC”
4 4 4 1
(UER0) —~yec*— (UE)0) (U, 0) — e C*®— (U,,0)
L 1 :éjrlil‘ll(tf) e
N
(Un> 0) ‘\LN 1—‘| eC”® LT/E (Utv 0)
T - —
Ly (Z/{nap) F’ =: GI‘ eC*—— (utvw) Lt
| |
pleC® $=:fleC® (6) Y| = h|ec® P|eC®
+ +
i s (U, q) N =¢eC®—= Usp2) 15"
(Un, 0) —M 7] ec® o % (U,,0)
T
Kiterjesztés Ugim o-101 ® -re
1
(Nap) — G eC®— <T7w) (va) _G/(k)eck_> (Taw)
| | | |
flec® (7) W e C® +— H,-homotopidk inverzei — f(/k) eCk (8) h/(k) eCk
+ + v v
(M,q) — g eCc*®— (O,2) (M, q) —gEk)eC"“—> (0, 2)

9. abra. Euklideszi terekbe agyazhato differencialhato sokasagok kozotti leképezési diagram
kiegészitése kommutativ diagrammé
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4. A moédszer kovetkezményei, lehetséges alkalmazasai

Ahogy azt méar a bevezetében irtuk, a kommutativ leképezési diagramok egyik legnagyobb jelen-
tGsége szamitasi szempontbol, hogy kifejezik, hogy lehet ugyanazt a feladatot tébb modszerrel
is megoldani. Ha adott egy kommutativ leképezési diagram, és sikeriil abban egy 1j élt elhe-
lyezniink gy, hogy az igy kapott, kiegészitett diagram tovabbra is kommutativ, akkor sikeriilt
(legalabb egy) feladatra alternativ megoldast talalni.

Leggyakrabban az automatizalni kivant problémamegoldéast gy érhetjiik el, hogy lokalisan
Fuklideszi terekben reprezentéljuk a rendszer allapotait numerikus szamitasok elvégzése célja-
val. Emiatt lokalisan Euklideszi terek — igy topologiai-, differencidlhato- és sima sokasagok —
kozotti kommutativ leképezési diagramok kiegészitéseit vizsgéljuk, annak kézvetlen alkalmaza-
sai lehetnek numerikus szamitasok optimalizalasaban. Ennek a fejezetnek a célja, hogy roviden
Osszefoglaljon néhany olyan, egyértelmiien vagy nem trivialis médon adédoé alkalmazast, mely

a dolgozatban szemléltetett modszerek informatikai hasznara mutathatnak ra.

4.1. Nemlinearis leképezések pszeudoinvertalasa

Amikor feladatok megoldasat kommutativ diagramok révén kodoljuk, a megjelend leképezések
nagyrésze jo eséllyel nemlinearis leképezés lesz. Ha az a feladatunk, hogy egy ismert megol-
désu feladat megoldasabol probaljuk kévetkeztetni a lehetséges bemenetekre, példaul algebrai
egyenletek eredményeit akarjuk megkereseni, fontos kérdés, hogy azt milyen médon tehetjiik
meg.

Amennyiben a kérdéses kommutativ leképezési diagramban Euklideszi terek és kozottiik vald
lineéris leképezések jelennek meg, ez az invertélas valamilyen értelemben megoldhato. Ennek
az esetnek a targyalasa jelentls szakirodalommal rendelkezik, melynek egyik alapmiive Roger

Penrose-t6l szarmazik [6]:

81. Tétel. [Linearis terek kozotti leképezés Moore-Penrose pszeudoinverze|

Legyen &1, & két véges dimenzios Euklideszi tér és A : £ — & linearis leképezés. Legyen n =
dim &, m = dim &,. Tekintiik az & és &, terek egy tetszbleges bazisat, melyen reprezentaljuk
az A leképezést egy A € M(R),,, valos matrixként. Ekkor létezik és egyértelmd az az A™ €
M(R),, ., matrix, melyre az alabbi négy feltétel teljesiil:

o AATA=Aés ATAAT = AT
o (AAT)* = AAT és (ATA)* = ATA
Ezt az AT maétrixot az A méatrix linearis- vagy Moore-Penrose pszeudoinverzének nevezziik.

82. Allitas. [A linearis pszeudoinverz kiszamitasa specialis esetekben|

Amennyiben a [8l}es tételben szerepls A métrix olyan, hogy az A*A € M(R),,, méatrix inver-
talhato, akkor AT = (A*A)"1A* és igy AT bal oldali inverze is A-nak, vagyis ATA = 1,,,,
teljesiil. Hasonloan, ha az AA* € M(R),,,, matrix invertalhato, akkor At = A*(AA*)™!, és igy
AT jobb oldali inverze is A-nak, vagyis AAT = 1,,,, teljesiil.
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Amennyiben a leképezések nemlinearisak, azoknak altalanositott inverzeirél beszéliink. Ezek,
ahogy az elnevezés is jelzi, megprobaljak altalanositani azt az inverz-fogalmat, amely linearis
esetben konnyen megfogalmazo6. A lehetséges definiciok széles skalaja 1étezik felhasznalési céltol
és vizsgalt leképezési csoporttol fiiggben, azonban természetesen mindegyik a kovetkezd tulaj-

donséigokat gyengiti:

83. Definicié. [Leképezés bal- és jobb oldali inverze|

Legyen C egy kategoria, A, B két objektum és f € Hom(A, B). Ekkor az f leképezés bal-, illetve
jobb oldali inverze alatt olyan g, h € Hom(B, A) leképezéseket értiink, melyekre g f = id 4, illetve
fh = idp teljesiilnek. Marképp, a [I0}es diagram kommutativ.

~
I

g idg

g
N

N

>
SRS

L

fh = idg

10. &dbra. Leképezés jobb- és bal oldali inverze

Azt, hogy egy altalanositott inverztél a fenti mellett milyen erés vagy gyengébb tulajdon-
sdgokat varunk el, széles korben valtozik. Kozos azonban, hogy a legtobb ilyen altalanositott
inverz ténylegesen csak nehezen megkonstrudlhato. A leggyakoribb modszerek egy leképezés

gyenge jobb- vagy bal-inverzének keresésére a kovetkezdk:

1. Regularizacios modszerek ([7], [8], [9]): A Tyihonov-regularizacié vagy a Lasso-regularizacio
altalanosan hasznalt regularizédciés modszer sima nemlinearis leképezések kozelits inver-
zeinek kiszamitasara. Ezek a modszerek gyakran valamilyen biintets taggal korlatozzak az
invertalas soran kapott megoldésokat, igy akadélyozva a tulillesztést vagy az instabilitést.
A regularizacio bevezetésével a megoldas stabilabba és robusztusabba tehets a zajjal vagy

a bemeneti zavarokkal szemben.

2. Kernel-modszerek ([10], [11], [I2]): A kernel-modszerek, mint példéaul az RBF (radial
basis functions) vagz SVM (support vector machines), nemlinearis leképezések kozelitésére
hasznalhatoak. A bemeneti adatokat egy magas dimenzios térbe agyazva, azokon linearis
regressziot végeznek. A linearis regresszio inverze ezutdn a nemlinearis leképezés kozelits

inverzeként hasznalhato.

3. Neuralis halo alapt megkozelitések ([13]): Az alapvetd elképzelés az, hogy neuralis halokat
tanitunk meg adott feladat elvégzésére, és rétegenként végziink el egyfajta gyenge psze-
udoinvertalést, amibsl megprobalunk kovetkeztetni olyan bemenetre, amely a megfeleld

kimenetet produkalhatta.
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A fenti médszerek mind széles korben elterjedtek, és, ahogy az lenni szokott, mindnek meg-
van a maga elénye és hatranya egyarant. Egyrészt, a regularizacios modszerek sokat segitenek
abban, hogy aluldeterminalt feladatok megoldasai koziil a kevésbé instabilakat tudjuk megtalél-
ni. A kernel-modszerek egy nagy elénye, hogy komplex Osszefiiggéseket is fel tudnak térképezni.
A neuralis halo alapt megkozelitések pedig jo minGségii és viszonylag konnyen kezelheté modellt
szolgaltatnak, melyben a kérdéses feladat megoldéasa részekre bonthat6. Ugyanakkor, a legtébb
ilyen modszer erésen adatintenziv: hatasfokuk nagyban fiigg a rendelkezésre all6 adatpontok
szamatol. Masképp: ezek a modszerek akkor lehetnek igazédn hatasosak, ha vagy explicit médon
nem ismeriink olyan megoldast, amely a megfelel6 bemenet - kimenet péarokat 6sszekoti, vagy
pedig a vizsgalt leképezés konnyen kiszémithato.

Amikor egy Osszetett nemlinearis modellt akarunk invertéalni, egyrészt természetes moédon
adottak a modellt alkoto leképezések, masrészt kifejezetten id6- és memoriaintenziv lehet azokat
rengeteg adatpontra kiértékelni. Emellett, altalaban a pszeudoinvertalés célja olyan adatokat
nyerni, melyekkel aztan tovabbi miiveleteket tudunk elvégezni. Ezért jogos lehet bevezetni a

kovetkezd pszeudoinverz fogalmat:

84. Definici6. [Sima sokasagok kozotti sima leképezés (T, )-pszeudoinverze|
Legyen N, M, T, O négy adott sima sokasag, I' € C*(N,T), 1 € C*(T, O) két sima leképezés.
A ¢ e C*(N, M) leképezés (T, 1)-pszeudoinverzén, ha létezik, azt a ¢ leképezést értjiik, melyre

a[ll}es abran szerepld (2)-es leképezési diagram kommutativ, ha az (1)-es is az.

N —Trec*— T N —Tec>—>T
gbe|Coo (1) 1/ze|C°° goeTCOO (2) ¢E|C°°
l | | l
M —~veC*®— O M —veC*= O

11. &bra. Sima sokasagok kozotti sima ¢ leképezés (I, ¥)-pszeudoinverze

Megjegyzés. A fenti tipusi pszeudoinverz egyik nagy elénye, hogy szabadsiagunk van megvéa-
lasztani a I' és 9 leképezéseket. Ezt indokolhatja a pszeudoinvertalds eredményének késébbi
felhasznalasa, vagy més kényelmi szempont, példaul kiszamithatosag. A kovetkezs speciélis

tipusi pszeudoinverz kisebb szabadsagot ad, mégis sok szempontbdl praktikus:

85. Definicié. [Sima sokasagok kozotti sima leképezés I'-pszeudoinverze]
Legyen N, M két sima sokasag, I' € C* (N, T) egy sima leképezés. A ¢ € C* (N, M) leképezés
I-pszeudoinverzén, ha létezik, azt a ¢ leképezést értjiik, melyre a [12}es abran szerepls (2)-es

leképezési diagram kommutativ, ha az (1)-es is az.

N —Tec*—= N N —Tec*—= N
| | [ [
pecC*® (1) o¢ecC® pelC*® (2) ¢gecC”®
| | | |
M —yel®—> M M —yel®—> M

12. dbra. Sima sokaségok kozotti sima ¢ leképezés I'-pszeudoinverze
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Megjegyzés. Amennyiben I' = id s, a v = id 4 mindig megoldja aes abra (1)-es kommutativ

diagramjat, és ekkor ¢, ha létezik, ¢ jobb-inverze lesz.

Ha adott pszeudoinvertalasi feladatot a dolgozat el6z6 fejezetében megadott megoldasi mod-
szerek segitségével akarunk megoldani, érdemes figyelmet szentelni arra az esetre, amikor a

leképezéseink pontozott sima sokasagok kozottiek:

86. Definicio. [Pontozott sima sokasagok kozotti sima leképezés I'-pszeudoinverze|
Legyen (N, p), (M, q) két sima sokasag, I' € C*((N,p),(M,q)) egy sima leképezés. A ¢ €
C*((N,p), (M, q)) leképezés I'-pszeudoinverzén, ha létezik, azt a ¢ leképezést értjiik, melyre

a[13las abran szerepls (2)-es leképezési diagram kommutativ, ha az (1)-es is az.

(N,p) —Tec®— (N,p) (N,p) —Tec®— (N,p)
| | I I
peC® (1) ¢ eC” peC® (2) pelC”®
l | | |
(M7Q) _VECm_) (M,Q) (M,Q) _’YECOO_> (M7Q)

13. 4bra. Pontozott sima sokasédgok kozotti sima ¢ leképezés I'-pszeudoinverze

Ha leképezések T'-pszeudoinverzeit tekintjiik valamilyen pontozott sokasagokon, a[I3}as abra
altal adott (2)-es diagram kommutativitasabol egyenletek lokalis egyenletek adodnak, melyeket
specialis esetekben minden tovabbi nélkiil meg tudunk oldani Euklideszi terekbe valé beagya-
zéassal, majd visszahtuzhatjuk a megoldast, aminek az eredménye a konvergenciatartomanyon
egyértelmid. Ilyen specidlis eset, ha a I' leképezés (lokalis) nyujtasként jelenik meg, amit az

egyszerlség kedvéért Euklideszi terekre mondunk ki:

87. Definici6. [Pontozott Euklideszi terek kozotti sima leképezés c-pszeudoinverze|
Legyen (€™,0), (E™,0) két pontozott Euklideszi tér, (R-o\1) 3 c tetszbleges pozitiv # 1 skalar,
és I' = c¢-id gn skalazas. A ¢ € C*((E™,0),(E™,0)) leképezés c-pszeudoinverzén, ha létezik,

annak I'-pszeudoinverzét érjiik.

88. Allitas. |c-pszeudoinverz létezése]
Pontozott Euklideszi terek kozotti sima leképezés c-pszeudoinverze létezik valamely Br(0) < £™

halmazon.

Bizonyitds. [A [88las Allitasé]
Némi szamolas utén, az egyenletek, melyeket tetszéleges I'-inverz meghataroz, a kdvetkezd
alakuak rogzitett £ = 1, ..., dim(X), illetve 5y, ..., 5, = 1,...,dim(Y) értékek mellett:

T (l)lz (r) T T (1)82' T (1)1&2-
voo= 90 [T¢ |-(]]T |- d | =
0 Iyl i=1 0 q; 0 81,...8r ( -1 0 51) <i=1 0 ti> (i:l 0 0@')

=RE ()b, b, IO, Ty, SO, L, JGT),

A,y
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ahol f az f leképezés Domy 5 p-beli r-Jetének felel meg, automatikus Gsszegzés van az
Pyl
Iy ooy by 81y ey eyt ooyt = 1, dim(X), illetve a Gy, ..., 5, = 1,...,dim(Y") értékekre, illetve

RE egy ismert, a JO@, ..., J5d, JOb, ..., J5d, JOT, ..., J;T Jet-ekbdl kifejezheté mennyiség.

QLo O

1)
Emellett, & a ¢ leképezés 0-beli linearis kozelitésének Moore-Penrose pszeudoinverze. Ezek az
0

egyenletek I' = ¢ - idgn esetében egyszeriien megoldhatéak. W

Ha tekintiink egy 1-hez tarto6 ¢, : n € N sorozatot, megkonstrualhatjuk az ezeknek megfeleld
cn-pszeudoinverzek egy sorozatat. Ha a c¢,-pszeudoinverzek egy sorozata valamilyen 0 koriili
nyilt kornyezetben legalabb pontonként konvergél egy értékhez, azt tekinthetjiik a ¢ leképezés

egy pszeudoinverzének:

89. Definici6. [Pontozott Euklideszi terek kozotti sima leképezés (¢, : n € N)-pszeudoinverze|
Legyen (E™,0),(E™,0) két pontozott Euklideszi tér, ¢, : n € N egy tetszdleges, sehol sem
1 értékid pozitiv valés sorozat, és legyen I', = ¢, - id g¢n skdlazasok egy sorozata. A ¢ €
C*((E™,0),(E™,0)) leképezés (¢, : n € N)-pszeudoinverzén, ha létezik, a T',-pszeudoinverzek

sorozatanak pontonkénti limeszét mondjuk.

Megjegyzés. A T-pszeudoinvertéalas elképzélése tehat a kovetkezs: ha ismerem egy ¢ leképe-
zés hatasat adott téren, megnézhetjiik, hogy mi valtozik, ha a tér pontait eltranszformaljuk.
Ha egyszerd transzformaciot hajtunk végre, egyszerre tudjuk kdvetni a transzformécié okozta
valtozast, és egyszerre tudunk elég informaciot adni ahhoz, hogy ebbdl mar kényelmesen meg
tudjunk konstrualni egy pszeudoinverzet. Ha raadasul egyre kisebb modositasokat hajtunk vég-
re, és tekintjiik az ezekbdl kapott pszeudoinverzek sorozaténak pontonkénti limeszét, azzal ki
tudjuk szamitani adott leképezés tényleges pszeudoinverzét - hiszen specialis esetben, ha egy si-
ma bijektiv leképezésbdl indulunk ki, tényleg a leképezés inverzét kapjuk vissza. A dolgozatban
felvazolt eljarasok és tételek kovetkeztében sokat tudunk mondani arrél, milyen koriilmények
kozott varhatunk megoldast a problémaéra, és milyen hibat eredményezhet az adott leképezések
véges sok taggal valo kozelitése. Emellett, a kovetkezs két alfejezetben kitérek arra, mikor lehet

tobb pszeudoinverze is egy leképezésnek, és ez hogyan kapcsolodik az egzakt sorok elméletéhez.

4.2. Modellek invarians transzformacidéinak keresése

Szamos, 1étez6 modell esetében fontos eldonteni, hogy a bemenet milyen transzformécioi szol-
galtatnak azonos eredményt. A fizikdban a relativitaselmélet megsziiletéséhez vezetett annak
a felismerése, hogy a Maxwell-torvények nem invaridnsak a Galilei-csoport minden transzfor-
mécidjara nézve; robosztus numerikus modellek kialakitasa soran pedig toreksziink arra, hogy
adott bemenet természetes transzformécioira (pl. kép forgatasa, szorend megvéltoztatasa azo-
nos jelentéstartalom mellett, stb.) legyen invarians az adott eljaras.

Modellek invarians transzformécioinak keresése soran altalaban két tipusi kérdés mertil
fel: egyrészt, invarians-e a modellem (akar csak a lehetséges bemenetek egy kitiintetett rész-
halmazan) egy altalam megadott transzforméciora, méasrészt, melyek azok a transzforméaciok,

melyekre a modellem invarians. Ezek bizonyos értelmeben ekvivalens kérdések: ha a masodikra
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tudom a véalaszt, akkor az elsére is konnyen valaszolni tudok. Ha minden lehetséges transz-
forméacié mellett ismerem a valaszt az els§ kérdésre, akkor a masodik kérdésre is ismerem a
valaszt.

A gyakorlatban leginkabb arra vagyunk kivancsiak, hogy az altalunk kivalasztott transzfor-
mécidkra invarians-e a modell, igy az els6 kérdés vizsgalata sokkal gyakrabban bukkan fel, mint
a masodik kérdésé. Ugyanakkor, a méasodik kérdést vizsgalni sok szempontbdl egyszertbb és
praktikusabb is: ha szabélyozni szeretnénk, hogy milyen transzforméciokra adjon azonos ered-
ményt egy feladat megoldasara tervezett algoritmus, ezéltal elkeriilve annak hibas miikodését,
muszaj ismerniink adott modell 6sszes olyan transzforméciojat, amire invaridns eredményt szol-
galtat.

Ebben a rovid alfejezetben tomoren kitérek arra a kérdésre, hogy adott folytonos modellek
(pl. gyakori természettudomanyos modellek vagy neuralis halok) mellett miként tudjuk meg-
fogalmazni az invarians transzformaciok meglétét, és hogyan segithetnek ebben dolgozatom

eredményei.

90. Definicié. [Sima sokasagok kozotti sima leképezés sima invarians transzforméciojal
Legyen N, M két sima sokaség, ¢ € C*(N, M) sima leképezés. Ekkor a I' € C*(N, ) sima
leképezést a ¢ leképezés sima invarians transzforméaciojanak nevezziik, ha a [[4fes diagram

kommutativ. Ezek a transzforméaciok csoportot alkotnak.

N —Tec®— N

¢eC® peC®
| |
M id aq > M

14. abra. Sima sokasagok kozotti sima ¢ leképezés I' sima invaridns transzformécioja

Tehéat, ha ¢ ismert, és az a kérdés, hogy adott I' leképezés invarians transzformacio-e, akkor
elég a fenti diagram kommutativitasat megvizsgalni a maximalis értelmezési tartoméanyra. For-
ditva, ha a ¢ leképezés altal reprezentalt modell sima invarians transzformaécioit keressiik, az
ekvivalens azzal, hogy keressiik az 6sszes olyan I" leképezést, amivel a[I4les diagram kommutativ
lesz. Nemidentikus sima invarians transzforméaciok megléte azt jelenti, hogy a dolgozat 2. Fe-
jezetében bemutatott megoldés esetében az egyes (r)-ed rendii kommutativ diagramok néhéany
aga automatikusan a 0 leképezést adja, vagyis a kapott egyenletrendszer alulhatarozott. Ezen
lépéseknél lehetGségiink van a megfelel§ rendii multilinearis sorfejtési tagokat szabad(abban)
megadni. Az igy kapott megoldasok pedig mindannyian kommutativan kiegészitik a kérdéses
diagramot. Mivel ezek a transzformaciok csoportot alkotnak, igy ha egy adott nemidentikus
transzforméaciot megtalaltunk, annak a hatvanyaiként elallo invarians transzformaciokat is au-

tomatikusan ismerni fogjuk.
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4.3. Egzakt sorok szerepe

Az el6z6 fejezet végén elGkeriilt annak a kérdése, hogy mit jelent egy modell invaridns transz-
formacidinak megléte az Euklideszi terek kozotti leképezési diagramok r-Jet diagramjainak
megoldasa szemszogébdl. A sima invarians transzforméaciok megléte arra volt visszavezethetd,
hogy adott leképezési diagram esetében az egyik 0t azonosan 0 leképezést adott. Ezért na-
gyon roviden kitérek a (rovid) egzakt sorokra, hogy ramutassak azok relevanciajara a kérdés

vizsgalatdban.

91. Definici6. |Hosszu egzakt sor|
A hosszi egzakt sor vagy egyszertien egzakt sor olyan leképezési diagram, mely, mint graf, ut,

és amelyben adott él képe a kovetkez6 ¢l magja, ahogy a [I5}6s diagram szemlélteti.

f2 f3 fnfl fn

> A oo — s A —— A,

AO > Al

15. abra. Példa egzakt sorra: A; € C, fi € Hom(A;_1, A;) és Imf; = Kerf; .

92. Definicié. [Rovid egzakt sor]

A a[l6los diagramon szerepld egzakt sort rovid egzakt sornak nevezziik.

0 oA g 9 s 0

16. abra. Rovid egzakt sor.

Tehat, az, ha adott modell rendelkezik valamilyen nemtrividlis sima invarians transzfor-
mécioval, sziikségszertien azt is jelenti, hogy olyan leképezési diagramot akarunk kiegésziteni

kommutativ médon, amiben egy egzakt sor szerepel, ahogy azt a [l 7}es dbra szemlélteti.

I'eC®

(E™,0) ——— (£4,0) 0 — (€",0) — J;'T — (£,0)
¢eC” i eC” Jo " (r) Jo "
(E™,0) 7yeC® (£°,0) (E™,0) ---2J""y --> (€°,0)

17. abra. Rovid egzakt sor.

Ha a[l7}es diagramon valamilyen r € N mellett a 0 — £" — &£ — £° — 0 leképezési it
rovid egzakt sor, akkor a J;”"¢ Jet fiiggvényében létezhet olyan Jy "y nemnulla leképezés is,
amire a 0 — &" — &M --» £°% — 0 sor is egzakt lesz. A legnagyobb szabadsag akkor adodik,
amikor J;""¢ zérus leképezés, ekkor minden J,”"vy leképezéssel ki tudjuk egésziteni az r-ed

rendd diagramot kommutativ modon.
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Osszefoglalas

Osszességében, dolgozatomban azt vizsgaltam, miként lehet Euklideszi terekbe agyazhato sima
leképezésbdl all6 kommutativ diagramokat kiegésziteni. A kérdés vizsgalata mogdtti motivaciot
az Osszetett feladatok numerikus megoldésainak megtalalasanak és optimalizalasdnak kérdése
adta.

A dolgozat eredményeként szédmos tételt sikeriilt belétni azzal kapcsolatban, hogy mikor
lehet a vizsgélt diagramok kiegészitését megadni. Targyaltuk az adott megoldas létezésének
és egyértelmiiségének kérdését, illetve a bizonyos értelmeben filiggetlen megoldésok szuperpo-
nalhatosagat. Bevezettiink egy 1j tipust nemlineéris pszeudoinverz fogalmat, mely speciélis
esetben visszaadja a megszokott altaldnositott inverzet, és mely egyszerd esetekben analitiku-
san is megkonstrualhato. Kitértiink arra, hogyan lehet ezen tipusti nemlinearis pszeudoinver-
zek sorozatabol elGéllitani egy altalanositott pszeudoinverzet. Végezetiil, megmutattuk, hogyan
kapcsolodik a dolgozat tartalma modellek invaridans transzformacidinak kereséséhez, és kitér-
tiink arra, hogy az ilyen invarians transzforméciok meglétét hogyan lathatjuk elére az egyes

leképezési diagramokhoz rendelt adott rendd Jet-diagramokban megjelend egzakt sorokkal.

Koszonet

Szeretnék koszonetet mondani csaladomnak folyamatos tamogatasukeért. Emellett szeretnék ko-
szonetet mondani a Bolyai Kollégium, az E6tvos Jozsef Collegium és a Marton Aron Szakkol-
légium kozosségének szellemi és/vagy anyagi tamogatasaért, melynek hala e kutatas megvalo-
sulhatott. Megkoszonom a Magyar Innovacios Szovetség és MATEHETSZ tamogatasat, mely
révén kutatasommal részt vehettem a Stockholm International Youth Science Seminar 2022
rendezvényen 2022. december 3. és 11. kozott, és prezentalhattam munkédm a Nobel-hét soran.
A dolgozat a Kulturalis és Innovacios Minisztérium UNKP-22-2 kodszamu Uj Nemzeti Kivalo-
sag Programjanak a Nemzeti Kutatéasi, Fejlesztési és Innovacios Alapbdl finanszirozott szakmai

tamogatasaval késziilt.

KULTURALIS ES INNOVACIOS
MINISZTERIUM
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