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Absztrakt

A bonusz-malusz rendszer egyike a biztositok altal hasznalt kockézatkezelési technikak-
nak. Legfontosabb alkalmazasa a kotelezd gépjarmi-felelGsségbiztositas teriiletén figyel-
het6 meg. A bonusz-mélusz rendszerek célja, hogy az elmult idGszak kiradatai alapjan
gy sorolja a biztositottakat in. bonusz-méalusz osztalyokba, hogy az {igyfelek tényleges
kockézatuknak leginkdbb megfelels dijat fizessenek. A boénusz-mélusz rendszerek fontos
paramétere az atsorolési szabaly, mely meghatarozza, hogyan valtozik a biztositottak osz-
talybesorolasa az egyes idGszakokban.

A csoportositias és atsorolds az irodalom nagy részében és a gyakorlatban a karok
szama alapjan torténik. Vizsgalodasom targyat azonban egy masik megkozelités adja,
mely szerint a csoportositast az okozott kar nagysaga alapjan érdemes végezni. Dolgoza-
tomban a boénusz-méalusz rendszer optimalis paramétereire, illetve az optimum létezésé-
nek feltételeire keresek zart alakokat, és azt vizsgalom, hogy a legegyszertibb rendszeren
tul is megtehets-e ugyanez. Munkamban kitérek a bonusz-méalusz rendszerek szelekcios
képességének mérésre, és ebben a témakorben is zart alakok létezésének bizonyitasaval
foglalkozom, melyekkel a kiilonb6z6 rendszerek expliciten 6sszehasonlithatova valnak.

ElGszor definidljuk a bonusz-mélusz rendszert leiré nemlinearis programozasi felada-
tot, majd megadunk kétfajta eloszlastipust (Pareto-eloszlas és exponencialis eloszlas). A
dolgozat késGbbi részében altaldnos allitasokat tesziink a rendszerrdl, illetve bizonyitjuk
ezeket. Az optimalis prémiumok és kiiszobértékek — azaz a rendszer optimuma — ezen
allitasok segitségével Pareto-eloszlés specialis eseteiben és exponencialis eloszlas esetén a
klasszikus analizis eszkozeivel szamolhatok. Pareto-eloszlas altalanos esetében azonban
csak a létezés és az egyértelmiiség allithatd optimumrol. A szelekcios képesség mutato-
szamanak optimalis értékére zart alak hozhaté a biztositott csoportok aranyainak segitsé-
gével. A vizsgalt modell bévitéseként, bonyolultabb bonusz-malusz struktira esetén nem
feltétlentil biztosithato, hogy akar az optimalis prémiumokra, akar a kiiszobértékekre zart

alak adhato.

Kulcsszavak: Bonusz-malusz rendszer; Nemlinearis optimalizalas; Pareto-eloszlas; Expo-

nencialis eloszlas; Klasszikus analizis
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1. Bevezetés

A boénusz-mélusz rendszerek — hazai irodalomban jellemz&en BM-rendszerek — a biztosi-
tasi modszerek egyik sokat kutatott teriiletét alkotjak. Gyakorlati alkalmazasanak hét-
koznapi példaja a kotelezs gépjarmii-felelGsségbiztositas (KGFB). Alapjat a biztositott
egyének feltételezett heterogenitasa adja. A rendszer célja a biztositottak minél hatéko-
nyabb csoportositasa egy meghatarozott tulajdonsag mentén. A feltételezett csoportok
kialakitdsahoz tulajdonképpen az egyének tetszéleges tulajdonsagat hasznalhatjuk. Az
igy kialakitott csoportoknak azonban két kovetelménynek meg kell felelniiik. Egyrészt az
egyes csoportokon beliil — a csoportképzd6 szempont szerint — az egyéneknek homogéneknek
kell lenniiik. Masrészt a csoportoknak egymaéshoz képest heterogenitast kell mutatniuk.

A biztositottak szilikségszertien beletartoznak valamelyik csoportba, és ennek megfe-
lelGen elfoglalnak valamilyen kezdeti osztalyt a BM-rendszerben. Az osztalyokhoz un.
prémium tartozik, amelyet a biztositottnak fizetnie kell. A biztositotarsasagok és jelen
esetben a BM-rendszerek vizsgalatanak egyik fontos kérdése az optimalis prémium értékek
meghatarozasa. Bevett szokas a tapasztalati dijszabas, azaz miltbeli informéaciok alapjan
létrehozott prémiumskala. A biztositott nem feltétleniil marad 6rokké a kezdeti osztalya-
ban, az ebbdl valé elmozdulas a kévetkezéképpen valosulhat meg. Amennyiben egy egyén
csoportképzd ismérve legalabb annyival megvaltozik, hogy atlép egy adott kiiszébértéket,
akkor végbemegy a biztositott atsorolasa. Ez a kiiszobérték és altalaban az &tsorolasi
szabaly rogzitett, ez figyelheté meg a KGFB esetén is. Nem rogzitett atsoroléasi szabalyok
elsfordulnak Agoston-Gyetvai (2019) munkajaban. Atsorolds esetén tehat a biztositott
osztalyt valt. A fizetendd prémium ennek megfeleléen véltozhat, de el6fordulhat, hogy
kiilonb6z6 osztalyokban azonos a prémium. A BM-rendszerek egyik kulcskérdése tehat,
hogy mi alapjan alakitjuk ki a biztositottak csoportjait, mi alapjan valositjuk meg az
atsorolast.

A nemzetkozi irodalomban — kiemelten Lemaire (1995) és Heras et al. (2002) — a
leggyakoribb csoportképzé tulajdonsag egy egyén altal, egy adott idészakban jelentett
kidresemények szdma. Egy maésik, kevésbé kutatott teriilete a csoportképzésnek, a kar-
esemény nagysaganak figyelembe vétele. Mindketté moédszernek megvan a maga elénye.

A kéresemény szamu csoportositias jobban kezelhetd, elsGsorban azért, mert egy egzakt



mérészamot hasznél, melynek begytijtése és vizsgalata viszonylag egyszertd. Tovabba a
multbeli statisztikak alapjan Gyetvai (2021) megallapitja, hogy az egyének jobban kiilén-
boznek abban, hogy milyen valdszintiséggel szenvednek kirt, mint abban, hogy az adott
kar milyen nagysagu. A karnagysag alapu csoportositias egyik nagy elénye, hogy igazsa-
gosabb a karesemény alapi csoportositasnal. Utobbi esetén egy kisebb koccanés és egy
gazolas ugyanolyan hatast gyakorol a biztositott BM-besoroléséara, mig a karnagysag ala-
pu osztalyozas alapjan a két esemény jelentGsen kiilonbozik. Ez a moédszer 6sztonzi is
a biztositottakat potencialis kdruk minimalizalédsara, hiszen egyetlen kareseménynél sem
mindegy, hogy valdjaban milyen mértékd. Tovabba az is igaz, hogy a biztositotarsasag
altal kar esetén a biztositottnak fizetett 6sszeg jellemzGen a kar mértékével aranyos. Ezzel
a modszerrel tehat elkeriilhets a szervizeknél — karszam alapa értékelés esetén — megfi-
gyelhetd tulszamlazas.

A dolgozatban karnagysag alapu atsorolassal foglalkozunk. Részben az el6bb felso-
rolt elényok miatt, részben az irodalom korlatozottsaga miatt. Pinquet (1997) foglalkozik
a karesemények koltségének hatasaval, munkidjaban gamma- és log-normalis-eloszlasokat
hasznal. Azt talalja, hogy a csoportok kozotti heterogenitas magyarazasaban jelentés kii-
l16nbséget jelent az, hogy milyen eloszlas-csaladot hasznalunk. Frangos és Vrontos (2001)
olyan BM-rendszereket vizsgalnak, amely az atsorolasnal egyszerre veszi figyelembe a
karesemény gyakorisagat és a karnagysagot. Megallapitjak, hogy ezzel a modszerrel az
osztalyok prémiumai a varhato karnagység alapjan jobban differencialédnak, a rendszer
jobban figyelembe veszi az egyének azon tulajdonsagait, melyek a karnagysigot befolyasol-
jak. Agoston et al. (2019) szintén karnagysag alapt atsorolassal dolgoznak, és numerikus
modszerrel — a cikkben a szimulalt htités segitségével — adnak megoldast az optimalis pré-
miumok értékére, valamint a kiiszobértékekre. Munkajukban a karnagysagokat exponen-
cialis eloszlassal modellezik. Cikkiikben azt talaljak, hogy minél nagyobb a biztositottak
varhato kadrnagysagai kozotti kiilonbség, a BM-rendszer annal jobban tudja kontrollalni
az antiszelekcio jelenségét. Moumeesri és Pongsart (2022) kiilonb6zé eloszlasok kombiné-
lasaval alkotnak egy BM-rendszert, amelyben a karszam és a karnagysag is befolyasolja az
atsorolast. A karszdamot binomialis Poisson-eloszlassal és béta-Lindley-eloszlassal, a kar-
nagysagot Lindley- és gamma-eloszldsokkal modellezik. Az altaluk kialakitott modellben
a magas kockazati egyének lényegesen kisebb biintetést kaptak, azaz egy karesemény ke-

véshé rontott az osztalybesoroldsukon, mint az a pusztan karszam alapt modell esetében



elvart lett volna.

Dolgozatomban a klasszikus analizis eszkozeivel vizsgalom a lehetd legegyszertibb BM-
rendszert, karnagysag alapi atsorolasok esetén. A legegyszeriibb rendszert vizsgaljuk, hi-
szen megallapithatd, hogy mér ebben az esetben sem lehet minden kérdést zart alakban
megvalaszolni. A dolgozat {6 célkitiizése, hogy amennyiben mégis lehetséges, zéart ala-
kokat talaljunk az atsorolési kiiszobértékekre, valamint meghatarozzuk a bénusz-malusz
rendszer optimaélis allapotat. A zart alakok vizsgalata soran kiilonos figyelemmel kell len-
niink a szélsGséges esetekre, ennek vizsgalata is a kutatas részét képezi. A karnagysagot
Pareto-eloszléssal és exponencialis eloszlassal modellezziik. E két eloszlastipus koziil vala-
melyikkel altalaban jol kozelithets egy-egy gyakorlati probléma, technikai oldalrél pedig
kezelésiik is viszonylag egyszerd. Egy, a bonusz-mélusz rendszert jellemz6 mutatdszamot
is definidlunk, melynek viselkedését kiilonb6z6 kornyezetekben vizsgaljuk. Mar a legegy-
szeriibb bonusz-mélusz rendszerben is el6fordulhat, hogy nem létezik zart alak akar a
kiiszobértékekre, akar egyéb mutatokra. Egyéb allitdsok azonban még igy is megfogal-
mazhatok, igy a dolgozat tovabbi kutatasi kérdése, hogy zart alak hidanyaban mit lehet

elmondani egy kérdéses problémarol.



2. Mobdszertan

Ebben a bekezdésben a dolgozat moédszertana keriil bemutatasra. ElGszor a vizsgalt mo-
dellt definidljuk, majd a sziikséges eloszlastipusokat. A dolgozat késébbi részében ezeket
felhasznalva igyeksziink megvalaszolni a bevezetésben felallitott kutatasi kérdéseket, va-
lamint megvaldsitani a célkittizéseket. Habar a modszertan néhol egyszertinek tiinhet,

valojaban a legtobb kérdésre igy sem feltétleniil trividlisak a valaszok.

2.1. A boénusz-malusz modell

A felhasznalt bonusz-malusz rendszer kiilonboézé modositasokkal, de elGfordul Agoston
et al. (2019) és Gyetvai (2021) munkdjaban. Az altalam felhasznalt modell Gyetvai
(2021) legegyszertibb valtozata. Ekkor a bonusz-mélusz rendszer két kiilonb6z6 biztositott
csoportot és két kiilonb6z6 BM-osztalyt definial. A biztositott csoportokat ¢ = {1,2}
fels6 indexben, az osztélyokat k = {0, 1} alsé indexben jeldljiik. A modell egy nemlinearis
optimalizalasi feladat kereteit adja meg. A teljes modell (NLP) a kovetkez§ célfiiggvénybdl
és korlatokbol all.

min  ¢'gy + ¢'g) + ’gh + %91 (NLP.obj)

Az alabbi korlatokkal

Tocy + g5 > L'c}

mer+ g1 > Lic
Tocy + g5 > Lct
e+ g > L*¢
7TOC(1) — gé < Llc(l)
ch% — gi < Llc%
moco — gp < Lcj
e — gt < L*¢
To 2> T (NLP.3
Gte=9¢ (NLP.4.1

g+ = ¢ (NLP.4.2



Co = CoPo,o + C1P1 (NLP.5.1
¢l = P, + by (NLP.5.2
¢ = copho + Gipi g (NLP.5.3
¢ =gy + ipis (NLP.5.4

)
)
)
)
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Poo=1—Fi(l) ¢ py,=Fi(0) (NLP.6.1 és NLP.6.2
pio=1—F) és pp,=F(0) (NLP.6.3 és NLP.6.4
Poo=1—F) ¢ pi,=F) (NLP.6.5 és NLP.6.6
Pio=1—F(0) ¢ pi,=F(() (NLP.6.7 és NLP.6.8

>0

70 > 0

g >0 Vik

0< chphp <1 Vi ke, K

Az NLP modell az NLP.obj célfiiggvényt minimalizélja ¢, 7y és m valtozok — korlatozo
feltételeknek megfelel6 — megvalasztasaval. A modell nemlineéritasa az NLP.1, NLP.2 és
NLP.5 tipust korlatokbol adodik. A modell részletes bemutatasa kovetkezik alabb.

A legfontosabb a célfiiggvény értelmezése. ¢' jeloli az i-edik csoport aranyét a biz-
tositottakon beliil. Mivel ¢ = {1,2}, ezért ¢! + ¢* = 1. ¢ jeloli az abszolut eltérést az
1-edik csoport varhato karértéke és a k-adik osztaly prémiuma kozott. Ezeket az abszo-
lat eltéréseket silyozzuk a megfelel csoport aranyaval, és e stlyozott eltérések Gsszegét
minimalizaljuk. Fontos megjegyezni, hogy a célfiiggvényben mésfajta eltérést is minima-
lizalhattunk volna, példaul az ¢?>-norma szerinti, négyzetes eltérést.

Minden korlatnak kiilonbozd funkcidja van. Az atsorolasi valoszintiségeket az NLP.6
korlatok definialjak. ¢ jeloli az atsorolési kiiszobértéket mindkét csoport szamara. Ha egy
biztositott egy iddszakban ennél nagyobb kart okoz, akkor a ra koévetkezs idGszakban a
k = 0-as osztalyba keriil. Ha egy biztositott ennél kisebb kart okoz, akkor a ra kévetkezd
idGszakban a k = 1-es osztéalyba keriil. Mivel az NLP modellben csak két osztaly létezik,
ezért elégséges egyetlen kiiszobértéket definialni, hiszen a rosszabbik osztalybol nem lehet
lejjebb esni, és a jobbik osztalybol nem lehet feljebb keriilni. Az NLP.6 korlatok esetén p}‘% "

jeloli azt a valoszintiséget, hogy az i-edik csoportban 1évé biztositott a k-adik osztalybol



a k’-edik osztalyba keriil. Kénnyen belathato, hogy
pé,k = piLk Vi, k

hiszen a jobb osztalyban valé bentmaradas és a jobb osztalyba vald felkeriilés egyarant
(-nél kisebb kér esetén torténik meg. Hasonldéan a rosszabbik osztalyban val6 bentma-
radas és a rosszabbik osztalyba vald leesés egyarant ¢-nél nagyobbb kar esetén torténik
meg. F;(¢) az i-edik csoport karnagysagat jellemz§ eloszlasfiiggvény, azaz, ha a biztosi-
tott kara & valoszintiségi valtozo F; eloszlassal, akkor F;(¢) = P(§ < (). F;(¢) tehat azt
a valoszintiséget jeloli, hogy az i-edik csoport tagja ¢-nél kisebb kart okoz. Ez pontosan
a jobbik osztalyba keriilés valoszintsége, ezt definialjak az NLP.6.2, NLP.6.4, NLP.6.6 és
NLP.6.8 korlatok. A komplementer eseményeket az NLP.6.1, NLP.6.3, NLP.6.5 és NLP.6.7
korlatok jelolik. A késébbiekben pontositjuk a dolgozatban hasznélt eloszlastipusokat.

NLP.5 korlatok definialjak minden csoportra az egyes osztalyokban tartézkodas valo-
szintiségét. cb jeloli azt a valésziniséget, hogy egy adott pillanatban az i-edik csoport
tagja a k-adik osztalyban van. AlapvetGen ¢ id6fiiggd, azaz nem mindegy, hogy a BM-
rendszer milyen idépillanatdban vizsgaljuk a valoszintiségeket. Megmutathato, hogy az
NLP modell esetében, rogzitett atsorolasi szabaly esetén ezek a valoszintiségek stacionari-
usak, kovetkezésképpen varhato értékiik idében alland6 (Gyetvai, 2021). NLP.5 korlatok
rekurzivan definidljak a stacionarius valoszintiségeket, melyek két dologtol fiiggnek. Egy-
részt 1éteznek azok a biztositottak, akik az el6z6 idGszakban is az osztalyban tartozkodtak,
és az atsorolas alapjan nem mozdultak el, masrészt léteznek azok, akik az el6z8 idGszakban
egy masik osztalyban tartozkodtak, de az atsorolas alapjan osztalyt valtottak.

NLP.4.1 és NLP.4.2 korlatok definidljdk a célfiiggvényben szerepls ¢! értékeket. Az
i-edik csoportba tartozo egyén vagy a k = 0-as vagy a k = l-es osztalyban talalhato. Igy
valoban ¢ = ¢} + ¢}. A korlatokbol az is kovetkezik, hogy ¢! + ¢? = 1, hiszen mindkét
csoport biztositottai szerepelnek valamelyik osztalyban.

NLP.3 korlat kikdti, hogy a ,rosszabbik” osztaly prémiuménak legalabb akkorédnak
kell lennie, mint a ,,jobbik” osztaly prémiumanak. Rosszabbik alatt értjiik, hogy az ¢ = 1
csoport egyénei nagyobb valdszintiséggel tartozkodnak a k& = 0-as csoportban, mint az
i = 2-es csoport egyénei. A jobbik alatt ennek ellenkezgjét értjiilk. Amennyiben my = 7y,
a bonusz-malusz rendszer azonos prémiumokat hataroz meg a két osztaly szamara. Ez a

matematikailag valoés megoldas kozgazdaséagilag szélsGséges esetet takar. Ha egy bonusz-



malusz rendszer mégis egyenl prémiumokat hatdrozna meg, az kiiloén vizsgalatot igényel,
igy az NLP.3 korlatot my > 7 formaban hasznaljuk, és kiilon vizsgaljuk az egyenlGség
lehetGségét.

NLP.1 és NLP.2 korlatok definialjak gi értékeét. m, jeloli a k-adik osztalyban fizetends
optimalis prémiumot, L pedig a csoportok varhato karértékét. Az altalanossig megszo-
ritasa nélkiil feltehetjiik, hogy L' > L?, tehat az i = l-es csoportban talalhaté egyének
varhatéan nagyobb kart okoznak, mint az ¢ = 2-es csoportban 1évék. Tulajdonképpen

NLP.1 és NLP.2 egy korlatban is dsszefoglalhato, jelestil
L' = mi| < gj

de a jobb kezelhetdség végett két kiilonbozd korlatban (Osszesen tehat 8 kiilonbozében)
tiintetjiik fel ket. Ebbdl a felirdsbol valoban latszodik, hogy gi ténylegesen a csoport
varhato karértéke és az osztaly prémiuma kozotti abszolut eltérést jeldli.

A modellhez hozzéatartozik, hogy a valtozoktol nemnegativitast koveteliink meg, igy
Tk, g > 0. Specidlisan a kiiszobértéket csak akkor tekintjiik optimalisnak, ha pozitiv, azaz
¢ > 0. Az atsorolasi és stacionarius valoszintségektsl a klasszikus valoszintségi korlatokat

koveteljitk meg, azaz 0 < ¢}, pj, o < 1.

2.2. Pareto-eloszlas

A biztositott csoportok kiarnagysaganak eloszlasat elGszor Pareto-eloszlassal modellezziik.
Tarsadalmi folyamatoknak jo kozelitése ez az eloszlastipus, Frangos és Vrontos (2001) is
Pareto-eloszléssal jellemzik a karnagysagokat. Legyen &; az i-edik csoport kdrnagysagat

jellemz6 valoszintiségi valtozo Pareto-eloszlassal. Ekkor &; eloszlasfiiggvénye

Bi
x+ B

Fi(z)=P¢ <xz)=1- ( >°‘i7 ahol 1z € (0, 00) (P1)

ahol a; > 1 és 5; > 0 az eloszlast jellemz& paraméterek. Mivel a modellben ¢ > 0 feltétellel
dolgozunk, ezért az eloszlast is a pozitiv tartomanyon értelmezziik. Az eloszlasfiiggvény
derivaltjaként megkapjuk &; stirtiségfiiggvényét

aiﬁiai

filz) = @+ B

ahol z € (0,00) (P2)



—a=2 B=1
—a=5 =1

02 04 06 08 1 02 04 06 08 1

(a) eloszlasfliggvény (b) stirtiségfiiggvény

1. abra. Pareto-eloszlés.
(Forras: sajat szerkesztés)

A tovabbi targyalashoz sziikséges a Pareto-eloszlas varhato értékét és kiillonbozs stirtiség-
fiiggvények héanyadosanak hatarértékét kozolni. Egyrészt az fenti moédon definidlt Pareto-

eloszlas varhato értéke

B(E) = [ afile)ds— L (P3)

0 a; — 1
Masrészt vizsgaljuk az alabbi hanyadost hatarérték szempontjabol

fo() _ a2 By? (x + fBy) !
filz)  an B (@ + By)oxtt

(P4)

Erdekes helynek az © — 01 és az & — oo szamit esetiinkben. Egyébként a hanyados
folytonos fliggvények héanyadosa, igy az értelmezési tartomanyon énmaga is folytonos. A

hanyados nulldban vett jobb oldali hatarértéke

lim fa(x) _ s
=0t fi(z)  oufe

(P5)

A végtelenben vett hatarértékre azt kapjuk, hogy tényleges értéke a; és as viszonyatol

fiigg, igy a kérdéses hatarérték 3 kiilonbozs esetben fogalmazhaté meg

(
0, ha ay > oy

g}l_{folo j:?g; = (%)a, ha a=ay =m (P6)

oo, ha ay < aj.

\



2.3. Exponencialis eloszlas

A biztositott csoportok kiarnagysigat a Pareto-eloszlason kiviil exponencialis eloszlassal
is modellezziik. Igy lehetdség adodik az eredmények sszevetésére kiilonbozo eloszlascsa-
ladok hasznélata esetén. Exponenciélis eloszlast hasznalnak Agoston et al. (2019), mun-
kdjukban numerikus modszerekkel kozelitik az optimumot. Legyen n; az i-edik csoport
karnagysagat jellemz6 valdszintiségi valtozo exponencidlis eloszlassal. Ekkor n; eloszlas-

fiiggvénye
Fi(z) =P(p <z)=1—e"" ahol =€ (0,00) (E1)

ahol \; > 0 az eloszlast jellemz6 paraméter. Hasonldéan a Pareto-eloszlashoz, az exponen-
cialis eloszlast is a pozitiv tartomanyon értelmezziik a karoknagysagok nemnegativ volta

miatt. Az exponencialis eloszlas strtiségfiiggvénye

fi(z) = \ie ", ahol € (0, 00) (E2)

F(x)
1 1
0.8 1
0.6 1
041
—_— =1
0.2 — 14
f f f f f T f f f f T X
0.2 04 06 08 1 02 04 06 08 1
(a) eloszlasfliggvény (b) stirtiségfiiggvény

2. dbra. Exponencialis eloszlas.
(Forrés: sajat szerkesztés)

A Pareto-eloszlashoz hasonldan sziikséges kozolni az igy definialt exponencialis eloszlas
varhato értékét és a kiillonboz§ strtségfiiggvények héanyadosanak hatarértékét. Egyrészt

az fenti moédon definidlt exponencialis eloszlés varhato értéke

1

Bn) = [ afia)de = 5 (E3)
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Mésrészt vizsgaljuk az alabbi hanyadost hatarérték szempontjabol

L) _ A2 -x)e (E4)

fi (95) A1

Erdekes helynek szintén az © — 0% és az  — 0o szamit esetiinkben. A hanyados folytonos
fiiggvények hanyadosa, igy az értelmezési tartomanyon énmaga is folytonos. A hényados

nulldban vett jobb oldali hatarértéke

im B@) _ A
z—0t fl(ZL‘) N /\1

(E5)

A végtelenben vett hatarérték a Pareto-eloszlassal ellentétben egyértelmii, amennyiben
A1 < Xg. Ez a feltétel a varhato érték képlete alapjan L' > L? feltételt jelent az NLP
modell szempontjabol. Mivel ez az egyenlGtlenség az altaldnossag megszoritasa nélkiil
kijelenthetd, és a dolgozat tovabbi részébén is hasznaljuk, a stirtiségfiiggvények hanyadosat

valoban egyértelmiinek vessziik, mégpedig

1i fa()

=0, ha A <A E6
B gy T e sk .
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3. A modell optimalizalasa

A dolgozat 6 célja zart alakok keresése a 2.1 pontban felallitott nemlineéris optimalizalasi
feladatra. Az optimalizalasi feladatot elGszor a 2.2 pontban definialt Pareto-eloszléassal,
majd a 2.3 pontban meghatarozott exponencialis eloszlassal kiséreljiik megoldani. Fontos

definialni, hogy az NLP modellt mikor tekintjiikk optimalisnak.

3.0.1. Definicié. (Az NLP modell optimuma)
Az NLP modellel definialt bonusz-malusz rendszer optimdlis, ha az NLP.obj célfiigg-
vény minimalis és a korlatozo feltételek teljesiilnek. Az optimum egy (¢, mg, 1) szamhér-

mas.

A tényleges optimalizalas megkezdése el6tt az NLP modell korlatait alakitjuk kényelme-
sebb alakra. Ennek eredményeképp a stacionarius valoszintiségeket kifejezhetjiik az atso-
rolasi valoszintiségekkel. Tekintsiik példanak az NLP.5.1 korlatot! NLP.4.1 korlatbol tud-
juk, hogy ¢; = ¢' —¢j, valamint az NLP.6.1 és NLP.6.3 korlatokbol py o = pi o = 1—Fi(0).
Ezek felhasznélva adodik cf késébb praktikus alakja:

b = clpbo +clply = (1= (D) + (¢! = ) (1 — Fi(0) = ¢! (1 — F(0)

Innen pedig adodik, hogy cf = ¢'Fy(f). A masik kettd stacionarius valoszintség, c2 és 2,
képletét az elébbi szamolassal analég moédon kaphatjuk.

Az optimalizélasi feladat hdrom valtozos, azonban a prémiumok értékére egy fontos
allitas megfogalmazhato, melyet a célfiiggvény minimalizélasanal felhasznalva az optima-

lizalasi feladat csupén egyetlen valtozos problémavé redukalhato.

3.0.2. Allitas. (Az optimaélis prémium értékek egyoldali korlatossaga)
Az NLP modell optimumadban az aldbbi két eqyenldtlenség mindig teljestil:
1. o < Lt
2. m > L2
B1ZONYITAS.
(1) Indirekt modon bizonyitjuk az éllitast. Tegyiik fel, hogy az NLP modell optimu-
méaban 7 = L' + Ay, ahol Ay > 0 pozitiv érték. Vizsgaljuk ekkor az NLP.1 és NLP.2
tipusi korlatokat. NLP.1.1 és NLP.2.1 korlatokbol [Ag|c < gi adodik. Ekkor Ag = 0
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esetén gi-re alacsonyabb als6 korlat adodik, mint Ay > 0 esetén. NLP.1.3 és NLP.2.3
korlatokbol |L' — L2 + Aglcd < g2. Mivel L' — L? > 0, ezért szintén Ay = 0 valasztdsaval
gé-re alacsonyabb als6 korlat adodik, mint Ag > 0 esetén. Azaz Ay = 0 esetén az NLP.obj
célfiiggvényre is kisebb értéket kapunk, mint Ag > 0 esetén. Innen my < L.

(2) Indirekt modon bizonyitjuk az allitast. Tegyiik fel, hogy az NLP modell optimu-
maban 7 = L? — Ay, ahol A; > 0 pozitiv érték. Vizsgaljuk ekkor az NLP.1 és NLP.2
tipust korlatokat. NLP.1.4 és NLP.2.4 korlatokbodl |A;|c] < gf adédik. Ekkor A; = 0
esetén gi-re alacsonyabb als6 korlat adodik, mint A; > 0 esetén. NLP.1.2 és NLP.2.2
korlatokbol |L? — L' — Ay|c? < g3. Mivel L? — L' < 0, ezért szintén A; = 0 valasztdsaval
gi-re alacsonyabb also korlat adodik, mint A; > 0 esetén. Azaz A; = 0 esetén az NLP.obj

célfiiggvényre is kisebb értéket kapunk, mint A; > 0 esetén. Innen m; > L% U

3.0.3. Kovetkezmény. A 3.0.2. Allitasbol és az NLP.3 korlatbol adédik, hogy opti-
mumban

L*<m<m< Lt

azaz a két osztaly optimalis prémium értéke a két biztositott csoport varhaté kirnagysaga
kozé esik. A kisebb varhato kdrnagysagnal (L?) kisebb és a nagyobb varhato kirnagysagnal

(L') nagyobb optimalis prémium érték nem lehetséges.

3.1. A célfiiggvény vizsgalata

A célfiiggvény tehat az osztalyok prémiuma és a csoportok varhaté értéke kozotti abszolut
eltérés stlyozott sszege. A 3.0.3. Kovetkezménybsl tudjuk, hogy optimumban m,— L' < 0
és L? — m, < 0 minden k osztalyra. Ezt felhasznalva az NLP modell a kivetkezsképpen

egyszertsodik.

3.1.1. Allitas. (NLP modell elhagyhaté korlatozo feltételei)

Az NLP modell optimumdban az NLP.1.3, az NLP.1.4, az NLP.2.1 és az NLP.2.2
korldtok mindig teljesiilnek.
BI1ZONYITAS.

Az NLP.1.3 korlatot dtrendezve azt kapjuk, hogy g2 > (L? — mg)c2. Az egyenlStlenség
bal oldala nemnegativ, hiszen g2 abszolut eltérést jelol. Az egyenlStlenség jobb oldala
nempozitiv, hiszen ¢ > 0 stacionarius valoszintség, és L? — mp < 0 az eddigi allitasok

alapjan. Egy nemnegativ szam mindig nagyobb vagy egyenl§ egy nempozitiv szamnal. A
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bizonyitas a tobbi harom korlatra hasonloképpen miikodik. OJ

3.1.2. Ko6vetkezmény. A 3.1.1. Allitasbol kovetkezik, hogy az NLP modellben mind-
egyik gi abszolut eltérésre egyetlen korlat vonatkozik, igy ezek egyenlétlenség formajaban
valosulnak meg. A négy megmaradt korlat — NLP.1.1, NLP.1.2, NLP.2.3 és NLP.24 — a

kovetkezd egyenletrendszert alkotja:

96 = (mo — L?)cg

g = (m — 172

Az abszolut eltérések ilyen forméju felirasa mar alkalmassa teszi az NLP.obj célfiiggvény
explicit felirdsat. Az abszolit eltéréseket stacionarius valoszintiségek segitségével fejezziik
ki, melyek jobban kezelhetk a tovabbiakban. A dolgozat sorén a célfiiggvény ezen alakjat,

illetve ennek véltozatait vizsgaljuk, hiszen minimumbhelye az NLP optimumét jelenti.

3.1.3. Allitas. (Az NLP.obj célfiiggvény alternativ alakja)

Az NLP modell pontosan akkor optimdlis, ha a
mo(¢’co — ¢'co) +m(¢cl — dler) + LY(6')? — L (¢?)? (NLP.obj2)

hdaromuvdltozos — £, my, m1 — kifejezés minimalis.
BI1ZONYITAS.

Hasznéljuk fel a 3.1.2. Kovetkezményt! Az abszolut eltéréseket behelyettesitve az
eredeti NLP.obj célfiiggvénybe, majd a tagokat rendezve adddik az allitassal ekvivalens

kifejezés:

¢ g+ ¢ gl + g5 + 9797 = &' (L' — o)y + ¢ (L' — mi)et + ¢ (mg — L) g + ¢*(m — L?)c}

= m(¢’cy — ¢'cp) +m(d’cl — dle) + L) — L*(¢%) O

Az NLP.obj2 célfiiggvény egy négytagi Gsszeg. Az utolso két tag konstans, hiszen a var-
hat6d értékekrdl és a csoportok aranyarol ezzel a feltételezéssel éltiink. Az els két tag

mo-t0l, m-t6l és (-t6l fiigg. Vegyiik észre, hogy ¢'ci nem fiigg a prémiumok értekétsl,
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csak ¢ értékétsl! Igy az NLP modell megoldasa tekinthets egy egyvaltozos optimalizé-
lasi feladatnak, ahol az NLP.obj2 kifejezést minimalizéljik ¢ szerint, majd ez alapjan
meghatarozzuk az optimalis my és m; prémium értékeket. A kovetkezd lemma és allitas
segitségével az optiméalis prémium értékek meghatarozasara adunk elégséges feltételt.

3.1.4. Lemma. (Stacionarius valoszintiségekre vonatkozo egyenlétlenség optimumban)

2

1
1, .2
c1t+ci

Az NLP modell optimumdban % < egyenldtlenség mindig teljesil.
0 0
B1ZONYITAS.

A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢ > 0 optimalis kiiszobérték,

2 2
1

i ’ : 21 2.1 A
melyre ai? 2 dia Ezt atrendezve kapjuk, hogy cjc; > cjcy;. Innen a stacionarius

valoszintiségeket az eloszlasfiiggvényekkel kifejezve
¢*(1— Fa(0)) - o' Fi(0) > ¢*Fy(0) - ¢ (1 — F1(0))

)2 Kl <~ P& <)=>2PE<)

ahol & valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F;. Ez azonban ellentmond a két csoport
nél kevesebb kart, mint az i = 1-es csoport. Vagyis nincsen olyan ¢ optimalis kiiszobérték,

2 2
melyre cg)CTch > c}chcf teljesiilne. Ezzel az allitast belattuk. O

3.1.5. Allitas. (Az optimalis prémium értékek meghatarozésa)
Ha létezik olyan £ > 0, melyre NLP.obj2 célfiigguény minimadlis, akkor az NLP modell-
nek létezik optimuma, €s az optimdlis prémium értékek egyértelmien meghatdrozhatok az

aldbbi tabldzat alapjan.

2 2 2 2
1 ) ) 1 1 <51 1
CSaig | g S S g | drg S0
o értéke optimumban L? Lt Lt
m értéke optimumban L? L? Lt

BI1ZONYITAS.
Mivel létezik ¢ > 0, melyre NLP.obj2 célfiiggvény minimalis, elegends ¢?ci — ¢'cf és

P*c? — ¢p'cl kifejezések elGjelével foglalkozni. Osszesen az alabbi négy esetet kell vizsgalni:

P =o' <0 [ d o't >0
d*ch — dley <0 I. eset IL. eset

d*ci — ey >0 III. eset IV. eset
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L eset: ¢?c? — dle] < 0 és ¢g*c2 — dlcl < 0 egyszerre teljesiil, azaz

2
€1

1 p)

¢ +cf

2
Co

1 p)

¢y + ¢

<¢' o <¢'

A 3.1.4. Lemma szerint a jobb oldali egyenlStlenséghdl kivetkezik a bal oldali, igy az
I. esetnek elégséges korlatja a jobb oldali. Ekkor tehat NLP.obj2 els6 két tagja negativ.
Igy a célfiiggvény akkor lesz valéban minimalis, ha a prémiumok maximaélisak. A 3.0.3.
Koévetkezmény alapjan ekkor my = m = L',

I1. eset: ¢?c? — ¢let > 0 &s ¢*ct — Pl < 0 egyszerre teljesiil, azaz

2 2

C C
1 02§¢1§ 1 - 2
Co + ¢ c + ¢

Ekkor NLP.obj2 els6 tagja negativ, masodik tagja pozitiv. Szintén a 3.0.3. kdvetkezmény
alapjan tudjuk a prémiumokat meghatarozni, hiszen ekkor my-nak maximaélisnak, m-nek
minimalisnak kell lennie. Tehat 7o = L' és m; = L2.
1. eset: ¢*c? — ¢let < 0 és ¢?ct — Pplcl > 0 egyszerre teljesiil, azaz

2 2

Co 1
> ¢l >
g+ =" Td+3

A 3.1.4. Lemma szerint ilyen eset nem lehetséges.

IV. eset: ¢?ct — dlcl > 0 és p>c2 — ¢lcl > 0 egyszerre teljesiil, azaz

2 2
1 Co . 1 C1
¢ ~ ol +c2 o o+

0 0 1 1

A 3.1.4. Lemma szerint a bal oldali egyenlGtlenségbdl kovetkezik a jobb oldali, igy a I'V.
esetnek elégséges korlatja a bal oldali. Ekkor tehat NLP.obj2 els6 két tagja pozitiv. Igy
a célfiiggvény akkor lesz valoban minimaélis, ha a prémiumok minimalisak. A 3.0.3. Ko-

vetkezmény alapjan ekkor 7y = m = L2. O

Az eredeti NLP modell optimalizélasa az elébbi allitasok segitségével egyvaltozos minima-
lizalassé redukalodott. Ennek megoldasa méar a klasszikus analizis eszkozeivel lehetséges,
ahogyan ezt a kiilonb6z§ eloszlastipusoknal kiilon-kiilon latni fogjuk. A bekezdés utolsod
allitasaként az NLP.obj2 célfiiggvényt alakitjuk tovabb az eloszlasfiiggvények felhasznéla-

saval, illetve ennek derivaltjat adjuk meg. Tessziik ezt azért, mert az NLP optimumanak
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sziikséges feltétele lesz az, hogy a célfiiggvény mindegyik derivaltja 0 legyen.

3.1.6. Allitas. (Az NLP.obj2 célfiiggvény alternativ alakja)

Az NLP modell pontosan akkor optimadalis, ha a

mo((69)? = (61)% = (9 )2F(0) = () Fa(0)) +m (69 Fal0) = (6D FL(0) + LA (61)? — LA(¢*)?
(NLP.obj3)

eqyudltozos — € — kifejezés minimdlis.
BIZONYITAS.
Az allitasban megfogalmazott formula megkaphaté az NLP.obj2 képletbdl, ha a staci-

onarius valoszintiségeket kifejezziik az eloszlasfiiggvények segitségével. 0

3.1.7. Allitas. (Az NLP modell optimumanak sziikséges feltétele)
Ha az NLP modell optimdlis £ > 0 kiiszdbérték mellett, akkor

(612 _ ful0)
(@2~ h(0)

(NLP.FOC)

ahol f; az i-edik csoporthoz tartozo siriségfiigguény.
BIZONYITAS.
Az NLP.obj3 célfiiggvényben csak ¢ szerepel valtozoként. Vegyiik az NLP.obj3 cél-

fliggvény (-szerinti els6 derivaltjat:
mo (62— £2(0)) +m (6720 =(0"211(0)) = (mo=m1) ()2 A0 —(6")2a(0))

Egy szorzat értéke akkor nulla, ha valamelyik tényez6je nulla. Ha my = m, akkor az
els6 derivalt értéke valéban nulla, de nem valtana elGjelet. Igy a célfiiggvénynek csak
akkor lehet szélsGértéke (-ben, ha a szorzat masodik tagjanak értéke nulla, ami dtrendezve

valoban az allitasban szerepl§ kifejezést adja. U

3.1.8. Megjegyzés. Az NLP.FOC els6rendti feltétel sziikséges, de nem elégséges feltétele
az optimum létezésének. Pareto-eloszlas esetén ennek segitségével allapithaté meg az
optimélis kiiszobértékek egyértelmiisége még akkor is, ha zart alak nem feltétleniil adhato

az optimumra.
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3.2. Optimum Pareto-eloszlas esetén

Az el6z6 bekezdésben meghataroztuk a célfiiggvény alternativ formajat, melyben csupéan
a kiiszobérték szerepel valtozoként. A cél tehat olyan ¢ érték keresése, mely minimalizalja
a célfiiggvényt és ezzel optimalizalja az NLP modelliinket.

Ebben a bekezdésben a biztositott csoportok kéireloszlasat két kiilonbo6zé varhatod ér-
téki Pareto-eloszlassal modellezziik. Az altalunk definialt Pareto-eloszlasnak két paramé-
tere van. o > 1 és > 0 egyarant befolyasoljak az eloszlasfiiggvény elnytlésat, azaz az
extrém értékek elGfordulasi valoszintségét. o paraméter novelésével az eloszlasfiiggvény
lassabban tart 1-hez, mig  paraméter novelésével gyorsabban. A paraméterek értékei
alapjan igy 3 esetet kiilonboztetiink meg. Els6 esetben a biztositott csoportokat leird két
Pareto-eloszléasnak egyenls az o paramétere, mésodik esetben a  paramétere. Harmadik
esetként minden egyéb paraméterbeallitast egyben vizsgalunk.

Tekintsiik el6szor az egyenld a paraméterek esetét! Legyen ekkor o = ay = an! Mivel
az 1 = l-es csoportnak nagyobb a varhato karértéke, mint az ¢ = 2-esnek, kompakt
jeloléssel L' > L2 ezért a varhato érték (P3) formuldjabol adodik, hogy () > (. Ennek

felhasznalasaval elGszor az optimum egyértelmiiségét bizonyitjuk.

3.2.1. Allitas. (Az optimum egyértelmtisége a = a; = ay esetén)

Ha azi = 1-es csoport kdreloszldsa v és 31 paramétert, azi = 2-es csoport kdreloszldsa
«a €s Py paraméterd Pareto-eloszlast kivet, és az NLP modell optimdlis ¢ > 0 kiiszobérték
mellett, akkor az igy meghatdrozott (¢, my, m1) szamhdrmas egyértelmd.
BI1ZONYITAS.

A 3.1.7. Allitasbol tudjuk, hogy optimumban az NLP.FOC elsérendii feltételnek telje-

siilnie kell. Azt kell csupan megmutatni, hogy ez az egyenléség Pareto-eloszlas és azonos
f2(6)
f1(6)
(¢')°
(¢%)?

ja lehet. Tekintsiik az ﬁgg hanyadosfiiggvény értékét az ¢ pontban és az ¢ + ¢ pontban,

ahol £ > 0. A hanyadosfiiggvények hényadosa ekkor

a-k esetén egyértelmd. Belatjuk, hogy ekkor hényadosfiiggvény szigortian monoton

csokken az ¢ > 0 intervallumon, igy a konstans fiiggvénnyel legfeljebb 1 metszéspont-

f2(0)

hg _ (Pt Pate) By — By o
P (4 R+ Bite) B+ Bi+e)

felhasznalva a (P4) formulat. Mivel Sy — f; < 0 és € > 0, ezért a hanyados valoban
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f2(0)
fi1(2)

¢ > 0 intervallumon. Igy ha metszi

hényadosfiiggvény valéban szigoriian monoton csokken az

(0?2
(@2)?

lehetséges, tehat az optimum egyértelm. 0

nagyobb mint 1. Azaz

konstans fliggvényt, az valoban csak egy pontban

Az optimum egyértelmiisége tehat adott, kovetkezs 1épésben az optimalis kiiszobérték
zart alakjara kovetkezik allitas. Ennek segitségével tetsz6leges eloszlasparaméterek esetén

kénnyen szamolhaté az optimum.

3.2.2. Allitas. (Az optimum a = a1 = ay esetén)
Ha azi = 1-es csoport kdreloszldsa v és 31 paramétert, azi = 2-es csoport kdreloszlasa

« €s Py paraméterd Pareto-eloszldst kévet, akkor az NLP modell optimdlis kiiszébértéke

1
opt BaC — B _ (@178
14 I:ﬂhﬁz ﬁ ahol C = <W (OPTPl)
amennyiben Ka Bp > 0.
BI1ZONYITAS.

Az optimélis kiiszobértéknek elGszor is ki kell elégitenie az NLP.FOC elsérendii felté-

telt. Felhasznalva a (P4) formulat, megoldando az

Gt = G

egyenlet (-re. Atrendezve valéban az &llitasban szerepls (2 2,1 5, rtéket kapjuk. Az els-

rendd feltételt tehat kielégiti a feltételezett optimalis kiiszobérték.
Ahhoz, hogy a célfiiggvény minimumjat vegye fel az €a 5,5, bontban, sziikséges feltétel

tovabba, hogy a NLP.obj3 célfiiggvény derivaltja elGjelet valtson itt, mégpedig negativ

f2(£)
f1(0)

fliggvény szigortian monoton csokken, ha ¢ > 0. Vegyiink most egy tetszSleges £y > 0

értékbsl pozitivba valtson. A 3.2.1. Allitas bizonyitdsdban megmutattuk, hogy

értéket! Ha fy < ﬁgpgl 5, akkor Ez ;2 < %, azaz a célfiggvény derivaltja negativ.
(¢

Analog modon, £y > ﬁa B3 Cseten o §2 > ;Qgﬁog és a célfliggvény derivaltja pozitiv.

Azaz EZ”) 5,8, valoban a célfiiggvény minimumhelye. Az optimélis prémium értékek
meghatarozhatok a 3.1.5. Allitas alapjan. Az igy kapott optimumbhely pedig az 3.2.1.
Allitas alapjan egyértelmd. ([l

A 3.2.2. Allitas tartalmaz egy jelentss egyszertisitést, mégpedig a pozitiv kiiszobérték
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létezésének feltételezését. Hiszen megkoveteljiik, hogy az optimélis kiiszobérték pozitiv
legyen, de nem adunk ra bévebb magyarazatot. A kovetkezd allitas azt valaszolja meg, mi
sziikséges ahhoz, hogy azonos a-k esetén a kiiszobérték — és igy az NLP modell optimuma

— valéban létezzen.

3.2.3. Allitas. (Az (7, , optimalis kiiszobértek pozitivitdsénak feltétele)
A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

opt
1. gaﬁl,lb >0

2.1<C< 8
o VBB
_ P 1 o Bi=vBiPe
J /2 go/? <¢ < B1—PB2
BI1ZONYITAS.

(1.2.) Vizsgaljuk (7 , értékét a az OPT.P1 képlet alapjan! Az vildgos, hogy
C = 1 esetén () gl,ﬂz nincs definidlva. Ha C < 1, akkor a képletben talalhato tort
nevezdje biztosan pozitiv. Ekkor azonban a szamlalé negativ, hiszen 5, > (5 a varhato
karértékek egyenlGtlensége miatt. Tehat C' < 1 esetén nem lehet pozitiv az optimalis
kiiszobérték. Ha C > 1, akkor a képletben talalhato tort nevezdGje biztosan negativ. Hogy
biztositsuk a szamlald negativitasat is, a S,C — B < 0 egyenlGtlenségnek kell teljesiilnie.
Innen C < % Ez pedig nem mond ellent a C' > 1 feltételnek, hiszen szintén a varhato
karértékek egyenlStlensége miatt 1 < % Osszefoglalva: ng 21,/32 pontosan akkor pozitiv,
hal<C <&
2
(2e3) Azl <(C< % egyenl6tlenség-rendszer szétbonthato 1 < C és C' < % egyen-
16tlenségekre. Behelyettesitve C' értékét az OPT.P1 képlet alapjan, majd rendezve ¢'-re

adodik a 3-as pontban megfogalmazott egyenltlenség-rendszer. 0

3.2.4. Megjegyzés. A 3.2.3. Allitas grafikus indoklasa talan szemléletesebb. ey 21752

Ez;gg és fgg fiiggvények metszik egymast. Azt szeretnénk biz-

jeloli azt a helyet, ahol

tositani, hogy ennek a metszéspontnak a helye pozitiv legyen. A Pareto-eloszlas (P5)

222 szigorti monotonitasa miatt Ei;;z < % egyenlGtlenségnek tel-

jesiilnie kell, hogy a metszéspont pozitiv legyen. Tovabbéa a (P6) tulajdonsag alapjan

tulajdonsaga miatt és

Ei;%i > % egyenlGtlenségnek is teljesiilnie kell, hogy egyaltalan létezzen a metszéspont.

E két egyenl6tlenség rendezett formajat irja le a 3.2.3. Allitas (1. 3. &bra).

3.2.5. Megjegyzés. 3.2.3. Allitasbol kovetkezik, hogy ¢! = ¢? = % esetén, az opti-

mum mindig létezik. Szemléletesen, ha a biztositottak egyik fele az i = 1-es, méasik fele
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az 1 = 2-es csoportba tartozik, akkor az optimélis kiiszobérték mindig pozitiv. Ekkor

o (wlmf)a% _ (6_>
(¢?)2 85 Bo

amire a 3.2.3. Allitas masodik pontja teljesiil.

ugyanis

Az 1. tablazatban kiilonbo6z6 eloszlasparaméterek mellett szerepelnek az NLP modell op-

timumai, ¢! = % esetén. Ekkor ugyanis a 3.2.5. Megjegyzés alapjan barmilyen eloszlaspa-

raméter mellett 52’? 21, 5, bozitiv. Rogzitett [z esetén a és [ novelése mellett a célfiiggvény

érteke csokken. Ezzel parhuzamosan ¢} és ¢f stacionarius valoszintiségek rendre nove-
1

kednek, mig ¢} és ¢ valosziniségek csokkennek. Ebbél a szempontbol a bonusz-malusz

rendszer egyre jobban szelektal.

a | By | B ﬁgf gl o o m & ch 2 c NLP.obj
2 | 3] 1 ]0.8517 | 3.0000 | 1.0000 || 0.3033 | 0.1967 | 0.1458 | 0.3542 || 0.8150
4 14 1] 04768 | 1.3333 | 0.3333 || 0.3187 | 0.1813 | 0.1051 | 0.3949 | 0.4280
6 | 5| 1 | 0.3454 | 1.0000 | 0.2000 || 0.3349 | 0.1651 | 0.0843 | 0.4157 || 0.3504
8 [ 6 | 1| 0.2765 | 0.8571 | 0.1429 || 0.3487 | 0.1513 | 0.0709 | 0.4291 || 0.3175
10 7 |1 | 0.2333 | 0.7778 | 0.1111 || 0.3602 | 0.1398 | 0.0614 | 0.4386 || 0.2995
12 8 | 1 | 0.2033 | 0.7273 | 0.0909 || 0.3700 | 0.1300 | 0.0543 | 0.4457 | 0.2883
1419 | 1 | 0.1810 | 0.6923 | 0.0769 || 0.3783 | 0.1217 | 0.0487 | 0.4513 | 0.2806

16 [ 10 | 1 | 0.1638 | 0.6667 | 0.0667 || 0.3855 | 0.1145 | 0.0441 | 0.4559 || 0.2752
18 | 11 | 1 | 0.1500 | 0.6471 | 0.0588 || 0.3918 | 0.1082 | 0.0404 | 0.4596 || 0.2711
20 12| 1 | 0.1386 | 0.6316 | 0.0526 || 0.3974 | 0.1026 | 0.0373 | 0.4627 || 0.2679

1. tablazat. NLP modell optimuma a; = s paraméterii Pareto-eloszlas esetén. (qbl = %)
(Forras: sajat szerkesztés)

077 5, > 0 esetén matematikailag az NLP modell valéban optimalis. (% , > L' esetén

azonban, azaz ha az atsorolasi kiiszobérték az ¢ = 1-es csoport varhato karértékénél is
nagyobb, akkor a rendszer elézetesen varhatéan a k = 1-es bonusz-mélusz osztalyba fog-
ja sorolni a biztositottakat. Hiszen ekkor varhatéan mindenki a kiiszobérték alatti kart
fogja okozni, igy a k = 0-as osztalyban tartozkodok felkeriilnek, a & = 1-es csoportban
tartozkodok bentmaradnak. Hasonloan (7 };1”32 < L? esetén a bonusz-mélusz rendszer

minden biztositottat a k = 0-as csoportba fog sorolni. E két szélsGséges esetben a bonusz-
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méalusz rendszer alapvets célja sériilhet, hiszen nem feltétleniil tudja elérni azt, hogy a
biztositottaknak olyan csoportositasat hozza létre, amelyben mindenki a varhato karérteé-
kének megfelel6 prémiumot fizeti. Ugyanakkor matematikailag optiméalis a megoldéas, és
a stacionarius valoszintségek is szamolhatok. Azonban, ha a valoszintiségek nem lenné-
nek stacionariusak, a bénusz-malusz rendszer egy idé utdn minden biztositottat egyetlen

osztalyba sorolna.

3.2.6. Definici6. (NLP modell kézgazdasagi optimuma)
Az NLP modell kézgazdasdgilag optimalis, ha optimalis a 3.0.1. Definici6é szerint,

tovabba az (°P! optimélis kiiszobértékre igaz a kovetkezd egyenlStlenség:
L? <Pt < [}

Ahhoz, hogy az NLP modell kézgazdasagilag is optimélis legyen, nem elég az optimélis
kiiszobérték pozitivitasi feltételének teljesiilése. A kovetkezokben a 3.2.3. Allitasnal szi-

gorubb megkotéssel tesziink allitast a kozgazdasagi optimum létezésére.

3.2.7. Allitas. (A kozgazdasagi optimum o = oy = ay esetén)
Az b 21752 > 0 (matematikailag) optimdlis kiiszobértékkel meghatdrozott NLP modell

pontosan akkor kéozgazdasdgilag optimdlis, ha a kovetkezd eqyenldtlenség teljestil:

1 1
0 i o
1+ 1Y 1+ 15

ahol

w_ B 5—a)+ 0 \/@(m ) %)aﬂ
[l \/52 (5204 —Ba+ B é 1L B B

BI1zONYITAS.
Csak az egyenlGtlenség bal oldalat bizonyitjuk. Megoldand6 a kovetkezd egyenlGtlen-
ség:

¢-p g
opt Ll 62 1 1
Cop g < = —C < 1

21



Rendezve C-re, C' > m adodik. Kibontva C-t, majd rendezve ¢'-re:

o _ o >\/ﬁl< o )“*1
> 1—¢! P2 \ fecx — B2 + b1

Megoldva ¢'-re adodik az 4llitasban szerepld bal oldali egyenlStlenség. Meg kell mutatni

ezen kiviil, hogy ez az egyenlétlenség erésebb a 3.2.3. Allitasnal. Azaz

2 1
of i

<

/2
Ezt rendezve [ ) re adodik ( > <1 l(l), majd ezt egyszertsitve 5y < 1 adodik, mely
definici6 szerint igaz. Az allitdsban szerepls egyenlGtlenség jobb oldala és annak erdssége

az el6bbiekkel anal6g moédon bizonyithato. 0

A 3. abra szemlélteti az NLP.FOC elsérendii feltétel teljesiilését rogzitett eloszlaspara-
méterek és kiilonbozs ¢! értékek mellett. A pozitivitasi feltételek jol latszodnak:
2 12/2 3-V3-1_ p— VBiPe

= ~ 0.33 < ¢' < 0.63 =~ =
a/2 + /801/2 32/2 + 12/2 ¢ 3-1 61 _ B2

Az NLP.FOC egyenlet bal oldalan )2 szerepel, ennek felelnek meg a sziirke konstans
fiiggvények, a feltiintetett ¢! ertekeknek megfelelen. A sziirke szaggatott vonal ¢! also
korlatjat jeloli, azaz ¢' = %. Léthato, hogy ¢' = 0.5 esetén nincs kdzgazdaségi opti-
mumban az NLP modell (z6ld tartomany). A 3.2.7. Allitds alapjan meg is tudjuk adni
a kozgazdasagi optimum zart alaka kritériumét, azaz az NLP modell az dbran rogzitett
paraméterek mellett pontosan akkor van kézgazdasagi optimumban, ha

](1) ](1)
—J7ﬁ~0%<¢<<mm~——7ﬂ
1+ 1 1+ 1

22



f2(£)
f1(£)

nem optimum
matematikai optimum
kozgazdasagi optimum

085 1.5 2 25 3

3. abra. Els6rend feltétel teljesiilése rogzitett a = 2, f; = 3 és Py = 1 mellett.
(Forras: sajat szerkesztés)

Utolsénak a matematikai optimumban meghatarozott kiiszobérték hatarértékeit kézlom.
Extrém eloszlasparaméterek esetén a kiiszobértéknek nem feltétlentil biztosithato a po-
zitivitasa. Mind az o mind a [ paraméterek fiiggvényében vizsgalhatok a hatéarértékek.
A kovetkezs, osszefoglalo allitasban ezen hatarértékek szerepelnek, melyeknek szemléletes

bemutatasa egy késébbi abranél talalhato.

T opt
3.2.8. Allitas. (ﬁa%l@

Régzitett 5, és Py esetén

hatéarértékei)

1 gopt _ ¢1\/EB2 - ¢2\/Eﬂl , 1j gopt =0
ai>H11+ o,B1,82 ¢2\/E_¢1\/E es al_%o o,fB1,82

Régzitett a = a; = ap esetén €s rendre By €s [y rogzitése esetén

: opt - . : opt o
S Lo =0 & lim Lo g, =00

BizoNYITAS.

a — 117 esetén C hatarértéke véges, mégpedig C' — z—; % Ezt felhasznalva

522—; % — B _ %\/5152 - 51 B j—;vﬁlﬁz -5 O DBiBa — 9 B

lim (7 , = = =
a1+ PPz 1_ % \/% 1 % \/g ¢2\/fg;%m /B — 0/ Br



adodik. @ — oo esetén C' — %, igy

B _
lim opt _B2E 61_51_51_
a—00 a,fB1,82 1 o & - 1 _ & -
B2 B2

Ba — 0T esetén C' — oo, igy [2C kifejezés hatarértéke kiilon vizsgalatot igényel. Kifejezve
C-t azonban a hatarérték szamolhato, mégpedig C' — 0. Igy (8.0 — 1) tart a (—f3;)-be,
(1 — C) pedig (—oo)-be. Hanyadosuk — és igy 63%1,62 — tehat 0-ba tart.

B1 — oo esetén szintén C' — co. A L’Hopital-szabaly alkalmazasaval adodik a kérdé-

ses hatéarérték. O

A 4. &bra rogzitett a = 2 és ¢t = % paraméterek mellett szemlélteti az optimalis kii-
szobértékeket, B, és 3, fiiggvényében. A 3.2.8. Allitas utolsé két hatarértékére grafikus

magyarazatot szolgal az abra.

6
2.5 | :
51 |

5 v g
,_445 o o o g .

Q

4, .
3.9 a

4. abra. Kiiszobértékek 3, és (3, fiiggvényében. (o =2 és ¢' = 1)
(Forras: sajat szerkesztés)

Kovetkezd esetként tekintsiik az azonos -k esetét! Legyen § = 1 = (5! Hasonldan az
el6z6 esethez, sziikséges rogziteni a biztositott csoportok varhaté karnagysaga kozotti
egyenlGtlenséget, mely itt az a; < o feltétel forméajaban valosul meg. Az allitasok
felépitése az azonos a-k esetéhez hasonlo, el6szor az optimum egyértelmiiségét bizonyitjuk,

majd a zart alak helyességét.

3.2.9. Allitas. (Az optimum egyértelmiisége 3 = 31 = [ esetén)

Ha azi = 1-es csoport kdreloszldsa o €s B paraméterd, az i = 2-es csoport kareloszldsa
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g €s B paraméterd Pareto-eloszldst kovet, és az NLP modell optimdlis £ > 0 kiiszobérték
mellett, akkor az igy meghatdrozott (¢, my, w1 ) szdmhdrmas egyértelm.
BIZONYITAS.

A 3.1.7. Allitasbol tudjuk, hogy optimumban az NLP.FOC els6rendii feltételnek telje-

siilnie kell. Azt kell csupdn megmutatni, hogy ez az egyenléség Pareto-eloszlas és azonos

f2(£)
f1(0)

1\2
csokken az ¢ > 0 intervallumon, igy a konstans EZ# fiiggvénnyel legfeljebb 1 metszéspont-

B-k esetén egyértelmid. Belatjuk, hogy ekkor hanyadosfiiggvény szigorian monoton

ja lehet. Tekintsiik az ﬁgg hényadosfiiggvény értékét az ¢ pontban és az ¢ + ¢ pontban,

ahol € > 0. A héanyadosfiiggvények hanyadosa ekkor

4 a]—o a2 —a] a2 —a]
B ren N (reaes () ey
Bt \ 046 +e (+p t+p

felhasznalva a (P4) formulat. Mivel as—ay > 0 ése > 0, ezért a kifejezés valoban nagyobb

mint 1. f2

hanyadosfuggveny tehat szigorian monoton csokken az ¢ > (0 intervallumon.

(¢")
(¢°)?

az optimum egyértelmd. 0

Igy ha metszi a > konstans fliggvényt, az valoban csak egy pontban lehetséges, tehét

3.2.10. Allitas. (Az optimum 8 = B, = S, esetén)
Ha azi = 1-es csoport kdreloszldsa aq €s B paraméterd, az1 = 2-es csoport kdreloszldsa

g €s B paraméterd Pareto-eloszldst kovet, akkor az NLP modell optimdlis kiiszobértéke

opt o (gbl)zal a1 —ag rlo@
b o = (Wﬁ ) -

amennyiben fal anp > 0
BIZONYITAS.

Az allitasban szerepls (27 kielégiti az NLP.FOC els6rendd feltételt, hiszen megol-

ag,a2,B
dasa a
(¢')°
(¢?)?
egyenletnek. Ezen kiviil NLP.obj3 célfiiggvény elsé derivéltja elGjelet is valt ebben a

«
= = (g )T
051

opt
gal az,B

pontban. Ehhez vegyilink egy tetszéleges o > 0 pontot, és hasznéljuk fel, hogy

egyértelmii a 3.2.9. Allitas alapjan. Ha £y < £Zpta2 0 akkor 55y < fQE 70> azaz NLP.obj3
. 1. , o2

els¢ derivaltja negativ. Ha £, > Eglit,az,B? akkor ! ¢>2 Lo> fl(éo)’ és ekkor NLP.obj3 elss

derivéltja pozitiv. Azaz € ¢ ,.5 valoban NLP.obj3 minimumbhelye. O

25



3.2.11. Allitas. (Az (2", ; optimalis kiiszobérték pozitivitasanak feltétele)

Az NLP modell optimumdban meghatdrozott E;ﬁ f% g kiszobérték pontosan akkor pozitiv,

ha ¢! < @2-Vo102

ag—a]

BizoNYITAS.

Megoldandé a

(EWZ;B ) —p>0

egyenlStlenség. Atrendezve adodik ﬁ—; > \/52. Behelyettesitve ¢* = 1—¢' alapjan adodik

az allitdsban szerepls egyenl&tlenség. 0
ay |z | B €Y, o m a cl 2 c NLP.obj
2 |5 | 1 03572 | 1.0000 | 0.2500 || 0.2714 | 0.2286 | 0.1086 | 0.3914 | 0.2893
2 16| 2 | 0.6321 | 2.0000 | 0.4000 || 0.2887 | 0.2113 | 0.0962 | 0.4038 || 0.6309
2 | 7] 3 || 0.8542 | 3.0000 | 0.5000 | 0.3029 | 0.1971 | 0.0866 | 0.4134 | 1.0037
2 | 8| 4 || 1.0397 | 4.0000 | 0.5714 | 0.3150 | 0.1850 | 0.0787 | 0.4213 | 1.3971
2 19| 5 || 1.1985 | 5.0000 | 0.6250 || 0.3253 | 0.1747 | 0.0723 | 0.4277 || 1.8054
2 10| 6 || 1.3371 | 6.0000 | 0.6667 || 0.3344 | 0.1656 | 0.0669 | 0.4331 || 2.2250
2 | 11| 7 || 1.4598 | 7.0000 | 0.7000 || 0.3423 | 0.1577 | 0.0622 | 0.4378 | 2.6533
2 |12 8 || 1.5698 | 8.0000 | 0.7273 || 0.3494 | 0.1506 | 0.0582 | 0.4418 || 3.0888
2 |13 9 || 1.6695 | 9.0000 | 0.7500 || 0.3558 | 0.1442 | 0.0547 | 0.4453 || 3.5300
2 | 14 ] 10 || 1.7605 | 10.0000 | 0.7692 | 0.3615 | 0.1385 | 0.0516 | 0.4484 | 3.9762

2. tablazat. NLP modell optimuma [, = 5 paraméterii Pareto-eloszléis esetén. ( e %)
(Forras: sajat szerkesztés)

3.2.12. Allitas. (A kozgazdasagi optimum 3 = 3; = 3, esetén)
Az Ezptamﬁ > 0 (matematikailag) optimdlis kiiszobértékkel meghatdrozott NLP modell

1,

pontosan akkor kézgazdasdgilag optimdlis, ha a kévetkezd eqyenldtlenség teljestil:

2 2
P
1+ 1% 1+ 1

a1 —a9 Q] —Q2
ap \a; —1 ap \ag — 1
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B1ZONYITAS.
Csak a jobb oldali egyenl6tlenséget bizonyitjuk. Tudjuk, hogy kézgazdasagi optimum-

ban

1y2 armaz
s> L = <(¢ ) al/@"”_”) - 6> 6

1 (9?)2a oy — 1

A jobb oldalhoz hozzdadva f(-t, majd atrendezve adodik i—; < \/ o (%)alim. Az
egyenlStlenség-jel azutan ,fordul meg”, miutdn mindkét oldalt az a; — as < 0 hatvanyra
emeljiik. A kapott egyenlGtlenséget atrendezve kapjuk az allitasban szerepld kritériumot,
amely a pozitivitasnal erésebb feltételt tamaszt. Az allitasban szerepld bal oldali egyen-

16tlenség az el6bbihez anal6g moédon szamolhato. O

3.2.13. Megjegyzés. A 2. tablazatban szerepld optimalis kiiszobértékek kivétel nélkiil
kozgazdasagilag is optimalisak, rogzitett ¢! = % esetén. Az 5. dbran rogzitett eloszlaspa-
raméterek mellett szerepel az NLP.FOC feltétel teljesiilése kiilonbozé ¢! értékek esetén.

A 3.2.11. Allitas alapjan az NLP akkor hataroz meg pozitiv kiiszobértéket, ha

Qg — 04106275—\/2'5

Qg — (X1 N 5—2

Pt < ~ 0.61

Szigorubb feltételhez kotott a kozgazdasagi optimum létezése — az abran zolddel jeldlve.

Ennek ¢'-re vonatkozté kovetelménye a 3.2.12. Allitasban szerepel, mégpedig

@ 7@
’—(2)%0.36<¢1<0.53%—(2)
1+ 1, 14 I
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f2(0)

f1()

nem optimum
= matematikai optimum
kozgazdasagi optimum

036 075 1

5. abra. Els6rendi feltétel teljesiilése rogzitett a; = 2, ag = 5 és f = 1 mellett.
(Forras: sajat szerkesztés)

3.2.14. Allitas. (¢

o a5 hatdrértekei)

Rogzitett oy €s ag esetén

. opt _ 4 : opt —
/811>I(I)1+ gal,az,ﬂ =0 ¢ Bh_)IIOlo 6011,042”3 =

Régzitett 5 = 1 = Po esetén és rendre as €s o 10gzitése esetén

1\2 T
lim ¢ —< (&) 51-a2) —B és  lim (' =0

a1+ avezs T (¢2)2a2 oyo0 Q1,028

BizoONYITAS.

B — 0T és a; — 17 esetén a hatarérték egyszertien szamolhato. [ — oo esetén

opt
Ea 1,

N (G R M O A
e ()™ o ()

Megmutathato, hogy a szorzat bal oldali tagja pozitiv. Ehhez tekintsiik a koévetkezd

végezziink el kiemelést .5 KEDletében:

egyenlGtlenséget:

(Lre)™ sy o F o

(¢2)%s (¢%)? "

Amely egyenlStlenség minden «, as-re igaz az NLP.FOC elsérendii feltétel, a (P5) tulaj-
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donség és a stirtiségfiiggvények hanyadosanak monotonitasa miatt.

Amennyiben oy — 00, a szorzat bal oldali tagja 0-ba tart, hiszen

12 e 12
A= lim ((¢)a1) — InA= lim ! -(gb)al:O == A=1

(%) am—oo ap — ag  (¢?)2ay
Innen pedig a kérdéses hatarérték valoban 0. U

A 6. abra hasonlo az el6bb targyalt specialis Pareto-eloszlashoz. Rogzitett § = 1 és ¢! = %
paraméterek mellett szemlélteti az optimélis kiiszobértékeket, o és ay fiiggvényében. Az

abran megtalalhato a 2. tablazatban és az 5. abran is szerepld (aq,as, /1) = (2,5,1)

opt

eset. Az abra ezen kivil szemléltetheti ﬁah% 3

hatarértékeit, természetesen bizonyitoé erd

nélkiil.

80

6. abra. Kiiszobértékek ay ¢és ap fiiggvényében. (3 =1 és ¢' = 1)
(Forras: sajat szerkesztés)

A Pareto-eloszlas két speciélis esetét mar bemutattuk. Altalanos esetben nem adhato zart
alak az optimaélis kiiszobértékre. ElsGsorban azért, mert az NLP.FOC els6rendii feltételben
ﬂg % tort nem egyszertisithet6 tovabb. Ugyanakkor a

prémiumok értékeinek meghatarozasa ugyanigy miikodik, mint a specialis esetekben. Az

szerepld kifejezésben az
altalanos eset az eloszlasparaméterek harom kiilonbo6zé relacidjat jelenti: [; < [y és
) < g, B > Pg és ap < ag, By > P2 és ap > a. Minden egyéb eset vagy érintve
volt a specialis esetek altal, vagy az L' > L? feltétel miatt egyaltalan nem lehetséges.
A kovetkezd allitas az altalanos paraméterd Pareto-eloszlassal jellemezhetd csoportokbol

allo bonusz-malusz rendszer optimumanak egyértelmtiségét adja meg.
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3.2.15. Allitas. (Az optimum egyértelmisége altalanos Pareto-eloszlas esetén)

Ha az i = 1-es csoport kdreloszldsa oy €s [ paramétertd, az i = 2-es csoport kdrel-
oszldsa oo €s [y paraméterd Pareto-eloszldst kovet, és az NLP modell optimdlis ¢ > 0
kiiszobérték mellett, akkor az igy meghatdrozott (¢, my, m ) szamhdrmas egyértelm.

BizoNYITAS.

ﬁgg fiiggvényt monotonitas szempontjabol! Ha az ¢ > 0 tartoményon

monoton, azaz nincsen szélsGértékhelye a tartoményon és mindenhol folytonos, akkor az

Vizsgaljuk

NLP.FOC els6rendii feltételnek legfeljebb 1 megoldasa lehet, ami az optimum egyértel-

f2()
f1(6)

miségét implikalja. Tekintsiik fiiggvény els6 derivaltjat:

(fZ(E)), — ’Y(W), = . (C+ Br)™ (L4 B2)*2 [(ar + 1)(€ + B2) — (2 + 1) (L + )]
f1(0) (0 + By)o2+1 (0 + By)202+2

a

042622
aT -

O¢1,31 !

szerepld tort szamlélojatol flige. Az NLP modell megkéveteli a kiiszobérték pozitivitasat,

ahol v = Mivel v > 0 és (£ + ()**2™2 > 0, a derivalt elGjele csak a képletben

azaz £ > 0, igy (€4 [1)™ és (£+ ()™ egyarant pozitivak. Az ﬁgg fiiggvény derivéaltjanak

értéke egyetlen £ esetén lehet nulla, mégpedig

51(0(2 + 1) — 52(061 + 1)
a1 — (g

by =

ﬁ @ monoton a pozitiv tartoma-

()
nyon. (3, > 5 és ar; > g esetén ez az érték mindig pozitiv, és ekkor £y pontban ;T—Eg—nek

B1 > P és aq < g esetén ez az érték mindig negativ, igy

minimumhelye van. [; < s és a1 < ay megfelel6 megvalasztasa esetén konstrudlhato

pozitiv ¢y, ekkor ;igg-nek maximumhelye van fy-ban. Mindkett§ esetben az NLP.FOC

elsérend( feltétel legfeljebb két pozitiv pontban teljesiilhet (1. 7. &bra, ¢! = 0.5). Ezek

koziil csakis az egyik pontban (£°") létezhet minimumja az eredeti NLP.obj3 célfiiggvény-

nek, hiszen ﬁgg folytonos az ¢ > 0 tartomanyon. f3; > [ és aq > as esetén (7' < ¢ mig
B < Ba és a1 < g esetén (Pt > (' O
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f2(0) f2(0)
f1(0) f1(0)

nem optimum

lo
) }"?\‘gopt

1.5 7

nem optimum

05|

? — ? i S RN
0.31 1.25 2 2.96 032 2 3 4 5 6 7.12
(a1, /1) = (2, 1) = LT =1 (a1, B1) = (5,3) = L' = 0.75

(a2, 2) = (4,25) = 1? ~ 0.83 (03, B2) = (2,0.5) = 12 = 0.5

7. abra. Els6rendi feltétel teljesiilése altaldnos Pareto-eloszlas esetén.
(Forras: sajat szerkesztés)

3.3. Optimum exponencialis eloszlas esetén

Az exponencialis eloszlast egyetlen paraméterrel definidljuk, A-val, mely a varhaté érték
reciproka. Ellentétben a Pareto-eloszlassal, itt nem kiilonboztetiink meg tobb esetet, az
optimumot A-kra vonatkozo feltétel nélkiil hatarozzuk meg. Mivel L' > L% a Xy > )\
egyenlStlenségnek mindig teljesiilnie kell, igy biztosithaté a varhato karértékek szigoru

kiilonbozGsége.

3.3.1. Allitas. (Az optimum egyértelmiisége exponenciélis eloszlas esetén)

Ha az 1 = 1-es csoport kdareloszldsa N\ paraméteri, az i = 2-es csoport kdreloszldsa Ao
paramétertd exponencidalis eloszldst kovet, és az NLP modell optimdlis ¢ > 0 kiiszobérték
mellett, akkor az igy meghatdrozott (¢, my, m ) szdmhdrmas egyértelmd.

BI1ZONYITAS.

A bizonyitas a 3.2.9. Allitas bizonyitasahoz hasonléan torténik. Meg kell mutatni,
hogy a striiségfiiggvények hanyadosa altal meghatarozott fiiggvény szigortian monoton
csokken az ¢ > 0 intervallumon. Ekkor az NLP.FOC elsérendii feltétel legfeljebb egyetlen

pontban teljesiilhet. A strtiségfiiggvények hanyadosanak monotonitas-vizsgalata (¢ > 0):

f2(0) Az o (A1 —A2)l

fl(g) — A1 — 675()\17)\2) — 68(/\27)\1) > 1
L(tte) — 22 o(u—ha)(lte)

fl(é-i-E) A1
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Felhasznalva, hogy Ao — Ay > 0 és € > 0. Az azonosan (

pontban metszheti az ! 2E£) hényadosfiiggvényt, igy az optlmahs kiiszobérték egyértelmii.

fuggveny tehat legfeljebb egy

A kiiszobérték alapjan pedig a prémiumok is egyértelmiien meghatarozhatok. 0

3.3.2. Allitas. (Az optimum exponenciélis eloszlas esetén)
Ha az v = 1-es csoport kareloszldsa N\ paraméteri, az i = 2-es csoport kdreloszldsa Ao
paramétertd exponencidlis eloszldst kévet, akkor az NLP modell optimdlis kiiszébértéke
21n + In § )‘1

EKI:]?)Q - ﬁ (OPTEXP)

amennyiben éi’fh > 0.
BI1ZONYITAS.
Az allitasban szerepls képlet megoldasa az NLP.FOC elsérendi feltételnek. Meg kell

mutatni, hogy az NLP.obj3 els6 derivaltja elGjelet is valt ebben a pontban. Vegyiink egy

Ly > 0 tetszdleges pontot! Ha £y < ﬁi’i f)\ , akkor ( ¢;) < ﬁgg, azaz a derivalt negativ. Ha

by > €>\ \p» akkor ( q;) > ﬁg, azaz a derivalt pozitiv. NLP.obj3 derivaltja tehat az (5 f/\2

pontban negativ értékbdl pozitivba megy, tehat az eredeti célfiiggvénynek minimumja van

ebben a pontban. O

3.3.3. Allitas. (Az (', optimalis kiisz&bérték pozitivitasdnak feltétele)

Az NLP modell optimumdban meghatdrozott 3’ t)\ kiiszobérték pontosan akkor pozitiv,
1 \/W
ha ¢ < B e vt
BIZONYITAS.
Megoldandé a
2 ln —|— In ’\1 0
—_— Y >
>\1 A2
egyenlStlenség. Mivel )\1 Ay < 0, ezért az egyenl6tlenség 21n + In ’\1 < 0 esetén telje-
stilhet. Innen ig < , amit megoldva ¢'-re (felhasznélva, hogy ot + qbQ = 1) adodik az
allitasban megfogalmazott feltétel. ([l

3.3.4. Megjegyzés. Erdemes megvizsgalni az optimalis kiiszobérték pozitivitasanak fel-
tételét. A szamtani-mértani kézepek kozotti egyenlStlenséget felhasznalva megmutathato,

hogy
Ao — VA1 A\ - 1
Ao — Ay 2
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Tehat ¢! < % esetén az optimalis kiiszobérték mindig pozitiv. Ha A; — 07, azaz a

,rosszabbik” csoport varhato karértéke tart a végtelenbe, illetve ha Ay — o0, azaz a

,,jobb” csoport varhato karértéke tart a O-ba:

lim A2 — VAide — lim
A1—0F )\2 — )\1 A2 —+00 )\2 — )\1

A2 — VA1 A _1

Azaz minél tavolabb keriilnek a csoportok varhato karértékei egymastol, az NLP modell

annal nagyobb aranyt enged meg az ¢ = 1-es csoportbdl.

Az alédbbi tablazat az NLP modell optimat mutatja kiillonb6z6 eloszlasparaméterek mel-
lett, ¢t = ¢ = % esetén. Ekkor tehat az i = 1-es és ¢ = 2-es csoport azonos aranyban
szerepel a rendszerben. Ahogy a 3.3.4. Megjegyzésben megallapitottuk, hogy ¢! = % ese-
tén az optimélis kiiszobérték minden eloszldsparaméter mellett pozitiv. A tablazat ezek
mellett tartalmazza a stacinarius valoszintiségeket, és a célfiiggvény értékét optimumban.
Az optimalis prémiumok értékei rendre 7y = L' és m; = L2. Ahogy A\, értéke ng, tgy
né a biztositott csoportok varhato karértéke kozotti kiilonbseg, és €37 t ), 18 csokken. Az is
megfigyelhets, hogy Ay novelésével ¢ és ¢F valosziniiségek egyarant nének, azaz a rendszer
az i1 = l-es csoport tagjait egyre nagyobb valdszintiséggel sorolja a k = 0-as osztélyba,
mig az ¢ = 2-es csoport tagjait a k = 1-es osztalyba. A bonusz-malusz rendszer hatérér-
tékének tekinthets a ) = ¢! és ¢ = ¢? allapot, igy Ao noévelésével a rendszer — ebben az

értelemben — tart a tokéletes osztalyozashoz.
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A A || £ t g o m a ch 2 c NLP.obj
1 | 2 | 0.6931 | 1.0000 | 0.5000 || 0.2500 | 0.2500 | 0.1250 | 0.3750 || 0.0938
1 | 3 | 0.5493 | 1.0000 | 0.3333 || 0.2887 | 0.2113 | 0.0962 | 0.4038 || 0.1025
1 | 4 | 0.4621 | 1.0000 | 0.2500 || 0.3150 | 0.1850 | 0.0787 | 0.4213 || 0.0989
1 | 5 | 0.4024 | 1.0000 | 0.2000 || 0.3344 | 0.1656 | 0.0669 | 0.4331 0.0930
1 | 6 | 0.3584 | 1.0000 | 0.1667 || 0.3494 | 0.1506 | 0.0582 | 0.4418 || 0.0870
1| 7 ] 0.3243 | 1.0000 | 0.1429 | 0.3615 | 0.1385 | 0.0516 | 0.4484 || 0.0815
1| 8 | 0.2971 | 1.0000 | 0.1250 || 0.3715 | 0.1285 | 0.0464 | 0.4536 || 0.0765
1|9 | 0.2747 | 1.0000 | 0.1111 || 0.3799 | 0.1201 | 0.0422 | 0.4578 || 0.0721
1 |10 | 0.2558 | 1.0000 | 0.1000 || 0.3871 | 0.1129 | 0.0387 | 0.4613 || 0.0682
1 | 11 ] 0.2398 | 1.0000 | 0.0909 || 0.3934 | 0.1066 | 0.0358 | 0.4642 || 0.0647

3. tablazat. NLP modell optimuma exponenciélis eloszlas esetén. (gzﬁl = %)
(Forras: sajat szerkesztés)

3.3.5. Allitas. (A kozgazdasagi optimum exponencialis eloszls esetén)
Az K?\If)\Q > 0 (matematikailag) optimdlis kiiszobértékkel meghatdrozott NLP modell

pontosan akkor kézgazdasdgilag optimdlis, ha a kévetkezd eqyenldtlenség teljestil:

® W
<P < ——
1+ 1Y 1+ 1Y
ahol
Il(g) = ﬁe% 6s I3 = &e%
)\1 1
B1zONYITAS.

Csak az egyenl6tlenség jobb oldalat bizonyitjuk. Ehhez a kovetkezs egyenlStlenségnek

kell teljesiilnie:
21In ¢—; +1In2s 1
(P S [2 e e o
A1,A2 A — Ay Ao
P A1—A
Atrendezve ¢'-re adodik i—; < i—fe gD 2, ahonnan az allitasban szerepl6 egyenlGtlenség
Xo—vA s

. . . (3) . . .
jobb oldalanak ekvivalens alakja levezethetd. %153) szigorian kisebb, mint =252 igy

ez a korlat valoban szigorubb, mint a pozitivitasi korlat. Az allitasban szerepld bal oldali

korlat az el6bbihez analég moédon szamolhato. U
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3.3.6. Megjegyzés. A 3. tablazatban szereplé matematikailag optimalis kiiszobértékek
egyarant kozgazdasagilag is optimélisak. A 8. &abra rogzitett \; = 1 és Ay = 4 mellett
abrazolja az optimalis kiiszobértékeket kiilonbozd ¢'-ek esetén. Ez tulajdonképpen az

NLP.FOC els6rendd feltétel vizualizacioja. A sziirkével jelolt konstans fiiggvények a Ezzgz

értékeket jelolik. A kiiszobérték pozitivitasi feltételét felhasznélva

o< =V _4-VId 2
Ay — Ay 1-1 3

% esetén nem létezik

esetén létezik a matematikai optimum. Ezen kiviil minden ¢! >
matematikai optimuma az NLP modellnek, a jelenleg rogzitett eloszlasparaméterekkel.
Példaul ¢! = 0.6-nél a kiiszobérték kisebb, mint L? = 0.25, igy ez nem kozgazdasagi
optimum. Ahogy az 3. tablazatban is szerepel, ¢' = 0.5-nél kozgazdasagi optimuma van

az NLP modellnek.

f2(£)

f1(£)

nem optimum
matematikai optimum
kozgazdasagi optimum

0.19 0.46 1

8. abra. Els6rendi feltétel teljesiilése rogzitett Ay = 1 és Ay = 4 mellett.
(Forras: sajat szerkesztés)

3.3.7. Allitas. (¢, hatéarértéekei)

Régzitett Ay esetén lim (%', =0 és rigzitett Ay esetén lim (2, = oco.
9 1 Ag—ro0 AL, A2 g 2 A0+ A1,A2
BIZONYITAS.
Az els6 hatarérték:
¢! A A, =1
lim ¢%”', = lim ML/:H lim N lim ! =0
AQ—)OO )\1’>\2 )\2—>OO )\1 — )\2 )\2—>OO —1 )\2—>OO )\1)\2 )
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A maésodik hatarérték esetén 2 In i—; +In i—; tart a (—o0)-be, valamint A\; — Ay a (—A2)-be.

Igy a hanyadosuk a pozitiv végtelenbe tart. U
4
3.0 a
N o4 o % 0'7\
< 3 | oL (o} |
bt
©
5|\ f
t\/ O'@ s
2 | | |
0 0.5 1 1.5 2
A

9. abra. Kiiszobértékek Ay és \y fiiggvényében. (¢! = 1)
(Forras: sajat szerkesztés)

A fenti szintvonalas abra az optimalis kiiszobértéket mutatja \; és Ay fliggvényében és

rogzitett ¢' = 1 esetén. A biztositott csoportok arénya, azaz ¢' és ¢?, a szintvonalak
elhelyezkedését nem befolyasolja, csupan a kiiszobértékek nagysagrendjét. Illetve ¢! > %
esetén a 3.3.4. Megjegyzés alapjan nem feltétleniil biztosithatoé a kiiszobérték pozitivi-
tasa, igy az optimum létezése. Az abra szemlélteti a 3.3.7. Allitas eredményeit, azaz az

optimalis kiiszobértékek hatarértékeit az eloszlasparaméterek fiiggvényében.
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4. A modell mérése

A 3. bekezdésben az NLP modell optimumanak létezésével, annak feltételeivel és a konk-
rét kiiszobértékek meghatarozasaval foglalkoztunk. Egy bonusz-méalusz rendszer esetén —
azaz rogzitett paraméterek esetén — mar meghatarozhatova valt az optimum. Ugyanakkor
a kiilonb6z6 modellek tovabbra is nehezen 6sszehasonlithatok abbol a szempontboél, hogy
milyen jol szelektalnak. Dolgozatomban hasznalt mérgszam Gyetvai (2021) munkéjaban
szerepel hasonld megkozelitésben. A mérgszam definidlasakor alapvetd gondolat az elmé-
leti és gyakorlati prémiumfizetések 6sszehasonlitasa. Az NLP modellt tekintve az elméleti
optimalis fizetendé prémium nagysaga az i-edik csoport szdmara ¢'L’, mig a gyakorla-
ti fizetend6 prémium nagysaga az osztélyok prémiumainak az osztélyokban tartézkodés
valoszintiségével sulyozott Osszege. Az un. tulfizetési (overpayment, OP) mutato ezt
az Osszehasonlitast ragadja meg. Az OP mutatokat felhasznéalva pedig minden bénusz-
méalusz rendszerhez rendelhets egy egységes mérdszam (€2), mely a szelektalas minGségét
méri. Ebben a bekezdésben ezt a mutatot optimalizaljuk a megismert eloszlastipusokat

felhasznalva.

4.1. Mutatdk bevezetése

4.1.1. Definici6. (A tulfizetési mutato)
Az i-edik osztdly tulfizetési mutatdja az NLP modell optimumdban:

ToCy + m1CY

P = —
O ¢ZL7,

-1

4.1.2. Megjegyzés. A definiciobol kovetkezik, hogy a tilfizetési mutatd barmilyen
elGjeld lehet. Negativ OP értéknél tulajdonképpen alulfizetés torténik, azaz a biztositott
csoport kevesebbet fizet, mint a varhaté karnagysaga. Ennek ellenére a negativ tulfizetést

is tulfizetésnek tekintjiik a késébbiekben.

4.1.3. Allitas. (A tulfizetési mutatok elGjelei)
Ha az NLP modell optimumdban o = L' és m; = L*, akkor OP* < 0 és OP? > 0.

BizoNYITAS.
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Csak az OP! < 0 &llitast bizonyitjuk. OP! definici6 szerint

Op! — ToCo + Ticr - Ll'cy+ L?c; — 'L cf(L*— L") ~0
- ALY - ALY - ALY
Hiszen L' > L?. Az OP? > 0 allitas hasonloképpen bizonyithato. OJ

4.1.4. Definici6. (Az NLP modell Q mutatoja)
Q= |OP'| +|OP?|

4.1.5. Kévetkezmény. Hamy = L' ésm = L? a4.1.1. Definiciébol és a 4.1.3. Allitasbol

kovetkezik, hogy az NLP modell €2 mutatoja ekvivalens a kovetkez§ kifejezéssel:

0 ‘Llc(l) + L2} B ‘ ’Llcg + L2 B ‘ B L2 + L B Lic} + L3¢}

¢1 Ll ¢2L2 ¢2L2 (blLl
2 ! 1—Fy/ Fi (¢
- (Ll B LQ) <¢2622 + ¢1021) - (Ll o L2)( L22< ) + 2(1 ))

A dolgozat utolséd részeként az {2 mutatd egy lehetséges optimalizalasaval foglalkozom.

Mivel Q egy bonusz-malusz rendszer igazsagossaganak mérdszamanak tekinthets (Gyet-
vai, 2021), optimalizalasa tulajdonképpen egy minimalizalasi feladatot jelent. A kovet-
kez6kben végig feltételezziik, hogy my = L' és m; = L?, azaz a bénusz-malusz rendszer
az osztalynak kiillonb6z6 prémiumot hataroz meg. Az eddig bemutatott esetek mind
megfeleltek ennek a feltételnek. A dolgozatban nincs bizonyitva, de érdemes vizsgélni,
valojaban létezik-e olyan optimum (pozitiv kiiszobértékkel), ahol m; = m. Az optimaélis
prémiumkra vonatkozo feltételezés esetén €2 csupan (-t6l fligg. ¢ optimalis értékére az
el6z6 bekezdésben zart alakokat talaltunk, melyek rendre az eloszlasparaméterektdl és a
biztositott csoportok aranyatol (¢') fiiggtek. Q minimalizaldsat rogzitett eloszlasparamé-
terek mellett végzem. Ezen kiviil érdemes lehet a rogzitett ¢-k esetét vizsgalni, illetve az
egyiittes minimalizélast.

2 minimalizalasi stratégidja a kovetkezs. Rogzitjiik az eloszlasparamétereket, majd
megkeressiik azt az (°P' > 0 értéket, melyre Q miniméalis — ha létezik. Tudjuk azonban,
hogy ennek az (°P! kiiszobértéknek meg kell egyeznie az adott eloszlasparaméterkhez tar-
toz6 — NLP modell altal meghatérozott — optimalis kiiszobértékkel. Ez pedig egyetlen

¢! érték esetén lesz lehetséges. Ennek az egyedi ¢l-nek a, illetve £ minimalis értékének
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meghatarozasa tehat a minimalizalasi feladat célja.

4.1.6. Allitas. (Q szélséértékének sziikséges feltétele)

Ha Q-nak szélséértéke van £ > 0 pontban, akkor

fl0) _ I?
fie) Lt

(OMEGA.FOC)

BI1ZONYITAS.
A 4.1.5. Kovetkezményben atalakitott €2 képletét hasznaljuk. Keressiik azt az ¢ ér-
téket, ahol (2-nak szélsGértéke lehet. Vegyiik az ()-nak ¢ szerinti derivaltjat és tegyiik

(40, 110)

egyenlévé nulléval:

L? Lt
Mivel L' > L2, a fenti kifejezés pontosan akkor igaz, ha a masodik tag egyenls nullaval,

mely éppen az allitdsban megfogalmazott egyenlGséget jelenti. 0

4.1.7. Kovetkezmény. A 4.1.6. Allitas megadja azt, hogy milyen ¢ > 0 érték mel-
lett lehet Q-nak szélsGértéke. Ugyanakkor ennek az ¢ > 0 pontnak ki kell elégitenie az
NLP.FOC els6rendt feltételt is, hogy az NLP modell szerint optimalis kiiszobértéket ha-
tarozzon meg. NLP.FOC és OMEGA.FOC elsérendi feltételek egyiittes teljesiilését a

kovetkezéképpen irhatjuk:
(¢)t L
(92 L

Ha mindkét elsérendi feltételrdl ellendrizhets, hogy minimumpontot hataroznak meg

(OPT.PHI)

(NLP.obj3 és Q egyarant minimalis), valamint az eloszlasparaméterek rogzitettek, ak-
kor az OPT.PHI egyenl6ség alapjan meghatarozhato az a ¢! érték, amely az egyiittes

optimumot jellemzi.

4.2. ) minimalizalasa Pareto-eloszlas esetén

El6szor az azonos a-k esetét vizsgéljuk, majd az azonos -k esetét. Mivel altalanos esetben

nem tudtunk zart alakot adni az optimalis kiiszobértékre, ezt az esetet itt nem targyaljuk.

f2(0)
f1(0)

ton csokken a pozitiv tartoményon. Ez biztositja, hogy OMEGA.FOC is legfeljebb egy

A két specialis esetben az optimalizalas folyaméan belattuk, hogy szigoriian mono-

pontban teljesiilhet, azaz (2 szélsGértéke egyértelmi. Raadéasul ha létezik, akkor valoban

minimumhely, ennek bizonyitésa szintén hasonlé ahhoz, melyet az optimum egyértelmii-
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ségénél bemutattunk (1. 3.2.1. Allitas és 3.2.2. Allitas bizonyitésa).

4.2.1. Allitas. (¢' értéke minimalis Q esetén, a = a; = as)

Rogzitett « = oy = an €s 1 > [y esetén ) pontosan akkor minimdlis, ha

ol = V12 — o
B — Ba
BIZONYITAS.
Megoldand6 az OPT.PHI egyenlet, azaz Ez;gz = % Ekkor ¢? = 1 — ¢! egyenlSséget

felhasznalva és atrendezve ¢l-re adodik az allitasban szerepls feltétel.
Még meg kell mutatni, hogy ebben a ¢* pontban meghatarozott ngghﬁz teljesiti a 3.2.3.
Allitasban megfogalmazott pozitivitasi feltételek valamelyikét. Vegyiik a 2. feltételt!

OPT.PHI miatt % = 22 ozt behelyettesitve C-be:

(#2)2 B’

_ (wlmf)cfﬂ _ (@-6?)“1“ _ (5_)
(¢%)283 B - B B2

Azaz valoban teljesiil az 1 < C' < % feltétel, igy 62«%1,62 pozitiv, ha ¢! = —W O

o | @2 Ezz:gl 5 a 1 2 c oP! opP? Q

0.33 | 0.67 || 5.7272 || 0.0390 | 0.2910 | 0.0148 | 0.6552 || -0.5879 | 0.0442 | 0.6321
0.34 | 0.66 || 4.9398 || 0.0485 | 0.2915 | 0.0187 | 0.6413 || -0.5715 | 0.0567 | 0.6282
0.35 | 0.65 || 4.3088 || 0.0590 | 0.2910 | 0.0231 | 0.6269 | -0.5543 | 0.0710 | 0.6253
0.36 | 0.64 || 3.7914 || 0.0702 | 0.2898 | 0.0279 | 0.6121 || -0.5366 | 0.0871 | 0.6237
0.37 { 0.63 || 3.3594 || 0.0823 | 0.2877 | 0.0331 | 0.5969 | -0.5183 | 0.1052 | 0.6235
0.38 | 0.62 || 2.9931 || 0.0952 | 0.2848 | 0.0389 | 0.5811 || -0.4996 | 0.1254 | 0.6250
0.39 | 0.61 || 2.6783 || 0.1089 | 0.2811 | 0.0451 | 0.5649 | -0.4806 | 0.1478 | 0.6284
0.40 | 0.60 || 2.4048 || 0.1232 | 0.2768 | 0.0518 | 0.5482 | -0.4613 | 0.1725 | 0.6338
0.41 | 0.59 || 2.1649 || 0.1383 | 0.2717 | 0.0589 | 0.5311 | -0.4417 | 0.1997 | 0.6414

4. téblazat. Q) értéke ¢! fiiggvényében. (a =2, 1 =3 ¢és f = 1)
(Forras: sajat szerkesztés)

A 4. téblazat a korabbi paraméterbeallitasok mellett — 1. 3. dbra — mutatja be 2 értékeit
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killonbozs ¢! értékek mellett. A 4.2.1. Allitas alapjan Q pontosan

¢1:\/51ﬁ2_ﬁ2:\/3‘1_1~0‘37

B — B2 3—1

esetén miniméalis. Ekkor Q = 62.35%, ez az abszolut tulfizetések Osszegének optimalis
mértéke. Az ¢ = l-es csoport 51.83%-kal fizet alul, mig az i = 2-es csoport 10.52%-kal
fizet tul a nekik megfelel prémiumokhoz képest.

A 10. 4bra ¢! értékét szemlélteti, ha az eloszlasparaméterek — o kivételével — nincsenek
rogzitve. ¢! — 0 mind 81 — oo és By — 01 esetén. Ez utobbi vilagosan latszodik,
el6bbi azonban kevésbé. Ha tehét a biztositott csoportok elég messze keriilnek varhato
karértékben egymastol, Q) értéke csakis akkor lesz minimalis, ha ¢? = 1, azaz ha a bénusz-

malusz rendszer kizaroélag ,,jo” tigyfelekbdl all.

¢1
coooo
— DD QO Ot

2

3 6
15 By
By

10. dbra. ¢! értéke minimalis 2 mellett, 3 és (3, fiiggvényében. (o = 2)
(Forrés: sajat szerkesztés)

4.2.2. Allitas. (¢! értéke minimalis © esetén, f = 1 = ()

Rogzitett = By = Bo és ay < ag esetén ) pontosan akkor minimadlis, ha

\/(041—1)(&2—1)—&1—{—1

Qo — (1

¢ =

BizONYITAS.

Megoldandé az OPT.PHI egyenlet, azaz Ezégi = g;j Atrendezve ¢'-re adodik az

allitasban megfogalmazott képlet. Ekkor a 3.2.11. Allitas alapjan ey tm’ 5 valéban pozitiv
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kiiszobértéket hatdroz meg, hiszen

0<¢1:\/(061—1)(CY2—1>—C¥1+1 <Oég—w/061042

Q9 — O Gy — g
:\/<a1—1)<&2—1)—|— \ Q109 <CY2+C(1—1
~ ~~ ~——
<%(a1+a2*2) <%(O¢1+O¢2)
as > aq > 1 és a szamtani-mértani kozepek egyenl6tlensége miatt. 0
ot |t s ¢ c c OpP' | OP* | Q

0.29 | 0.71 || 1.4654 || 0.0477 | 0.2423 | 0.0078 | 0.7022 || -0.6266 | 0.0329 | 0.6595
0.30 | 0.70 || 1.3876 || 0.0526 | 0.2474 | 0.0090 | 0.6910 | -0.6184 | 0.0387 | 0.6571
0.31 | 0.69 || 1.3137 || 0.0579 | 0.2521 | 0.0104 | 0.6796 | -0.6099 | 0.0452 | 0.6551
0.32 | 0.68 || 1.2433 || 0.0636 | 0.2564 | 0.0120 | 0.6680 || -0.6010 | 0.0528 | 0.6538
0.33 | 0.67 || 1.1761 || 0.0697 | 0.2603 | 0.0137 | 0.6563 | -0.5916 | 0.0615 | 0.6531
0.34 | 0.66 || 1.1120 || 0.0762 | 0.2638 | 0.0157 | 0.6443 | -0.5819 | 0.0714 | 0.6533
0.35 | 0.65 || 1.0506 || 0.0832 | 0.2668 | 0.0179 | 0.6321 | -0.5716 | 0.0827 | 0.6544
0.36 | 0.64 || 0.9917 || 0.0907 | 0.2693 | 0.0204 | 0.6196 | -0.5609 | 0.0957 | 0.6567
0.37 | 0.63 || 0.9353 || 0.0988 | 0.2712 | 0.0232 | 0.6068 | -0.5497 | 0.1105 | 0.6603

5. tablazat. Q értéke ¢! fiiggvényében. (o =2, ap =5 és 3 =1)
(Forras: sajat szerkesztés)

Az el6z6 esethez hasonléan az 5. tablazat is  értékeit mutatja kiilonbozs ¢! értékek
esetén, rogzitett eloszlasparamétereket hasznéalva — 1. 5. abra. A 4.2.2. Allitas alapjan

pontosan

\/(al—l)(ag—l)—al—l—lz Ve-1)-6-1)—2+1
Qg — (X1 5—2

_1
3

esetén minimalis. Ekkor € = 65.31%. Az ¢ = 1-es csoport 59.16%-kal fizet alul, mig az
i = 2-es csoport 6.15%-kal fizet tl a nekik megfelels prémiumokhoz képest. Mivel ¢t — 0
szintén ay, — 0o és oy — 17 esetén egyarant, az azonos a-knal tett megallapitasok ¢!

hatarértéke szempontjabol ugyantugy alkalmazhatok.
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4.3. () minimalizalasa exponencialis eloszlas esetén

Exponencialis esetén az eredeti NLP modell optimalizalédsa folyaman belattuk, hogy ﬁ—gg
szigorian monoton csékken a pozitiv tartomanyon (1. 3.3.1. Allitas bizonyitésa). Ez
biztositja, hogy OMEGA.FOC is legfeljebb egy pontban teljesiilhet, azaz ) szélsGértéke
egyértelmid. Raadésul a Pareto-eloszlashoz hasonldoan, ha létezik ez a szélsGérték, akkor

val6ban minimumhely, szintén az elébbi bizonyitas alapjan.

4.3.1. Allitas. (¢! értéke minimalis Q esetén, A\; < \y)

Rogzitett \1 < Ay esetén ) pontosan akkor minimdlis, ha

VA1 — A\

1 _
¢ = A — A\

BI1ZONYITAS.
Megoldandé az OPT.PHI egyenlet, azaz % = i—; A ¢? =1 — ¢! egyenlbséget
felhasznalva és atrendezve ¢l-re adodik az allitasban szerepls feltétel.

Ehhez a ¢' értékhez tartozo €3 f/\Q optimalis kiiszobérték valoban pozitiv, hiszen kielé-

giti a 3.3.3. Allitasban szerepls feltételt, mégpedig

0ot Ve m N Ao = VA
)\2 - )\1 /\2 - /\2

=24/ )\1)\2 < )\1 + )\2

A2 > A1 > 0 és a szdmtani-mértani kozepek egyenlGtlensége miatt. O
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1 2 opt 1 1 2 2 1 2
o) o) 035 2 H & ch c1 OP or Q

0.29 | 0.71 || 1.0590 || 0.1006 | 0.1894 | 0.0103 | 0.6997 || -0.4899 | 0.0434 | 0.5333

0.30 | 0.70 || 1.0270 || 0.1074 | 0.1926 | 0.0115 | 0.6885 || -0.4814 | 0.0493 | 0.5308
0.31 | 0.69 || 0.9955 || 0.1146 | 0.1954 | 0.0129 | 0.6771 || -0.4728 | 0.0559 | 0.5288
0.32 | 0.68 || 0.9646 | 0.1220 | 0.1980 | 0.0143 | 0.6657 | -0.4642 | 0.0633 | 0.5275
0.33 | 0.67 || 0.9342 | 0.1297 | 0.2003 | 0.0160 | 0.6540 | -0.4553 | 0.0715 | 0.5268
0.34 | 0.66 || 0.9043 || 0.1376 | 0.2024 | 0.0177 | 0.6423 | -0.4464 | 0.0806 | 0.5270
0.35 | 0.65 || 0.8748 || 0.1459 | 0.2041 | 0.0196 | 0.6304 || -0.4373 | 0.0907 | 0.5280
0.36 | 0.64 || 0.8457 || 0.1545 | 0.2055 | 0.0217 | 0.6183 | -0.4280 | 0.1019 | 0.5299
0.37 | 0.63 || 0.8169 || 0.1635 | 0.2065 | 0.0240 | 0.6060 | -0.4187 | 0.1143 | 0.5329

6. tablazat. Q értéke ¢' fiiggvényében. (A =1 és Ay = 4)
(Forras: sajat szerkesztés)

A 6. tablazatban A\ = 1 és Ay = 4 paraméterbeallitassal szerepelnek 2 értékei kiilonbo6z6
¢! arany mellett. Ugyanezekkel a paraméterekkel hataroztuk meg az optimumot (I. 8.
abra), de ¢! > % esetekben. € pontosan akkor minimalis a 4.3.1. Allitas értelmében, ha

VAIAe — A V1-4-—1 1

¢ = = =

-~ 0.33
A2 — A\ 4—-1 3

Ekkor ©Q = 52.68%, ami az i = 1-es csoport 45.53%-o0s alulfizetésébdl és az i = 2-es cso-
port 7.15%-os tulfizetésébsl tevédik Gssze. Erdemes megjegyezni, hogy az 5. tablazatban
és a 6. tablazatban ugyanolyan varhato karértéki csoportokat modelleztiink, az egyetlen
kiilonbség a jellemz6 eloszlastipusok voltak. A két esetben azonosan ¢! = % esetén lett
(2 minimalis. Azonban utobbi esetben ) értéke 12.63%-ponttal alacsonyabb. Jelen eset-
ben tehat az exponencialis eloszlassal jellemzett biztositottak hatékonyabb bonusz-malusz
rendszert alkotnak, mintha ugyanilyen varhaté értékid biztositottakat Pareto-eloszlassal
jellemeztiik volna. Erdekes kérdés ennek a megallapitasnak lehetséges altalanositasa vagy

cafolasa. Ezen kiviil ¢! értéke \; és )y fiiggvényében pontosan megegyezik a Pareto-

eloszlas azonos « esetéhez a formai hasonlosag miatt (1. 4.3.2. Megjegyzés).

4.3.2. Megjegyzés. Megfigyelhets a Pareto-eloszlés és az exponencialis eloszlasok altal
meghatarozott zart alakok kozotti alaki hasonlosag. Habar kiilonbo6zé eloszléscsaladokrol

beszéliink, mégis bizonyos parhuzamok felfedezheték a dolgozat egészét tekintve. A két
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eloszlastipus természetesen nem feleltetheté meg egymasnak, de bizonyos esetekben érde-
kes 0sszehasonlitdst adhatnak, ha a varhato értékeket kivanjuk rogziteni, mint az el6bbi
esetben lattuk.

Rogzitett o esetén a Pareto-eloszlas altal meghatarozott ¢! érték 2 minimalizalasara
%, mig exponencialis eloszlas esetén % El6bbi esetben (37 > (5, utébbi
esetben A; < X\o. Igy Bi és Ao, valamint (B, és Ay kozott vonhato parhuzam.

Rogzitett B esetén a formai hasonlosag az el6z6 bekezdés 3.2.11. Allitasa és 3.3.3.

Allitasa, azaz az NLP modell kiiszobértékeinek pozitivitasi feltételei kozott figyelhetd

meg. El6bbi esetben ¢! < 22222 - hie exponencialis eloszlas esetén ¢! < 22—Y2udz
oao—ap Ao—A1

esetén lesz (°P' pozitiv. Itt a; < ag és A\ < Mg, ahonnan aq és A\, valamint ay és Ay
parhuzama adodik. Igy példaul a 3.3.4. Megjegyzés nemcsak az exponenciélis eloszlasra

vonatkozhat, hanem egyenld -ju Pareto-eloszlasra is.
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5. Osszefoglalas

Dolgozatomban két osztalybol all6 bonusz-mélusz rendszert vizsgéltam, mely két kiilon-
bo6z6 varhato karértéki biztositott csoportot kezel. Kérdés volt, hogy ezen rendszert hasz-
nalva megallapithato-e a bonusz-malusz rendszer optimuma zéart alakban, és megtehets-e
ez bonyolultabb struktura esetén. Tovabbi kérdés volt a bonusz-malusz rendszer mérésével
kapcsolatos zart alakok létezése.

Az optimaélis prémiumokra minden esetben adhato zart alak, rdadésul véges az optimé-
lis prémiumok kombinécidja: a bonusz-maélusz osztalyok optimélis prémiumai a biztositott
csoportok varhatd karértékei kozil kertilnek ki. Pareto-eloszlds esetén azonos «, illetve
azonos [ paraméterd eloszlassal jellemezhetd biztositottak esetén zart alak adhato a kii-
szobértékekre, és szintén zart alakkal biztosithato ezen kiiszobérték pozitivitasa — ami az
optimum feltétele. Egyéb esetben a biztositottak Pareto-eloszlassal vald6 modellezésével
egyértelmien meghatérozhato az optimum, azonban a klasszikus analizis segitségével zart
alak nem adhato az optimaélis kiiszobértékre. Exponencialis eloszlés hasznalata esetén az
optimum zart alakban meghatarozhato, hasonléan a Pareto-eloszlas specialis eseteihez.
A rendszer tovabbi osztalyokkal vagy csoportokkal valdé bévitése esetén nem feltétlentil
biztosithatd, hogy az optimum zart alakban meghatirozhaté. Ez az optimalis prémiu-
mokra vonatkozo allitas gyengiilésével magyardzhato. Lathato, hogy mar a legegyszertibb
rendszer esetén is sziikséges lehet numerikus modszerekkel kozeliteni az optimumot.

A rendszer szelekcios képességét csoportonkénti tulfizetési mutatoval, illetve ezen mu-
tatok abszolut értékének osszegével mérhetjiik. Utobbi mérdszam rogzitett eloszlaspara-
méterek mellett minimalis, ha a biztositottak megfelel6 aranyban vannak jelen a rend-
szerben. A megfelel§ ardanyra pontosan akkor adhaté zart alak, ha az eredeti modellnek
is létezik zart alakban meghatarozhatd optimuma.

A modell bgvitése tobb iranyban lehetséges. Kézenfekvs az osztalyok és csoportok
szaménak novelése. Ezen kiviil a célfiiggvényben hasznalt /'-normat tetszéleges norméra
cserélhetjiik, elsGsorban az £>-norméra érdemes valtani. Masfajta bévitést jelenthet a cso-
portszinti kiiszobérték bevezetése, hiszen jelen modellben az dtsorolas azonos kiiszobérték
alapjan torténik a két biztositott csoportot tekintve. Messzebbre mutat, amennyiben €2
minimalizélasat tizziik ki célfiiggvényként, ez az optimum és annak értelmezésének teljes

modositaséat jelenti.
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