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Jelolések jegyzéke

Jelolés  Feloldas

Z Rendszam

A Tomegszam

R Magsugar

Q Ossztoltés

A Bomlasallandé

Ty, Felezési id6

Q« Bomlasi energia

G Gamow-faktor

Fies Komplex energia-sajatérték
r Bomlasi szélesség

0 Komplex skalazas szoge

H Teljes Hamilton-operator
H, Perturbalatlan Hamilton-operator
1 Potencial-operator

W) Komplex-skaldzott dllapot
Ay Komplex-skalazott operator

Ly (x)

A dolgozatban az operatorokat dbrazolé jeleket kalappal lattam el (pl. H ), a komplex
értékek valés részét R(a), képzetes részét pedig I(a) jeloli, ahol @ € C. Valamilyen
absztrakt vektortér elemét, kiilonosen az R? vektorait kis, félkovér latin betiikkel jelolom
(pl. r € R3), a matrixokat pedig nagy, félkovér latin betiikkel (pl. A € C3*3).
Valamilyen paraméter statisztikai vizsgalata soran az atlagot felillvonassal (pl. =), a

Hermitikus skalarszorzat

c-szorzat

Bézisfiiggvények szama

Kotott allapot energiaja
Kvazi-stacionarius allapot energiaja
Szérasi allapot energidja

Elfordulas szoge a komplex energia-sikon
Elfordulasi paraméter

Diffuzitas

Oszcillator-paraméter

Potencialgodor mélységének fele
Fermi-féle fiiggvény

Integralasi felosztés szdmossaga
Atommag-szerkezeti faktor
Gamma-fiiggvény (I1d. A.1.)
Altaldnositott Laguerre-polinom (Id. A.2.)

szorast pedig o(x)-ként jelolom.

A felezési idok esetén a mértékegységek angol nevének roviditését hasznaltam, igy pl. a

d mértékegység napot, a by pedig milliard évet jelent.



Abrak jegyzéke

Sorszam  Tartalom
1.1} dbra Kotési energiavolgy.
1.2] 4bra Az alfa-bomlds Gamow-féle modellje.
.1 4bra Gauss-potencial komplex skalazott spektruma.
02 4bra Bézisfiiggvények szdménak hatdsa a Gauss-potencial spektrumara.
E. abra Skalazasi szog hatasa a Gauss-potencial spektrumara.
2.4 abra  WOC- és WC-potencialok.
0.5l 4bra Paraméterbecslés és spektrum 43P0 esetén.
2.6 4bra Numerikus integralds érzékenysége az integraldsi paraméterekre.
3.1 4bra A vizsgalt izotonok tulajdonsagai.
32 abra Illesztés a kapott képzetes részekre a 3 izotén csoportban.
3.3 4bra Ujraszamolt spektrumokra térténd illesztés.
B.1. abra 5 MeV-es szérasi allapot energidja Gauss-potencialban.
B.2. dbra 50 MeV-es szorasi allapot energidaja Gauss-potencialban.
C.1. dbra  V; skaldzasa 33Po esetén.
C.2. 4bra a skaldzasa *3;Po esetén.
C.3. dbra b skalazdsa *3;Po esetén.
C.4. dbra Vj skaldzdsa *jgRn esetén.
C.5. abra V| skaldzdsa *joRa esetén.
C.6. abra Vj skaldzdsa 25 Th esetén.
C.7. abra V} skalazdsa %3;Po esetén.
C.8. dbra a skalazdsa *§3Po esetén.
C.9. abra b skalazésa %4;Po esetén.
C.10. dbra  Vj skdldzésa “oRn esetén.
C.11. dbra Vj, skalazasa 2§§Ra esetén.
C.12. dbra Vj skédldzdsa “50Th esetén.
C.13. dbra Vj skéldzdsa *55U esetén.
C.14. dbra V, skdldzdsa “gRn esetén.
C.15. dbra a skéldzdsa *gaRn esetén.
C.16. dbra b skdldzasa *gRn esetén.
C.17. dbra Vj skéldzdsa “39Ra esetén.
C.18. &bra Vj skélazdsa “5aTh esetén.
C.19. dbra Vj skéldzasa “53U esetén.
C.20. dbra Vj skéldzdsa “5U esetén.
D.1. abra Ujraszémolt spektrumok az 1. izotén csoportban.
D.2. 4bra  Ujraszdmolt spektrumok a 2. izotén csoportban.
D.3. dbra Ujraszamolt spektrumok a 3. izotén csoportban.
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Tablazatok jegyzéke

Sorszam Tartalom

. tablazat Néhany alfa-boml6 izotop.

| tablazat Futési paraméterek *3;Po-re.

2.1] tabldzat Paraméterek Gauss-potenciélra.
2.2

2.3 tablazat Illesztési paraméterek *33Po spektrumaban.
3.1

. tablazat Skalazasbol meghatarozott V paraméterek és képzetes energiak.

3.2l tabldzat Ujraszamolds tulajdonsagai.

C.1. tablazat Izoténok tulajdonsagai.
C.2. téblazat Illesztési paraméterek %§5Po esetén.
C.3. téblazat Illesztési paraméterek *i5Rn esetén.
C.4. tablazat Illesztési paraméterek *0Ra esetén.
C.5. tablazat Illesztési paraméterek 5 Th esetén.
C.6. téblazat Illesztési paraméterek *5,Po esetén.
C.7. téblazat Illesztési paraméterek ;gRn esetén.
C.8. téblazat Illesztési paraméterek 5Ra esetén.
C.9. téblazat Illesztési paraméterek 30Th esetén.
C.10. tabldzat Illesztési paraméterek *55U esetén.
C.11. tabldzat Illesztési paraméterek “45Rn esetén.
C.12. tablazat Illesztési paraméterek “33Ra esetén.
C.13. tablazat Illesztési paraméterek “5oTh esetén.
C.14. tablazat Illesztési paraméterek *5,U esetén.
C.15. tabldzat Illesztési paraméterek *9U esetén.

Fizikai allanddk jegyzéke

Jelolés Feloldas

f
¢ = 2.998 - 102 2 Fénysebesség

S
h=6.582-10"2MeV -s Redukélt Planck-allandé
e=1.607-10"1C Elemi toltés
a=1/137 Finomszerkezeti allandé
ro = 1.3118 fm Magsugér-alland6
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Kivonat

A radioaktiv bomléds az atommag-atalakulasok spontdn folyamata. Az anyamagbodl ti-
pikusan valamilyen részecske tavozik, és a mag egy masik atommaggd alakul a meg-
maradasi tételeknek megfeleléen. A bomlasokat a kibocsatott részecske karakterizalja.
Alfa-bomlasrél beszéliink, ha az anyamagbdl egy hélium atommag tévozik. [1]

Mar a kvantummechanika hajnalan kideriilt, hogy az alfa-bomlas nem kezelhet6 a stan-
dard hermitikus kvantummechanika keretei kozott, hanem ennek nem-hermitikus kiter-
jesztését igényli. [2] Nem-hermitikus kvantummechanikarél beszéliink, ha a rendszerben
bizonyos dinamikai mennyiségeket abrazolé operatorok (pl. a Hamilton operator) ilyen
tulajdonsaguak, kovetkezésképpen sajatértékeik komplex (azaz nem feltétlentl valés) szé-
mok. A bomlasnal a véges élettartamokat a komplex energia képzetes részébdl szarmaz-
tatjuk. [3]

Ebben a dolgozatban egy specidlis transzforméacios eljarast, a komplex skaldzast ismerte-
tem, melynek segitségével kivitelezhetd nem-hermitikus rendszereket (ahol a nem-hermiti-
kussdg adodhat a Schrodinger egyenlet megoldasanak tisztan kimend hatarfeltételre vald
illesztésébdl) leird operatorok (Hamilton-operator) egy olyan ,sajat” koordinata rend-
szeriikbe vald transzformalasa, ahol a nem-hermitikus tulajdonsagok explicite lathatéva
valnak.

Vizsgalom e transzformécié matematikai tulajdonsdgait, valamint kozelité numerikus el-
jarasok segitéségével kiszamitom a komplex skélazott, nem-hermitikus operator matrix-
elemeit, és sajatértékeit.

Egy egyszeriisitett modellen szemléltetem a komplex skalazéas legfontosabb matematikai
tulajdonsagait, majd egy, a magfizika szempontjabdl relevans potencialt vizsgalva a méré-
si eredményekhez torténé paraméterillesztéssel ismertetek egy eljarast izotén atommagok
felezési idejének becslésére.

A dolgozatban bemutatott mdédszer bizonyos kiegészitésekkel alkalmazhaté az atommag
lézertérrel vald kolesonhatasanak vizsgalatara, és az intenziv koherens elektromagneses
tér felezési id6t befolyasolé hatdsanak kimutatasara. [4], [5]
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Az alfa-bomlasrol altalaban

,All science is either physics or stamp
collecting.”

Rutherford

A radioaktiv bomlas az atommagok atalakulasanak spontan folyamata. A bomlas-
rél altalanossagban azt mondhatjuk el, hogy a kezdeti allapot (anyamag) kibocséat egy
vagy tobb részecskét, mely utan egy tipikusan gerjesztett koztes allapot jon létre, amely
elektromégneses kisugarzassal bomlik az alacsonyabb gerjesztettségli végallapotba (le-
anymag). A bomlas tipuséat a kibocsatott részecske karakterizélja.

Az atommagot az in. magerd tartja 0ssze, mely ellensilyozni hivatott a pozitivan toltott
protonok kozti elektromos taszitast. A két kolcsonhatas ereddjéhez csatolodd energiat
kétési energianak nevezzilkk. A kotési energia a proton-neutron kotésekben tarolt energia,
a forrasa pedig a tomeghiany. Ezek alapjan a kotési energia a kovetkezo képlet szerint
szamolhato:

B(Z,A) = (Z -my+ (A—Z)-m, — M (Z,A))c, (1.1)

ahol Z a protonok széma (rendszdm), A a protonok és neutronok egyiittes szama (tdmeg-
szam), m, = 938.27 MeV a proton tomege, m, = 939.56 MeV a neutron témege, M (Z,A)
az atommag tomege, ¢ pedig a fénysebesség. A kotési energia pozitiv eldjeli, ellentettje
konvencié szerint az un. teljes energia. A nullatol kisebb teljes energia arrél arulkodik,
hogy az atommag kotott rendszer. Ha a kotési, illetve teljes energiat a tomegszammal
normaljuk, akkor kapjuk az un. egy nukleonra juto kotési és teljes energidat. Ha kiillonb6zo
rendszamok és tomegszamok esetén mért értékekbdl kiszamitjuk az egy nukleonra juto
teljes energiat, az Gn. ,energiavolgyet” kapjuk eredményiil [6]. Az energiavolgy lathaté
az [LIl 4brén.

E. Rutherford 1899. és 1907. kozott véghezvitt kisérletei soran elektromos és magneses
térben valé viselkedésiik alapjan sikeresen azonositotta a radioaktiv sugarzas 3 {6 fajtajat,
illetve rajott, hogy a pozitivan toltott sugarzas kétszeresen pozitiv hélium-ionokbdl all
([8], [9]). Az altala bevezetett nevezéktanban a He*" ionokat alfa-részecskéknek, a bel6litk
allo sugarzast alfa-sugdrzdsnak, a kapcsolodd magatalakulast pedig alfa-bomldasnak ne-
vezzik. Tegyiik fel, hogy egy Z rendszamu X elem A tomegszamu, alfa-bomlé izotopjat
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1.1. dbra. Egy nukleonra juté teljes energidk a tomegszam fiiggvényében [7].

tekintjiik! Ekkor a magéatalakulas a kovetkezd egyenlet szerint megy végbe:
X = 578Y + o (1.2)

Az alfa-bomléas tobbnyire a nehezebb atommagokra jellemz0, tipikus alfa-bomlé izotépok
lathatok az [l tablazatban.

[zotop | Felezési id6 | a-energia
2 Po 138d 5.304 MeV
*aiPo 0.3 us 8.784 MeV
*2aPn 3.8d 5.49 MeV
2 Ra 3.66d 5.673 MeV
“%Ra 1600y | 4.773 MeV
*2Th 14 by 4.000 MeV

U 704my | 4.448 MeV

U | 4.468by | 4.187MeV
oPu | 24110y | 5.151 MeV

1.1. tdblazat. Néhany alfa-bomlé izotop felezési ideje és az alfa-részecske energidja [10].

A tablazatban lathato egyrészt, hogy az izotépok felezési ideje igen széles skalan mozog
a néhany szaz nanoszekundumtol egészen a tobb milliard évig. Mésrészt a tipikus alfa-
energisk nagyjabél 4 és 9 MeV kozott vannak. Vegyiik pl. az %5 U-as izotépot! Tegyiik fel,
hogy az urdan-atommag modellezheté egy homogén toltott gombbel, melynek 6ssztoltése
Ze. A magsugir a mérések alapjan az R = ro - A3 képlet alapjan szdmolhaté, ahol rg
izotéponként és bomlasi csatornanként eltérd érték, nagysagrendileg az 1.3 — 1.5 fm-es
intervallumba esik. Vegyiink ebben az egyszerii modellben 7y = 1.5 fm-t! A j6l ismert
képlet alapjan a homogén toltott gomb elektrosztatikus potencidltere a gémbon beliil
négyzetes, kivil pedig 1/r alaki. A gémb belsejében a magerd elnyomja a Coulomb-
kolesonhatast, de a toltott gomb hataran mar ez fog dominalni. Préobaljuk megbecsiilni,
hogy mekkora potencidlis energiaval csapdazédik az alfa-részecske, azaz, hogy mekkora a

1. FEJEZET. BEVEZETES 2
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Coulomb-potencialgat! A potencialis energia jol ismert képletébe helyettesitve:

B 27¢?
N 47T€0R

c — 28.05 MeV, (1.3)

ahol g¢ a vakuum permittivitasa, a szamlaloban 1év6 2-es faktor pedig az alfa-részecske
kétszeres pozitiv toltésére utal. Nagyon fontos, hogy itt Z a leAnymag rendszama, azaz
Z = 90, a sugarat pedig a leinymag tomegszamabodl szamoljuk, azaz A = 234! Meg-
vizsgalva a kapott eredményt lathato, hogy ez lényegesen nagyobb, mint az alfa-energia
(~ 4.2MeV). Ez azt jelenti, hogy ebben az egyszerti klasszikus modellben az alfa-részecske
nem tud akkora energiara szert tenni, hogy kilépjen a maghol. Az alfa-bomlas klasszi-
kusan tiltott folyamat.

Ezzel a problémaval szembesiilt G. Gamow is, aki 1928-as forradalmi cikkében [2] megmu-
tatta, hogy az épp akkoriban sziileté kvantummechanika szabalyai mégis lehetové teszik
az alfa-részecske tavozasat a magbol. Tekintsiik 4t Gamow elméletét!
Az altala feltételezett potencidlalak az[I.2] dbra bal oldaldn lathaté.

T
v \
1 v
8
! & o
P
i o |
NG <L |2 I\ Ls
I R S A b
NS Y Y N ool T i e e
eff L | % ¢
I 7 4

1.2. dbra. A Gamow altal feltételezett nukledris potencidl (bal oldali dbra) és az alfa-
részecske dltal érzett potencidl egyszertisitett modellje (jobb oldali abra) [2].

Gamow is felismerte a fent ismertetett probléméat, miszerint az abrdn Up-lal jelolt

potencial sokkal nagyobb, mint az alfa-rész energidja. 1927-ben F. Hund német [11],
majd 1928-ban L. Mandelstam és M. Leontovics [12] szovjet fizikusok felfedezték, hogy a
Schrodinger-egyenlet megoldasai lehetévé teszik egy hullimcsomag szamara, hogy klasszi-
kusan nem megengedett atmeneteket is megvaldsitson, ezt a jelenséget nevezziik kvan-
tummechanikai alaguteffektusnak.
Vegyiink egy egyszerti modellt, mely az[1.2] &bra jobb oldaldn lathat6! Az alfa-részecskét
reprezentald hullamcsomagot két téglalap alakt potenciadllépcesé kozé zartuk be, melyek
magassaga legyen Uy, szélességiik [, az origdtol vett tavolsiguk pedig go! A Schrodinger
egyenlet megoldasa pozitiv ¢ esetén

U(q,t)" = Ael(Fihare) (1.4)

mig negativ ¢-ra
W(q,t)” = AelFrdae), (1.5)

1. FEJEZET. BEVEZETES 3



Andorfi Istvan OTDK dolgozat

Koénnyen belathaté, hogy a két megoldas ¢ = 0-ban nem illesztheté. A probléma megol-
dasara Gamow a komplex energia-sajatérték bevezetését javasolta:
hA

ahol A meghatarozando. Feltételezve, hogy hA < Ej felhaszndlva a megmaradasi tételeket
A kiszamolhato.
A probléma idofiiggése az idofiiggd Schrodinger-egyenlet megoldasabdl a kovetkezoképpen
alakul: ) _ .

U(t) ~ entt = gnlte=2t, (1.7)

Mivel a valdszinliségi stirtiség a hullamfiiggvény abszolit érték négyzete, igy itt az allapot
A idéallandéval exponencidlisan lecseng, azaz felismerhetjitk a bomlastorvényben szerep-
16 faktort, azaz A\ maga a bomlasallandd, amely igen jol mérhets. \ mért és elméletileg
szamolt értékeinek Osszevetése jo viszonyitasi alap az elmélet helyességének ellenorzésére.
A idofiiggéssel rendelkezo allapotokat kvdzi-staciondrius allapotnak nevezziik. A
magba csapdazott alfa-részecske (alfa-fiirt) kvazi-stacionrdius kvantumalla-
potban van. A potencidllépcsénél bonyolultabb szerkezetii struktura, pl. az[[.2] abra
bal oldaldn lathaté feltételezett magpotencial esetén a probléma megoldasa némileg bo-
nyolultabb: centrélis eréteret feltételezve a Schrodinger-egyenlet megoldasaiban a radialis
és szoOgfiiged tényezok szétcsatolodnak, és a megoldas gombharmonikus-béazisban kifejt-
heto. Ekkor a A-t leird integralt kozelitve a kovetkezd relacié adodik:

In\=C + BE, (1.8)

ahol C konstans, B egy minden radioaktiv bomlasi sorra kézos egyiitthato, melynek ér-
téke a 107-es nagysagrendbe esik, F pedig a bomlasi energia. (1.8) az tin. Geiger-Nuttall
szabaly, melyet H. Geiger és J. M. Nuttall mondott ki 1911-ben tisztan kisérleti adatokra
alapozva [13].

Bar ez az eredmény kielégitének hat, mégis adodik egy katasztrofalis probléma. Te-
kintsiik a (1.4) megoldast az aszimptotikus régiéban (1.6 sajatenergiaval! Itt az allapot
szabad sikhullamként terjed, és a hullamszam a jol ismert diszperziés relaciobol szamol-

haté:
V2mE  2mE, hA V2mE, )\ [2m
k= = 144 ~ p—4 | —— 1.
h o\ T 2E, o '\ By (1.9)

ahol az utolsé kifejezésben Taylor-sorba fejtettiink. Ezt visszairva a megoldasba, a ko-
vetkezd eredmény adodik:

A 2m

a1/ By ?

U(q) ~e m +00, (1.10)

azaz az allapot térben divergens. Ebbol kévetkezoen ez a fliggvény nem része a négyze-
tesen integralhato fliggvények terének, nem ir le fizikai allapotot.
A célunk tehat az, hogy megkiséreljiik egy nem-hermitikus Hamilton-operator fizikailag
relevans sajatfiiggvény-rendszerét eldallitani a megfeleld energia-sajatértékek meghataro-
zasa mellett. A nem-hermitikussiag ebben az esetben a Schrodinger-egyenlet megoldasai-
nak tisztan kimend hatarfeltételre torténd illesztésébol adodik.

1. FEJEZET. BEVEZETES 4
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Itt meg kell jegyezziik, hogy az allapot exponencialis lecsengése mas tton is megsejt-
het6. Ha tekintiink egy egyszerli Uy magassagu potencidllépcsot ¢ = —a és ¢ = 0 kozott,
és a hullamcsomagot sikhullamok bazisaban kifejtjiik, akkor a transzmissziés egyttthato
a kovetkezo képlettel irhato le:
Ug sin? ( 2 (E- Ug)a)

AE (E — Uy)

~ 16E<gg_E)exp (—2 ( 2m (E — Uo)a)) ~e ¢ (1.11)

T=|1+

ahol a kozelités feltétele, hogy G = aa = ,/QH—Z‘ (Up — E)a < 1, azaz a potencidlgat
nagyon széles vagy nagyon magas, illetve az energia kicsi. A G-vel jelolt mennyiséget
Gamow-faktornak nevezziik. Bonyolultabb struktiraju potencial esetén a Gamow-faktor
a kovetkez6 modon szamolhato:

G = ¢ 2 (U(g) - E)dg, (1.12)

ahol az ¢, és ¢o Un. turning pontok azokat a koordinatakat jelolik, amelyek kozott a
potencial értéke nagyobb, mint a részecske energidja, azaz itt klasszikusan tiltott az at-
menet.
A manapsag alkalmazott jelolésrendszerben a komplex energiat a kovetkezo mdédon ve-
zetjiik be:
r
E=E —i5. (1.13)
Az energia képzetes része és a Gamow-faktor kozti kapcsolat szemi-klasszikus kozelitésben
a kovetkez6 médon szamolhat6 [14]:
e
I'=PF—e ", 1.14
yo (1.14)

ahol P az alfa-részecske keletkezési valoszintisége, F' pedig egy normalasi faktor. Az ily
modon bevezetett komplex energidval a bomlési dllandéra A = T'/h.

1.2. A nem-hermitikus kvantummechanika

,»INo great discovery was ever made
without a bold guess.”

Newton

Az el6z6 szakaszban lathattuk, hogy az alfa-bomlas vizsgalata milyen médon vezet
el benniinket a nem-hermitikus kvantummechanika vilagaba, igy kozponti fontossaginak
tinik, hogy attekintsiik ezt a tertiletet. A nem-hermitikus kvantummechanika egyik fon-
tos Osszegzé monografidja N. Moiseyev 2011-es miive [3].
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Kvantummechanika kurzusokon altalaban a hermitikus kvantummechanikaval ismerked-
hettiink meg [15]. Mivel ebben a dolgozatban rendszeresen fogok réjuk hivatkozni, itt
ismertetem a (hermitikus, nem-relativisztikus) kvantummechanika axiémait:

A kvantummechanika axiémai:

1. Egy rendszer (tiszta) allapotat egy megfeleléen vélasztott Hilbert-tér vektoraval
abrazoljuk.

2. A mérhet6 fizikai mennyiségeket az ezen Hilbert-téren haté hermitikus operato-
rokkal abrazoljuk.

3. Egy O mennyiség mérési 4tlaga egy |¢) allapotban a (¥|O) skalarszorzattal de-
finialodik.

4. A dinamikét az id6fiiggd Schrodinger-egyenlet karakterizalja: ihd;|y) = H|y), ahol
H a Hamilton-operator.

5. Ha O mérése annak k, sajatértékét eredményezi, akkor a rendszer a megfeleld |1, )
sajatallapotba projektalodik.

1.2.1. Definicié (Hermitikus operator). Legyen A : H — H korlatos linedris operator.
Azt mondjuk, hogy A hermitikus, ha A = A*, ahol AT definicié szerint:

(6] Aw) = (A76[Y). (1.15)
1.2.1. Allitas. Hermitikus operdtor sajatértékei valsak.

A fenti allitasbdl igen vildgos, hogy miért valasztunk hermitikus operdtorokat. A
fizikai mérések varhato értékét egy allapotban a skalarszorzat definidlja, azaz a fizikai
mennyiségek értéke csak akkor lehet valés (mérheté eredmény), amennyiben az ket rep-
rezentald operatorok sajatértékei valésak. A fontosabb kvantummechanikai irasok alap-
vetésnek feltételezik a Hamilton-operdtor hermitikussdgat [16].

Vannak ugyanakkor bizonyos fizikai jelenségek, melyek a fent ismertetett formalizmus
kiterjesztését igénylik. Ilyenek példaul az optikdban a komplex torésmutatéju kozegbeli
hulldmterjedés lefrasa, a kvantumtérelméletben a Hamilton-operator P77 tulajdonsagai-
nak vizsgalata, vagy az aszimptotikusan komplex potencidlmodellek esete.

A rezonans jelenségek targyalasa a szoraselméletben szintén egy olyan teriilet, ahol a
nem-hermitikus formalizmus az adekvat matematikai struktira, ugyanis a rezonancia-
szoras is kvazi-kotott rendszerként milkodik [3]. Az alfa-bomlés fent ismertetett esete is
ide tartozik. Lattuk, hogy a hullamfiiggvények aszimptotikusan divergensek lesznek a
kifuté hatarfeltétel hatasara. Ez a divergencia egy specidlis transzformacio, a komplex
skdldzds (complex scaling - CS) segitségével kezelhetd (1d. az[1.2.1] szakasz).

A széréaselméletben a rezonans allapotokat az idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet stacio-
narius megoldasaival azonositjuk tisztan kifuté hatarfeltételekkel. E médon kétféle ered-
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mény adodhat: az els6 a kotdtt allapotok csoportja, a masodik pedig a rezondans dlla-
potoké, melyeket a fizikai Hamilton-operator nem-hermitikus doménjével, azaz komplex
sajatértékekkel és sajatfiggvényekkel azonositunk. [3]

1.2.1. Komplex skalazas

Az ismertetett matematikai apparatus bévebben olvashaté [3] 5. fejezetében.

A szoéraselméletben a rezonans sajatallapotokat az S-matrix komplex poélusaival azono-
sitjuk. Ezek az allapotok az idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet diszkrét sajatértékeinek
felelnek meg. A kotott és boml6(!) rezondns pélusokat a tisztén kimend hatarfeltétel
idézi el6, amikor is a hullamfliggvény térben aszimptotikusan divergens, azaz nem négy-
zetesen integralhaté (1d. a kordbbi példa az alfa-bomldsra). Ez igen komoly problémat
jelent a belso szorzat definidldsaban, ennélfogva a pl. a varhatd értékek szamoldasaban.
Nem beszélve arrél, hogy a komplex sajatfiiggvényeket koordinata-reprezentacioban fel-
irva mar nem lesz igaz az, hogy az ugyanazon sajatértékhez tartozo allapotokban a bra-
és ket-fiiggvények egymas hermitikus konjugaltjai, ugyanis ezek nem ugyanahhoz a sajat-
értékhez tartoznak, hanem a sajatértékek is egymas komplex konjugaltjai.

Ahhoz, hogy az emlitett rezonans sajatallapotok kézott normat és varhatd értéket tud-
junk definialni egy fizikai operdatorhoz sziikségesnek latszik a Hilbert-tertiink altalanosi-
tésa és a norma tujradefinidldsa. Altaldnossidgban azt mondhatjuk, hogy keresiink egy
olyan S transzforméaciot, amelyre teljesiil, hogy amennyiben W(q) m 400, akkor

Us(q) = S\If(q) P 0. A Hamilton-operator Hg transzformaltja a HeW¥g = EWUg
q oo
Schrodinger-egyenletbol meghatarozott:

Hg=S8HS™. (1.16)

S megvalasztasara tobbféle lehetSség adodik, ezek egyike pl. a Zeldovics-transzformacio
[17], illetve az altalam alkalmazott komplex-skalazas [18], [19].

A komplex skélazas lényege, hogy a koordinatdinkat kiforgatjuk a komplex sikba egy
megfelel6en megvélasztott komplex fazissal. Ekkor a koordinatak transzformacioja:

r — (r—rg)e” +rg, (1.17)

ahol ry a skalazas centruma, # € C. A dolgozat tovabbi részében, ahol kiilon nem
definidlom, 0 minden esetben a komplex skalazds (CS) szogét jelenti. 6 € R esetén
a transzformécié ténylegesen egy komplex forgatas, § € C esetén pedig a hosszskala
is valtozik. A rezonans sajatfiiggvények divergencidja akkor sziinik meg, ha a forgatas
szogére teljesiil, hogy 6 > ¢, ahol ¢ a komplex rezonans hullamszam fazisa, azaz

0 > ¢res = arctan ( (1.18)

ahol a komplex energia definici6 szerint £ = ¢ — i['/2, F; pedig az az energia, ahol az
allapot mar a skaladzatlan Hamilton-operator folytonos spektruméba esik.
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FormaAlis definicid

A komplex skaldzéds formélis matematikai elméletét Aguilar, Balslev és Combes dol-
goztak ki 1971-ben [I8], [19]. Ez a szakasz az 6 cikkeiknek elnagyolt Osszefoglaldsét
tartalmazza.

Vegyiik az R"-en négyzetesen integralhatéd fiiggvények terét, és ebbdl egy elemet: ¢ €
L2(R™), valamint legyen 6 € R! Ekkor az tn. dilatdcid-csoport egy U(f) eleme a kovet-
kezoképpen hat ®-n rendre a koordinata- és impulzustérben:

(U(@)CID) () = 7 P (eax) ) (1.19a)
(0O)2) (p) =e %0 (7). (1.19D)

» A A A 71
1.2.2. Allitas. Vegyiik a Hy = —A linearis operatort! Ennek Ry(z) = (Ho —z) ,
I(z) # 0 rezolvense a dilatdcié-csoport alatt a kovetkezéképpen transzformalodik:

A

U(0)Ro(2)U(6) ™" = e Ry (¢¥2) . (1.20)
1.2.2.1. Bizonyitas. Vizsgaljuk meg a kovetkezo kifejezést:
U(0)R5'U(0) 0 (x) = U(0) (A —2) e % & (e7) =
=U(@)e 2 (—e’%A(I) (e’em) — 20 (e’ax)) =e ¥ (—A@(m) = ze29CI>(x)) =
= e Ry (?) @)t (1.21)

Az els6 és utolso tag egyenldségének minden ®(x) esetén igaznak kell lenni, szdéval a
®(x)-en hatd operdtoroknak is, tehat az inverziiknek is:

U(0)Ro(2)U(0) " = e Ry (¢'2) . (1.22)
Megjegyzés:

1. Itt felhaszndltuk, hogy a rezolvens inverze létezik (trividlisan), és U(#) csoport-
tulajdonsagat.

2. Innen H, transzformacidja meghatarozott:

A A

Ho(0) = U(0)H,U71(9) = e 2 H,. (1.23)
O

1.2.2. Definicié ([:Io-kompakt operator). Azt mondjuk, hogy egy operator I:_fo—kompakt,
amennyiben egy kompakt operdtor D (Hy)-bol L*(R™)-be.
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Legyen 1 egy Hy-kompakt operator, ekkor
VO)=UO)VUGO) ™" (0eR) (1.24)
is egy Hy-kompakt operdtor.

1.2.3. Definicié (Dilatacié-analitikus perturbécio). Legyen V egy Hy-kompakt operétor!
Azt mondjuk, hogy V egy dilatdcio-analitikus perturbdcio, ha

« V(0),0 € R-hez létezik egy Hy-kompakt analitikus kiterjesztés a komplex sik egy
O 0Osszefiiggd nyilt tartomanyara.

A,

« Ha V(0) szimmetrikus, akkor O is megvélaszthaté R-re szimmetrikusan, ugyanis

v (0)=Vv() 0€O0. (1.25)

Ha V egy szimmetrikus, dilatacié-analitikus perturbacio, akkor ‘7(9) O analitikussagi
tartomanya kiterjesztheto egy komplex savra:

Se={2€C|-—a<3(2) <+a}, a>0. (1.26)

Legyen © analitikus vektorok egy stiri halmaza, valamint O egy nyilt Gsszefliggd
tartomény, melynek metszete R-rel nem iires, ekkor ©(0) = {¢(0) = U(0)¢;0 € R}.
Ekkor a kovetkez6 lemma teljesiil:

1.2.1. Lemma. Legyen V szimmetrikus és dilatdcié-analitikus egy S, komplex savon!
Legyen R(z) = (]:[0 +V - z)_l, ahol J(z) # 0, ekkor V& € © a (@;f?(z)@) komplex
fiiggvénynek létezik egy meromorf kiterjesztése a pozitiv valés tengelyen keresztiil egészen
az arg (z) = —2a félegyenesekig.

Innen definidlhaté a kovetkezd:
nt = {[ﬁ + eV (0) Ry (e%z’)}_l val6s polusai; 0 € OF;z € Cytl, (1.27)

ahol O jeloli V(Q) O analitikussagi tartomanyanak azon részhalmazat, melyben a pozitiv
képzetes részil elemek vannak, és Cj ™ = {z € Cle*?z € CT+}, ahol C+ = {2z € C|R(2) >
0;3(z) > 0}. Ekkor:

1.2.2. Lemma. X' nem mds, mint H pozitiv pontspektruma, és H pontspektruma
korlatos.

I[gazolhat6, hogy L? (R") a kovetkezd direkt ésszeg alakjaba irhato:
L*(R") = M, (H) & Mo (H) & Ma (1), (1.28)

ahol M, ([:[ ) (rendre M (ﬁ ) és Mgy (I:I )) jeloli azon ® vektorok zéart altereit, ahol
(®; P(E)P) mértékek abszolut folytonosak (rendre szingularisan folytonosak, diszkrétek)
a Lebesgue-mértékhez képest. Ekkor:
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1.2.1. Tétel. Legyen V szimmetrikus, dilatdcié-analitikus operdtor. Ekkor
L*(R") = M, (H) & Ma (H). (1.29)

H pontspektruma R — {0}-ban korlatos, és csak izoldlt sajatértékeket tartalmaz, agy,
hogy a 0 az egyetlen lehetséges torlodasi pont. A H-hoz tartozé megkotés egyediil annyi,
hogy M, (H) spektruma [0; 00).

1.2.2. Tétel. H nem-nulla sajatértékhez tartozd sajatalterei véges dimenzidsak, és a
kotott allapoti hullamfiiggvények ©(O)-ban vannak.

Vizsgaljuk n db részecske egy M rendszerét, ahol a dinamikat a H = Hy+V Hamilton-
operator vezérli, ahol

S
a=(i37)
i+
2-test kolecsonhatasok kombinaciéja! Szokas szerint célszerii M tomegkodzéppontjat le-
valasztani, igy a Hilbert-teriink H = L? (R®"!) lesz. Vegyiik a D = {C},Cs,...,C,}
csoportfelosztast (klaszterizalast), ahol C; N C; = @, ha i # j, és U; C; = M! Belathato,
hogy ekkor megadhaté a kovetkezd tenzor-felbontas:

H=H"@H®® .. @H g H 2Ok (1.30)

ahol H a Cj-ben 16v6 részecskék allapottere, az utolsé tag pedig a témegkézépponti
klaszterek allapottere. Ekkor a mozgasi (kinetikus) energia operatora:

k
Hy=> HS + AV, (1.31)

=1

Feltételezziik, hogy a parkolesonhatasok szimmetrikus, kompakt operatorok, azaz

A

Vo : D(A) — L* (R?) (1.32)

kompakt, azaz Hy — e-korldtos.
Legyen U(0), 6 € R a dilatacié-csoport egy folytonos, unitér dbrazoldsa H-n, ekkor

~ 3(n—1)0
(U(@)f) (r)y=e 2z f (eer) . (1.33)
Ekkor, ahogyan kordbban is lattuk
R — V. (0) =U@O)V,UW®)', 6eR (1.34)

egy kompakt operdtor-értékii fliggvény R-en. Tegyiik fel, hogy ennek létezik egy anali-
tikus kiterjesztése az O komplex tartomanyon, és ekkor Va(ﬁ) kompakt V6 € O esetén,
emellett 3 = 3(0) = konst. esetén az operdtorok unitér-ekvivalensek. Igy V,(6) definidl-
haté mint egy komplex operdtor-értékii fiiggvény az O = O, = {z]|S(2)| < a} komplex
savon, ahol a < 7/4. Ekkor a Hamilton-operator transzformaltja:

A A A

HO)=UO)HUB) " =ePHy+V(0), 0€0,. (1.35)
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1.2.4. Definicié. Vizsgaljuk a H(f), # € O, \ R = {20 < |3(2)| < a} operdtorok
spektrumat! A ﬁ(@ = « + i) operédtor o (ﬁ(@)) spektruma csupan —a < [ < a-tél
fligg, és definidlhatok a kovetkez6 mennyiségek:

og=0 (ﬁ (9))

0s =0 (H(0))

oig = izolalt pontok og-ban

Oep = 0\ Oig

oy = H(6) sajatértékei

043 = H (0) izolalt sajatértékei véges multiplicitdssal,

. N -1
ahol 5 = 0-ra elhagyjuk az indexelést, azaz 0p = 0. Legyen R(0,z) = (H(G) - z) , ahol
z € op!

Legyen S C C, és S" = SN R, tovabba S torlédasi pontjait jelolje S’!
Legyen c“(0) = o (H C(G)) a C alrendszer komplex-skalazott Hamilton-operatoranak
spektruma! Legyen

Cp
So={0tU U (o%+...+0%), (1.36)
C1U..UC,CM
illetve
_ ‘ _ |
Aog Alergﬂ A Aep /\lenzfg Al (1.37)

Vélasszuk A € R-t, és az Sg(A) legyen C azon tartoménya, melyet a {\ + R} és {\ +
e 2PR+} félegyenesek hatarolnak! Ekkor a kovetkezé lemma teljesiil:

1.2.3. Lemma. oy teljesiti a kovetkezd tulajdonsidgokat:
1. 0'652/3 + e PR,
2. 0'5\0'2 C Sg ()\eg).

3. 04 = 0i8- )
Opp = X, 6s 05 konstansok 0 < |B] < a esetén, of korldtos, és of5 C 3j.

4. |¢| > 2|5|-hez létezik C'(¢) > 0, hogy 0 > o < co-re

H(ﬁ[(@) — Ao+ 1- Qew)lu < C(p)o (1.38)

A fenti lemma azt fejezi ki, hogy H (0) spektruma parhuzamos félegyenesekbél all az
e~ ¥ iranyba Y5 pontjaibdl indulva, és izoldlt véges dimenzids sajatértékek egy halma-
zabol, mely két részre oszthatd: valds sajatértékek egy korlatos halmazara, melyek 37
pontjai koriil torlédnak, és nem-valés, véges dimenzios sajatértékekre Sz-ban.

1.2.4. Lemma. H sajatértékei, melyek nincsenek $N o,-ben pontosan H(0) valés izolalt
sajatértékei Y-n kivill, azaz 0 < || < a, innen

o\ S =055\ %, 0< 8] <a (1.39)
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1.2.3. Tétel. H operator o, pontspektruma korldtos, és torl6dasi pontjainak o}, halmaza
a rendszert jellemzo6 kiiszobértékek ¥ halmazanak része.

A X\ ¢ X sajatértékhez tartozd sajataltér véges dimenzids, és a kotott allapoti hulldm-
figgvények ©(O)-beliek.

1.2.4. Tétel. H = M, (ﬁ) S My (If[) Ekkor H, = [:I\Ma spektruma [Ae,00), ahol
)\e = min)\ez A

Megjegyezziik, hogy a fenti tételek rendre és |1.2.1] sokrészecske-megfelel6i.

Az ABC tétel

Most, hogy egészen formalisan ismertettem a komplex skalazott Hamilton-operator
spektrumanak tulajdonsagait ratérhetiink ennek fizikai relevancidira. A fenti allitasok
Osszessége Osszefoglalhatd egy tétel formajaban, melynek interpretacidja a soron kovet-
kez6 alkalmazéasok szempontjabol lényegesen egyszeriibb. Ez a szakirodalomban legtobb
esetben Aguilar-Balslev-Combes-, vagy roviditve ABC-tétel megnevezéssel szerepel (az
ismertetett alakban kimondva pl. [20]-ban):

1.2.5. Tétel (ABC-tétel). A komplex skéldzas tigy hat L? (R?)-en mint egy dilatdcio-
csoport elem 76 paraméterrel 6 € R-esetén:

fo(r,0,0) = U (0) £ (r,0,0) = €2 f (re® 0,) (1.40)

és a Hamilton-operator

A

Ho(r) = U (0) H(r)T~* (0) = e " T(r) + V (re”) (1.41)

alakban transzformalédik, ahol T a kinetikus, 1% pedig a potencidlis energia operatora.
Ekkor a kovetkezo allitasok teljesiilnek:

1. H kotott sajatallapotai Hp-nak is sajatéllapotai lesznek 6 tényleges értékétél fiig-
getleniil 0 < 6§ < 7/2 esetén.

2. H folytonos spektrumat 26 szoggel forgatjuk a komplex energia-sikon.

3. A Hamilton-operator egy komplex F,. altalanositott sajatértéke H, tényleges spekt-
ruméhoz tartozik, amennyiben 20 > |arg F|.

A fenti tétel szemléletesen azt mondja el a szamunkra, hogy ha vesziink egy Hamilton-
operatort, ami esetiinkben a magmodellbdl szarmazoé Hamilton-operator lesz, és komplex
skalazzuk valamilyen alkalmasan valasztott 6 szoggel, akkor a spektrum a kovetkezokép-
pen fog kinézni, a komplex energia-sikon:

o A kotott allapotok energidi (azaz ahol R(E) < 0) nem skéldzdédnak, azaz a valds
tengelyen fognak elhelyezkedni.

» A folytonos spektrumba tartozo un. szorasi allapotokra teljesiilni fog, hogy
S(E)/R(E) = tan (—20), azaz egy —20 iranyszogi egyenesen fognak elhelyezkedni
(erre a kovetkezékben gyakran fogok tigy utalni, hogy ,,—26 meredekségii egyenes”).
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» Bizonyos energidknal, ahol az energia-sajatérték képzetes és valds részének hanya-
dosa abszolut értékben kisebb, mint 26, viszont az energia valds része pozitiv, meg-
talaljuk a skaldzatlan operator egy komplex sajatértékét. Ezek lesznek a kvazi-
stacionarius allapothoz tartozé energiak.

Ugyanakkor tovabbra is él a probléma, hogy nincs olyan jol definialt skalarszorzatunk,
melynek segitségével egyaltalan az allapotok normalasarél beszélhetnénk. A kovetkezok-
ben ezt a problémat kell feloldanunk. Erre lesz megoldas a bi-ortogonalis szorzat, vagy
c-szorzat.

1.2.2. A c-szorzat

Errél a matematikai konstrukciérél bévebben olvashatunk [3] 6. fejezetében, és [21]-
ben.
A nem-hermitikus kvantummechanikdban (a tovabbiakban csak NHKM roviditéssel) el6-
fordulhat, hogy a Hamilton-operator sajatfiiggvény-rendszere nem alkot teljes rendszert,
ugyanis léteznek tn. 6nortogondlis allapotok.
Amennyiben szeretnénk levezetni a NHKM szamara egy megfelel6 skaldrszorzatot, két
kritérium teljesiilését minimélisan elvarhatjuk:

1. Az operator nem-degeneralt sajatfliggvényei legyenek ortogonalisak.

2. Zartsagi relacio, azaz az |n) sajatfiggvény-rendszerre

S n)(n| =1. (1.42)

Az ezeket a tulajdonsagokat teljesité megfelelé miivelet az in. c-szorzat, melyet a her-
mitikus skalarszorzat (...|...) jelolésével analég médon (...|...)-ként jelolink.
Legyen Oy (komplex-skéldzott) nem-hermitikus operator. Ennek sajatérték-egyenlete:

04| T7) = X7 |07), (1.43)

ahol elvarjuk, hogy a sajatfiiggvények a c-szorzatban ortonormaltak legyenek. A c-szorzat
alapgondolata, hogy az absztrakt sajatérték-egyenlet megfeleltetheté a matrixokon
értelmezett sajatérték-egyenletnek. Jelolje Oy absztrakt linedris operdtor méatrixelemét
egy {f;j}j=1.2,.. ortonormalt bazison kifejtve

(Ol ;= (f571Oal ;! (1.44)

Jelolje a fent definialt (nem feltétleniil hermitikus) métrix jobboldali sajétvektorait ¢, a
baloldali sajatvektorokat pedig dZL! Lévén hogy ezek sajatvektorok, teljestilnek a

0yc? = X\0c? (1.45)
017 T T 30 0 10
Hdm} 09] —0ld’, = N " (1.46)
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T
Osszefliggések. Ezek teljesitik az ortogonalitasi relaciot: {dfn] c = 0, amennyiben
m # n. A fenti Osszefliggésekben felhasznaltuk, hogy az Oy baloldali sajatvektorai meg-
feleltethetOk a transzponalt matrix jobboldali sajatvektorainak. Innen egy tetszoleges

c-bra, illetve c-ket allapot felirhaté (helyreprezentéciéban):
(x| ) Z cinfi(x (1.47)
(V0 |2) = Zc],mf (1.48)

A maétrix és a transzponéltja ugyanazt a spektrumot adjdk, {gy az Oy matrix c? oszlop-
sajatvektora, és a transzpondlt métrix ¢’ oszlop-sajatvektora ugyanahhoz a \’ sajatér-
tékhez tartozik! Innen, amennyiben a korabban is emlitett 6nortogonalitdstol eltekintiink
(ez szdmunkra most nem lesz relevans), a c-szorzat definidlhaté:

1.2.5. Definicié (A c-szorzat). Legyenek a mennyiségeink tigy definidlva, ahogyan fent!
Ekkor a c-szorzat:

(W0 |wh) Zd]mcjnz - (1.49)

Lassunk is néhany szamunkra relevans allitast a c-szorzattal kapcsolatban!

1.2.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy Op_o skaldzatlan operdtor hermitikus, és a vélasztott
bazisfiiggvény-rendszeriink {f;(x)},;=12,. valés, akkor a skélazatlan operator Ogp—y mat-
rixa egy valds, szimmetrikus matrix, a skalazott operator Oy matrixa pedig egy komplex
szimmetrikus matrix lesz. Ekkor a bal- és jobboldali sajatvektorok megegyeznek, azaz
d; = c;, és az oszlop-sajatvektorokbdl all6 C matrixra pedig c’'c=1

1.2.4. Allitas. Legyen Oy hermitikus operator! Ekkor Oy nemdegeneralt sajatfiiggvé-
nyei a c-szorzatban ortonormaltak:

W0 |W0) = /@9 WO (2) Az = 6y (1.50)

1.2.5. Allitas. Legyen Og—o hermitikus operator! Ekkor Oy nemdegeneralt sajatfiiggvé-
nyeire:

> |w)(V| =1 (1.51)

1.2.6. Tétel. Egy Hamilton-operator nemdegeneralt rezonans sajatallapotait abrazold
sajatvektorok a c-szorzatban mindig ortogondlisak.

1.2.6.1. Bizonyitas. Legyen V,, és ¥,, egy H Hamilton-operator két rezonans sajat-
figgvénye E, és F,, sajatértékkel. Lévén, hogy ezek rezonansak, térben exponencialisan
divergensek, ugyanakkor egy r — I’ [r| transzforméciéval (pl. komplex skalazéassal) regu-
larizalhatok. Innen

(U AW, = /‘Ime\Ifn dF[r] = B, / U, 0, dF [r] = By (0, |,). (1.52)

Ugyanigy (U, |H|\IJ ) En(V,|V,,). Ismerve, hogy H = T + V Kkijelenthet8, hogy
(U, |H|V,,) = (U,,|H|T,). Ebbél a potenciallal valo ,c-kommutélas” nyilvanvald, 1évén

1. FEJEZET. BEVEZETES 14
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a potencidl multiplikativ operdtor (helyreprezentacioban). A kinetikus operdtorral vald
c-kommutalas parcidlis integralassal bizonyithaté. Innen

azaz a kiilonbozo sajatértékekhez tartozé sajatvektorok a c-szorzatban ortogonalisak.

]

Megjegyzés: A c-szorzatnak létezik egy hullamcsomagokra érvényes valtozata, ahol a
hullamcsomag az id6fiiggd Schrodinger-egyenlet megoldésaként adodik. Ez az F-szorzatnak
nevezett miivelet alkalmas id6fiiggo sajatértékek kiszamitasara nem-hermitikus formaliz-
musban. Errél bévebben olvashatunk [3] 6.4-6.6 fejezetében.
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2. fejezet

Alternativ médszerek az alfa-firt
allapotanak leirasara

2.1. Atlagtér-modell

,If we knew what it was we were
doing, it would not be called
research, would it?”

FEinstein

Annak érdekében, hogy a késébbiekben a magfizikai szempontbdl relevans problémak
megoldasaban fel tudjuk hasznalni a fent levezetett formalizmust és matematikai esz-
koztarat, elsoként célszeri meghatarozni azt az analitikus és numerikus keretrendszert,
melyben dolgozni fogunk. A célunk, hogy meghatarozzuk egy adott potencial esetén a
komplex-skéaldzott Hamilton-operator spektrumat, és ennek elemzésével (felhasznalva a
matematikai torvényszertiségeket) relevans kovetkeztetéseket vonhassunk le az esetlege-
sen megjelen6 kvazi-stacionarius allapot élettartamara és energidjara vonatkozoan. A
dolgozat hétralévé részében egy komplex spektrumszamitasi modszert ([3] 7.2. fejezet,
illetve [4]) fogunk alkalmazni a spektrumok kiszamitasara.

Vegyiink egy |®%(r)) (egyeldre csak a sugartdl fiiggd) hulldmfiiggvényt, mely a Schrodinger-
egyenlet megoldasként adodik! Legyen u;(r) egy négyzetesen integralhat6 bazisfiggvény-
rendszer! A keresett hullamfiiggvény kifejtheto a

(I>9(r) = ic?uj(r) (2.1)

alakban, ahol c?—k valamilyen komplex kifejtési egyiitthatok. Feltételezve, hogy a bazisfiiggvény-
rendszert elég jol valasztottuk meg, az egzakt megoldast a bazis elsé néhany tagja is
megfeleld pontossaggal fogja kozeliteni a numerikus szamolasban, azaz

(I)0<7”) ~ ;cguj(r). (2.2)

gy a Hamilton-operator métrixa kozelitéleg szamolhaté a szokdsos

1] = (| A%u) (23

1,J
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Osszefiiggéssel. Ezek utan amennyiben nem normalt bazist valasztottunk az

i = (uilug) (2.4)

normamatrix inverzével beszorozva a Hamilton-matrix kozelitése el6all. Ennek diagonali-
zalasaval meghatarozhatok az energia-sajatértékek, és a komplex skalazas tulajdonsagait
ismerve a kvazi-stacionarius dllapot energiaja (és ennek képzetes része, azaz élettartama
is).

[N]

A kovetkezokben egy egyszeri példan szemléltetem a komplex skélazas hatésait, és az
alkalmazott numerikus modszer tulajdonsagait és korlatait. Ezt a problémat korabban
[20]-ban és [4]-ben vizsgaltak.

Vegyiink egy gobmbkoordinatakon szogfiiggetlen potencialt! Ekkor a kinetikus tag Laplace-
operatora és a hullamfiiggvény is szeparalhato radidlis és szogfiiggd részre, melyek kozil
a szogfiged rész egységet ad, azaz ezzel nem kell foglalkoznunk. A potencial legyen
Gauss-fiiggvény alaki, azaz a Hamilton-operator a komplex skaldzas utan (1d. (1.41)):

B(r) = e (1) + Vi (€7r) =

o h2 920 d2 A — Oy 2072 B _Dy,ei0y2 95
=5 rdr2r —I—[— k€ + Bye ], (2.5)

ahol k = {1,2} a két vizsgalt esetet indexeli, az Ay,By,Ck,Dy konstansok értékeit pedig
a[2.1] tablazat tartalmazza. A numerikus szamitashoz hasznaljuk a kovetkez6 bazisrend-

(k[ 1] 2]
A, 8 [ 15
B,| 4 | 12
Cr [016] 03
Dy [0.02] 01
| b ] 09 ]051]

2.1. tablazat. Az alkalmazott potencial-paraméterek a két vizsgalt esetre.

szert (ez technikailag a harmonikus oszcillator sajatfiiggvény-rendszere, igy a kovetkezék-
ben harmonikus bazis néven fogok ra hivatkozni):

N E) 1/2 2 1 2F(j—|—1) 1/2
2:: e 2 L; <62> = lF(j+3/2)1 , (2.6)

ahol a b egytitthatét oszcilldtor /Jamméternek nevezzik, és értéke a két esetre szintén
a tablazatban lathaté. Itt L aza =1 /2 paraméterii j-edik altalanositott Laguerre-
polinom (1d. A.2.), I'(x) pedig a Gamma—fﬁggvény (Id. A.1.).

A szamolast egy Python programnyelven megirt kod segitségével végeztem. A nume-
rikus adatok tarolasara a NumPy konyvtéarat [22], a matrixok diagonalizaldasdhoz a SciPy
konyvtarat [23], az adatpontok abrézolasahoz pedig a Matplotlib konyvtarat [24] hasznal-
tam. Az integralok kiértékelését a programkod szimbolikusan végezte a SymPy konyvtar

2. FEJEZET. ALTERNATIV MODSZEREK AZ ALFA-FURT ALLAPOTANAK 17
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fliggvényeinek segitségével [25]. Az adatok mentését a Pandas kényvtar fiiggvényei vé-
gezték [20].

A komplex skalazas szogének 6 = 0.03-at valasztottam, és a kozelitést N = 20 béazisfiigg-
vényre végeztem el. A kapott spektrumok a 2.1 dbrén ldthatok.

Hamilton-operator spektruma (harmonikus bazis)

001 CH e S5zdrasi allapotok 00 & v B e szorasi allapotok
E Lt # Kvézi-staciondrius allapot L # Kvazi-staciondrius llapot
i - ® 1 kotatt allapot | 5 ®  Kotétt allapot
—0.5 ' SR —0.5 H L]
H - B 2 kotott allapot H
i " i .
— i 8 i
D =10 ! . 6=003 0 i . #=0.03
2 R(Egs) =1.491 MeV . R(Egs) =2.393 MeV .
g sl MEg)=-1612-10"5Mev  ® sl 3Eg) = —1.177-107% MeV
™ .
-20 2.0 L]
k=1 k=2 *
=25 -25
100 100
gcn 50 50
*LLt 1l
o —E—a—4 0 L
-5 o 5 10 15 20 25 30 3B -5 o 5 10 15 20 25 30 3B 40
R(E) [MeV] R(E) [MeV]

2.1. 4bra. A komplex skaldzott Hamilton-operdtor spektruma harmonikus
oszcilldtor bazison 8 = 0.03 értéknél a 2.1} tédblazat paraméterei szerint k = 1-gyel a bal
oldali, és k = 2-vel a jobb oldali abrdn. A szamolds N = 20 bazisfuiggvényre futott a
k =1 esetben b = 0.9-cel, k = 2 esetben pedig b = 0.51-gyel.

Szordsi dllapotnak neveziink egy allapotot, melynek valds sajatenergiaja pozitiv, és
a komplex skéldzas alatt (kozelitéleg) —20 szoggel fordul el a komplex energia-sikon.
Kotott dllapotnak neveziink egy allapotot, ha valds sajitenergidja negativ (és nem ska-
lazodik). Kvdzi-staciondrius az allapot, ha valés sajatenergidja pozitiv, de a komplex
skalazas alatt kisebb mértékben fordul el, mint a szérasi allapotok. Itt meg kell jegyez-
ziik, hogyha egzaktul megoldanank a Schrodinger-egyenletet, akkor a kvazi-stacionarius
allapotok sajatenergiaja robosztus lenne a skalazasi paraméter megvalasztasaval szem-
ben. A spektrumban azonositott allapotok tipusanak megvizsgalasahoz kiszamitottam
a
= as - 100 (2.7)

20

an. elforduldsi paramétert, ahol 0,5 = arctan (3(E)/R(E)) a komplex energia-sikon tor-
ténd elfordulds szoge, ahol F a kiszamolt sajatenergia. kg végs6 soron a —26 meredekségii
egyenesre valo illeszkedést méri szazalékosan. Ennek kiszamolt értékei az dbra also sora-
ban lathatok. Vegyiik sorra a spektrumok relevans részeit!

1. A k=1 esethen:

« Két kotott allapotot taldltunk EP, = —2.637MeV (kék négyzet) és EP, =
—0.564 MeV (magenta négyzet) sajatenergiakkal.

2. FEJEZET. ALTERNATIV MODSZEREK AZ ALFA-FURT ALLAPOTANAK 18
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o A spektrum tartalmaz egy kvazi-staciondrius allapotot F{® = 1.491 —7-1.612-
107° MeV energidval (zold rombusz).

2. A k =2 esetben:

« Csupén egy kotott dllapot adédik EY = —1.787 MeV (kék négyzet) energidval.

o Taldltunk egy kvazi-staciondrius allapotot E5° = 2.393 — 4 - 1.177 - 1074 MeV
(z0ld rombusz) energidval.

Meg kell jegyezziik, hogy nagy energidkon (R(E) > 10MeV) igen jé6 illeszkedést ka-
punk a —20 egyenesre, ugyanakkor azon szérasi allapotokra, melyek valds energidja
kozel van a kvazi-stacionarius allapot valdés energidjahoz eltérést kapunk. Emellett a
k = 1 esetben egy oszcilliciét tapasztalunk E9 = 2.322 — i - 6.907 - 1072 MeV és
Eg¢ = 2.788 — i - 6.580 - 1072 MeV energidkon. Ennek az eltérésnek szdmos oka le-
het, ezek koziil az egyik, hogy nem alkalmaztunk megfeleld szamu bazisfiggvényt, igy a
kozelitéstink nem volt elég jo.

Tapasztalatunk szerint az elfordulasi tényez6 b csokkentésével nagy energiakon jol ko-
zeliti a —260 egyenest, b novelése esetén pedig a kisenergidas spektrum pontosabb, azaz
b segitségével hangolhatd, hogy a sajatfiiggvény-rendszer mely sajatértékhez tartozo al-
lapotot tudja jol kozeliteni. Eppezért a kovetkezSkben tipikusan nagyobb b értékekre
(~ 1.3 — 1.4) fognak torténni a szamoldsok (1évén, hogy benniinket a kvazi-stacionérius
allapotok érdekelnek).

2.1.1. Hibabecslés

Annak érdekében, hogy megvizsgaljam a kapott spektrumban a sajatértékek fiiggé-

sét a kilonbozo futtatasi paraméterektdl tobb futtatast végeztem egy adott paraméter
skalazasa mellett, és relevans értékek osszehasonlitasabol kovetkeztettem a kiilonb6zo ar-
tefaktumok megjelenésére.
Vizsgaljuk meg el6szor az alkalmazott bazistiiggvények szamanak hatasat a kapott spekt-
rumra! Ehhez a vizsgilathoz vettem a [2.1] tabldzat szerint a k = 2 paramétercsomagot,
és 15 és 25 kozott valtoztattam a bazisfiiggvények szamat (N-t), illetve végeztem egy
futtatast 35-re is. A sajatértékek kiszamitasa utan abrazoltam a megjelend kotott és
kvazi-stacionarius allapot energidja képzetes és valos részének hanyadosat az alkalmazott
bézisszam fiiggvényében. Ez lathaté a 2.2} dbran.

Az ABC-tétel értelmében azt varjuk, hogy a kotott allapotok nem skaldazodnak a
komplex skalazas alatt, azaz a kotott allapot képzetes részének vizsgalata direkt hiba-
becslésre ad lehetséget. Lathato, hogy 15 bazisfiiggvény esetén a hiba relative nagy (még
itt is csak 107%-es nagysdgrendii, ne feledjiik, hogy a bal oldali 4brdn az y tengely 10~%-es
skdlazasi!), viszont a bézisfiiggvények szamanak novelésével 10710 kornyékére csokken.
Ami érdekesebb, hogy tovabb névelve a bazisszamot a képzetes-valos arany néni kezd,
35 bazisfiggvényre kb. a duplaja, mint 20-ra. Ez persze nem jelenti azt, hogy a 35-0s
béazison szamolt matrix diagonalizaldsa kevésbé jol kozelitené a spektrumot, csupan azt,
hogy a kotott sajatenergiat kozeliti pontatlanabbul. Ezenkiviil szamba kell venniink azt
is, hogy a bézisfiiggvények indexének novelésével (azaz a Laguerre-polinom sorszédmanak
novelésével) a numerikus hibak is néni kezdenek. Erdekes, hogy hasonlé viselkedést 14-
tunk a kvazi-stacionéarius allapot esetén is.
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Te-g Kotott allapot energiaja Kvazi-stacionarius allapot energidja
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2.2. dbra. A komplex skaldzott Hamilton-operator harmonikus oszcillator
bazison 6 = 0.03, a tablazat paraméterei szerint k = 2-vel szamolt kotott (bal oldali
abra) és kvazi-staciondrius (jobb oldali dbra) allapotdahoz tartozé sajatenergia képzetes
és valos részének hanyadosa az alkalmazott bazisfliggvények szamanak fiiggvényében.

Ezt kovetden vizsgaljuk meg a 6 skalazéasi szog hatdsat! Ehhez N = 15 bazisfiiggvény
esetén a k = 2 paraméterekre végeztem szamolasokat a 6 szog valtoztatasaval 0 és 0.1
kozott, majd a kordbbiakhoz hasonlé médon kiszamitottam a kotott és kvazi-stacionarius
allapotokra a sajatenergia képzetes és valés részének hanyadosat. Az eredmények a [2.3]
abran lathatok.

Nézziik a kotott allapotot! A kapott adatokra kiszamitottam az energia-sajatérték
valos részének atlagat, és szorasat. Ez a kotott allapotra R(E,) = —1.7872MeV és
o (R(EL)) = 6.73 - 107" MeV lett. A kettd aranya 3.766 - 107°%, azaz a kotott allapot
energiajanak valds részét nagy pontossaggal megtaldltuk. A varakozasunk az, hogy a
kotott allapot ne skalazdédjon, ennek ellenére mégis megjelenik egy képzetes rész. A valos
és képzetes részek ardnya a 10~ "-es tartomdnyba esik, azaz ez az érték egy j6 tampont a
kozelitésiink helyességére.

A kvézi-stacionarius &llapot esetén R(Fys) = 2.3937 MeV és 0 (R(Eys)) = 2.25-107* MeV-
nek addédott, a kettd ardnya 0.0094%. Ez azt jelenti, hogy a kvazi-stacionarius allapot
esetén a pontossag kisebb, de még igy is ezredszazaléknyi az eltérés a kiillonbozo szo-
gekre szamolt valos energia-sajatértékek kozott. Ebben az esetben is talalunk eltérést a
kiilonboz6 6 értékekre szamolt képzetes sajatértékek kozott. Ennek oka, hogy a 15 bazis-
fliggvény még igen kevés, és 0 novelésével a kozelités josaga csokken.

Tovabbi szamolasok talalhatok ezzel a potencidlmodellel kapcsolatban B. mellékletben.
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17 Kotott allapot energiaja Kvazi-stacionarius allapot energidja
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2.3. dbra. A komplex skaldzott Hamilton-operator harmonikus oszcillator ba-
zison N = 15 bézisfiiggvény mellett, a[2.1 tdblazat paraméterei szerint k = 2-vel szdmolt
kotott (bal oldali dbra) és kvézi-stacionarius (jobb oldali 4bra) dllapotdhoz tartozé sa-
jatenergia képzetes és valos részének hanyadosa a 6 skédlazasi szog fiiggvényében.

2.2. Szamitasok a Po-212-re

»1 am among those who think that
science has great beauty.”

M. Curie

Az el6z6 szakaszban bemutattam az alkalmazott numerikus (szimbolikus) mddsze-
reket egy modell-potencidl (Gauss) példajan. Ahhoz, hogy a mddszereinket tényleges
magfizikai szamitdsokra tudjuk hasznélni, taldlnunk kell egy potencidlalakot, melyet bi-
zonyos kozelitésben magpotencidlként tudunk kezelni.

Sajnos a magpotencial egzakt alakjat nem ismerjik (azaz nem tudjuk az atommag Lagrange-
figgvényét), igy csupan kiilonféle modelleket tudunk felallitani.
R. Hofstadter uttoré elektronszorasi kisérletei [27] nyoman az atommag siiriségét, és
az ebbdl fakad6 potenciélt leird fiiggvényt R. Woods és D. Saxon éllitottak fel [28]. A
mérések alapjan a nukleonok &ltal a mager&bél érzett potencidl (atlagtér kozelitésben):
V(r)= S R (2.8)
e (59

az un. Woods-Saxon potencial, mely igazabol egy specidlis Fermi-Dirac fiiggvény, 1évén
a nukleonok feles spinii fermionok. Itt Vi, a potencidlgddor mélysége, mely tipikusan
50 MeV koriil van. A szamolasok soran ennek egy alternativ, de a numerikus modszerek
szempontjabol jobban alkalmazhaté alakjat fogom hasznalni:

B 1+ cosh (R/a)
Viws(r) = =V cosh (r/a) + cosh (R/a)

= —Vuf(r), (2.9)
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ahol f(r)-t a dolgozatban Fermi-féle figguénynek fogom nevezni, a az atommag ,fe-
liletvastagsaga”, melyet diffuzitasnak nevezink, tipikus értéke a ~ 0.6fm, R pedig a
magsugdr, mely direkt médon kapcsolédik a mag témegszamahoz: R = ro A3, ahol ry
egy megfeleléen megvalasztott paraméter, tobbnyire 7o ~ 1.2 — 1.5 fm (ennek értéke izo-
topfiiggd).

A magpotencidl egy masik széles korben alkalmazott modellje a fiiggetlen részecske héj-
modell. A héjmodell alapvetd célja, hogy a potencialt olyan alakban szeretnénk keresni,
hogy a Schrodinger-egyenlet (az alaprendszeren legaldbbis) analitikusan megoldhaté le-
gyen, és visszaadja (szintén mérésekbél ismert) teljes betoltottségeket, az un. mdgikus
szamokat. Megfigyelték, hogy azon atommagok lényegesen stabilabbak, ahol a proton
vagy neutronszam a 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126 értékek valamelyike [29]. Az els6 héjmodellt
D. Ivanenko szovjet fizikus vezette be 1932-ben, de a ma is alkalmazott modell J. Jen-
sen [30] és M. Goeppert-Mayer [3I] nevéhez fiz6dik. A modell alapja egy harmonikus
oszcillator-potencial, melyet a Woods-Saxon tag, és egy spin-palya tag perturbal, utébbi
el6éallitja a héjszerkezetet, elobbi pedig az energiaszintek pontos értékeit. Az altalanos
héjmodell-Hamilton-operator:
A=Ayl s cis s pi2 2.10
== —m + 5 Wor + + y ( . )
ahol L a palyaimpulzus, S a spin, C' és D megfeleléen megvalasztott paraméterek. Az
Mw? /2 paraméterezés helyett gyakran alkalmazzuk a V,/R? alakot a kordbbi jelolések-
kel. Mivel az oszcillator potencidlt is a magpotencial karakterizaldsara hasznaljuk, igy ez
is csak a maganyagon beliil érvényes, azaz célszerii szorozni a Fermi-fiiggvénnyel.

A fent emlitetteken kiviil az atommagon belil érvényesiil egy Coulomb-potencial, 1é-
vén az atommag pozitivan toltott, Ossztoltése () = Ze. Tekintsiink az alfa-bomlas egy
olyan klaszter-héjmodelljét, melyben az alfa-részecske és a mar kialakult mag kéttest-
problémajat szemléljik!

Az alkalmazott kozelitésben az atommagot gombszimmetrikusnak tekintjiik, a toltéssi-
riségét pedig homogénnek. A géombon kiviil a potencial azonos a ponttoltésével, azaz
alapjan szamolhat6. Innen az alfa-részecske altal érzett potencidl a magon kiviil:
2Ze*  2Zahc ¢

= = -, (2.11)
dmeor T T

Ve (r)

ahol Z a leAnymag rendszama, és a fizikai konstansok szorzatara bevezettitk a ¢y =
7 -2.88MeV - fm jelolést. Mivel a magon beliil a mager6 joval nagyobb, mint a Coulomb-
kolesonhatasbol szarmazo erd, igy élhetiink azzal a kozelitéssel, hogy a magon beliil csak
a magerd érvényesiil a héjmodellnél ismertetett tagokkal, a Coulomb-tag pedig csak a
magon kivil érvényesiil. Azaz beszorozhatjuk egy (1 — f(r)) taggal, mely biztositja sza-
munkra, hogy a magon beliil csupan a magerst vegyiik figyelembe. Igy elkeriilhetjiik,
hogy két kiilonbozo fiiggvénnyel kelljen leirnunk a potencialt, mivel ez okozhat problé-
makat a komplex skalazasban.

Itt lehetéséglink adodik a probléma tovabbi egyszerisitésére. A héjmodell szerint paros-
paros magokra a maradék mag magspinje nullanak tekintheto, tovabba az alfa-klaszter
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spinje nulla, igy a redukalt kép értelmében a centrifugalis potencidlban megjelené im-
pulzusmomentum a két test [ eredé impulzusmomentuma. Dolgozzunk gémbhulldm-
kozelitésben, azaz legyen [ = 0, igy a centrifugélis és spin-pélya tagokat elhagyhatjuk.
A végs6 potencialképlet felirdsa el6tt vezessink be tovabbi konstansokat! Legyen L =
VER/ v/2 hossz dimenziéji paraméter, ahol

Co
Koy=—+42 2.12
0 %L+ ) ( )

ahol bevezettiik a Vi = V},,/2 mennyiséget. Innen mér felirhat6 a vizsgalt potencial:

Vivoo (1) = =2Vl (r) +Voror® f(r) + (1 () 2. (213
W: Woods-Saxon

O: oszcillator C: Coulomb

Erre a potencialalakra a tovabbiakban tigy fogok hivatkozni, mint WOC-potencidl. Amennyi-
ben egy szamolasban nem haszndlom az Osszes tagot, igy a potencidl alsé indexében
jelzem (pl. a Viye(r) a Woods-Saxon- és Coulomb-tagok 6sszege). A WOC és WC po-
tencidlok lathatok a 2.4l 4bran.

WOC-potencial WC-potencial

R=7fm
Vo =25 MeV

R=7fm
Vo =25 MeV

Vivoc [MeV]
Vive [MeV]

2.4. abra. WOC- (bal oldali 4bra) és WC- (jobb oldali abra) potencidlok Vy = 25 MeV és
R = 7fm esetén, a kiilonbo6zé értékei mellett (a = {0.2;0.4;0.6;0.8; 1 fm}), r € [0; 12.5 fm)]
értékeire.

Mindent Osszevetve a komplex-skalazott Hamilton-operator ezzel a potencidllal a ko-
vetkez6 alakot olti:
R el 42

=

i —an v (KoemrQ — 2) f (?"ew) + (1 —f (rew» ;T?r’ (2.14)

12
ahol M a redukdlt tomeg. Most mar, hogy megvan a megfelel6 modelliink, végezziink
szamitasokat egy konkrét izotop esetére! Legyen ez a ZElgiPO! Ez az izotop alfa-bomlassal
2®Pb-c4 bomlik, a bomlés energidja Q, = 8.954MeV (ez j6 kozelitéssel a kiszabadult
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alfa-rész kinetikus energiaja, a nagy tomegkiilonbség miatt a leanymag visszalokodése
elhagyhaté. A kvantummechanikai modelliinkben ezt fogjuk alfa-energidnak nevezni.),
felezési ideje pedig T1/2 = 0.3 us [10]. Innen kiszdmolhaté a polénium atommagjaban
talalhaté alfa-klaszter kvazi-stacionarius allapota képzetes energiajanak kétszerese a

(2.15)

képletbdl, amely alapjan ' = 1.52 - 107 MeV. Itt a fels6 index azt jeldli, hogy ez
I' kisérletekben mért értéke. Természetesen azt nem varhatjuk a modelliinktol, hogy
visszaadja ezt az értéket, azért sem, mert ebben benne foglaltatik az alfa-klaszter mag-
béli firtosodésének (klaszterizaciéjanak) valoszintisége is, melyre jelen modell nem terjed
ki. Annyit viszont el tudunk mondani, hogy ' = s, - I', ahol I' az 4tlagtér modellbdl
szamolt elbomlé klaszterallapot szélessége, sg pedig valamilyen (izotépfiiggd) konstans,
melyet atommag-szerkezeti faktornak neveziink. Ennek jelent6ségét késébb ismertetem.

Itt ugyanakkor felmeriil egy plusz probléma, nevezetesen a futasidé kérdése. Az olyan
paramétereket, mint pl. a magsugar, tablazatokban megtalaljuk, illetve léteznek ra fél-
empirikus szabalyok, mint pl. a fent ismertetett. Ugyanakkor Vj paraméterre csak durva
becsléseink vannak, igy ezt nekiink kell a modell alapjan énkonzisztens médon megtalalni.
Ebben segitséget nyuijt nekiink, hogy az izotoptablazatbdl ismerjiik a bomlas energiajat.
Ezt a modelliinkben tgy kezeljiik, mint a bomlé rendszer egyik kvézi-stacionarius allapo-
tanak valds sajatenergidja. Igy egy futtatdssorozattal, megfeleld paraméterek megvéalasz-
tasa mellett addig valtoztatjuk Vj-t, amig a spektrumban el6 nem &ll a vart sajatérték.
A szamitdsok soran a[2.2] tédblazatban lathaté paramétereket alkalmaztam.

Jelolés | Erték | Mértékegység
Z 82 -
A 208 -
0 0.03 -
R 77727 fm
b 1.35 fm
L 9.6473 fm
a 0.67 fm
N 30 -
N, 3-107 -
r 0-45 fm
| Vo 22462 MeV |

2.2. tablazat. A QéiPo spektruméanak szamolasahoz alkalmazott paraméterek listaja.

A szamolasokhoz L-t meg kell hatarozni. Ez a fent ismertetett definiciokbdl lehetséges.

eloall, mint a
R2 Co

L? — R*L —
2Vo

-0 (2.16)
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egyenlet megolddsa. Ez egy tn. Tartaglia-alaki harmadfoki egyenlet, azaz felirhato az
y> + py + q = 0 alakban (egyébként allitds szerint minden harmadfoku egyenlet erre az
alakra rendezhetd), és ennek megoldasa a

3 q a\* , (P\’ , 8 4 a\* [P\’

A e
képlettel szamolhaté, amit Cardano-képletnek neveziink. L értékét a sugar és a potenci-
algodor mélysége (2V5) adja meg.
Ugyanakkor ahhoz, hogy a konkrét izotépra végezziink szamolast, meg kell hatdaroznunk
Vo-t. Ehhez kiilonb6z6 V) paraméterek esetén kiszamoltam a spektrumot, melyben meg-
kerestem a kvazi-stacionarius allapotokhoz tartozé energiakat. Ekkor azonban a futésido
igen nagynak adodott, ugyanis a szimbolikus szamolas mind Matlabban, mind Pythonban
igen idGigényes, és nem ad lehetoséget nagyszamu skalazas elvégzésre. Ennek feloldasara
attértem az integralok numerikus kiértékelésére.

2.2.1. Numerikus moddszerek

Az itt bemutatott eljarasokat pl. [32] is tartalmazza. A Hamilton-operatorban minden
esetben van egy masodik derivalt képzés a kinetikus tagban, igy meg kell adnunk egy
modszert, mellyel a méasodik derivalt numerikusan szamolhat6. Tegyiik fel, hogy az f
fliggvényt mintavételezziik valamilyen x; alappontokon! Legyen f xg-ban felvett értéke
fo, x_1-beli értéke f_ 1, és xq-beli értéke fi! Legyenek z1 — xg = 29 — x_1 = h egyenld
tavolsagra levd pontok! Ekkor f masodik derivaltja zo-ban kozelitoleg

ef  hi=2f+ [
dZEQx:xg hZ ’

A numerikus integralok kiértékelésére tobb lehetoség is adédik. Ezek koziil a dolgozatban
kettot ismertetek. Ezek a trapézformula és a Simpson-formula.

(2.18)

1. A trapézformula esetén az egyvaltozos fiiggvény alatti teriiletet egy trapézzal
kozelitjiikk. Legyen a fiiggvény értéke xp-ban fi, és xy1-ben fi 1. Ekkor az altaluk
kifeszitett trapéz térfogata

1+ fx
2

Tegytik fel, hogy a fiiggvényt egyenld tavolsagra levo {xy}r—o ., pontokon értékel-
juk ki, azaz w541 — x = h, és f (x) = fr. Ekkor f integralja xy és x,, kozott:

/Lf(x)dsz:h<2+Zf +j;"> (2.20)

dAk = . (xk—i-l - J,’k) . (219)

2. A trapézformula igazabdl egy elsérendii kozelités, némely esetekben nagyobb pon-
tossag érheto el masodrendben. Ez az in. Simpson-formula, melynek értelmében
az integral kozelitése (az altalanos Newton-Cotes szabalyt kovetve):

f(x)dx%AzZ(f0+4f1—|—2f2+4f3+...+fn). (2.21)

o
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Tovabbi kozelitést igényel az, hogy a sugarban 0 és végtelen kozott kell integralnunk, ez
természetesen numerikusan nem lehetséges, igy valasztanunk kell egy végértéket, amed-
dig az integralas tart. FEz nagyban befolyasolja a kozelitésiink hibajat. Szerencsére az
alkalmazott bazisfiiggvényeink egy Gauss-taggal levagnak, igy pl. b = 1.35-nél
r = 30 fm-re mar 10~°° koriili fiiggvényértékek adddnak.

Most, hogy megvan a megfelel6 numerikus modszertink, eljutottunk oda, hogy megha-
tarozzuk a *§;Po esetére V paramétert. Ehhez ennek értékét 10 MeV és 40 MeV kozott
skdldztam 1.25 MeV-enként a 2.2 téblazat adatai szerint (kivéve Vp-t), majd kivdlasz-
tottam a kvazi-stacionarius allapotokhoz tartozé energidkat az ABC-tétel segitségével, és
ezek valds energidit dbrdzoltam V; figgvényében. Eredményeim a[2.5 abra bal oldaldn
lathatok.

& Po-212 kvazi-stac. energiai Po-212 spektruma (WOC potencial)
N=30 g PR —
8=0.03 | b=1.35fm e
2 R=17.7727 fm = .
a=0.61 fm ; .,
10 N, =8-10° o ..
rE€[0:30] fm 2 s | WEL) =8.868 Mev .. 0=0.03
= = J(EL)= —8.320- 10710 MeV .
= G | w2 = 18.450 Mev ® .
(1] = -0 P} 10-4 .
s 1 J(Eqsfl 1.139-107° MeV .
= 2] N=30 b=1.35fm
m Vp=22.65 MeV re[0;30] fm
=B 4] @=0.61fm rp=1.3118 fm o
Np=3-107
6
-16
10 —50 0 50 100 150 200
\ 100
5
e g
ol A 2 3 4 5 “‘
0 [ BEeeeRé
10 15 20 5 30 5 40 -50 0 50 100 150 200
Vo [MeV] R(E) [MeV]

2.5. dbra. 23iPo (2.14) komplex skaldzott Hamilton-operdtor esetén megjelend kvézi-
stacionarius allapotaihoz tartozé sajatenergiak valos részei a Vi paraméter fiiggvényében
a tablazat paramétereivel, trapézformuldval integralva (bal oldali dbra) és az igy
meghatarozott 1 paraméterrel szamolt spektrum (jobb oldali dbra).

Itt N, jeloli azon pontok szaméat, melyeken a trapézformula kiértékelésre kertilt. Ele-
mezziik kicsit ezt az abrat! Az dbra lényegében (kozel) parhuzamos (kozel) egyenesekbél
all. Ez azt jelenti, hogy egy-egy sajatérték kozel linedris figgvénye Vp-nak (ami a poten-
cidlgodor mélységének a fele). Az egyazon édllapotot jellemzd, kiillonb6z6 Vy-hoz tartozd
értékek egy egyenesre esnek, és az abran pirossal szamozva lathatok. Ezek a gorbék
ugyanakkor elkezdddnek és végzodnek. Ennek az az oka, hogy amint elkezd mélyiil-
ni a potencialgodor, az alagutazas valoszintisége csokken, igy a szérasi allapotok koziil
néhany belép a kvazi-stacionarius rezsimbe, a kvazi-stacionariusakbol pedig kotottek lesz-
nek. Az 1-es dllapotot leszamitva (mely egyetlen pontot tartalmaz) egyenest illesztettem
az adatsorokra. Ennek eredménye lathat6 a [2.3] tdbldzatban. Természetesen a keresett
sajatértéket tobb adatsorbdl is eld tudjuk allitani, viszont itt segitségiil hivhatjuk azt a
tényt, hogy a potencidlgodor mélysége tipikusan 40 — 50 MeV, azaz Vj =~ 20 — 25 MeV.
Innen hamar kideriil, hogy ide esé eredményt a 4. adatsor szolgatat. Emlékeztetoiil:
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Sorszam a b
1 _ _
2 —1.4818 £ 0.00396 | 23.832 4 0.0499
3 —1.3893 £ 0.00676 | 30.852 £ 0.1084
4 —1.2746 + 0.01397 | 37.584 4+ 0.2824
5 —1.2016 £ 0.01719 | 45.282 + 0.4633
6 —1.0816 £ 0.02392 | 51.665 4+ 0.7718
7 —0.8824 £+ 0.03401 | 54.510 £ 1.2563

2.3. tablazat. A . abra bal oldalan lathaté energia-sajatértékekre illesztett egyenesek
illesztési paraméterei, és hibai. Az illesztés y = ax + b alaki, az adatsorok szdamozasa az
abran lathato.

a keresett bomlasenergia (), = 8.954 MeV. Az illesztési paraméterekbol visszaszamolva
Vo = 22.64 MeV-nak addédik. Ezt az értéket behelyettesitve mar ténylegesen kiszamolha-
to a QéiPo spektruma. Ez lathato a abra jobb oldalan. Hasonl6 szamoléas talalhaté
[33]-ban.

A skalazas tapasztalatainak megfeleléen két kvazi-stacionarius allapotot talaltunk (az
abran zold és magenta rombusz), melyek koziil a zold rombusszal jelolt értéket feleltetjiik
meg az alfa-klaszter allapotdnak. Az elsé E = 8.868 — i -8.320 - 107" MeV sajétenergi-
anal, a masodik pedig Eelis = 18.450 — i - 1.139 - 10~* MeV-nal talalhato.

Tekintve, hogy a *§iPo felezési ideje kb. 300ns, a kisérleti képzetes rész ' = 1.521 -
1071 MeV. Alkalmazva az I'*® = soI' képletet, ahol I' az atlagtér-modelliinkbél szamolt
képzetes rész kétszerese, meghatarozhat6 a Po-212-re jellemzd sg = 9.14 - 1077 érték.

Numerikus integralas tulajdonsagai

Ebben a szakaszban szeretném megvizsgalni a métrixok numerikus kiértékelésének
tulajdonsagait, és az integralasi paraméterek megvalasztasanak hatasat a kapott spektru-
mokra. Ehhez a fent ismertetett Po-212 problémat valasztottam a[2.2] tédblazat paramé-
terei szerint (kivéve a skalazés ald esé paramétereket). Célszeriinek tartottam vizsgalni,
hogy a kvazi-stacionarius allapot sajatenergidja valos és képzetes része hogyan alakul a
bézisfliggvények megvalasztasanak, az integralasi tartomany felosztasanak, és az integra-
lasi hataroknak a fliggvényében, utébbi kettot ellenoriztem egymaéstol fiiggetleniil, illetve
ugy is, hogy a kettd szorzatat allando értéken tartottam. Eredményeim a [2.6| abran
lathatok.

Az integralas Simpson-formuléaval tortént. Az dbrakrél egyértelmiien leolvashato, hogy
a numerikus médszertink a legtobb esetben konvergens eredményt ad. Azt taldljuk, hogy
ebben a paraméterszettben az integralasi tartomany végpontjat ry.x ~ 20 fm koril meg-
valasztva mar nem okozunk nagy hibat, bar a felosztas szamanak fixen tartasa mellett
(bal alsé abra) tapasztalunk egy oszcillacidt a képzetes részben.

A bazisfiiggvények szama esetén is azt tapasztaljuk, hogy ezt nem muszaj 30 f6lé emelni,
mert igen kis eltérések adédnak ekkor, ezzel nagyon sokat nyerhetiink a futdsidén (lévén,
hogy a bazisfiiggvények szamaval négyzetesen skalazodik). Erdekes viselkedést tapaszta-
lunk a felosztas szamanak fiiggvényében. Azt talaljuk, hogy a tul siri felosztas elkezdi
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Valés rész [MeV]

Valos rész [MeV]

Kvazi-stac. allapot energiaja

L1202 Kvazi-stac. allapot energidja

10°
N,=8- 108 0.00009
b=1.35fm ng%Sf 6=0.03 10-
o 107 s m
L=0:60m L =96 fm
a=0.61fm S oo a=0.61 fm 5
Vg = 22.65 MeV Q25 Vo =22.65 MeV ]
= 0 . =
rel0;40] fm = = ref0;30] fm [t
NS N
g N 0.00007 i g
w 4 wn
-
10~ 3y g
g2 8
T 000006
6=0.03 &> )
¥ o
0 10
00005
20 30 40 50 60 0 80 %0 b 01:' 10° w0 107
Bazisfiggvények szama [-] Pontok szama [-]
Kvazi-stac. allapot energiaja Kvazi-stac. allapot energiaja
W=30
b=1.35fm 9261 10-
L=9.6fm N=30
a=0.61 fm o b=1.35fm 102
Vo =22.65 MeV -; - L=9.6fm -;
N, =8-10° e 5 a=0.61fm sl
Z 0 Vo = 22.65 MeV TE
N = Ny = a3 - 10° N
w8 N o
B g -2
w @ »
0 = 0
6=0.03 107 E lo" 6=0.03 10 E
a 8 omss o
R )
1077 v 1077 8
100 e 10-
15 0 b3 30 k.3 40 45 L = pl 15 20 25 30 35 40 45 o
Integralasi tartomany végpontja [fm] Integralasi tartomany végpontja [fm]

2.6. abra. Az integralasi paraméterek hatasanak vizsgalata a kvazi-stacionarius allapot
valés és képzetes részére. Vizsgalt paraméterek: bazisfiggvények szamanak hatasa (bal
fels6 ébra), az integralasi tartomany felosztdsédnak siirtisége (jobb fels6 abra), az integ-
ralasi tartomany végpontja fix szamu felosztasi ponton (bal alsé dbra) és az integraldsi
tartomany végpontja fix stirtiségi felosztési ponton (jobb alsé dbra).

elrontani az eredményeket, itt az alkalmazott szamitogép képességei limitaljak a pontos-
sdgot. A képzetes részben 8 - 10° pont alkalmazdsa esetén tapasztalunk egy minimumot,
ez azt jelzi szamunkra, hogy ennél az értéknél elég jol megkozelitjiik az egzakt értéket
anélkiil, hogy a gépi pontossag kozbeszolna.
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3. fejezet

Izoton atommagok vizsgalata

3.1. A vizsgalt atommagok tulajdonsagai, a dolgozat
célkitilizése

,Prediction is very difficult,
especially if it’s about the future.”

N. Bohr

A magfizikai némenklataraban izoton atommagok alatt az azonos neutronszamu ma-

gokat értjik. Az azonos protonszamu magokat nevezzik izotopoknak, az azonos tomeg-
szamuakat pedig izobdaroknak.
A vizsgélt izotopok kivalasztasanak megértéséhez el6szor meg kell vizsgalnunk az altalunk
alkalmazott modell érvényességi tartoméanyat. Kordbban a [2.2] szakaszban bemutattam
az atommag fliggetlen részecske héjmodelljének alapjait. A héjmodell jol magyarazza a
magikus szamok létezését és ezek energiaszintjeit. Amikor viszont megkiséreliink egyéb
mérheté paramétereket kiszamitani a héjmodellt alkalmazva, hamar ellentmondasokba
iitkoziink a kisérleti eredményekkel torténo osszevetésben. Egyszerti megfontolasokbdl be-
lathaté, hogy az atommag teljes impulzusmomentuma, az in. magspin mozgasallando, fix
mérheté mennyiség [1]. Az atommag protonok és neutronok kotott rendszere, azaz teljes
impulzusmomentuma a komponensek impulzusmomentumainak az impulzusmomentum-
Osszeadasi szabdly szerint vett Osszege. Itt azonban figyelembe kell azt is venniink, hogy
a nukleonok feles spinti fermionok, azaz a spinbdl is szairmazik egy jarulék. Innen a mag
teljes I impulzusmomentuma:

L L., Az,
= j=

ahol jf és j? rendre az i-edik proton és j-edik neutron teljes impulzusmomentuma. Sze-
rencsére a magerot létrehozé kolesonhatas olyan, hogy az azonos nukleonokat zérd im-
pulzusmomentumu parokba rendezi. fgy a magspin csupan a proton- és neutronszam pa-
rossagatol fligg, azaz csak a péarositatlan nukleon okoz nemnulla impulzusmomentumot.
Paros-paros magok esetén a magspin 0, paros-paratlan esetben félegész, paratlan-paratlan
esetben pedig egész szam. Kidertl tovabba, hogy az atommag elektromos dipélmomen-
tuma zéro, azaz az atommag hullamfliggvénye paritas-sajatallapotban van.
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Nézziik meg, hogy a héjmodell milyen értékeket josol erre a két igen fontos mennyiségre.
Vegyiink egy izotopot, legyen ez a 1SF, mely a fluor egyetlen stabil izotopja, fogmosaskor
nap mint nap bevissziik a szervezetiinkbe. Ez egy paratlan-paros mag, 8+1 = 9 protonja
van. A 8 magikus szdm, azaz az els6 két nukleonhhéj (1s és 1p) betoltott, a 9. proton az
1d héj 5/2-es momentumu alhéjan iil, azaz a fluor magspinje 5/2, ezzel szemben mérések
alapjan 1/2. Tovabbi probléma adédik a paratlan-paros magok elektromos kvadrupdl-
momentumanak vizsgalatakor, melyre a mérések esetenként 30-szoros értéket adnak a
héjmodellbdl szamolthoz képest. A probléma feloldasa abban rejlik, hogy a héjmodell
az atommagot (és a magpotencidlt) gombszimmetrikusnak tételezi {61, azonban kideriil,
hogy a paratlan-paros magok forgasi ellipszoid-deformaciét szenvednek [34].

Lévén, hogy az altalunk alkalmazott (2.13) WOC-potencidl is gombszimmetrikus, igy
paratlan-paros magok is vizsgdlhatok). Tovabbi megkotést ad, hogy olyan magokat kell
keresniink, melyek egyrészt alfa-bomlék, mésrészt a felezési idejiik nem til nagy. A nagy
felezési id6 kis bomlasallandét jelent, azaz I értéke is igen kicsi lesz. Vegyiik pl. az %53U
magot! Ennek felezési ideje 11/, = 4.468 by, azaz a bomlaséllanddja A = log2/Ty/, ~
4.916 - 107181 /s. Az ehhez tartozé T érték I' = A\ = 3.236 - 1073 MeV, azaz az ehhez
tartozé komplex energia-sajatérték képzetes része S(E) = —T'/2 = —1.618 - 10739 MeV.
A modelliink kozelitései, ahova beleértjik példdaul az alfa-firtosodés (klaszterizacio), az-
az az alfa-klaszter magon beliili képzddése figyelembe vételének hianyat, és a numerikus
pontossag mértéke mellett ennek elérése lehetetlen. A néhany szdz nanoszekundum és
néhany milliszekundum kozotti felezési idejii izotépok vizsgalata ugyanakkor egy redlis
célnak tiinhet. A fenndllé szakirodalombdl [10]-t és [35]-t vizsgdlva észrevehetd, hogy a
128-as, 130-as és 132-es izotén sorban vannak megfelel6 tulajdonsagti atommagok. Fzek
idevagd adatait tartalmazza a 3.1} dbra és C.1. tédbldzat.

A . abra alsé részén lathatd, hogy az alfa-energidk a Coulomb-tag (kozelitéleg)
linearis fliggvényei. Emellett a felsé abran lathato, hogy a felezési idék alapjan is harom
viszonylag jol elkiilonitheté csoportba oszthatok. Korabban bevezettiik a kisérleti- és az
atlagtér-modellbdl szamolt I'-paraméterek kozti kapesolatot: I = s, - I'. Varakozasink
szerint az izoton csoportokon beliil sg értéke valamilyen jol detektalhatd szabalyszertisé-
get kovet (legjobb esetben konstans), azaz a kapott képzetes részek ardnya megegyezo a
kisérleti képzetes részek (vagy ekvivalens médon a felezési idok) ardnyédval.

Itt elérkeztiink a dolgozat f6 célkitiizésének ismertetéséhez: Célunk, hogy az
eddigiekben bemutatott elméleti és numerikus modszereket felhasznalva igazoljuk az
energia-sajatértékek képzetes része és a felezési idék alakulasa kozotti kapcsolatot. Ez

« sz

sikeressége esetén a modszer felhasznalhaté eddig ismeretlen felezési idok becslésére.

Még egy tovabbi probléma var kezelésre a szamitasok megkezdése el6tt, nevezetesen a
magsugar meghatarozasanak probléméaja. A numerikus modszer probai soran kideriil,
hogy az energia-sajatértékek igen érzékenyek az rg paraméter megvalasztasara. Az atom-
mag sugara alatt tobbféle fogalmat értiink. Beszélhetiink egyrészt toltéssugarrol, mely
a protonok altal betoltott tértartomanyt jellemzi. Ez kis tomegszamok esetén nagyjabol
megegyezik a maganyag sugaraval. Nagy tomegszamokra viszont neutrontobblet alakul
ki a magban, és a két érték eltavolodik egymastol. ry értéke sajnos bomlasi csatornan-
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A vizsgalt izotén sorok tulajdonsagai
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3.1. dbra. A vizsgélt izoton sorok tagjainak felezési ideje a neutronszam fiiggvényében
(fels6 &bra) és alfa-energidi a Coulomb-egyiitthaté (Z%/A) fiiggvényében (alsé dbra).

ként eltérhet még egy adott mag esetén is. [35]-ben a szerz6k nagy szami atommagra
kiszamitottak ezeket az értékeket. A fejezet tovabbi szakaszaban két szamitassorozatot
ismertetek, az elsét konstans rg = 1.3118fm esetén, a mésodikat pedig C.1. tablazat
paraméterei alapjan. A modszer hasonlé, mint a korabban ismertetett: V skalazasa-
val megvizsgalom a megjelend kvazi-stacionarius allapotok energiait, és a valds részt az
alfa-energidhoz illesztem (szintén C.1. téblazatban feltiintetve), ezt felhasznédlva meg-
vizsgdlom a képzetes részeket és Osszevetem Oket. A skalazas numerikus eredményei a
kétféle magsugar-definiciora C. mellékeltben lathatok. A futdsok itt a WC-részére
futottak, ugyanis amennyiben az oszcillator-tagot is hozzavessziik, ugy a potencidldomb
magassaga is Vp-fiiggéd lenne, ezt pedig ebben a kozelitésben szeretnénk elkeriilni. Az
oszcillator-potencial figyelembe vétele tovabbi megfontolasokat igényel, és egy késobbi
munka targya.

Megvizsgalva a fent jelzett mellékletben szereplé abrakat és tdblazatokat (melyek nagy-
jabdl 100 éra futdsidé eredményeit tartalmazzék) egyértelmi eltérés lathaté a konstans
ro esetén, és az izotéponként valtozo rp-ra szamolt eredmények kozott. Fz taldn a gor-
bék jellegében nem szembetling, de szamértékeikben mar anndl inkabb. A valds részek
mindkét mddszer esetén jol egyeznek, de a képzetes részekre nagysagrendi eltérések ta-
pasztalhatok, mégpedig oly mdédon, hogy a valtoztatott ro-kon torténd futtatds kb. 3
nagysagrenddel magasabb képzetes részeket ad. Ennek f6 oka az a és b paraméterek
skalazasa utan értheté6 meg. A feltételezésiink az, hogy ezek a paraméterek egy izotén
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csoporton belil allanddak. A varakozasunk alapja, hogy egy izoton-csoporton beliil csak
a protonok szama valtozik, a magstrukturabdl eredé mennyiségek, példaul a flirtosodés
nem. Ebbol kévetkezoen a protonok szaméanak valtozasa altal az izoton csoportokban az
élettartamok valtozasat meghatarozo tényezé a Coulomb-gat valtozasa lesz, amit a Vj-lal
is hangolhatunk a fixen tartdsa mellett (ne feledjiik, hogy az a diffuzitas a Fermi-fiiggvény
levagdsanak gyorsasigit adja meg, azaz azt, hogy a maganyag hatara mennyire ,éles”).
b csupan egy skalazd paraméter a sajatfliggvényekben, melynek a numerikus kozelités
josagara van hatdsa. A két paraméter hatasat minden izotén csoport legkisebb rendsza-
mu tagjara elemeztem. Ennek eredménye lathatd C.2., C.3., C.8., C.9., C.15. és C.16.
abrakon. Itt az lathato, hogy a valds részekre az a és b paramétereknek nincs igazi ha-
tasa (ahogyan ez el is varhatd): a kapott valds értékekre egyenes illeszthets, melynek
paraméterei az abrakon lathatok. Az a paraméter tipikus értékei 0.6 — 0.7 fm kérnyékén
mozognak, ilyen kis valtoztatas mellett ez nem ad igazi eltérést a sajatenergiak valds
részében. A b esetén pedig lényegében semmi hatdst nem tapasztalunk (az illesztési pa-
raméterek jé kozelitéssel 0 meredekséget adnak). A képzetes részeknél mar més a helyzet.
Itt azt tapasztaljuk, hogy valtozd ro-k esetén ezek a paraméterek monoton fliggvényei,
mig konstans rg-ra azt latjuk, hogy a gorbék nagy részénél megjelenik lokalis minimum-
hely (ez azért j6, mert minél jobban szeretnénk megkozeliteni a kisérleti értéket, tehat
minél kisebb képzetes energiat szeretnénk az adott potencidlstruktira esetén eléallitani).
Ebbdl azt a kévetkeztetést tudjuk levonni, hogy a valtoztatott ro-kra a paramétereinket
egy mas tartomanyban kell megvalasztanunk, hogy konzisztens eredményeket kapjunk.
Tovabbi érv a konstans ro-k hasznalata mellett, hogy a modelliink semmilyen mélyebb
megfontolast nem tartalmaz rg értékére, ez csupan egy paraméter, melyet ugyan kisérleti
megfontoldsok alapjdn, de ,kézzel” helyeziink el a modelliinkben. Igy a modell konzisz-
tencidja megkivanja ennek dllandé értéken tartasat (s igy lényegében ez csak a Vj-tél
figg). Igy a tovabbiakban kézolt eredmények konstans 7y = 1.3118 fm esetére vonatkoz-
nak. A V-t skdlazd abrakon a valds részek egyenesekre illenek egy adott sajatallapot
sajatenergiaja esetén Vj fiiggvényében. Az adatsorokra egyeneseket illesztettem mindkét
sugar-megkozelités esetén, melynek paraméterei az abrak alatti tablazatokban lathatok.
Az illesztésekbol kiszamolhat6, hogy milyen Vj esetén kapjuk meg a mérési adatbdl szar-
maz6 (), bomlési energiat. Ahogy az abran lathato, ezt tobb sajatérték is elééllitja a
szamunkra, ugyanakkor itt kihasznalhatjuk, hogy Vy ~ 25 MeV, azaz az ehhez legkoze-
lebb es6 Vp-t kell valasztanunk. A kapott Vi-k az illesztés hibéit figyelembe véve a [3.1]
tablazatban lathatok.

A tablazatban latszik, hogy a 1 paramétereket relative j6 kozelitéssel megtalaltuk.
Ezt kovetoen a képzetes részeket abrazoltam. A kapott 1V} értéket koriilvevd két szamitasi
pont kozé egyenest illesztettem, és ehhez meghataroztam a @4 alapjan szamolt V; érték-
hez tartozé képzetes részt, ezek szintén lathatok a [3.1] tablazatban. Az dbrazolhatdség
kedvéért a képzetes részek konstans ry esetén meV = 107 MeV mértékegységben, valtozo
ro esetén pedig eV = 1079 MeV mértékegységben keriiltek felvezetésre. Lathatd, hogy
konstans ry esetén a relativ hibak lényegesen kisebbek, mint valtozo6 ry esetén, ez tovabb-
ra is azt jelzi szamunkra, hogy a konstans értékeket kell alkalmaznunk. Innen mar nem
marad mas feladatunk, mint a kiszamolt képzetes részeket abrazoljuk a kisérleti bomlas-
allandok (illetve jelen esetben a felezési idék reciprokanak) fiiggvényében. Ez konstans
ro-ra af3.2 abrdn lathato.
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Sor | Izotép Vo MeV] | S(E) [meV] Vo [MeV] S(E) [eV]
- Konstans rg Valtozo6 rg
1 | %Po [ 25.534+0.504 | 29.174+0.711 | 23.04 +0.579 [ 21.84 +8.710
1 | *%Rn [ 25.27£0.561 | 56.88 422.923 | 22.37 £ 0.649 | 20.80 + 18.079
1 | %9Ra | 24.96 +0.444 | 141.59 +7.423 | 21.71 +£0.692 | 21.77 4 10.943
1 | %5Th | 24.65 £ 0.468 | 162.53 & 56.145 | 21.29 +0.618 | 16.96 +6.176
2 | *4Po | 26.104+0.589 | 46.40 £4.204 | 23.01 £0.680 | 13.22 & 5.947
2 | %%Rn | 25.77 4 0.545 | 116.10 + 18.584 | 21.81 £ 0.654 | 13.24 £ 7.760
2 | “wRa | 25444 0.483 | 192.07 +20.515 | 21.51 £0.575 | 11.81 + 4.867
2 | %0Th | 25.06 4 0.534 | 263.64 +20.906 | 25.02 + 0.653 | 23.94 + 51.045
2 | 72U |24.6240.501 | 274.58 +47.189 | 21.92 £ 0.605 | 12.10 + 6.045
3 | &Rn | 26.21+0.529 | 183.70 £9.908 | 22.46 +£0.674 | 5.57 £ 8.002
3 | *%Ra | 25.89 +0.500 | 246.73 £10.274 | 22.38 £ 0.635 | 5.29 + 6.268
3 | %oTh | 25.4440.553 | 303.24 £7.203 | 21.82 +0.535 | 6.85 + 3.485
3 | %U |25.0140.486 | 339.99 £0.066 | 21.59 +0.497 | 6.56 + 2.654

3.1. tablazat. Vj paraméter skalazasabol adodé értékek és az illesztésekbdl szamolt képze-
tes sajatenergidk a kiilonboz6 izoténokra a kétféle sugarkonvenciéban. A hiba statisztikus
jellegii, és Gauss-féle hibaterjedésbdl szarmaztatott.

3. izotdn csoport

1. izoton csoport 2. izotén csoport
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3.2. abra. A skalazasbol szamolt képzetes részekre illesztett egyenesek a felezési idok
reciprokainak fiiggvényében a harom izotén csoportra.

Az abran az lathaté, hogy az elsé izotén csoport esetén az értékek jol illeszkednek egy
egyenesre, azaz az illesztés igen kis hibaval végrehajthato. Ez azt jelenti, hogy ebben az
esetben a paramétereket sikertilt egy megfelel¢ értéktartomanyban beloni, ahol a kapott
képzetes részek aranya jol kozeliti a kisérleti aranyokat. Ez a masik két csoport esetén
nem mondhaté el, de ne feledjiik, hogy itt ugyanazt az a és b értéket alkalmaztuk, ezek
pontositasat a kovetkezo szakasz tartalmazza. A hibasavokat a képzetes részekre torténo
illesztés hibajabdl hataroztam meg, igy a képzetes részeket leiré gorbe meredeksége fogja
a hiba mértékét befolyasolni.
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3.1.1. Szamolasok U-220 esetén

Az elso izoton csoportban, amely esetén igen jo illeszkedést tapasztaltunk, ,taldlunk”
még egy izotépot, ez az “59U, mely egy egyeldre fel nem fedezett izotép [I0]. A kordbban
bemutatott modszerrel azonban becslés adhat6 a felezési idejére!

Ehhez elséként ki kell szdmolnunk a bomlési energiat. Ebben a [3.1] &bra nyujt segitsé-
get, itt ugyanis azt lattuk, hogy az alfa-energidk egy egyenesre illenek. Ennek meredek-
ségének ismeretében megbecsiilheté az ismeretlen izotén bomldsi energidja. Kiszamolva
@y = 10.14 £ 0.437 MeV-nak adédik. Ezek utan hasonld skalazast kell végrehajtanunk a
Vo paraméterben, mint a korabbi esetekben. Mivel lattuk, hogy az ry konstans értéken
tartasa ad jobb eredményeket, igy ebben az esetben csak ezt a szamolast végeztem el.
Ennek eredménye lathato C.20. dbran. A megfelel6 Q) érték az abran a 4. sajatértékre
torténo illesztésbol kapahaté meg, melynek paraméterei C.15. tablazatban lathatok. Eb-
bol kiszamolhatd V értéke, mely Vi = 24.354 4+ 0.649 MeV-nak adédik. A képzetes rész
a kordbban ismertetett médszerrel maghatarozhatd (két pont kozé egyenest illesztve),
ebbdl szarmazdan az U-220-ra szdmolt képzetes részre S(E) = (2.116 4+ 0.478)-10~7 MeV
értéket kapunk.

Ezt kovetben a [3.2] abra adatait kell felhasznalnunk, nevezetesen az illesztett egyenes
paramétereit, hogy az uran-220-ra kapott képzetes részbol vissza tudjuk szamolni a fele-
zési idejét (az illesztési paraméterek az abran lathatdk). Mindezek alapjan az “59U-ra a
modelliink alapjan becsiilt felezési idd T’/ = 136 & 20 ns.

3.2. Spektrumok djraszamolasa

,Not only is the Universe stranger
than we think, it is stranger than we
can think.”

Heisenberg

Most, hogy az el6z6 fejezetben elvégeztiik a paraméterek becslését elérkeztiink oda,

hogy a meghatarozott paraméterekkel tijjraszamoljuk a spektrumokat, és pontosabb becs-
lést tudjunk mondani a képzetes részekre, ezaltal a felezési idokkel vald Osszevetést na-
gyobb pontossaggal megtegyiik. Erre azért van lehetoségiink, mert a korabbi szamitasok-
ban nagy pontatlansagi faktort jelentett a valos és képzetes részeken torténd illesztésekbol
adddo hiba, ez viszont a paraméterek pontos értékének megadasaval csokkentheto.
A szdmoldsokat a korabbiakhoz hasonléan (2.13)-ban definidlt potencidl WC-részére haj-
tottuk végre kizardlag a konstans rp = 1.3118fm értéket alkalmazva. A szamolasi
paraméterek a [3.2] tdblazatban lathatok. Ezt kovetOen a fenti tablazat paraméterei-
vel kiszamitottam a WC-potencidlra a komplex skaldzott Hamilton-operator spektruméat
0 = 0.03-as skalazasi szog esetén. Az integralashoz tovabbra is a trapézformulat hasznal-
tam 7 € [0;45] fm integrdldsi tartoméanyra, 8 - 10% osztépont mellett 30 béazisfiiggvényre.
A kapott spektrumok, és a kg elforduldsi paraméterek lathatok a 3 izotén csoport esetén
rendre a D.1., D.2. és D.3. abrékon.

A kapott spektrumokbdl leolvashaté az alfa-dllapotnak megfeleltetett sajatatllapot energia-
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Sor | Név | a [fm] | b [fm] | Vi [MeV] | R(E) [MeV] | S(E) [meV]
1 | %3Po | 0.6637 | 1.31 | 25.688 8.954 -86.456
1 | %Rn | 06637 | 1.31 | 25.440 9.208 -58.076
1 | %%Ra | 0.6637 | 1.31 | 25.151 9.526 -36.766
1 | %5Th | 0.6637 | 1.31 | 24.860 9.849 -18.422
1 | %9U 06637 | 1.31 | 24.590 10.143 -1.563
2 | %3Po | 0.6800 | 1.31 | 26.247 7.834 -32.184
2 | %0Rn | 0.6800 | 1.31 | 25.928 8.197 -19.661
2 | %3Ra | 0.6800 | 1.31 | 25.624 8.540 -7.335
2 | %9Th | 0.6800 | 1.31 | 25.264 8.973 -1.200
2 | %2U |0.6800 | 1.31 | 24.857 9.480 -3.319
3 | %gRn | 0.7000 | 1.31 | 26.375 7.263 -8.086
3 | *3Ra | 0.7000 | 1.31 | 26.082 7.592 -0.579
3 | %oTh | 0.7000 | 1.31 | 25.657 8.127 -0.866
3 | %U [0.7000 | 1.31 | 25.257 8.627 -3.914

3.2. tablazat. Az wjraszamolt spektrumokbdl kapott alfa-bomlasnak megfelel6 kvazi-
stacionarius energidk valos és képzetes részei, valamint a futasi paraméterek a kiillonb6zo
izotonokra.

sajatértékének képzetes része. Ezek alapjan elvégeztem a korabban ismertetett illesztést
a felezési id6k reciprokaira. Ez a[3.3] dbran lathato.

2. izotén csoport 3. izotén csoport

e 220Th 220,
e ® sRa o aopy
22U 4 3

1. izotén csoport

220
92 u

2°Th

3(E) [meV]
J(E) [meV]
J(E) [meV]

214
gi'Po

®212Po i é
8 — (108.29 £ 63.626) - x + (~20.92 * 6.788) illesztés

--=- (301.49 £ 114.805) - x + (~27.53 + 6.191) illesztés

—— (19.75 £4.496) - x + (—145.33 £22.407) illesztés

uuuuuuuuuuuuuuu

T T 7 T T
YTy [1us] 1Ty [Lus] YTy [1us]

3.3. abra. Az tjraszamolt spektrumokbol kapott alfa-energiak képzetes részire illesztett
egyenesek a felezési idok reciprokainak fliggvényében a harom izotén csoportra.

A statisztikai hiba ebben az esetben elhanyagolhaté, ugyanis a [3.2] tdblazatban a
valés részeket Osszevetve C.1. tablazatban szereplo alfa-energidkkal lathatd, hogy igen
pontosan megtaldltuk ket (a legtobb esetben 4 értékes jegy az egyezés), azaz feltételezve,
hogy a képzetes részek relativ eltérése is ebbe a nagysagrendbe esik konnyen beldthato,
hogy ebbdl nem szarmazik szignifikans hibaforras. A fennmarado eltérés a szisztematikus
hiba, mely érkezhet egyrészt a kozelitések pontatlansdgabdl (ez hozzavetdlegesen a .
abra alapjan lenne becsiilhetd), illetve természetesen az elmélet kozelitéseinek hibaibdl.
A szisztematikus hiba becslése egy soron kévetkezé munka részét képezi.

Az abrakrol azt olvashatjuk le, hogy az ujrafuttatds utan az egyenesekre illeszkedés nem
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olyan jé, mint amit a kordbbi illesztésekbdl kaptunk. A 2. izotén sor esetén (kozépsé ab-
ra) az U-222-es izotép 1t el szignifikdnsan az egyenestél. Az illesztés a masik 4 tagra kb.
40%-os hibaval végezhet6 el. A 3. sornal (ahogy a kordbbi esetben is lattuk) az egyenesre
illeszkedés nem teljesiil. A nagyfoku eltérésnek oka lehet természetesen az elméleti mo-
dell hidnyossaga (itt ne feledjik pl. azt, hogy ezek a szamitasok csak a WC-potencidlra
késziiltek), vagy a numerikus kozelités pontatlansiga (pl. kevés bazisfiiggvény alkalma-
zasa).

Az els6 csoport esetén az illesztés nagyjabdl 25%-os hibédval elvégezhetd, azaz a tendencia
tisztan lathat6. Ebben az esetben is ki lehet szdmolni az *39U-ra becsiilt felezési id6t. Itt
a statisztikai hiba a képzetes részekre torténo egyenes illesztésébol jon. Ezek alapjan a fe-
lezési id6: Ty, = 137438 ns, mely szinte tokéletesen egyezik a kordbban szamolt értékkel.

Végiil eljutottunk oda, hogy felirjuk a dolgozatban bemutatott eljaras szisztematikus
formajat:

Numerikus médszer ismeretlen alfa-bomlé (paros-paros) atommagok felezési
idejének becslésére:

1. Megkeressiik az ismeretlen felezési idejli atommag izoton soranak elemeit, és ebbdl
kivalasztjuk a paros-paros alfa-bomlé magokat.

2. A WC- (vagy WOC-) potencial V, paraméterét skalazva hozzavetdlegesen megke-
ressiik a kiilonb6z6 magokhoz tartozo értékeket.

3. Az izotén sor legnagyobb tomegszamu tagjat vizsgalva meghatarozzuk a potencial
a és a bazisfiiggvény-rendszer b paraméterét, és ezeket az izotén soron beliil allandé
értéken tartjuk. A paraméterek kivalasztasanal az a f6 szempont, hogy a képzetes
részek negativak legyenek, és abszolut értékben minél kisebbek.

4. A korabban hozzavetélegesen meghatarozott 1V, paraméterek kornyékén nagyobb
felbontasu skalazast végrehajtva megkeressiik azon Vy-kat, melyek esetén a kvazi-
stacionarius allapotok energiajanak valds része minél jobban megkozeliti a kisérleti
alfa-energiat.

5. Ezt kovetoen ezekkel a paraméterekkel kiszamoljuk a komplex-skalazott spektrumo-
kat, és a kvazi-stacionarius alfa-allapothoz tartozé energia képzetes részét abrazol-
juk a bomlasallandé (vagy valamilyen ezzel linedris 0sszefiiggésben 1é6v6 mennyiség)
fliggvényében.

6. Az adatsorra egyenest illesztiink, és az ismeretlen mag esetén kapott képzetes részre
extrapolalunk. Innen meghatarozhato ennek felezési ideje.
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4. fejezet

Osszefoglalas, kitekintés

»2Akérhogyan lesz, immar kész a
leltar.
Eltem - és ebbe mas is belehalt mér.”

Jozsef Attila

Jelen szakaszban szeretném Osszefoglalni a dolgozatban bemutatott munkat. A dol-

gozat a radioaktiv alfa-bomlas folyamataban kialakul6 alfa-klaszter kvazi-stacionarius
allapotanak konzisztens kvantummechanikai leirasaval foglalkozott. Az alfa-bomlas egy
klasszikusan tiltott spontan magatalakulas, mely kvantummechanikai alagiteffektus al-
tal mehet végbe. Igen hamar kideriil azonban, hogy a Schrodinger-egyenletet megoldva
a bomlés egy igen egyszeri modelljére (Id. . szakasz) a megoldasok valés sajatener-
gia esetén nem lesznek illeszthetdk, igy komplex energia-sajatértékre lesz sziikségiink. A
komplex energia-sajatértékek képzetes részét a véges élettartamnak feleltetjiitk meg. Ha a
komplex energia-sajatértéket E = E, — i['/2 alakban definidljuk, akkor teljestl a I' = A\
osszefliggés, ahol A az alfa-klaszter élettartaméanak reciproka.
Koénnyen juthatunk arra a kovetkeztetésre, hogy a megoldés tisztan kimend hatarfelté-
telre torténo illesztése magaval vonja a Hamilton-operator nem-hermitikussagat. Innen
azt ismerhetjiik fel, hogy az alfa-bomlas targyalasa a nem-hermitikus kvantummechanika
keretei kozott célravezeto. Kideriil azonban, hogy a megoldasok aszimptotikusan diver-
gensek lesznek.

A nem-hermitikus alfa-bomlé rendszert leiré Hamilton-operator nem-hermitikussaga nem
szembeting, hiszen ezen tulajdonsaga csupan a megoldasok illesztésébdl szarmazik, ezért
valamilyen specialis transzformacié segitségével a nem-hermitikussagot expliciten ,latha-
tova” kell tenniink. Ebben a dolgozatban erre a komplex skdldzdst hasznaltuk (1d. [1.2.1]
szakasz). A megolddsok divergencidjanak kezelésére az tjradefinidlt skalarszorzatot, az
irodalomban c-szorzatnak nevezett miiveletet alkalmaztuk (1d. [1.2.2] szakasz). A dolgo-
zatban bemutattam a komplex skalazas legfontosabb matematikai tulajdonsagait, melyek

az ([1.2.5) ABC tételben stirithetok.

Ezt kovetOen a [2] fejezetben bemutattam az alkalmazott szamitdsi mddszereinket, és a
komplex skalazas hatasat elemeztem a . szakaszban a (12.5)) Hamilton-operdtor spekt-
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rumat kozelitve. Ennek vizsgdlata sordn bemutattam az ABC-tétel teljesiilését: a kotott
allapotok nem transzformaldédnak a komplex skédlazéas alatt, mig a szorasi allapotok a —26
meredekségli egyenesen vesznek fel poziciot a komplex energia-sikon. A kvazi-stacionarius
allapotok energiajanak valds része pozitiv, képzetes résziiket pedig megfeleltethetjiik az al-
lapot élettartamanak. A k = 2 paraméterszettre sikeriilt taldlnunk egy kvazi-stacionarius
allapotot, melynek energidja E5° = 2.393 — i - 1.177 - 10~* MeV-nak adédott. Lathattuk,
hogy a kotott allapotok igen kis mértékben skalazodnak, viszont a szorasi allapotok ese-
tén talaltunk olyan sajatértékeket, melyek nem illeszkedtek a —26 egyenesre, ezek arra
engednek kovetkeztetni, hogy a kozelitésiink pontossagan még lehetne javitani.

A szakaszban bemutattam a fiiggetlen részecske héjmodellen alapuld WOC-
potencialt, melyet késobb széles korben alkalmaztunk szamitésink soran. Vizsgalat tar-
gyat képezte a Q&ﬁPo izotop, melynek kiszamitottam a komplex skalazott spektrumat a
WOC-potencidllal. Ehhez numerikus integrélast alkalmaztam, melynek vizsgaltam tulaj-
donsagait, és megmutattam, hogy a kozelitéseink kelloen konvergensek. Belathattuk azt,
hogy a mddszeriink nem alkalmas a kisérleti I'® eldéllitasara, ennek oka, hogy csupan az
alfa-klaszter kvazi-kotott allapotanak jellemzéit tudja meghatarozni, nem a teljes, mag-
szerkezeti sajatossagokat is tartalmazo bomlasi folyamatot, mint pl. az alfa-flirtosodést,
ugyanakkor érvényes a I’ = s 6sszefiiggés, ahol I' az énkonzisztens modelliinkbdl
szamolt érték. A Po-212 esetén sy = 9.14 - 10~ "-nek adédott. A varakozasunk, hogy
sg egy adott izoton csoporton beliil nem valtozik, azaz ha abrazoljuk az izoton csoport
kiilonbo6z6 tagjaira a kapott képzetes részeket a bomlasallando6 fiiggvényében, akkor egy
egyenesre esnek.

A fenti allitas ellendrzésére a3 fejezetben vettem az N = 128, N = 130 és N = 132 izot6-
nok néhany alfa-boml6 paros-paros atommagjat (1d. C.1. tablazat), és az 6 esetiikben is
megkiséreltem a komplex skalazott spektrum kiszamitasat. Ehhez el6szor széleskorti becs-
lést végeztem a WC-potencidl paramétereire (nevezetesen a Vy mélységre, az a diffuzitdsra
és a b oszcillator-paraméterre). Ennek eredményei lathatok a C. mellékletben. A kvazi-
stacionarius energidk valds részére torténd illesztésbol a kisérleti alfa-energia ismeretében
meghataroztam Vj-t, majd a képzetes részekbol megadtam a bomléd rendszert jellemzo
[’ értéket. Ezeket a kiilonbozo izotonokra dbrazoltam a bomlasallandok fiiggvényében.
Azt taldltam, hogy az N = 128-as csoport tagjai jol illeszkednek egy egyenesre, mig a
masik két esetben az egyezés nem volt olyan j6. A szamolasok soran két sugar-definiciot
is alkalmaztam, az egyik a szakirodalom alapjan meghatarozott ro-k hasznalatat, a masik
pedig konstans ry = 1.3118 fm hasznalatat jelenti, és belattam, hogy a pontossag jelen
fokan az utébbi definici6 kifizetdds. A szamolasok alapjan megbecsiiltem az 39U eddig
ismeretlen izotop felezési idejét, melyre 17,5 = 136 &= 20 ns adddott.

Ezt kovetoen a (3.2l szakaszban tjraszamoltam az illesztett paraméterek alapjan a spekt-
rumokat. Az a és Vj értékeket igy hangoltam, hogy a kvazi-stacionarius allapotok ener-
gidinak valés részei 4 értékes jegyre megkozelitsék a kisérleti alfa-energidkat. Ebben az
esetben is abrazoltam a képzetes részeket a felezési id6 reciproka fiiggvényében. Ekkor
kevésbé jo egyezést tapasztaltam, de az 1. és 2. csoport esetén itt is felfedezheto volt
egy szisztematikussdg. Ebben az esetben is kiszamoltam az 2SgU felezési idejét, melyre

Ty/5 = 137 &£ 38 ns adddott, ami nagyon jo egyezést mutat az el6z6 modszerbdl kapott
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értékkel.

Osszefoglalva elmondhatd, hogy a bemutatott médszer alapjan jésolt értékekben felfedez-
hetok Osszefiiggések a kisérleti adatokkal, viszont a reprodukcié a paraméterek nagyon
pontos hangolasat igényli. A megkozelités validacidjaban nagy segitség lenne, ha az *55U
esetén eldallndnak kisérleti adatok.

Szamitasaink kiterjeszthetok paratlan-paros magokra is, amennyiben figyelembe vessziik
A modszeriink elénye, hogy a potencialba tjabb tagokat befoglalva egyéb kolecsonhatasok,
pl. 1ézertérrel valo kolesonhatas is vizsgalhato, igy kimutathato a lézertér felezési idore
gyakorolt esetleges hatasa, melynek hosszt tavon igen kedvez6 befolyasa lehet a nuklearis
hulladékok kezelésére.
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Koszonetnyilvanitas

»,Be van fejezve a nagy mi, igen.
A gép forog, az alkot6é (nem) pihen.”

Maddch Imre, a szerzd zdrojeles
megjeqyzésével

Mindenekel6tt szeretném megkoszonni témavezetéimnek, Dr. Kis Déaniel Péternek
és Szilvasi Rékanak (azaz a ,BME Magfizikai Kutatdcsoport” tagjainak) azt a rengeteg
tamogatast és segitséget, amit szlikebb értelemben a dolgozat elkészitésében, tagabb érte-
lemben pedig a magfizika leny(igozo6 vilaganak megismerésében adtak szamomra! Halaval
tartozom, hogy egy ilyen kicsi, de remek csapat tagja lehetek!

Szeretném megkoszonni a JNEA-nak, hogy anyagi tdmogatdst nytujtanak tanulmanya-
imhoz, beleértve ennek a dolgozatnak elkésziltét is!

Halaval tartozom csaladomnak azért, hogy tamogattak és tamogatnak a természettu-
doményos palyamon! Kiilon szeretném megkoszonni igaz barataimnak, és harcostarsaim-
nak, a WJSz, és ezen beliil kiilonosen a Filozéfiaszeminarium tagjainak, hogy egy olyan
szellemi és barati kozosséget alkothatunk, amelyben mindannyian épithetjiik egymast!

S.D.G.
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