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1. A dolgozatban talalhaté eredményekrél

A dolgozatban talalhaté minden bizonyitas 6néall6 munka. Ennek ellenére
egyes eredmények mar ismertek (folklor, vagy idézheté munkéban taldlhato-
ak).

Az 1j eredményeknél elGfordul, hogy a szakirodalomban mar ismert alta-
lanosabb eredmény, de az itt szerepld speciélis esetek ettdl fiiggetlen, 6nallo
munkak.

Az el6bbieknek megfelel6 mindsitéseket minden tételnél jelezziik.

2. Motivacio
Az additiv Cauchy féle fliggvényegyenlet
flet+y)=f@)+fly), zyeR

"szép" megoldasai az
fR—R, flx)=cx, ze€R

alaku fliggvények, ahol ¢ tetsz6leges valos konstans. Geometriai szemmel ezek
pontosan az origdon atmend egyenesek. Az is lathato, hogy a "szép" megoldé-
sok egy-egyértelmii (bijektiv) leképezései a valos szamegyenesnek 6nmagara,
ha a valasztott ¢ konstans kiilénbozik nullatol.

Am vannak olyan bijektiv megoldasai is a fenti egyenletnek (amik szintén
"atmennek" az origon), amelyek nem cz alaktiak. Ezeket "cstnya" (origon
atmend) egyeneseknek hivjuk. Ezeket a fiiggvényeket geometriai szemmel
méar nem olyan egyszert leirni, mint a "szép" megoldasokat. Nem "egyenes-
szertiek" geometriai értelemben. Példaul a sik tetszéleges pontjahoz tetszd-
legesen kozel van az ilyen fiiggvényeknek grafpontja [BM22]. Azaz, minden
(u,v) € R X R és ¢ > 0 esetén létezik olyan = € R, hogy

VE—uP+ (o= f@) <.

A dolgozat célja a nem cx alaku, bijektiv megoldasok felfedezése, a "csu-
nya" egyenesek felirasa Hamel bazisok segitségével és ezek tulajdonsidgainak
vizsgalata.

3. Bevezetés

Ebben a részben Osszefoglaljuk az additiv Cauchy egyenlettel kapcsolatos
alapvets tudnivalokat. Ezek az eredmények megtalalhatoak példaul a [BM22]
cikkben vagy pedig a [Kuc85| kényvben.
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Az f: R — R fiiggvény linearis, ha additiv és homogén, azaz teljesiti az

flx+y)=f@)+ fly) z,y€eR,

ft-x)=t- f(zx) t,x e R.

egyenleteket. Az ilyen fiiggvényeket (origon atmend) "szép" egyeneseknek
nevezziik.

1. Tétel (Folklor). Az f: R — R fiiggvény pontosan akkor linedris, ha létezik
c € R dgy, hogy f(x) = cx minden x € R esetén.

Bizonyitds. Legyen = € R tetszbleges. Mivel f homogén, ezért

Amelybdl ¢ := f(1) valasztassal adodik az allitas. O

Az f: R — R bijektiv, additiv, racionalisan homogén fiiggvényeket (ori-
gon atmend) "csunya" egyeneseknek nevezziik. Ezen fiiggvények tulajdonsa-
ga, hogy teljesitik az alabbi fliggvényegyenleteket:

flx+y)=f@)+ fly) =yeR,
fer-z)=r-f(z) r€Q, =zecR
2. Tétel (Folklor). Ha egy figguény additiv, akkor raciondlisan homogén is.
Bizonyitds. Vegylik a fiiggvényilink helyettesitési értékét az x = 0 pontban.
f(0) = f(0+0) = f(0) + £(0) = 2/(0)
Ezen egyenl6ség csak akkor all fenn, ha f(0) = 0. Tovabba:
f0) = flz —2) = f(z) + f(-=),

—f(z) = f(==). (2.1)

Tehéat f paratlan fliggvény.
Ezek utan ha z = y, akkor:

flx+y) = f(x)+ f(y),
f(2r) =2f(x).



[Bizonyitsuk be teljes indukciéval, hogy f(mz) = mf(x) valamilyen
m € N-re. Nézziik meg, hogy 6roklédik-e ez a tulajdonsag (m + 1)z-re:

f((m+1D)z) = f(mz) + f(z),
f((m +1)x) = mf(x) + f(x) = (m+ 1) f(x).

Vagyis ha egy fiiggvény additiv, akkor homogén a természetes szamok
halmazan. Ebbdl kévetkezik, hogy:

/() o (3

Valamilyen m,n € N-re. Tovabbéa:

onf (ho) =2 )

n

Vagyis akkor a pozitiv racionalis szamok halmazan is homogén. Végezetiil a
egyenlet segitségével:

m m m
f(2) = Zf(-2) = == f)
Ahogy az bizonyitandé volt. O

A tovabbiakban az ilyen fiiggvények tulajdonsigairél fogunk megallapi-
tasokat tenni.

4. Additiv fliggvények és Hamel bazisok

Legyen H C R. Azt mondjuk, hogy H Hamel-bazisa [HamO5P| R-nek (a
racionalis szamok teste f616tt), ha minden x € R\ {0} felirhato6 egyértelmitien

az alabbi formaban: o)

r = Z ri(x)h;
i=1
Ahol ri(z) € Q, hy € H és k(zr) € N. Példaul ha h € H akkor
h = > ri(x)h; = 1-h, és ez a feliras csak egyféleképpen, tehat egyértel-
i=1

mien valosulhat meg.

Ha nem okoz félreértést, akkor a tovabbiakban k(x)-et és r;(z)-et k-val
és ri-vel fogjuk jelolni.

LA bizonyitas innentél kivetkezd részét a [BM22] cikkbol vettiik At.
2Georg Hamel 1905-ben ennek a fogalomnak a segitségével adta meg az additiv Cauchy
egyenlet Osszes megoldasat a fenti dolgozatban.
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3. Tétel (Folklor). 0 nem lehet eleme egy Hamel bazisnak sem.

Bizonyitds. Végezzilk a bizonyitast indirekt moédon, azaz tegyiik fel, hogy
0 € H. Tovabba vegyilink egy tetszéleges x € R szamot amelynek a felirasa-
ban szerepel 0.

k
J]:T()'O—"Z’f’ihi
i=1

Ekkor barmilyen rqg € Q esetén az ry - 0 szorzat nulldt fog adni, ami nem
befolyasolja az Osszeg értékét. Vagyis x-nek ekkor tobbfajta felirasa létezik,
am ez nem lehet, mert egy tetszéleges Hamel bézissal minden z € R-et csak
egyféleképpen lehet felirni. Vagyis 0 ¢ H. O

4. Tétel (Folklor). Tetszdleges Hamel bazisnak legfeljebb 1 raciondlis eleme
lehet.

Bizonyitds. Legyen H egy tetsz6leges Hamel bazis, amelyben ¢,q2 € H,
q1,q2 € Q, de 1 # q2. Ezutan irjuk fel ¢;-et mindkét raciondlis elem segitsé-
gével.

q1

g1 = — @
q2
n=1-q
Vagyis:
q1
L-gi=—"q
q2

Mivel H Hamel bézis, ezért mindkét felirdsnak egyeznie kell, viszont
Z—; # 1, vagyis ezek a felirasok kiilonboznek ami ellentmondas. Tovabba
kénnyen belathato, hogy ketténél tobb racionélis tag esetén sem lesz egyér-
telmi ez a feliras.

Tehat tetszGleges Hamel bazisnak legfeljebb 1 racionalis eleme lehet. [J

A fenti allitdsbol nem kovetkezik, hogy minden Hamel bazisnak van is
racionalis eleme és ez nem is igaz.

1. Allitas (Folklor). Létezik olyan Hamel bdzis, amelynek nincs raciondlis
eleme.

Bizonyitds. Elegendd megadni két olyan irracionalis szdmot, amelyek linea-
risan fiiggetlenek és bel6liik kikombinalhaté egy racionélis szam.

¢V2+r(V2-1)=0, 1q€Q, rg#0



pontosan akkor, ha

ami ellentmondas.
Masrészt,

1-vV2+(-1)-(vV2—-1)=1.
0

Ha H Hamel béazisa R-nek, akkor nem lesz véges, s6t, szamossaga meg-
egyezik a valos szamok halmazanak szamossagéval.

5. Tétel (J[Kuc8|). R-nek tetszdleges Hamel bazisa nem megszamldalhatd szd-
mossagu.

1. Definici6. H Hamel bdzis dltal generdlt fligguénynek nevezziik azt a filigg-
vényt, amelynek alakja f(x) = > rif(h;).
i=1

Ez praktikusan azt jelenti, hogy a fliggvény értékeit egyértelmiien meg-
hatarozzék egy adott Hamel bazison felvett értékei.

Georg Hamel 1905-ben megjelent [Ham05| cikkében bebizonyitotta, hogy
az additiv Cauchy egyenletnek ilyen médon lehet megadni az Gsszes megol-
désat.

6. Tétel ([HamO05]). Tetszdleges Hamel bdzis dltal generdlt f figgvény kielé-
gitt az

flx+y) = flz)+ fy)
additiv Cauchy-féle fligguényegyenletet. Megforditva, azon fligguények ame-

lyek teljesitik az additiv Cauchy-féle fiigguényegyenletet, azok felirhatoak egy
tetszdleges Hamel bdzis generdlt fligguényeként.

Bizonyitds. Legyen adott egy H Hamel bézis és valasszunk két tetszdleges
x,y € R szamot amelyeknek a felirasa:

.CL":ZTJLZ riEQ,hiEH,
i=1

9(y)

y:ZTjhj r; € Q,h; € H.

=1



Ekkor vegyiik a két szam Osszegét a Hamel bazis altal generalt fiiggvényen:

k(z) 9(z) k()

g(x)
flz+y)=f Zrihi+zrjhj :an(hi)Jrerf(hj):f(x)+f(y)

i=1

Tehat tetsz6leges Hamel bazis altal generalt fiiggvény additiv.
A megforditas rogton adodik az additiv fiiggvények racionalis homogeni-
tasabol. O

A kovetkezd tétel Marek Kuczma konyvének [Kuc85| 11. fejezetének az
1-es feladatanak bizonyitasa.

7. Tétel ([Kuc85| feladat). Ha H Hamel bdzis és g € R\ {0}, akkor a
H :={h|h =qh, aholhe H}
modon definialt halmaz is Hamel bdzis.

Bizonyitds. ElGszor bizonyitsuk, hogy minden x € R felirhato egyértelmtien
H' segitségével. Majd bizonyitsuk be hogy H' linearisan fliggetlen.

Tegyiik fel, hogy H' nem Hamel béazis, ezért van olyan x € R ami nem
irhato fel. Vegyiik ekkor az % szamnak a H-beli felirasat:

)
- = rih; q
R
rT=q- Z ril;
i=1
T = Z i - qh;
i=1

T = Znh;

1=1

Am ez z-nek a H' Hamel bézis altali felirasa, ami ellentmond a felteve-
siinknek, hogy x-nem irhato fel. Ebbdl arra kdvetkeztethetiink hogy minden
x € R felirhato H' segitségével.

Kovetkezének lassuk be, hogy H’ lineéarisan fliggetlen. Végezziik a bizo-
nyitast inderekt moédon, azaz feltételezziik hogy van olyan x € R ami tébbféle
képpen is felirhatd. Legyen két kiilonbo6zé felirasa:
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k g

Znh; = ZTjh;-

i=1 j=1
Ahol, r; # rj, hi # I valamely r; és h esetén. Ekkor:

k g
ZTZ qhi:ZTj-th
=1 Jj=1
k g
q Zrzhz =dq erh‘]
i=1 j=1
k g
T = Zrihi = erh]
i=1 j=1

Am mivel H Hamel bazis, igy z-nek csak egy felirdsa van, ezért a két
oldal minden tagja sziikségszertien egyenld. Ez viszont ellentmond a felte-
vésiinknek, hogy a két feliras legalabb 1 elemben eltér. Tehat H' linearisan
fiiggetlen, mivel minden x € R csak egy alakban irhato fel.

Végezetiil, mivel H' linearisan fliggetlen és minden valos szam felirhato
vele, ezért H' Hamel bézis. H

Marek Kuczma konyvének [Kuc85| 11. fejezetében talalhatod a 3-as prob-
léma, amely azt kivanja, hogy bizonyitsuk hogy létezik olyan ¢ € R amely
esetén a H' :={h' | W =h+q h € H} nem lesz Hamel bézis.

Ezt konnyd bizonyitani hiszen a |3| Tétel értelmében nincs olyan Hamel
bazis amelynek eleme a 0. Vagyis ha ¢ = —h, akkor az 4j halmaz képzésekor
az egyik tagot a nullaba toljuk, igy az 0j halmaz nem lehet Hamel béazis.

Ide kapcsolodik Kandasamy Muthuvel mésodik tétele [Mut95], ahol bizo-
nyitotta hogy:

8. Tétel ([Mut95]). H + q akkor és csakis akkor lesz Hamel bazis, ha q
valds szam H halmazbeli felirasaban az eqyiitthatok 6sszege nem —1, vagyis

k(q)
—1# > i
i=0

Lathato, hogy ennek a tételnek a specialis esete az el6z6 megéllapitas.
Ugyanis ha ¢ # —h, akkor ¢ felirasaban csak h egyiitthatoja szerepel, ami
pedig —1.

Az 8l Tétel eredeti bizonyitasatol teljesen fiiggetleniil egy méasik tton is
kijott ugyanez az eredmény. A kovetkezd tételben ennek levezetése lathato.



9. Tétel (sajat eredmény). Ha H és H' Hamel bdzis, ahol

H :={W | W=h+a heH)}

k(a) k(a)
és a € R valamint a = Y, q;h;(a), akkor > q; # —1.
i=1 i=1

Bizonyitds. Legyen H, H' Hamel bazis, ahol
H :={h | W=h+a heH}
k(a)
ahol a € R és a felirdsa a H Hamel bazis segitségével a = > ¢;hi(a).
i=1
Ekkor vegyiink egy tetszéleges © € R\ {0}-et és irjuk fel H' segitségével:

(@) (z)
T = Zrzh;(:p) =Y r;-(hi(z) +a)

1

<.

1=1 %

Ekkor ha van olyan h;(a) € H amely nem szerepel z felirasaban, akkor
hozza adjuk a kifejezéshez valamilyen r; - (h;(a) 4+ a) alakban. Az ilyen ta-
goknél legyen r; = 0 hogy ne valtozzon az Osszeg. Az altaldnos megoldas
levezetése érdekében most tételezziik fel, hogy x felirasaban megtalalhaté az
osszes h;(a) € H, aminek segitségével a felirhato. Tovabba jelolés szempont-
jabol legyen h;(x) = h;(a) minden 1 < i < k(a) esetén, az ilyen baziselemek
fliggdségét a tovabbiakban nem jel6lom, igy:

k(a) j(x)
v =Y ri(hi(z) +a)+ ri(hs(x) + a)
i=1 i=k(a)+1
J(x)
v=ri(li+a)+ra(ha+a)+- - +relhp+a)+ D ri(hi(z) +a)
i=k(a)+1
Mivel a rogzitett x ilyen felirasa is egyértelmdi.
k(a) k(a) k(a)
T =T h1+quhz —+ 19 hg—l—Zq,-hi + T hk—i‘quhl
i=1 i=1 i=1
k(a) j(@) j(@)
+ Z gihi - Z ri + Z rihi(z)
i=1 i=k(a)+1 i=k(a)+1
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Ezek utéan ujracsoportsitjuk az osszeget h; szerint:

i)
r=h |rm+q |r+re+--+rp+ ;
i=k(a)+1
i(@)
thi et [rtre ot Y
i=k(a)+1
i)
+ Y rihi(x)
i=k(a)+1

Az egyszertiség kedvéért legyen:

Ri=ri+aq |r+rt+mnt >

Ro=ritq|ri+rat-+r+ > 7

i(z)
T =h Ry +hoRy+ -+ hyp Ry, + Z rihi(x)
i=k(a)+1

Mivel az Gsszes r; és g; racionélis szam, ezért az Osszes R; is racionalis lesz.
Azaz megkaptuk x felirasat a H Hamel bazisban. Mivel = tetszéleges valos
szam, ezért az R; és r; i < k(a) + 1 egyiitthatoknak az Osszes racionalis
értéket fel kell tudni venniiik az Osszes kombinécioban. R; értéke viszont
adott z-t6l, igy az Osszes r; 1 < i < j(z)-tol fiigg. Vizsgaljuk meg, hogy
teljesiil-e a fenti feltétel. Irjuk le az egyiitthatok képletét r;-re rendezve:
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J(z)
(1+q1)r + th'f’z’ =R
i=2
j(z)
qr1 + (1 + g2)re +ZCI27“Z‘ = Ry
i=3

k(a)—-1 j(=)
Z qeri + (L4 qr)ri + Z qrri = Ry,
i=1 i=k(a)+1

Tk(a)+1 = Tk(a)+1

Tj(z) = Tj(z)

Ez egy j(x) valtozos lineéris egyenletrendszer, ami matrix formaban fel-
irva:

1+ ¢ ¢ @ ¢ @ @] [ ] [ 1]
@ 1+@ @ - @ @ - @ | Ry
n @ g o lta @ o | || = | R
0 0 0 -+ 0 1 - 0} |rn Tt

L0 o 0 - 0 0 - 1]Irwl Ll

Ennek az egyenletrendszernek csak akkor van megoldéasa, ha az els6 méat-

rix determinéansa nem 0 és a jobb oldali vektor nem 0. Vizsgaljuk meg a
determinanst:

1+ ¢ a1 Q- ¢ Qo qr]
42 1+q g - Q2 Q@ Q2
det | qx @w @ - l+a a - | #£0
0 0 0 -~ 0 1 - 0
0 0 0 0 0 1
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Vonjuk ki az els6 oszlopot a tobbibdl, igy:

14+¢ -1 -1 .-+ —1 -1 --- —1]
0 1 0 --- 0 0 --- 0
det | gk o o -~ 1 0 -+ 0]#0
0 o 0 --- 0 1 --- 0
L0 o 0 -~ 0 0 - 1]

Ezek utan, adjuk hozza az Osszes sort az els6 sorhoz:

14+ 00 -« 00 - 0
¢ 10 --- 00 --- 0
det q 00 -- 10 -+ 0#0
0 00 --- 01 --- 0
I 0 00 -+ 00 - 1
Végezetiil, vonjuk ki az 1 <7 < k-ik sorokbdl az elsG sor ﬁ—szorosét:
=112
LT 0 0
0 1 -+ 0
det | S
0 0 --- 1

Ez egy diagonalis méatrix, igy a determinéns az atlon 1évé értékek szorzata:

l+g+e+atat-+q#0
O+t atat o +gF -1

k(a)
Z q # —1
=1

Vagyis, annak hogy z-nek H-beli felirdsa Hamel béazisként viselkedjen
feltétele, hogy a egyiitthatdinak Osszege nem lehet —1.
O

Habar a[8l Allitas értelmében vilagosan lathato, hogy egy H + g képzésii
halmaz mikor lesz Hamel bazis. A kutatas soran nem mindig rendelkeztiink
ezzel a tudéssal, igy bizonyitasra keriilt ennek az Osszefiiggésnek egy masik
specialis esete.
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10. Tétel (sajat eredmény). Ha H Hamel bazis, ¢ € Q és hy € Q\ {—q},
akkor H + q is Hamel bdzis.

Bizonyitds. Legyen H' := {h' €¢ R | K = h+ q valamely h € H}, ahol
he H hy€eQésqeQ\{—hi}.

Bizonyitsuk be, hogy barmilyen x € R-nek létezik felirdsa. Ehhez ve-
gyiink egy tetszéleges x-et és frjuk fel H segitségével:

k k
J]ZZTihi, x:rlhl—l—Zrihi.
i=1 i=2

(Amennyiben h; nem tagja ennek a felirasnak, akkor ri-et nullanak va-
lasztva hozzaadhatjuk). Ekkor, irjuk fel r1-et a kovetkezs alakban:

k k
B~ Dy q q
™ = . 1+_ + — T5.
R T ) T2

Vegyiik észre, hogy mivel r;,q € Q, ezért r; racionalis szdim. Tovabba,
a nevezd nem lehet 0, mert korabban kizartuk ¢ = —hi-et, tovabba a
Tétel értelmében hy nem lehet 0. Az egyszertiség kedvéért vezessiik be az

R, — 7"1—%'2?:2”
L= 1451
'l

jelolést.

k k
q 4q
T = <R1' (1+h—l) +h—127‘z‘) h1+27’z‘hi7

i—2 =2
k k
T =Ry - (1+hi) h1+qz7“z‘+z7“z‘hia
1 i=2 i=2
k
fE:Rl'(h1+Q)+Zri'(hi+Q)a
=2

k
v=Rihl+ Y rih.
=2
Ezzel meg is kaptuk z-nek a H'-beli felirdsat.

Ezek utan bizonyitsuk, hogy amennyiben h; € Q, akkor H’ linearisan
fiiggetlen. Ha ¢ = 0 akkor készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy H’' nem fiig-
getlen, azaz létezik valamilyen 2 € R-nek egynél tobb felirasa. Irjuk ezeket
fel:

k g

Z’I"Zh; = ZSJ[');

i=1 j=1
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Ahol 5, € Q,b' € H'

k

Zrl (hi +q) =

i=1 j=1
k k g g
¢ ri+ > rhi=q) _s;+ Y s;by,
i=1 i=1 j=1 j=1
k g g k
Q'<ZT1‘—ZS]‘>:ZSJ'[']J'—ZT¢}L¢
=1 j=1 j=1 i=1

Ekkor a bal oldalon egy racionélis szadm, a jobb oldalon pedig ezen raci-
onalis szam H Hamel bazis szerinti felirasa. Mivel ez a feliras egyértelmd,
ezért ez csak valamilyen g h; alakban lehetséges, vagyis az 0sszes irracionalis
h,b-nak és ezek egyiitthatoinak ki kell esnie, illetve hy = by, ezért:

Mm

s; - (h; +q),

q- (T1 - 81) = sthy —rihy
q-(r1—s1)=—hi-(r1 —s1)
ez viszont csak akkor lehetséges, ha ¢ = —h; am ez ellentmondéas. Vagyis H'
lineérisan fiiggetlen.

Mivel H' linearisan fiiggetlen és a segitségével minden valos szam felirha-
t0, ezért H' Hamel béazis. O]

11. Tétel (sajat eredmény). Legyen H C R adott Hamel bdzis és definidljuk
a kovetkezd halmazokat:

H,={heH | n<h<n-+1},
aholn € N, h € Rt és hy € Q. Ekkor

1s Hamel bazist alkot.

Bizonyitds. El6szor is rogzitsiik le, hogy hy € Q, tovabba vegylik észre, hogy
minden n € N felirhaté H segitségével a kovetkez§ alakban: n = & - hy. Az
egyszertiség kedvéért legyen hil = Qp-

Elgszor vizsgaljuk meg, hogy vajon minden = € R felirhato H segitségé-
vel? Vegylink tetsz6leges x € R-et és irjuk fel H segitségével:

k k
T = E rih;, azaz x =rihy + E rih;
i=1 i=2
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(Amennyiben h; nem tagja ennek a felirasnak, akkor ri-et nullanak va-
lasztva hozzaadhatjuk). Legyen ¢,, = 7k, ahol n; a megfelel§ h;-hez tartozo,
H,, képzési szabalyanak megfelel§ természetes szam. Ekkor, irjuk fel ri-et a
kovetkezs alakban:

k

k
rn = nt Zi:2 L, ' (1 - qm) - Z TiQn;-

1= gn, =2

koo
Vezessiik be az Ry = %?W"i jelolést, tovabba vegyiik észre, hogy mivel
ni

a négy alapmitvelet zart a racionalis szamok halmazan, ezért R; racionélis
szam. Ekkor:

k k
= (Rl : (1 - Qn1) - Zrz%’m> hl + Zrihi’
=2 =2
xr = Rl . (h qn1h1) ZTZQn + Zrz %9
k n
r=Ry- (hl — h_lhl) —;ﬁ : h_ihl +Z7"ihi7
.T—Rl hl—nl an—i-zrz 15

k
Tr = Rl(hl — nl) + Zri . (hz — le)

=2

Ekkor viszont minden h; — n; megfelel H képzési szabalyanak, azaz:
~ k ~
xr = thl + Zﬁhl
i=2

Igy pedig megkaptuk tetszGleges H-beli felirasat.
Most bizonyitsuk be, hogy H linearisan fiiggetlen. Tételezziik fel, hogy
ez nem igaz, azaz felirhato

0:7‘1]{1+7’2h~2+"'+ﬁl{i+"'

ugy, hogy van legaldbb egy r; ami nem egyenld 0-val és legfeljebb véges sok
kiilonbozik nullatol. H képzési szabalya alapjan alakitsuk at a kifejezést, az
alabbi moédon:
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O:rl(hl—n1)+r2(h2—ng)—l—-”—l—n(h,-—ni)—k---

O = inhl — irini,
Zrznz —Z Tilg.

=1
Ekkor a bal oldalon egy ramonahs szam all, igy a jobb oldalon all6 ki-
fejezésnek is racionélisnak kell lennie. Mivel a H Hamel bazis altali feliras
linearisan fiiggetlen, ezért ez csak tgy valosulhat meg ha minden irracionélis
h; egyiitthatojat 0-nak valasztjuk meg. Igy:

ring = rihy

Mivel eddig az dsszes irracionalis -t 0-nak valasztottuk meg, ezért ha H
linearisan fiiggs, akkor r; nem lehet 0, azaz leoszthatjuk vele az egyenletet.

n1:h1

Am ez lehetetlen, mert n; képzési szabalya (n < h < n + 1) ezt nem
engedi meg. Tehat ellentmondasra jutottunk, azaz H linearisan fiiggetlen.

Mivel H linearisan fiiggetlen és minden valos z felirhato vele, ezért H
Hamel bazis ]

5. Additiv bijekcidk

Az utolso fejezetben az additiv Cauchy egyenlet bijektiv megoldasairol te-
sziink megallapitasokat.

A korabbiakbol lathato, hogy az ilyen fliggvények esetén is az a fontos,
hogy egy adott Hamel bézison hogyan viselkednek. Sajnos az nem igaz, hogy
egy Hamel bazis bijektiv képe Hamel bazis, hiszen tetszéleges Hamel bézist
leképezhetiink bijektiv médon példaul agy, hogy a széban forgd bazisban egy
elemet kicseréliink egy masik kétszeresére, igy a képhalmaz fiiggd lesz.

Eredeti célunk az volt, hogy teljes leirasat adjuk az additiv bijekcioknak,
amelyet maradéktalanul sajnos nem sikeriilt megvaldsitani.

2. Definici6. Legyen H Hamel bazis és 0 : H — H eqy bijekcio. Ekkor o-t
a H halmaz eqy permutdciojanak nevezziik. Ekkor az f,: R — R

= Z T'i0'<h
=1
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fligguényt a o permutdcio dltal generdlt fiigguénynek nevezzik.
Bebizonyitjuk, hogy f, bijektiv megoldasa az additiv Cauchy egyenletnek.

12. Tétel (sajat eredmény). Amennyiben o : H — H bijekcio, akkor a hozzd
tartozo f,(x) = Zle rio(h;) fliggvény additiv és bijektiv.

Bizonyitds. Azt, hogy f, additiv, a[f] Tételhez hasonloan belathatjuk. Els-
szor bizonyitjuk, hogy f, sziirjektiv:
Legyen y € R tetszéleges, ekkor:

I

()

y=) ri(y)h;(y).

<.
Il

Ekkor 0=!(h;(y)) € H minden j esetében, mivel o bijekcio. Legyen:

k(y)
= rwe ().

Vegyiik, z-en az f, fiiggvényt:

Vagyis tetszoleges y-hoz megszerkeszthets egy x € R, azaz f, sziirjektiv.
Ezek utan bizonyitsuk be hogy f, injektiv. Végezziik a bizonyitést indi-
rekt modon. Legyen z,y € R és x # y. Ekkor feltételezziik, hogy:

fa(x) = fo(y)'
Ezen kifejezés csak akkor igaz, ha f, nem injektiv. Végezziik el a fiiggvényt:

9(y)

Z TiO'(hi) = Z TjU(hj).
=1 j=1

Ekkor két, Hamel bézis elGallitott szamot kapunk, am a Hamel bazis
definici6jabol adodoan, egy valos szamnak csak 1 felirdsa létezik. Ezéltal
szitkségszerd, hogy k(z) = g(y), r; = r; és mivel o bijekcio, ezért h; = h;.

Ebbdl kovetkeztetni lehet arra, hogy x = y, am ekkor ellentmondasra
jutunk az alapfeltételezésiinkkel. Tehat f, injektiv.

Mivel f, sziirjektiv, injektiv és additiv, ezért f, additiv és bijektivis. [
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13. Tétel (sajat eredmény). Az dsszes additiv bijekcio nem dllithato eld egy
rogzitett Hamel bdzis dsszes permutdcidjanak generdlt fliigguényeként.

Bizonyitds. Legyen H egy rogzitett Hamel bazis, tovabba o : H — cH bi-

jekcio, ahol ¢ € R\ {0;1}. Jelen esetben legyen ez a hozzarendelés h; — ch,.

Vizsgaljuk meg a sigma bijekcié generalt fliggvényének additivitasat.
Legyen x,y € R, x # y, tovabba

[L':Z’I“lhl TiGQ,hiGH,
i=1

9(y)
Yy = erhj r; € Q,h; € H.
j=1

Ekkor:
k() 9(y)

folz+y) = Znh —I—Zr] ,

9(y)

k(z) 9(y)
:ano(hi)‘f‘zrjfa( chh —|—Z7“Jch ) + fo(y).
i=1 J=1

Tehat f, additiv fiiggvény. Tovabba, mivel a[7] Tétel alapjan cH halmaz
Hamel bézist alkot és o bijekcid, ezért f, is bijektiv. Ekkor viszont a o bijek-
ci6 nem éllithat() el6 H permutéciéjébél mivel cH gé H Azaz egy régzitett

s stz

az Osszes additiv bijekcio. O

k
14. Tétel (sajat eredmény). Ha f,(x) = > r;o(h;) aholo : H — H bijekcid,
i=1

és van olyan o(h) # h, illetve o(h) = h, valamilyen h,h € H esetén, akkor
fo(x) nem cx alaki.
Bizonyitds. Végezziik a bizonyitast indirekt modon, vagyis tételezziik fel,

hogy f,(x) = cwx alaki, valamilyen ¢ € R\ {0} esetén. Legyen tovabba
o(h) # h és o(h) = h valamilyen h, h € H esetén. Ekkor

fo(h) =c-h,
fo(1-h)=c-h,
l-o(h)=c-h
o(h) _
7. (12.1)



Tovabba,

fo(h) =c-h,

fo(1-h)=c-h,

1oo(h)=h=c-h,
1=c (12.2)

Ekkor, ha a (12.1) és (12.2)-es egyenletet egymassal egyenl6vé tessziik,
akkor a kovetkezs kifejezést kapjuk:

o(h)
ALV
h )
o(h) = h.
Am ez ellentmondas, mert az elején kizartuk, hogy o(h) # h. Ebbdl
kovetkezik, hogy f,(z) nem cx alaku. ]

15. Tétel (sajat eredmeény). Ha H Hamel bdzis, akkor létezik olyan additiv
bijekcio, amely nem f., alaki, ahol c € R\ {0} és o H egy permutdcidja.

Bizonyitds. Legyen H egy rogzitett Hamel bézis, ekkor legyen co : H — cH
valamilyen ¢ € R\ {0} esetén. Tovabba legyen

T:H — H+a, 7(h) := h+ a, he H,

j(a) j(a)
ahol a = Z qihi, a € R és Z q;i # —1. Vegytk észre hogy cH és H + a is
Hamel ba21s igy co és 7 generalt fiiggvénye additiv bijekcio.
Végezziik a bizonyitast indirekt modon, vagyis feltételezziik, hogy a két
generalt fliggvény felirdsa megegyezik az 0sszes x € R. Irjunk fel egy tetszé-
leges h,-t, ami nem eleme a felirdsanak.

feo(hn) = fr(hn),
co(hy) = 1(hy),
co(hy,) = h, + a.

Ekkor a bal oldalt egy olyan felirds talalhat6 amiben csak 1 bazis elem
szerepel, mig a jobb oldalon egy olyan amiben legalabb 2 (1 amivel h,-et irjuk
fel és legalabb mégegy amivel a-t). Mivel egy felirds H segitségével egyértel-
mi, ezért a két kifejezés nem feleltetheté meg egymasnak ami ellentmondas.
Vagyis talaltunk egy additiv bijekciot ami nem f,, alaka.

[
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6. Tovabbi kutatasi lehetdségek, tervek

Amint korabban irtuk, a cél az additiv bijekciok teljes jellemzése volt. Ha ez
elkésziil, akkor az additiv injekciok jellemzése a cél, majd ezen jellemzések
segitségével szeretnénk megoldani egy olyan fliggvényegyenletet, amely addi-
tiv bijekciokat és injekciokat tartalmaz. Ez az egyenlet a kulcs a homogén,
illetve, eltolhato kvazi-aritmetikai kifejezések problémajanak megoldasahoz.
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