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Végtelen tagszamok Osszege

1. Absztrakt

Végtelen sok valds szamot Osszeadva eléfordulhat, hogy az eredmény egy véges szam, sot
a tagok sorrendjét megvaltoztatva kilonbozo értéket kaphatunk végeredményiil. Az utobbit
Riemann atrendez6dési tétele fogalmazza meg. A végtelen Osszegek, azaz végtelen sorok
lehetnek divergensek, abszolit konvergensek, vagy feltételesen konvergensek. Kiilonbozé
kritériumok alapjan tudjuk ezt meghatarozni. E sorokat lehet geometriai alakzatként vizu-
alizalni. A kutatds soran geometriai modszereket alkalmazva adtam becslésekeket abszolut
konvergens végtelen sorokra. KEzeket papirral készitett kockakkal és négyzetekkel, illetve

fakockakkal modelleztem.
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2. Bevezetés

Az Osszeadas muveletét mar kisgyermek korunk ota ismerjiik, illetve hasznaljuk a min-
dennapokban. Matematikai tanulmanyaink soran felfogtuk, hogy az oOsszeadas kommu-
tativ miveletek kozé tartozik, azonban mindezek soran véges tagot adtunk ossze. Végtelen
tagszam esetén a kommutativitas nem mindig teljesiil.

Mar az okor 6ta ismert, hogy végtelen valds szam Osszege véges lehet, azaz konvergal.
Egy példa erre Zénon (i.e. 5. sz) paradoxona [1] [4]: Akhilleusz és egy teknés versenyt fut,
tavolsaguk sp, a teknoOs javara. Akhilleusz ty id6 alatt futja le az sg tavolsagot, ekozben
a teknds 3 tavolsdgot fut. Utdna Akhilleusz fut % tévolsigot, a teknds pedig %, és igy
tovabb. Utoléri-e Akhilleusz a teknost?

Valamennyi gondolkodas utan rajoviink, hogy nincsen egyértelmii valasz. Ha belegon-

dolunk, a tavolsag mindig a felére csokken, ezért mindig lesz kozottiik tavolsag, viszont ki

lehet szamolni, hogy 2sy utan utoléri Akhilleusz a tekndst.

Legyen z = % és sgp = 1, ekkor a megtett 1t:
s(z) =1+x 42> +2° + 2. (1)
Tudjuk, hogy:
l—a"=1-2)1+z+2”+2°+2%.) (2)
1— "
Ltata® 4o 4ot =5 - (3)
-

Mivel 0 < % < 1 Han — oo, akkor 2" — 0, ezért:

1
1—a

> "= (4)

n=0

Ha x = %, akkor ez az Osszeg egyenld 2-vel. Az utébbi paradoxonban hasznalt sor a geomet-

rikus sorok kozé tartozik, amelyek Osszegképlete algebrailag és geometriailag is bizonyithato.
A konvergens sorok is két kategériaba sorolhatok: feltételes- és abszolit konvergensek

lehetnek. Bernhard Riemann tjrarendezodési tétele alapjan tudjuk, hogy az osszeadas kom-

mutativitasa nem mindig adott.
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A kutatas soran a kevésbé ismert konvergens sorokra adtam becslést. Kozépiskolai ta-
nulméanyaink soran nagyobb a hangstuly a pontos kiszamolason, és kevésbé a becslésen, igy
a kutatas soran lehetoségem volt megtanulni viszonylag korrekt modon becsiilni. Erre op-
timalis modszer volt a geometria, hiszen modellalkotas soran mintdkat felfedezve végtelen

tagot figyelembe véve adtam meg valaszaimat.
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3. Riemann atrendezési tétele

Tétel: A feltételesen konvergens sorok Osszege a tagok atrendezésével barmely valds
szammal egyenl6 lehet, vagy a pozitiv vagy negativ végtelennel.

Bizonyitas: Allitsuk abszoltit értékben csokkend sorrendbe az adott sort és jeloljiink ki
egy tetszoleges valds szamot. Adjuk Ossze addig a pozitiv tagokat, amig a szamnal nagyobb
lesz, utana vonjunk ki addig, amig a szamnal kisebb. Ezt a miiveletet folytatva egyre

kozelediink a szamhoz, ekkor konvergal.

8~
6_

N\
4 4

* -

A 4

2~
0 2 4 6 8 10 12

1. dbra. A tétel abrazolasa A siarga nyilak a pozitiv tagokat, a narancssarga nyilak a
negativ tagokat abrazoljak.
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4. Alapok, fogalmak

Végtelen sor: végtelen tagszam Osszege

Konvergencia: amikor egy végtelen sor osszege egy valds szamhoz tart

Abszolit konvergencia: ha Y%, |a,| konvergdl, az adott sor abszolit konvergens

Feltételes konvergencia: ha egy sor konvergens, de nem abszolut konvergens, az adott
sor feltételesen konvergens

Divergencia: ha egy végtelen sor 6sszege nem konvergens, a sor divergens

Harmonikus sor: a természetes szamok reciprokosszege

Alternalo sor: olyan sor, amelynek az elemeinek elGjelei valtakoznak

Leibniz-kritérium: ha a a, sorozat elemei monoton csokkenéek és lim,_, a,, = 0, a
> o(=1)"*"a, sor konvergens. [3]

Konvergenciakritériumok: Ezekkel hatarozhatjuk meg, hogy egy sor konvergens-e.
Konvergenciakritériumok példaul: osszehasonlité kritérium, gyokkritérium, és a hanyados
kritérium. Megtaldlhaték minden alap analizis konyvben [3], [4].

A konvergencia sziikséges, de nem elégséges feltétele az, hogy

lim a, = 0. (5)

n—o0
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5. Ismert abszolut és feltételesen konvergens sorok

5.1. Négyzetszamok reciprokosszege

1.

ool 7.‘,2
25T

Leonhard Euler (1735) bizonyitdsat [2] fogom bemutatni.

lemma:

pu(z) = ag + a1 + ...a,z™ n-ed fokd polinomnak legyenek 1, xo, ..., x,, a gyokei.

Ekkor

an—1

Ty +ZTo+ ... +x, = —
Qn

Lemma bizonyitasa: Ha folirjuk gyoktényezds alakban a polinomot,

pu(z) = ap(z — x1)(x — 29)...(T — 2,) =0

és vessziik 2" ! egyiitthatéjat zaréjelbontds utan:

—an (1 + 2o+ ..+ 1) = ap 1.
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Tétel bizonyitasa:
Hasznaljuk fol a p, polinomot azzal a feltétellel, hogy egyik gyok sem nulla. Ekkor

oszthatjuk a polinomot x"-el:

1 1 1
—a0<—i—+—|—> = a (10)
T i) Tn

a lemma alapjan.

Vegylink egy paros kitevojl, alternalé polinomot, amelynek nemnulla gyokei vannak:

Gn =bo + 012> + ... + (=1)"b,z*" = 0. (11)

A 2n darab gyoke: +ry, +ro, ... £ 1,
Ekkor:

T2 n

1 1 1

Vegyiik a szinusz fiiggvény Taylor-sorat, és osszuk x-el, hiszen x # 0

S1n xr 1'2 ZL'4
=1——4+—=—— ...+ .. 1
x 3! + 5! + (13)
Az
I’Q [L‘4

egyenlet valds gyokei: (+km),- .

Emiatt:
1 1 1 1
ST R 15
2 + 272 + 3r2... 6 (15)
Ha kiemeliink 72-et:
1 w2
14+ —+—=... = —. 16
+ 22 + 32 6 (16)
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5.2. Geometrikus sor

> 1 1
= 1
n;an a—1 ( 7)
ha
la| > 1. (18)

Geometriai bizonyitast mutatok be. Vegytink egy kort, bontsuk n részre és jeloljiink meg

egy részt a kovetkez6 modon:

2. abra. Eljaras elso 1épése.
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[smételjiik meg a belso korrel az eljarast:

3. abra. Eljaras masodik 1épése.

Ebben az esetben a = 3, és .77, Sin = % Altataldnos esetben lthato, hogy az 0Osszeg

a—h—hez tart.

5.3. Alternalé harmonikus sor

ii(—lYHI%::InQ (19)

Az e alapu logaritmus Taylor-soraba behelyettesitve kapjuk meg a bizonyitast:

332 $3 x4
x—;#—?—z—k...—ln(l—l—x) (20)

1 1 1
l—=-—4+—-——-—+...=1n2. 21
237" " (21)
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6. Geometriai becslések, bizonyitasok

Itt kovetkezik az egyéni munkam. Tobbnyire ha geometriai alakzatokkal abrazoltam a
sorokat, integralassal kerestem meg teriiletiiket. Ehhez kellett keresnem kozelité gorbéket.
Konvergalé dsszegeknél ilyen alakban lennének: f(3F_ay) = .... Ezek megtaldldsa viszony-
lag nehéz, ezért tobbnyire velitk megegyezo zérushelyl gorbéket alkalmaztam. A becsléseken

kiviil sajat bizonyitasok is talalhatok.
6.1. A négyzetszamok alternaldé reciprokosszege

S (L (22)

Vizualizéljunk minden pératlan tagot négyzetként, ezekbol vonjuk ki a m oldalhosszu

négyzeteket.

4. abra. % oldalta négyzet. MS Paint-el dbrazolva.
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Minden négyzetnek %-a maradt, ezért:

[e.e]

gyl 2l 2 1
(=1) _32 3,;4712

2 2
n —n

3
—_
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6.2. A kobszamok reciprokosszege

Ha belegondolunk, minden tag egy % X n% oldalu téglalap. Ha ezeket a hosszabbik oldalain

allva egymas folé helyezziik, egy %2 magassagu tornyot kapunk.

=

5. abra. A tagok altal alkotott alakzat GIMP-el abrazolva.

A kozelité gorbe:
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2.5

1.5f

f(z)

0.5r

95 0 05 i

T

6. abra. Kobszamok Osszege kiizell't('i gorbéje. Ez a gorbe illeszkedik az elso téglalap

(négyzet) csticsdra, illetve a (3, % =) koordinatéji pontra.

6.3. A kobszamok alternalé reciprokosszege

Vizualizaljuk kockaként a tagokat. Az elsé kockat allitsuk az egyik cstcséra.
Hasznaljunk fel az 1-esbél egy /2 oldald szabélyos hdromszog alapd piramist, melynek
magassaga ?
Tudjuk, hogy T'= %*
T = %, azaz haromnegyedét hasznaltuk fel az els6 kockanak.

A tobbi kockat ugyanigy a csicsukra allitva adjuk hozza, illetve vonjuk ki ebbdl.

Az Gjabb piramis magassaga:

fz "“1 f \/_<ln2—;> (28)

ah /3 1 1 1 1

w

o0

1 1 1 1

n+1

= (m2—2)+-.

Z 2<n 2>+4 (30)

n=1
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6.4. Faktorialisok kobeinek reciprokosszege

1

n!?

(31)

n=1
Ismét kockaként fogjuk dbrazolni a tagokat. Ha egymadsra rakjuk, a magassdg (e — 1)-

hez tart. Vetitsiik sikra, rajzoljuk be a szimmetriatengelyt és abrazoljuk derékszogi koor-

dinatarendszeren az egyik felét:

1l

7. abra. A tagok altal alkotott alakzat GIMP-el abrazolva, kozépen a szimmetria-
tengely.

1.5

8. abra. Faktorialisok kobeinek reciprokosszegére illeszked6 gorbe.
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Hogy fels6 kozelité dsszeget kapjunk, a csticsokat kozelitsiik gorbével (8. abra):

— 1.1 L (32)
Y= e T Laxe )

Ebbdl a forgastest térfogata:

V= / (m - 111 —+ 1>2da:. (33)
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6.5. N cstcsu sokszog

f: 21 sin (2”> (34)

A sor geometriailag olyan n-cstcsu sokszogek %—ed részének Osszege, amelyeknek a koréirt

1

korének sugara —.
n

9. abra. A tagok altal alkotott spiral. Pythonnal dbrazolva, els6 15 elemet tartalmazza.
Nem volt optimalis, mivel a spiral fedi 6nmagat
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10. abra. A tagok altal alkotott masik alakzat Pythonnal dbrazolva, elsé 15 elemet
tartalmazza.

Erre a sordsszegre csak gyengébb becslést voltam képes adni. A magassag biztos kisebb,

w29
12

S L sin (27) ~ (W) (35)

m2—-9

6

mint X sin g. A sor kozel %-a ? alapi, magassagui haromszognek.

Ezért:
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6.6. Derékszogi haromszogek spiralja

Rajzoljunk egy /2 atfogdju, egyenld szari, derékszogii haromszoget. Az egyik befogdjat
hasznéljuk fel egy twjabb hdromszog atfogdjaként, és e haromszognek az egyik szoge T
nagysagu, azaz a fele az elozének. Folytassuk a végtelenségig az eljarast, és szamoljunk

tertiletet.

11. dbra. Els6 5 elem.

Lathatd, hogy a szog felirthaté geometrikus sorként:

T o 1
o= — =

— 36
120 (36)

Do

Vizsgaljuk a k-adik (k 0-t6l kezd6dik) haromszognél az oldalakat. Segitségként abrazoljuk
a szinusz és koszinusz fiiggvényeket.

Az atfogo:

c:\/ﬁkl:[lcos<1><21n). (37)

A hosszabbik befogé:

T 1

k
1
azﬂyﬂ)cos(Zx?L):cxcos(élx%). (38)
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1.5 T T T

_1 '5 | Il 1 1 Il 1

1.5 T T T

_1 '5 | Il 1 I Il 1

13. dbra. Koszinusz gorbe. Lathato, hogy ha a« — 0 akkor cosxz — 1

A rovidebbik befogé:

s 1 1 1
bz\@[nl;locosCixznﬂxsin(szk>:cxsin<Zx2k>. (39)

A rovidebbik befogd hossza tart a 0-hoz. A hosszabbiknél megfigyelhetd, hogy ha o — 0
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akkor @ — c¢. Tudjuk, hogy ha k > Oa,b,c < 1. Ezért, fels6 becslésként a kozelité gorbe:

(40)

15

0.5 1

z

1.5

14. abra. Kozelitdé gorbe Illeszkedik 14 a (v/2, 1) koordinataji pont.

Ebbdl a tertilet:

V2 ]

(41)

Hetényi Klara
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6.7. Haromszog

Vegylink egy szabdlyos haromszoget, melynek a koréirt kor sugara 1. Rajzoljuk meg a

beirt kort, abba egy haromszoget, utana megint a beirt kort...

15. dbra. Els6é haromszog.

Tudjuk, hogy az elsé haromszog oldalhossza a = /3, koréirt korének sugara 1.
A tovabbiakkét két tertiletképlet alapjan lehet szamolni:

a®  3ar
T=_"_ =, 42
4R 2 ( )
Ebbol:
a? 1
"T6R 2R (43)

Lathatd, hogy ez egy geometrikus sor lesz:

fj f 2% = /3. (44)
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6.8. n az n-ediken

Az els6 kivételével dbrazoljuk téglalapokkal a sor tagjait gy, hogy az egyik oldal hossza

% és keressiink illeszked6 gorbét:

(45)

1 6
flz)=3 - =
r+1 =@
1.5
1 °
&
=
0.5
[ ]
L]
00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
T

16. abra.
2 —6

gorbére, viszont a gorbe zérushelye a (5=, 0) pont.

Kozelité gorbe. Lathatd, hogy az elsé par cstics nem teljesen illeszkedik a

2
<1 & 1 6
7:/6 3( —2>dx+1. (46)
nt 0 r+1 m
TDK Page 23 of 28
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17. abra. A tagok altal alkotott alakzat GIMP-el abrazolva.

6.9. Fizikai megkozelités

A fizika tudomanyaban is megjelennek a végtelen sorok. Egy példa erre végtelen darab

ellendllds, vagy kondenzator kapacitasa. A dolgozatban a kondenzatoros valtozat fog szere-

pelni. A kondenzatorok kapcsolédhatnak sorba, parhuzamosan, vagy vegyesen.

Soros kapcsolas esetén a kapacitas reciprokosan osszeadodik:

11 1
C. O, Cy 7

Parhuzamos kapcsolas esetén a kapacitas egyenesen osszeadodik:

Ce:Cl—l—C2+...

(47)

(48)

Az egész nevezdjli reciprokosszegeket, be tudjuk mutatni kondenzatorok segitségével.

Vegyiink végtelen C kapacitasi kondenzatort és végezziik el a kovetkezd eljarast: kapcsoljunk

ossze 1 kondenzatort sorba 2 parhuzamosan kapcsolt kondenzatorral, utana az elébbieket sor-

ba 3 parhuzamos kondenzatorral, stb. A parhuzamos kondenzatorok kapacitdsa altaldanosan:

C, = kC, ahol k a darabszamuk Az ered6 kapacitas a harmonikus sor:
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=

4H  HHH
-

18. dbra. Kapcsolasi rajz.

S N .
C. C 20 3¢ CHn

Ha Ci — oo akkor C, — 0.

— 0

(49)

Ha varialjuk a parhuzamosan kapcsolt kondenzatorokat, eléallithatunk mas sorosszegeket

1S.

Hetényi Klara TDK
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7. Osszefoglalés

A dolgozatban 7 sorra sikeriilt geometriai becslést adnom, miutan megismerkedtem a
végtelen sorok témajaval és azzal, hogy milyen médon lehet becsiilni. Kozépiskolai ta-
nulméanyaim soran ritkdbban fordult el6 a becslés, ezért a kutatds sordn fejlesztettem ezt a
képességemet. Becsléseim soran végtelen tagszamot veszek figyelembe, ahelyett, hogy a ”tul
kicsi” elemeket elhagyagolndm. A sorokat téglalapokkal, kockakkal és haromszogekkel mo-
delleztem. Fakockakat, papirnégyzeteket épitettem, illetve Python és Geogebra segitségével
is abrazoltam fiiggvényeket. A kutatds soran gyakran hasznaltam integralast is, melyet

nemrég tanultam az iskolaban.
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8. Jovobeli tervek

Tovabbiakban is szeretnék foglalkozni ezzel a témaval: elobb megtanulnam kezelni a
szummas fiiggvényeket, hogy pontosabb gérbékkel kozelitsem meg az osszegeket, illetve meg
szeretném prébalni més médszerekkel is (pl. algebra) becslést talalni. A pontosabb becslések
utan lehet az 0sszegek pontos meghatarozasa a cél. A végtelen sorok témajan beliil a spiralok
fogtak meg a legjobban, igy tobbnyire azokkal foglalkoznék. Azért is, mivel az eddigi ku-
tatdsomban a spiralokra volt a legnehezebb becslést adnom. Ehhez tervezem jobban megis-
merni a polar-kooridnatarendszert. A spiralokon kiviil minél tobb szogfiiggvényt tartalmazo,
és majd komplex szamos sorral tervezek foglalkozni. Végiil tervezek minél tobb kreativ bi-

zonyitast alkotni, a mindennapi élet, illetve més tudomanyédgak problémait hasznélva.
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9. TDK biralo kérdése

Kérdés: Hogyan lehetne ”javitani” a becsléseken?
A TDK dolgozatomban a becslésekben geometriat alkalmazok: alakzatként abrazolom a
sorokat, és egy fiiggvénnyel rakozelitek az alakzatra, ezért mindig van valamennyi hiba
a modszeren keresztil kapott osszegekben. TDK utédn algebrai mddszerekkel is alkottam

becslést a nevezetes kozepeket hasznalva, ezek altalaban precizebbnek bizonyultak.
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