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Bevezetés

Az izoptikus gorbe azon pontoknak a helye amelyekbdl egy gorbe, két érintGje altal
bezéart a szogbdl latszik.

Mashogyan megfogalmazva:

Definicié 0.0.1 Legyen adott eqy C folytonos sikgérbe. Ekkor azon pontok halmazdt,
ahonnan ez a gérbe adott o szog alatt latszik, a C' gérbe o $2091 1zoptikus gorbéjének

nevezzik.

Definicié 0.0.2 Legyen adott n € N n > 2 folytonos sikgirbe. Ekkor azon pontok
halmazdt, ahonnan a gorbék eqyenld szoqg alatt ldtszanak, a gorbék ekvioptikus gorbéjének

nevezzik.

Az izoptikus gorbékkel manapsig egyre szélesebb korben foglalkoznak a vilag
kiilonboz6 tajairol. Feljegyzéseket mar 1704-t61 lehet taldlni La Hire nevéhez kothetGen
illetve a késébbiek soran 1837-ben Chasles altal. Az izoptikus gorbe elnevezés Taylor
altal 1884-re datalhato, a gordg isos vagyis "egyenl" és optikos vagyis "optika"
szavakbol ered. [1] Az Aequationes Mathematicae nevii Gjsadgban jelent meg ezen
kivil kutatds a témaban. |[2| A legfébb kiindulési pontom azonban Csima Géza
tanardar kutatomunkaja volt amely egyébként forrasként szolgalt az imént emlitett
ujsagcikk megsziiletéséhez is. 3]

A dolgozatom soran azt fogom feldolgozni, hogy 2-dimenzios euklideszi geometria-
ban kettd illetve ketténél tobb kor esetén mi lesz azon pontok halmaza amelyekbdl
az alakzatok megegyez6 o sz6ghdl lathatoak.

A felépités tekintetében elGszor bevezetem az izoptikus majd ekvioptikus gorbe
definiciojat hiszen ezen fogalmak adjik a dolgozatom alappillérét. Nehézségi sorrendben
vizsgaltam a kiilonb6z6 eseteket ezért is kezdtem a legalapvet&bbel, egy kor izoptikusdnak
vizsgalataval. Bzt koveti két egyenld sugart kor esete, majd harom egyenld sugari
kor esete. Ezek utdn nehezebb vizekre eveztem és kiillonb6z6 sugara korok esetén
vizsgaltam ekvioptikus gorbéket, hogyan néznek ki, hogyan lehet kiszdmolni 6ket.

Kutatasi modszernek elsGsorban a GeoGebra szamitogépes programot hasznaltam
amiben egész egyszertien lehet stkban 4brazolni geometriai alakzatokat illetve fiiggvényeket
irni, ezen kiviil még Wolfram Mathematica-t is hasznaltam. Elinte papiron kisérleteztem
és abrazoltam vazlatosan az eredményeket illetve elképzeléseimet, majd ellenérzés

és pontos abréazolas céljabol attértem a fentebb emlitett programokra.



Chapter 1

Korok

1.1 Kor izoptikusa

Tétel 1.1.1 Azon pontok halmaza a sikban, melybdl eqy r sugard kor adott o szég

alatt latszik, eqy
r

ey

sugari eredetivel koncentrikus kér.

BIZONYITAS:

Tekintsiink egy O orig6 kozépponti, r sugara kort. Legyen P az izoptikus gorbe
egy pontja. Tudjuk, hogy a kiils6 P ponthol a kérhoz hizott érinték és a kor sugara,
derékszoget zarnak be az Ejo érintési pontokban. Ezek alapjan kirajzolodik két
derékszogl haromszog, PE,O és PE>;O, aminek az egyik befogdja a PF, és PF,
érint6 szakasz , a mésik befogdja OFE; és OF,, valamint az atfogdja OP szakasz
lesz. Azt is tudjuk, hogy OP felezi az o szoget amibdl a korre tekintiink, tehat a

derékszogii haromszogek P csticsdban 1évé szogek (%) .

E,

Figure 1.1: 1.1 abra



Szogfiiggvények segitségével tudjuk, hogy:

sin <g> = |OE| S

2/ |OP|  |OP|
R:=|0P| = — L = const.
sin (%)

Figure 1.2: o« = 50° 1.2 4bra

1.2 Két egyenls sugara kor ekvioptikusa

Mely pontokbol fog két nem koncentrikus azonos sugaria kér ugyanabbol a széghdl
latszani?

Mint lattuk, egy kor izoptikus gorbéje szintén egy kort formal. A két kor
azonos szoghoz tartozo izoptikus gorbéinek metszéspontjai fogjak megadni a keresett
véalaszt. Az, hogy hény pontot kapunk fiigg attél, hogy mekkora szoghdl tekintjiik a
koroket illetve, hogy mekkora tavolsagra vannak egymastol (ez jelenthet 0, 1 vagy 2
pontot). A kialakult metszéspontokra igaz, hogy egyenls tavolsagra vannak a korok
kozéppontjaitol azaz a metszéspontok a két kor kozéppontjanak felez6 merdlegesére

fog esni.

Lemma 1.2.1 Két azonos sugari, nem koncentrikus kor ekvioptikus gorbéje a két

kér hatvanyvonaldnak korokdon kivil esd része.

B1zONYITAS:

A szamitas soran felhasznaljuk, hogy a kérokhoz tartozé izoptikus gérbék sugarai
jelen esetben (két egyenld sugart kor esetében) egyenlGek lesznek.

Legyen adottak a Ki(x1;y1) és Ko(xe; yo) k6zéppont r sugara korck amelyekhez

tartozo izoptikus gorbék sugarai
,

akkor az ekvioptikus pontokat megkaphatjuk:

1. izoptikus gorbék metszéspontja



A két izoptikus gorbét felirjuk a kor egyenletének forméajaban, majd belatjuk,
hogy ezek egyenlGek.

(W) = (v—21)"+(y—11)" = (@—22) "+ (y—y2)"+(y—12)" = (W)
(1.1)

Felbontjuk a zarojeleket.

2 = 2xm + 2 +yP =2y s = =2z s+ y — 2y +ys (1.2)

Egy oldalra rendezziik az azonos valtozokat.

2079 — 15 — 2231 + 11 = 2yy1 — Y7 — 2yys + Y5 (1.3)
Egy oldalra kiemeliink és szorzattd alakitunk, minden mast a masik oldalra
irjik.

20 (2 — 1) + 2y(y2 — y1) = @5 — 2t + Y5 — i (14)

2. K 1K, felez6 merélegese a keresett egyenes egy pontja a KK, felezépontja,

T14x2 Y1+Y2 4 1 _ (x2—x1 Y2—Y1
(—2 , AR )normalvektora az QKlKQ—(—Z , A )

() (250 (55) (5572452 (5%)

A zarojeleket felbontva az alabbi egyenlGséget kapjuk:

Ty —T1)X Y2 — Y1)y  T1T2 v Ty — Ty — 12 Y1Yz2 ~ Y5 — Y1 — Y1Y2
(2 —a)e (o —y)y _ waws+af—of 45—

2 2 B 4 4
(1.6)
Az egyes Osszevonédsok utan mindkét oldalt 4-el szorozva:
20(zy — 1) + 2y(yo — 1) = 25 — 2t + ¥ — Yt (1.7)

A fentiek alapjan a felez6 merdleges egyenlete és izoptikus gorbék egyenletének

metszéspontjai megegyeznek.



o) (o)

Figure 1.3: 1.3 4bra

Figure 1.4: 1.4 dbra

1.3 Harom vagy tobb egyenl6 sugara kor

Két kor esetén egyszertd dolgunk volt hiszen béarhol helyezkednek el a sikban, a
kozéppontjaik mindig egy egyenesre fognak esni. Azonban ha ketténél tobb kort
vizsgalunk, a kdzéppontjaik nem feltétleniil esnek egy egyenesre. Vegyiik sorra a két
eshetdséget.

I. Tekintsiink n € NT(n > 2) egyenls sugara kort melyek kézéppontjai egy
egyenesre illeszkednek. Ebben az esetben a felez6 merélegesek parhuzamosak lesznek

és nem lesz metszéspontja az ekvioptikusoknak, igy nem lesz megoldas.(1.5 abra)



Figure 1.5: 1.5 4bra

II. Ha a korok kozéppontjai altalanos helyzetben vannak, példédul harom kor

esetében egy haromszoget alkotnak, akkor mar létezhet az ekvioptikus.(1.6 abra)

Figure 1.6: 1.6 abra

A harom korparhoz tartozé ekvioptikusok megegyeznek a kozéppontok &ltal
meghatarozott haromszog oldalfelez6 merdlegeseivel, melyekrdl ismert, hogy egy
ponton mennek &t, a haromszoég koré irhaté kor kozéppontjan. Ha ez a pont a
koérokon kiviil talalhato, akkor egyetlen ekvioptikus pontja a van kéroknek, ha beliil,

akkor nem létezik ekvioptikus. Ezen érvelés alapjan:

Tétel 1.3.1 Tekintsiink n € N',n > 2 azonos sugari kort. Ezen korok ekvioptikusa
pontosan akkor nem tres halmaz, ha a korok kézéppontjait konciklikusan helyezzik
el, azaz a kozéppontok eqy korre esnek és ekkor az ekvioptikus ezen kor kiézéppontja

lesz, ha ezen pont nem esik eqy korbe sem.



Megjegyzés 1.3.2 A korik izoptikus gorbéi eqyébként eqy szép "virdgot" formdalnak,
ha a kozéppontok egyenld tdvolsagra helyezkednek el eqymdstdl egy kér mentén. (1.7
dbra)

Figure 1.7: 1.7 4bra

1.4 Kiilonb6z6 sugara korok

1.4.1 Két kor esete

Két kiilonb6z6 sugaru kor esetében is az izoptikus gérbék metszéspontjai alkotjak
az ekvioptikus gorbét. Az alabbi 1.8 — 1.13 folyamatabrakon lathatjuk a keletkezd

metszéspontokat.

&

O) [

N

Figure 1.8: 1.8 4bra



Figure 1.9: 1.9 4bra

Figure 1.10: 1.10 abra

Figure 1.11: 1.11 abra
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Figure 1.12: 1.12 abra

Figure 1.13: 1.13 abra

Két kor esetén amikor az ekvioptikus pontokat keressiik, vagyis az 0sszes olyan
pontot amelybdl a két kor azonos szogbdl latszik azonban a szog nagysiga elhanyagolhato,
akkor a keresett pontok egy kor ivére fognak illeszkedni mindig. ElGszor is vegyiink
egy A(uy;vy) kbzzépponti r sugart kort és egy B(ug; v2) kbzépponti re sugara kort
és tegyiik fel, hogy példaul ro # r1. Ekkor a két kor « izoptikus gorbéi felirhatok az

alabbi mo6don:

eql: (z—up)’+ (y —v)’ = Singl(g) (1.8)
eq2: (z —w)? + (y —vp)? = sm;ﬁ (1.9)

Az 1.8 — at ri-el az 1.9 — et pedig r3-vel elosztva az alabbi egyenlséget irhatjuk
fel:

11



T — U\, Y — V1.9 1 T — U2, Y — V.o
(P O =y = L R 0o
Az oldalak egyenléek, ezért vizsgaljuk elGszor egy oldalra rendezve csak az x-et

tartalmazo részt. Nézzik csak a bal oldalt.

(x__“UQ—(x_"”>2 (1.11)

1 (]

Bontsuk fel a zardjeleket.

22 = 2zuy +ul 2? — 2wus + U

— 1.12
r? r3 (1.12)
Hozzuk koz0s nevezére a torteket, majd rendezziik Gket.
ra(z? — 2xuy + u?) B r?(z% — 2xuy + u3) (1.13)
(ri7r2)? (r172)? '
rax® — ri2zuy + riu? — riz? + r?2zuy — rivi (1.14)
(r1r2)? '
Tegyiik fel, hogy ry # 71 :
ra—r? B 2uir3 — 2ugr? LTS — Ugr? (1.15)
(7“17"2)2 (7“17"2)2 (7'17"2)2
Osszuk el mindkét oldalt 22 egyiitthatojaval:
2 2 2,.2 2,.2
ULTS — Ul uiT; — Usr
gt 22 Tlp gy 12 71 (1.16)
Ha teljes négyzet lenne az egyenletiink, igy nézne ki:
U rs — upr? 22 o U rs — ugri u%r% — 2u T3usr? + u%r‘f 117
(v~ r2 —r2 =t 2w r2 — 2 rd —2r2r2 41t (1.17)
21 2T 2 271 1

Itt lathatd, hogy az utols6é tag nem egyezik az 1.16 egyenlet utolsd tagjaval.
Tekintsiik meg az emlitett két tag szamlaloinak kiilonbségét miutan kézos nevezire

hoztuk a két tagot és atvittiik ket az egyenlet jobb oldalara.

ufr% — 2u1u2r%rg + u%r‘f — (rg — r%)(u%r% — u%r%) (1.18)

Felbontjuk a zardjeleket.

2 4 2 2 2 4 2 4 2.2 2 2.2 2 2 4
Uy — 2UugUaTiTS + UST] — U Ty + UTryTy A+ usrir; — usr) (1.19)

Lathato, hogy a uiry és uirf tagok kiesnek. Ezek utén szorzatta alakitjuk a

maradékot.

12



rirs(ud — 2ugug +u3) = 1175 (U — up)?

Hasonl6an az y-os tagra:

r2r2(v? — 20100 + v3) = riri(vy — vy)? (1.20)
Az 1.20 egyenlet alapjan megfogalmazhatjuk az alabbi tételt:

Tétel 1.4.1 Legyen adott a stkon a Ki(uy,vy) és Ko(ug,va) 11 €s 1o sugard kordk.

ul rgfuzrf

Ekkor a két kor ekvioptikusa egy kor, melynek kozéppontja K (W) sugara
2 1

r1T2 \/(UI_U2)2+('U1 —vg)?
2 .

2
T3

pedig R =

Megjegyzés 1.4.2 Ezt a kirt megkaphatjuk a két kérink kilsd és belsd érintdinek
metszéspontjabol, iugyanis ez a két pont pontosan megadja az ekvioptikus korink
dgtmérdgjét (ldsd 1.8 - 1.13 dbrdk). FEz alapjan konnyen megtaldlhatd a kor kozéppontja
és sugara 1s. FEzt legeqyszeribben az ismert elemi geometriar szerkesztések utjan

kapjuk meg. A fenti eredményre taldlhatunk utaldst [4] munkdban.

1.4.2 HAarom kor ekvioptikusa

Lemma 1.4.3 Tekintsink hdarom, pdronként kilonbozd sugari O;(uy;vy) Oz(ug;vg)
Os(us; vs3) kozéppontid kért. Ekkor a két-két korhoz tartozo ekvioptikus korok kézéppontjai

mandig eqy egyenesre esnek.

B1zONYITAS:

Elkészitjiik a két ekvioptikus kor kozéppontjara illeszkeds egyenest. Ehhez irdnyvektorként
a két kdzéppontot 6sszekots irdnyvektort hasznaljuk, pontként pedig az egyik kdzéppontot.
Ez az egyenes felirhat6 egy determinéns segitségével is (egyenes).

Tehat elGszor az el6z6ek alapjan (kq; ko) korok ekvioptikus koreinek kézéppontja:

Uﬂ“g — UQT'% vlrg — 1127"%
Kip: 5 _ .2 o 2 _ 3 (1.21)
Az ry és ry sugarakhoz tartozé korok ekvioptikusanak a kozéppontja:
2 2 2 2
2,3 - 2 2 2 2 :

Aztan ezt felhasznélva felirunk egy altaldnos kor egyenletet.

2 2 2 2
ry —T1 Ty —T

2
( urs — ugr%)Q ( vrs — "027"%)2 (rlrg\/(ul —u9)? + (v — 02)2)
r——————1) 4 (y—-———F1) =
(1.23)

13



Ezutan meghatarozzuk az irdnyvektort.

T%Ul — T%UQ r§u1 — T%u:g T%Ul — 7‘%’02 T?Z)Ul — T%Ug
K3k = 2, 2 2, 2 7 2, 2 2, .2 (1.24)

Az egyenes felirasahoz az iranyvektoros egyenletet hasznalhatjuk. Ekkor a lehetséges
egyszeriisitések elvégzése utan az egyenest amit kaptam Ax 4+ By + C = 0 alakban
irtam fel, ahol az A, B és C az alabbiak:

A= —r3vy 4+ riv; + r2vy — r3vy — 1203 + 303 (1.25)
B = riuy — r3u; — riug + raug + rius — raus (1.26)
C' = r3(—ugvy + u1vs) + 73 (usvy — u1v3) + 73 (—uzvy + Usvs3) (1.27)

Eszrevehetd, hogy a kapott egyenlet felirhaté egy 4x4-es matrix determinansaként:

z y 0

1

1 uw vy r%
1 wuy v 73
1

us vz T3

Az el6bb vizsgélt egyenesnél érdekes kérdés, hogy az elhelyezkedése pontosan
hogyan is fiigg a kérok elhelyezkedésétdl és sugaratol. Ha az egyenest leird determinans
jobb fels6 0 elemét z-re cseréljiik, egy sikot kapunk, mely harom térbeli pontra
illeszkedik. Ezen stk z=0 sikkal vett metszete adja az el6bbi egyenest.

Ezeket a pontokat ugy kapjuk meg, hogy az eredeti korok kozéppontjait "emeljiik
fel" a hozzajuk tartoz6 sugarak négyzetével. Ekkor kapunk 3 j pontot amelyek
meghataroznak egy sikot a térben. Tehét a lényeg, hogy van 3 kozéppontunk egy
2dimenzi6s koordinata rendszerben, és ezek folott van 3 pont amelyek alkotnak egy

] sikot a térben.(1.14 és 1.15 abra, feliil illetve oldal nézet)

14



Figure 1.14: 1.14 abra

-
@

Figure 1.15: 1.15 abra

Abra magyarazat: A fekete pontok az eredeti korok kozéppontjai amelyek a piros
korok, a kék korok az ekvioptikus gorbék melyeknek a lila pontok a kdzéppontjaik,
a z0ld pontok az r2-el felemelt fekete kézéppontok. A barack szinii sik a harom zold

pont altal meghatarozott sik.
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1.5 Ekvioptikus pontok szama

A kovetkezSkben vizsgaljuk az ekvioptikus pontok szamét. Ehhez felirunk két
ekvioptikus egyenletet 0-ra rendezett formaban majd kivonjuk 6ket egymasbol, ezaltal
megkapjuk a korok hatvanyvonalat és csak els6foki és konstans tag marad, ami egy

egyenes egyenletét adja meg.

2
2 2 2 2 2 2
(:B <u1r2 — u2r1)> N (y ('017“2 = v2r1>) r1r2\/(u1 —uz)? + (v1 — vg)?
2 _ .2 2 .2 2 .2
Ty — T Ty — T re — T

(1.28)

2
U3Ts — Ugr: 2 V3Ts — UgT3 2 37 \/(u3 —ug)? + (v3 — v7)?
r— 72 _ 2 +y— 2 _ 2 - 72 2
72— T3 2 — T3 2 T3
(1.29)

Az alabbi harom sor rendre az x,y egyiitthatoit és a konstans tagjat adja meg

ezen egyenesnek.

_27’%(7’5(% — us) + r7(uz — ug) + 13 (—us + ug))

CRTHICEE

2} (r3(v1 = w2) + i (v2 — v3) + 13(—v1 + v3)

(rf = r3)(ri —73)

30— + 0 = o) + 1203 — w8+ ] = 18) + 3+ — 02 + 1R))
GETIGET

Megéllapithatjuk, hogy mind a hAromban van egy r? szorz6 és azonos a nevezéjiik.

Ezekkel egyszertisithetjiik az egyenesiink egyenletét. Ha kifejezziik mondjuk y-t

r2(ud — ud +v? — vi — 2uyT + 2uaw)
2(r(v1 — v2) + r{(v2 — v3) + r3(—v1 + v3))
ra(—u? +ul — v} +v2 + 2uyr — 2uz)
2(r3(vy — v2) + 11 (v2 — v3) + r3(—v1 + v3))
r?(u3 — uj + v3 — v — 2ueT + 2uzw)
2(r3(v1 — v2) + ri(vz — v3) + r3(—v1 + v3))

y:

n (1.30)

és ezt beirjuk az egyik kor egyenletébe, akkor egy mésodfoku kifejezést kapunk,
melynek lehetséges gyokei az ekvioptikus pontok x koordinatai.

Ekkor a masodfokiu kifejezés egyiitthatoi a kovetkez6képpen alakulnak:

@ = (rg(—m-l—vz)—i-r%(vll—v?,)—&-r%(—v2+v3))2((rg((ul - u2)2 + (Ul - U2)2) - 27‘%(7“32,((’&1 -

ug) (u1 —ug) + (1 —vg) (V1 —v3)) +77 (1 —uz) (ug —ug) + (v1 —v3) (Vg —v3)) ) +75 ((u1 —
u3)?+(v1—v3)?)+2r2r2((ug —ug) (ug—uz)+(v1 —v2) (Vo —v3) +77 (ug—u3) >+ (va—v3)?)))
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b= G v1+v2)+r2(vl T e 5 (=73 (ug +ug) ((ug —u2)? + (vy —v2)?) —r3 (ug +
uz)((ug —uz)? + (v1 — v3)?) — ri(uz +us) ((ug — uz)? + (va — v3)?) + 722 (2ud — uduz +
u?(—ug +uz) +uz(vy — v2)* + g (—ud + u + (vg — v3)?) — ug(u + v} + 20,09 — 203 —
4103420903403 ) ) +75 (1% (U3 (ug — ug) —usuz +us (—ui + (v1 —v3)?) +ug (u3 —uid+ (vy —
v3)?) +u3(2u3 — v? + 4v1ve — V2 — 2(vy +v2)vs +203)) + 75 (2ud + uduz — ud (ug +uz) +
uz(vy —v2)? +ug (U2 + (vy —v3)?) — uy (U3 +u2 — 202 +v3 — 4vovs +v2 + 201 (V2 +v3)))))

¢ = oo ey T3 (i (U3 4 (01— 12)?)? = 2u(un + 01 -
va) (g — 1 +v2)) 15 (uf + (U3 + (01 —v3)?)? — 2uf (uz +v1 —v3) (uz —v1 +v3)) + 7 (us +
(u3 =+ (v2 —v3)%)? — 2uj (uz + v2 — v3) (us — v2 +v3)) + 2r{rf(—uy + i (u — uf — (v2 —
v3)?) — (v1 — v2)2 (U2 + (vy — v3)?) + ud(u2 + v? + 201y — 203 — 4vyvs + 209v3 + V7)) —

2r2(r3(—u3(uz +vy —v3)(ug —v1 +v3) + (U3 +uzv; —uzvs + V102 — (V) +v9)v3+03) (U3 —

U3V + UzVy + v Vg — (V1 +2)v3 +v3) +ud(ud — (uz +v2 — v3)(uz —vo+v3))) + 73 (uf +
(3 + (01 — 1)) (63 + (01 — 5)2) — UB(ud 3 — 202 + 3 — vy + 02 + 201 (v + 1))

Az a, b és ¢ egyiitthatoknak mint lathato, ugyanaz a nevezGjiik, ezért azzal
beszorozhatjuk az egész egyenletet. Az 0j egyiitthatok aq, by és ¢;.

ar = r3((ur —u2)® + (01 —v2)?) = 2r3(r3 (w1 — u2) (w1 — us) + (V1 —v2) (V1 —v3)) +
7 ((un — ug) (us = ug) + (vi —v3)(v2 = v3))) +75((ur — uz)? + (v1 — v3)?) +2rEr3((ur —
uz)(uz — ug) + (vi — v2)(v2 — v3)) + 71 ((u2 — u)? + (v2 — v3)*)

by = —r5(ur +ua)((ur —u2)® + (v1 —v2)?) = r3(ws +us) (w1 —u3)? + (v1 —v3)%) —
ri(ug + uz)((ug — uz)? + (va — v3)?) + r2r2(2ud — uduz + ud(—ug + uz) + usz(vy —
v9)? + ug (—u3 + ui + (vg — v3)?) — ug(us + v + 201V — 203 — 4vyvs + 2v9v3 + v3)) +
72(r2 (u? (ug — us) — udug + us(—u2 + (v1 — v3)?) +ug (ud — u + (v2 — v3)?) +uz(2us —
V3 + 4vyvg — 03 — 2(vy + vo)vz + 203)) + 12 (2ud + uduz — ui(ug + uz) + uz(vy — v2)* +
uz(u3 + (v1 — v3)?) — (U3 + ui — 20% + v3 — dvguz + v3 + 201 (vg + v3))))

o1 = 3 (r3(ui+ (U4 (v1—v2)?)? —2uf (ua+v1 —v2) (up —v1 +02) ) 75 (uf + (ud+ (v —
v3)%)2 —2u? (uz+v; —v3) (uz—v1+v3) ) +7] (us+ (U3 + (ve—v3)?)? —2u3 (uz+ve —v3) (U3 —
vy +v3)) + 273 (—ug+ud (ui —ul — (v —v3)?) — (V1 —v2)? (U3 + (Ve —v3)?) +u (Ui +vi+
20109 — 203 — 4vyvg + 2v9v3 +v3)) — 2r5 (ri((u3 +uz (v — v2) + (v1 —v3) (V2 — v3)) (U3 +
uz(—v1+ve)+(v1—v3) (v2—v3) )+ ud (U3 —ui+ (v2—v3)?) —u3 (uz+v1 —v3) (us—v1 +v3) )+
r3(ui+ (U4 (v —v2)?) (ui+ (01 —v3)?) —ui (ud +ui—20f +v3 —dvavs+vi+2v1 (v2403)))))

Masodfokt egyenletek esetén a gyokok szamérol a diszkriminans dont, ezért azt
vizsgaljuk. Nagyon bonyolult kifejezést kapunk, aminek egyszertsitéséhhez Wolfram
Mathematica-t hasznaltam. Az egyszertisités soran a kapott kifejezést szorzatta
alakitottuk. Az elGjelet nem befolyasold tagok elhagyasa utan az alabbi kifejezés
adodik:

—(r3((u1 —u2)?+ (v1 —v2)?) = 1§ ((u2 —us)* 4+ (v2—3)*))+2r3 (r3 (w1 —u2)* + (v —
v2)?) + 77 ((uz = uz)? + (v2 = v3)%)) (w1 —uz)? + (V1 —v3)?) =75 (w1 —uz)?+ (1 —v3)?)?

17



Ez a rész tehat a diszkriminans elGjeldontd része. A fenti kifejezésben érdemes
szem elGtt tartani, hogy példaul az rs sugara kor kézéppontjaval szemben az (uq, v;)
és (up,vy) pontokat dsszekots oldal all, melynek hossznégyzete éppen ((u; — ug)? +

(v1 — v9)?). Legyen a sugérral stlyozott oldalhossz négyzete rendre p, q és r:
p=r3((ur — u2)® + (v — v2)?)

q=r3((ug —us)?® + (v, —v3)?) (1.31)

r=ri((us — uz)? + (v3 — v2)?).

A fenti kifejezés ekvivalens azzal, hogy

2(pq + pr+qr) — (P* + ¢* + 1)

Ennek az elGjelét vizsgaljuk.

2(pg +pr+qr) — (P*+ ¢ +1%) <>0

Mindkét oldalahoz hozzaadva 2(p*+¢*+7r?)—t, a bal oldalon éppen (p+q+7)%jén
ki. Ebb6l mar gyokvonas (mindenki pozitiv) és 3-al osztas utan adodik az alabbi

tétel.

Tétel 1.5.1 Ha a szemkizti csucsok koré irt kor sugdrval silyozott oldalhosszak
négyzetének szdmtani és négyzetes kizepének aranya nagyobb, mint sqrt(2/3), akkor

2 ekvioptikus pont van, ha eqyenld, akkor 1, ha pedig kisebb, akkor nincs.

1.6 Zar6 gondolatok

Habar igy is nagyon érdekes felfedezéseket tettiink, van még mit kutatnunk béven
a témaban. Szamomra is maradtak megvélaszolatlan kérdések. Amikor négy vagy
annal tobb kort és ekvioptikus gorbéiket tekintjiik, vannak bizonyos esetek, amikor
az ekvioptikus gorbék egy pontban metszik egymést. (1.16) Azonban eddig nem
sikeriilt semmilyen Osszefiiggést, esetleg szamolas menetét felfedeznem az emlitett

pont elhelyezkedésében.
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Figure 1.16: 1.16 abra

Ami kérdés itt felmeriil az az, hogy ha a keletkezett sikunkon tetszélegesen
valasztunk egy pontot, és tekintjiik a vetiiletét az x,y sikon, amely egy negyedik
kor kozéppontja lesz, akkor ez az emlitett negyedik kor ekvioptikusa is be fog-e
épiilni a mar meglévék kozé és lesz-e veliik ko6zos metszéspontja. Ha tetszélegesen
elhelyezkedd harom kort vizsgalunk, akkor kideriil, hogy az ekvioptikusaik kézéppontjai

mindig egy egyenesre illeszkednek.
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