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Abstract

With the evolution of architectural and engineering solutions, not only are tower- and chimney-
like tall structures becoming more prevalent, but constructions composed of discrete elements
- such as various container towers, brick or stone structures, and installations crafted for visual
appeal — have also increased in size. The demolition of these structures often occurs via
controlled collapses. In these scenarios, understanding the tilting process and the subsequent
spatial distribution of debris is of critical importance, especially when the collapse might

endanger surrounding individuals, buildings, historical monuments, or natural formations.

In our work, we primarily focus on towers constructed from discrete elements that transmit only
compressive forces. These towers are tilted around a fixed axis and the discrete elements are
experimentally modelled using simple rectangular-shaped bodies. We develop a mathematical
model to describe the tilting of such towers and the fractures that occur during the tilting, as
well as to estimate the spatial distribution of the resulting debris. In addition, we formulate a
time-stepped numerical simulation based on contact dynamics. In the conclusion, we will

compare the experimental results with the two theoretical models.



Kivonat

Az épitészet és a mérndki megoldasok fejlédésének koszonhetéen nemcsak a torony- és
kéményszerli magas épiiletek valnak egyre gyakoribba, hanem a diszkrét elemekbdl allo
konstrukciok — mint példaul kiilonféle konténertornyok, téglabol vagy kobol falazott
szerkezetek, illetve latvanyossag céljabol készitett alkotasok — is novekednek méretben. Ezen
struktarak bontasa gyakran kontrollalt 6sszeomlasztassal torténik. Ilyenkor a d6lési folyamat és
az ezt kovetd tormelék térbeli eloszlasanak ismerete kritikus jelentdségii, kiilondsen, amikor az
omlés veszélyeztetheti a kornyékbeli embereket, épiileteket, torténelmi emlékmiiveket vagy

természeti képzédményeket.

Munkank soran féként azon tornyok vizsgalatara koncentralunk, melyek diszkrét, csak
nyomoerdt kozvetitd elemekbdl épiilnek fel. A tornyokat egy fixalt kezdeti tengely mentén
eldontjiik, és a diszkrét elemeket, egyszerii téglatest alaki hasabokkal kisérletileg is
modellezziik. Készitiink egy matematikai modellt az ilyen tornyok délésének €s a d6lés soran
keletkez6 toréseknek a leirasara, valamint az ebbdl eredd tormelékek térbeli eloszlasanak
becslésére. Emellett egy kontakt dinamikan alapuld iddlépéses numerikus szimuldciot is

kidolgozunk. Zarasként dsszehasonlitjuk a kisérleti eredményeket és a két elméleti modellt.
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1. Bevezetés

1.1 ElBszo

Az épitészet és a mérnoki megoldasok fejlédésének koszonhetden egyre gyakoribba valtak a
torony-, kéményszeri magas épiiletek €s a diszkrét elemekbdl allo konstrukciok — mint példaul
kiilonféle konténertornyok, téglabol vagy kobdl falazott szerkezetek, illetve latvanyossag
céljabol készitett alkotasok — s6t ezek méretben is novekedtek. Ezen struktirak bontasa gyakran
kontrollalt 6sszeomlasztassal torténik. Ilyenkor a ddlési folyamat és az ezt kovetd tormelék
térbeli eloszlasanak ismerete kritikus jelentdségi, kiilondsen, amikor az omlas veszélyeztethet

embereket, épiileteket, torténelmi emlékmiiveket vagy természeti képzodményeket.

1.2 Irodalom

A témahoz kapcsoldédva tobb kutatds is sziiletett mar kiilonb6zd megkdozelitésekkel. Az

alabbiakban ezek koziil térnénk ki néhany, a dolgozatunk szamara is relevans munkaéra.

Taldlhatunk olyan cikket, amely kiilonb6z0 tormelékhalmazok mozgéasat vizsgélja és
dokumentaélja [6]. A kutatas soran 4-12 kg tomegli kdhalmazt csusztattak le adott geometridju
lejtdn, és vizsgaltak a tormelékhalom eloszlasat a lecsuszast kovetden, kiilonds tekintettel a
legmesszebb eljutd elemekre. Ezen kiviil ugyanezen lejtdkon leengedtek koveket egyesével is,
és rogzitették a lejtétdl vett tdvolsagot. A vizsgalat soran hasznalt kovek mérete egyenként 2
mm ¢s 40 mm kozott valtozott. Tovabba végeztek kisérleteket zuzott (szogletes, durva feliileti),
illetve lekerekitett, koptatott feliiletli kovekkel kiilon-kiilon. A legmesszebbre eljutott elemekre

vonatkoz6 megallapitasaik a kovetkezok:

1. A legmesszebbre jutott elemek mozgasa, a lejtétél valdo végsé tavolsaga fliggetlen az

egyszerre lecsusztatott kdmennyiségtdl, illetve a tobbi kdelemtdl.

2. Az egyenként lecstsztatott k6darabok maximalis eljutasi tavolsaga és az egy tOmegben
lecsusztatott kotomegbdl a legmesszebbre jutott elemek maximalis tdvolsdga nem tér el

egymastol jelentdsen.

Folytonos anyagu épiiletek 0sszeomlasat gyakran végeselem szimulédciok segitségével lehet

modellezni. Két ilyen gyakori mddszert olvashattunk a [8]. publikacioban.



Az egyik az elemer6zids (element erosion) modszer, mely azon alapul, hogy a szerkezetet
tetsz6legesen kicsit részekre osztjuk fel, majd minden kis résznek vizsgéljuk a terhelését. Ha a
terhelés meghaladja azt a kritikus mértéket, melyet mar nem képes az anyag elviselni, akkor a
kis elem eltavolitasra keriil és a szimulacié folytatodik a tobbi elemmel. Nagy elénye ennek a
modszernek, hogy az elemek eltavolitasaval nem né meg a miveletigénye a folyamatnak,
hanem ugyanakkora marad. Hatranya viszont, hogy csokken a térfogat, a rendszer energiaja és

az iitkdzések lekovetése sem lehet nagy bizonyossagu.

A masik moédszer a node-split, mely soran nem keriil egy elem sem eltavolitasra. Ebben a
modszerben az el6z6hoz hasonldan kis elemekre van felosztva a szerkezet, azonban itt a
csucsokon van a hangstly. Ezek terhelését vizsgaljuk, amely, ha a kritikus értéket eléri akkor
szétvalik két csticesa. A tobbi pont érintetleniil marad a rendszerben. A modszer héatranya, hogy
nagysagrendekkel megnovekedett id6 kell a teljes folyamat szimuldlasdhoz, hiszen minden kis
elem rendelkezik 8 csuccsal, melyeket kiilon kell definialni. Oriasi elénye azonban, hogy nem

valtozik a rendszerben az energia, a térfogat és a tomeg.

Kimondottan tornyok ddlésérdl is 1éteznek kutatasok. Ezek gyakran folytonos anyageloszlasu
tornyokrol szamolnak be [7]. Létezik egy kutatas, amely diszkrét elemli kockakbol épitett
tornyok (kockdk egymasra pakolasaval készitett tornyok) ddlésére is kitér [1]. Azonban a
szerzOk azzal a kozelitéssel dolgoznak, hogy a torony nagyon vékony. A szintek egymashoz
valo elhelyezkedésével nem foglalkoznak, ami, ahogy késébb latni fogjuk, fontos paraméter
lesz szamunkra. Tovabba, csak addig vizsgaljak a doélést, mig a térés be nem kovetkezik. A

kovetkezményeket nem analizaljak.

1.3 A dolgozat célja és felépitése

Ezek fényében célunk az volt, hogy valamivel komplexebb Osszeéllitasu, diszkrét torony

Osszeomlasat vizsgaljuk bizonyos feltételek mellett. A dolgozat felépitése a kovetkezo:

Eldszor definidljuk az altalunk vizsgélt tornyot és ddélést. Ezek alapjan készitiink egy tobb
szakaszbol all6 matematikai modellt az ilyen tornyok ddélésének, a ddlés soran keletkezd
toréseknek €s az azt kovetdé mozgasoknak a leirasdra, valamint az ebbdl eredd tormelékek
térbeli eloszladsanak becslésére. Majd egy kontakt dinamikan alapuld idélépéses numerikus
szimulaciot is kidolgozunk. Ezek utan bemutatjuk a mérési és kiértékelési eljarasainkat, melyek
segitségével a dontést vizsgaltuk és az egyéb relevans paramétereket meghataroztuk. Végezetiil
Ossze fogjuk hasonlitani az elméleti modellt, a kontakt dinamikén alapulé szimulaciot és a

mérési eredményeket.



1.4 Jelolésrendszer

A dolgozat soran a vektor és skalarmennyiségek jelolésére az aldbbi szabalyok fognak

vonatkozni.

e A skalar mennyiségeket vékony bettivel jeloljik pl.: C; a

e A vektorokat félkovérrel, pl.: v; F gg

e Az ,A” pontbdl ,B” pontba mutatd vektor jele: 4 g

e Egy vektor (pl..v,r,p) adott koordinatajat vékony karakterrel a kovetkezdképpen

fogjuk jeldlni: vy, 1y 5,

e Egy definidlt v vektor el6jeles hosszat ,,v”- vel jeloljik (ennek pl. szogsebességeknél,

forgatonyomatékokndl van jelentdsége sikbeli mozgds esetén, ahol azok értéke

megegyezik a vektor ,,z” koordinatajaval. llyenkor M =r X F és M, = M).

2. Avizsgalt jelenség bemutatasa

2.1 Atornyok felépitése és a dontés definialasa

Kali

2.1-es dabra

A vizsgalt tornyot egységes, téglatest
alakt elemekbdl épitettiik fel [2.1-es
abra]. Az elemekbdl szinteket képeztiink
¢és ezeket egymasra helyeztiik. Egy szint
két parhuzamos azonos magassagban
1évé elembdl allt. Tovabba  két
egymassal szomszédos szint elemei,
hosszirany szerint mindig merdlegesek
voltak egymasra. Az [2.1.a dbran] 1évd
torony tehat négy rétegbdl all. Az
elsddleges kiilonbség az altalunk épitett

tornyok kozott a magassdguk volt, ezt a kordbban emlitett szintek szdmaval fejeztiik ki.

Esetlinkben ez tobbnyire 20-40 szintes tornyokat jelentett. A korabban leirt struktira szerint

kétféle tornyot épitettiink. Az elsé tipus teljesen szabélyos, ebben minden mésodik réteg

pontosan a kettovel alatta 1évo réteg felett helyezkedik el. Az [2.1.c dbran] ,,a”-val és ,,b”-vel



jelolt méret barmely két egymast kovetd rétegben ugyanakkora és megegyezik egy elem
legrovidebb ¢lének nagysagéaval. A masodik tipusban valamelyik, a dontés iranyara merdleges
szinten 1évo elempar valamennyivel bentebb lett tolva. Ez a mesterséges hiba segitségével

vizsgaltuk a torony lehetséges megtorését a dontés soran.

A dontést a kovetkezOképpen képzeltiik el: Egy a
torony aljan lévé elem meghibasodik igy tartd
feladatanak ellatasara képtelenné valik. Mi most
ezért azt fogjuk feltételezni, hogy az egyik als6 elem
hidnyzik [2.2-es dbra]. Kisérletek sordn ezt, az egyik
alapoz6 elem gyors eltavolitasaval értik el. A
tartoelem hidnydban pedig a torony elkezd az
ottmaradt tartéelem ¢€l€bdl képzett tengely mentén
dolni (Megjegyzés: A tovabbiakban azt a szintet,

ami a torony aljan helyezkedik el és hianyzik egyik

eleme, ,,0. szintnek” fogjuk hivni.).

2.2-es abra

2.2 Megfigyelések

Ingaszeri Megakadas Szétcsuszasi

délési szakasz pillanata szakasz
2.3-as dbra

Néhany torony dontése utan a kovetkezoket vehetjiik észre: A dolés alapvetden két részére
oszthatd [2.3-as abra]. Egy ingaszerli kezdeti ddlési szakaszra, mely sordn a megmaradt
alapelem fixen marad. Ez addig tart amig az alapelem ki nem csuszik vagy az els6 szint annyira
el nem fordul, hogy eléri a talajt. Méréseink soran a talaj eléréséig az alap kicsuszasat nem

tapasztaltuk. A talaj 1. elérésének pillanatat innentdl a ,,megakadas pillanatanak™ fogjuk hivni.



Ekkor vagy az 1j érintkezési pontok altal kijelolt tengely koriil kezd el d6Ini a torony, vagy
elkezd szétcstiszni. Amennyiben nem csuszik szét azonnal, abban az esetben is mar kis
szogelfordulds utan at fogunk Iépni ebbe a szakaszba. A szétcstiszas végén éri el a tormelék a

nyugalmi helyzetet.

Most picit nézziik meg mi torténik, ha a torony megtdrik délés kozben. Legyen ez természetes

vagy egy tudatosan belerakott sziikités miatt. [2.4-es &bra]

Szétcsuszasi szakasz.
Tormelékmozgas az eredeti d6lés és
az azzal ellentétes iranyba.

2-elem(i csatolt
ingaszer( szakasz.

2.4-es abra

Ebben az esetben azt lathatjuk, hogy az elsd szakaszban megtorik a torony, de amig el nem éri
a megakadasi pillanatat, az alaprész €és a letordrész érintkezési pontja fix marad. Egy csatolt
fizikai ingdhoz hasonld mozgast kezd el végezni. Ezt a mozgéasformat feltételezziik az elsd
elméleti leirasban is. Ezt kovetden, ha a torés mértéke megfeleléen nagy volt, a torony felsé

része akar ,,visszafelé” az eredeti dolésirannyal ellentétesen is elmozdulhat.

A méréseket és kiillonbozé kimeneteiket részletesebben a nekik dedikalt szekcioban fogjuk

targyalni.
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3. Leird modell

3.1 Inga szer( szakasz

3.1.1 Torés pontjanak meghatarozasa

Ebben a szakaszban, a mozgast sikmozgasként irjuk majd le, mert a torony mozgasa a
forgastengellyel parhuzamosan elhanyagolhatonak tekinthetd. Ezt a fix, 0 sebességii
forgastengelyt ,,0”-val fogjuk jelolni a torony tomegkozéppontjat pedig Sy-lal [3.1-es abra].
Emellett, ahogy mar kordbban is utaltunk ra, feltételezni fogjuk a tapadast az elemek kozott. Ez
egyszerlsiti a modellalkotast, és amennyiben sziikséges egy biztonsagi ellendrzést is
megtehetiink a relevans pontokban az erék kiszamoldséval. Ezzel ellendrizve, hogy tényleg

tapadas 1ép fel.

Eldszor tegylik fel, hogy a torony képes egyben, térés nélkiil dolni.

r'y
r'y

Qo[ | Fyo

3.1-es abra

frjuk fel a torony szoggyorsulasat az ,,0”-koriil, a csillapitd er6ket elhanyagolva! (Itt a
légellenallast és a kiilonb6z6 deformaciokbol adodo csillapitast értjiik csillapitd erdkon. A
légellendllds elhanyagolast megtehetjiik, mert a sebességek viszonylag kicsik és a torony

tomege viszonylag nagy a homlokfeliilethez képest.)

11



. Fgolrosz |

‘{bo i sin(ay + ¢o ),
0

(3.1.)
ahol Fy a teljes d616 toronyra haté gravitacios erd, I, a teljes torony ,,0”-ra vett tehetetlenségi
nyomatéka, @, az a szdg, melyet az ,,0”-bol Sy-ba huzott vektor bezar a fliggdlegessel a

nyugalmi allapotban és ¢, a szog, mellyel megdoélt a tornyunk.

A (3.1.) egyenléség két oldalat beszorozva ¢-vel, majd azt kvetéen integralva kapjuk, hogy:

_ FgOer,SZ |

cos(ay + ¢g ).
Iy

((150)2 =C

(3.2)
Ez eddig szinte ekvivalens a standard fizikai inga kilengését leird differencidlegyenlettel,
melyet [1]-ben is megtalalhatunk. Ennek segitségével a szogsebesség kifejezhetd expliciten a

dolés szogébol.

e Most vizsgéljuk meg, hogy egy adott pillanatban 1étrejon-
] e torés a torony adott szintjénél. Azt elfogadjuk, hogy a

52 (2)
/ tornyot felépitd elemek Osszenyomhatatlanok és mindig

—
»elég” nyomoerdt tudnak kifejteni, viszont hazoerd
Csuklds
kifejtésére képtelenek. Emiatt tornyaink valamivel
Tartd
elem konnyebben megtdrnek, mint a [7]-ben lathato folytonos
(1) kémények.

Bontsuk fel a tornyot két részre: a vizsgalt lehetséges torési
szint alattira (1-es testre) €s felettire (2-es testre), a torony

pedig doljon az abran lathaté mddon [3.2-es abra]. Ekkor

3.2-05 dbra szamoljuk ki mekkora lenne a felsé és als6 rész
szOggyorsulasa, ha csatolt ingak lennének, ahol a csukl6 a
bal elem aljan helyezkedik el. (Megjegyzés: jelenleg a szdogsebességek eldjelhelyesen
szerepelnek szamitdsainkban, azaz negativ értéket vesznek fel a [3.2-es abra] szerint.). Tovabba
nevezziik a bal oldali elemet innentdl csuklos elemnek, mig a jobb oldalit tarté elemnek. Ha

¢, — P, > 0, akkor a felsé test ,,sz0ggyorsulna az als6 felé”. Ez nem gond, mert a jobb oldali

tartd elem ekkor nyomoerdt fog kifejteni az alatta és a felette 1évd testre ugy, hogy azok

12



szOggyorsulasa megegyezzen. Amennyiben ¢, — ¢, < 0, akkor a felsé test szogeltérése nd az

als6¢hoz képest, azaz lemarad. Ennek megakadalyozasdhoz hiizoerdt kell kifejtenie a tartd

elemnek. Erre viszont nem képes. Mindebbdl kovetkezik, hogy a torony torni fog. A ¢y, ¢,

mennyiségeket a kovetkezdképpen hatarozhatjuk meg:

3.3-as abra

frjuk fel ¢, P,-t a forgasdinamika alapegyenlete segitségével. d)1¢>2
megvalasztasatol, ezért az (1)-es testre vonatkozd (3.3.)-as
egyenletet az ,,0”-koré, mig a (2)-es testre vonatkozd (3.4)-es

egyenletet a tomegkozéppontja koré irjuk fel.

. _r51XFgl—r51'CXFC

1 — 11 )
(3.3)
. rSZ,C X FC
b=
2
(3.4,

ahol a [3.3-as abra] alapjan rgq; rgq ¢; T's2 ¢ az adott vektorok, Iy; I,
rendre a két rész adott tengelyre vonatkozé tehetetlenségi
nyomatéka, F_g1 az also testre hatd graviticios erd és F; a

képzeletbeli csukloban hato erd.

Tovébba irjuk fel a kényszerfeltételiinket az abra paraméterei alapjan, mely jelen esetben azt

fejezi ki, hogy a ,,C” pont gyorsuldsa ,,0”-bol €s ,,5,”-bdl szdmitva is ugyanaz lesz.

. .2
P1XTc—py *T¢c=

Fy+F

c . . 2
+ ¢y XTgc—Po * Tsac

(3.5)

Itt azért (]502 jelenik meg mind a két oldalon, mert azt feltételeztiik, hogy eddig a pontig a torony,

torés nélkiil dolt. Most a (3.2 ; 3.3 ; 3.4 ; 3.5) egyenletekbdl alkotott egyenletrendszer

segitségével a kovetkezd matrixos Osszefliggés irhato fel:

13



-1
I 0 “Tsic,  Tsicy
Ts1, * g1
o1 0 I Tszc,  ~Ts2,0y * 0 9%y
2 | = T, T 1 0 * *
prm— — * — * ]
E., Cy 52,Cy m, ¢ Ts2,c, ¢ Tc,
.2 .2
Fey 1 l‘ibo * Tspc —Po *T¢ J
—T, T 0 — y y
Cy S52,Cy
m;

(3.6.)
Innen megtudhatjuk, hogy az adott szint torni fog-e egy adott szognél. Ha a torési szog kisebb,
mint az a szog, amennyit a torony délne megakadasig, akkor a leirashoz at kell térniink egy

csatolt ingaszerii modellre.

3.1.2 Csatolt ingaszerd mozgasleiras

Itt egy numerikus szimulacidt készitlink. A szimulacido azon fog alapulni, hogy a torony
részeinek pozicidja alapjan és a sebességallapotuk ismeretében a gyorsuldsallapotuk is
meghatarozhatd lesz. Ehhez nagyon egyszeriien a (3.6.)-os 0sszefiiggést fogjuk felhasznalni,

csak kicseréljiilk benne az eddig kozos ¢, tagot ¢, —re és ¢, -re. Innen kapjuk, hogy adott

pillanatban:
1 0 —T T 1t
1 51,y 51,Cy
. TSl * 1
oy 0 I, Ts2c,  ~Ts2,cy x 0 9%y
b2 =|r —T i 0 qb z * T qf) 2 x T
) _ .
E, Cy 52,cy m, 2 52,C, 1 Cx
.2 .
Fey _ 0 1 ¢r * Ts2,c, = $1 *1¢,
e, Ts2,cy
i m, |

(3.7

Ennek segitségével a mozgast pedig egy Explicit-Euler-féele modszert felhasznalo
szimulacioval le tudjuk irni. Ha javitani szeretnénk a pontossagon vagy gyorsitani szeretnénk a
szimulaciot, alkalmazhatjuk a Runge-Kutta-metodusokat is [9]. Ez ténylegesen felgyorsitja a
szimulacio futdsat, de tapasztalataink szerint egy ilyen ingandl, még a szimpla Euler-féle

modszerek is boven megfeleldek.

3.2 Szétcsuszasi szakasz

Ez a szakasz a megakadast kovetden valosulhat meg és egyeldre csak a torés nélkiil dolo
tornyokra fogjuk vizsgélni. A megakadast kovetden még lehetséges, hogy a torony egy Uj
tengely koriil ingaként d6l mindaddig, amig meg nem cstszik az alapjanal. Azért csak a torony

aljat vizsgaljuk, mert j6 kozelitéssel ott fog a délés iranyaba eldszor megestiszni. A mérések
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soran ezt tapasztaltuk ¢és a [1]-kutatdsban latott kozelités, mely a tornyot nagyon vékonynak

feltételezi, is ezt kapja eredményiil. El6szor hatdrozzuk meg, mekkora szognél kezdddik a

megcsuszas szakasza. Ehhez szamoljuk ki a torony aljan hat6 er6t [3.4-es dbra].

3.4-es abra

Az alapndl hato erd sugériranyu komponense (ez parhuzamos lesz a megakadas pontjabol a

dolo test stilypontjaba mutatd vektorral):

Fyr = Fyo * cos(¢g) — ¢4 * [roso | * mo.

A tangencialis komponens:

Fpr = Fyo * sin(¢g) — ¢y * 70,50 | * Mo.

Innen:

Fy * sin(¢g) — Fy¢ * cos (¢0)
Fy = |Fy % cos(¢g) + Far * sin (¢o) |-
0

Az alapon a cstszas létrejon, ha:
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Fy, = cos(B) — Fyy * sin () <
Fay * sin(B) + F4y, * cos(B) Hs-

(3.11.)
Tovabba eléfordulhat, hogy nem a torony csuszik meg a temporalisan stabilan 1évé megakadt
elem felszinén, hanem az akadt elem a padlon. Ennek a hatarat hasonlé médon lehet vizsgalni.
Ezenkiviil meg kell jegyezni, hogy vékony tornyok esetében, ahogy [1]-ben is lathatjuk, a
torony aljan hat6 er6 komponenseinek aranya fiiggetlen a torony magassagatol €s tomegétol.
Ezen okoknak kdszonhetden a mért tornyaink is kortilbeliil ugyanannal a szognél tortek meg

(kb. ¢}, ~ 45°),

Fontos elmondani, hogy ett6]l a ponttol kezdve sok kozelitést fogunk alkalmazni, mert ezt a
szakaszt egy nagyobb komplexitas jellemzi. Ezenkivil a 4-es fejezetben a szimulacid

segitségével pontosabban is modellezhetd a mozgas ezen szakasza.

Most vizsgaljuk meg mi torténik, miutan a torony elkezd ténylegesen szétcsuszni. Ekkor azt
tapasztalhatjuk, hogy a torony lecsusz6 része (ide minden beletartozik a 0. €s els6 szinten kiviil)
rovid 1d9 alatt foldet ér, amikor is a fliggdlegessel egy & szdget fog bezarni. Mivel a folyamat

rovid i1d6 alatt torténik meg, igy azt mondjuk, hogy jo kozelitéssel igaz a kovetkezd:

o L1
6= ¢0max + d) omax * terkezesi'
(3.12.)

ahol @{max> P omax rendre a szétcsuszas pillanatidban a szog és a szogsebesség, mig terkezesi

az az 1d6, ami alatt a torony korabbi paramétereivel szabadesés formajaban leérne a foldre.

Ebben a kozelitésben elhanyagoljuk, hogy a szétcstiszas elején még 1étrejon valamilyen fajta

tartoerd az ideiglenes alap (1.szint) és a torony tobbi része kozott.

Most térjiink ra a torony mozgasara foldet érés utan! A kovetkezoket fogjuk 1atni [3.5-0s dbral:
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o Mozgoé lejtd
Levallo elem

3.5-0s abra

A torony elkezd ddlni és latszatra olyan, mintha minden elem egy lejtén csliszna le, melynek
szoge kozelitéleg konstans marad. Ezt kvalitativan azzal magyarazhatjuk, hogy a mar a f61don
1év6 elemek meggatoljak, hogy a még torony formaju rész alja az abran balra kicsusszon, s6t
adott szogben egymast megtamasszak az elemek, igy habar csak részlegesen, de minden iranyu
elfordulést gatolhatnak. A kozelités egy feltétele az, hogy adott pillanatban a ,,virtualis” lejtdnk
elemei azonos sebességgel haladjanak, hiszen minden rajta 1évé elemnek ugyanannyit kell
olefelé csusznia”. Ezt mérésekkel igazolni fogjuk. Ezen feltételezések alapjan egy
egyszerlsitett modell készithetd, amelynek segitségével meg tudjuk becsiilni a dolés iranyaban

az elemek eloszlasat.

Az elmélethez hasznalt feltételezések: A mozgd lejtdben 1€vo elemek sebessége kozel azonos.
Ez persze addig igaz, amig egy 0j elem le nem ér a ,,lejtd aljara”. Ekkor feltessziik, hogy az
picit megpattan, majd vizszintes sebességet nyer aranyosan a korabbi sebességéhez képest.
Majd a kovetkezd pillanatban itkozik a lejtvel, hiszen hozza képest megndtt a sebessége.
Ezaltal energiaja egy részét tovabbadja a mozgo lejtének. Ezzel egyidében azt mondjuk, hogy
levalt a lejtér6l. Emellett jegyezzilk meg, hogy a nyert fliggdleges sebességgel nem
foglalkozunk, mert az Ggyis hamar elvész, vagy valamilyen Gton-moédon vizszintes mozgassa
alakul (az el6bb emlitett modon.). Tovabba definidljuk az ,,x” irdnyt, mint az a vizszintes irany,

mely a d6lés irdnyaba mutat.

Ezek alapjan a kovetkez6 rekurziv osszefiiggést irhatjuk fel levalast kovetden a mozgo lejtd és

a levalo szint sebességére:
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5 (IN—-D+AQ+k)+cxk
Ur(i+1) :Jvr(i)+2*ASx*a1x* T+ N =i )

(N—i)+(1+k)—(N—i)*c*k>

Usz(i+1) = \/v%(i) + 2% Asy * aqy * < 1+N—i

(3.13,)
ahol vy ;) €s vs,(;) rendre a mozgd lejtdnek (torony) €s a leszakadd szintnek az ,,x” irdnya
sebessége a leszakadas pillanatdt kovetden. N a szintek maximalis szamat jeloli. As, az

elmozdulds mértékét jeloli ,,x” iranyba, mig a4, az ilyen irdnyu gyorsulast. A c és k tagok pedig

a megpattanast leird illesztendo6 értékek.

A fent lathato rekurziv képletek tagjai a kovetkezot jelentik:

. \/ v%(i) + 2 x As, * aq,, azt mutatja, meg ha a mozg6 lejtd elmozdulasa As,, akkor

mekkora lesz az 0 sebessége. Ez egyszeriien egy feltételezett konstans gyorsuldsnal a

négyzetes Uttdrvény eredménye.

a1, = (g * (SIn(8) — Ug(e—e) * c0s(8)) * cos(6),
(3.14.)

ahol pig(e—e) a cstszasi surlodasi egyiitthato az elemek kozott.

N—i)+(1+k)+cxk : - . f et
®  Vyalami * (( l):-i;_i)ﬂ ) tag pedig egy adott pattanasi egyiitthatoju iitk6zés utani

sebeségét hivatott megadni. Ez egy standard szamitds abban az esetben, ha a testek
kiterjedését elhanyagoljuk és a [2]-es forrds is tartalmazza, amelyben egy szint
tomegével egyszertsitettiik a tortet. Tovabba ,,k” azt mondja meg, hogy a levalaskor
mekkora extra vizszintes sebességet kap a levaldo elem. Ahogy mar kordbban is
emlitettiik, ezt kovetden litkozik azonnal a mozgo lejtével, melyek vizszintes sebessége

kozt az aranyossagi szam ,,c”-lesz.

Eszre lehet venni, hogy ,.k — t, c — t” sokszor csak aranyossagi szamnak hivjuk. Ennek az az
oka, hogy ez nem egy valodi pattanasi szam. Csak akkor lehetne az, ha a két objektum kiterjedés
nélkiili lenne, viszont most mi mégis ezzel az értékkel szamolunk, mert j6 kozelité eredményt

fog adni. Még meg kell jegyezni, hogy ezek miatt ,.k és c” értéke illesztett érték lesz.
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Természetesen ahhoz, hogy a rekurziv képletiink értelmezhetd legyen meg kell adni egy
tagjanak az ert€két. Ez vr(gy lesz, melynek értékét a kovetkez8képpen tudjuk becsiilni. Az
egylitt mozgd elemek altal képzett lejtd vizszintes sebessége valoszinilileg nem lesz nagyobb,
mint a lejtévé valast megeldzo pillanatban a legnagyobb vizszintes sebességli elem sebessége.
Ez a legnagyobb sebessegli pont a torony cstcsa lesz. Tovabba a lejté vy (g valosziniileg
nagyobb lesz, mint a torony tomegkozéppontjanak a sebessége. Ezt szimplan azért allithatjuk,
mert a torony alacsonyrdl esik le a lejtové valas elétt. Emiatt a 0. pattanas soran nem kéne sok
energiat veszitenie ¢és a forgasi energidjanak egy része mozgasi energidva alakulhat. Ezek

alapjan mi azt fogjuk mondani, hogy

_ Vox + Vimax
Vr =T 5

(3.15.)

ahol V;, a tomegkdzéppont horizontalis sebessége, mig Vinae a legnagyobb ,x” irdnyu

sebessége a toronynak a lejtévé valast megeldz6 pillanatban.

Ezek természetesen nagyvonall becslések, de a mérések alapjan reédlisnak latszanak. A jovoben

ennek tovabbi, részletesebb vizsgalata érdemes lehet a pontosabb eredmények érdekében.

Most hatarozzuk meg, milyen messze is fognak keriilni elemeink. Ehhez feltételezziik azt, hogy
ha a leszakad6 szint és a lejtd elvaltak egymastdl, akkor onnantdl kezdve a leszakad6 elemek
mar csak a talajon fognak csusz6 mozgast végezni. Ekkor az ,,1.” szint elemei az ,,0”-hoz képest

a kovetkezd tavolsagban fognak véglegesen megallni:

h; + Vs?z(i)
sin(8) 2 g * Ugee-t)

Si=SO+

(3.16,)
ahol ,,s0” a legalso elem tavolsaga az origétol, amikor a torony elkezdett mozg6 lejtéként
cstszni. A ,,h;” az adott szint eredeti magassagaval feleltethetd meg, 1y pedig a talaj €s az

elemek kozti surlodasi egyiitthato.

Ez egy az alabbihoz hasonl6 tormelékeloszlast fog nekiink mutatni [3.6-os dbra]. Ezt csak azért
mutatnank most meg az olvasonak a 6. fejezet el6tt, hogy legyen elképzelése az emlitett eloszlas
karakterisztikajarol, hiszen ez kevésbé egyértelmi. A [3.6-os dbra] azt mutatja, hogy az adott

szintek milyen messze keriiltek a d6lés megkezdésének pontjatdl vizszintesen.
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3.6-0s dbra
Amennyiben a torony megtdrik a d6lés soran, gyakran azt latjuk, hogy a felso rész azonnal
megcsuszik és leesik. Ez akar a doléssel ellenkezd iranyba is torténhet. Ekkor a tormelék
eloszlasat ugy lehetne becsiilni, mintha két mozgd lejténk lenne, melyek koziil az egyik
magasabbrol €s mas sebességallapottal kezdte mozgasat. Ekkor viszont a hasznalandd vr g
meghatdrozasa egy nehezebb feladat. Mi ebben a dolgozatban ezzel nem fogunk foglalkozni

mar részletesebben. Ettdl fliggetleniil 6. fejezetben néziink ilyen eloszlasra példat.

Tovabba meg kell jegyezni, hogy eddig a d6lés irdnyara merdleges eloszlasrdl nem esett szo.
Ennek {6 indoka az, hogy az eddigi elméletben vizsgalt ,,szebb” déléseknél ez elhanyagolhatd
volt. Hiszen ilyen irdnyu sebességet a tormelék ugy tudna szerezni, ha leérkezéskor egy adott
értéknél nagyobb szdget zarna be a ddlés sikjaval. Ez gyakran nem valosul meg, vagy ha igen,
akkor is a viszonylag kicsi pattanasi egylitthatd miatt nem lesz képes nagy ilyen iranyu
sebességre szert tenni. Emellett a mozgd lejtd szakaszdban az ,,egymasra rakddott” elemek

tovabb gatolhatjak ezt a fajta elmozdulast.

20



4. Kontakt dinamikan alapuld szimulacio

4.1 Az eljaras elve

Ennek az eljarasnak a célja az, hogy készitsiink egy olyan szimulécids modellt, mely egyesével
szamolja a diszkrét elemek kozott fellépd erdket és ezaltal megfigyelhetdve teszi a mozgast. Mi
ezt a szimulaciot 2D-ben fogjuk elkésziteni kontakt dinamika alkalmazasanak segitségével. Az

elképzelés a kovetkezo:

A szimulécié iddlépéses lesz, mely soran minden pillanatban a korabbi sebességek és a

cres

egy 1dolépés sordn atfedésbe keriilne, akkor ezt fel fogjuk oldani kiilonféle reakciderdkkel az
¢érintkezés helyének és a relativ sebességek fliggvényében. Ezt kdvetden tovabb léptetjiik

1d6ben a szimulaciot.

M¢ég meg kell jegyezni, hogy ez az eljaras a d6lés kezdeti inga szeri szakaszaban pontatlanabb
értekeket fog adni, az litk6zések feloldasanak metddusa miatt. Ettdl fiiggetleniil az elakadast
kovetd szétcsiszasi szakasz leirasara jol fog mar miikddni, hiszen az interakciokat robusztusabb

modon fogja kezelni az elemek kozt mint, ahogy azt a korabbi modellben tettiik.

4.2 Az Utkozések fizikai modellezése

4.2.1 Normalis pattanasi erélokés

Eldszor nézziik meg, hogy mi is torténik két objektum iitkozésekor. A szimulacidban ezt a

reakciot a collision_respons fliggvény fogja kiszdmolni és végrehajtani.
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Az iitkdzéskor mindig két objektumot vizsgalunk. Az [4.1-es abran] a kék vektor jelzi az
iitkdzéskor a pattanast 1étrehozd er6lokést. Természetesen az abraval ellentétben az eldbb

Collision oceurred emlitett erd tamadaspontja
nagyon kozel van a penetralt
téglalap felszinéhez, igy a
programban batran mondhatjuk
azt, hogy ahol a penetradl6 cstcs
elhelyezkedik, ott hat ez a
normalerd ((ezt valamennyire
még finomitani fogjuk, de erre
csak az iitkdzés determinalasara
hasznalt fliggvény elemzése

soran fogunk visszatérni).

4.1-es abra

Itt az altalunk hasznalt, alap fizikai modell a pattanasi egyiitthatokon alapul. Ez egy ismert
modell, a [2],[ 11]-forrasok is részletesen targyaljak és alkalmazzak 6ket. A pattanasi egyiitthatd
megadja a kapcsolatot az litkozési feliiletekre merdleges relativ sebességkomponensek

megvaltozasa és az eredeti relativ sebesség kozt, az litkozés pontjaban.

Avrell = _(1 + C) * Vrell,

.1,

ahol "c" a pattanasi egylitthato.
tovabba jelolje
e ] az er6lokést
e naJ-vel egyirdnyu normalvektort
o Vi;V;; w7; w, akeéttest litkdzés eldtti sebességeit
e vi;V3; w]; w3 aziitkdzés utani sebességeket
e "my;m," akét test tomegét

e [;; I, pedig azok tehetetlenségi nyomatékat
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r1

X];sz — _TlX]

EkkorAv1=L;sz=_—];Aw1= .
miq m; 11 12

A relativ sebességet pedig megkaphatjuk a kovetkezOképpen:

Vyery = N x (V] * N+ @] * (ry Xn) —v; *n— w3 * (r; X n)).

A (4.1,4.2,4.3) egyenldségekbdl kapjuk:

vVi*xn+wiyx(riXn)—v; xn—w; *(ry Xxn)

—(1+4+c)*xnx
( ) i+i+(rlxn)2+(rzxn)2
m;  m; I I
Az 1j sebességértékek:
J J Ty X ryx]J
+ - + - + - + -
Vi =V +—;V; =V, ——;w] =w; + ;W = -
1 g 2 7y, *1 1 I, 2 2 A

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5.)

Legalabb is ezek lennének az értékek, ha nem lenne surlodas. Surlodas azonban van, ezért

nézziik, miként fogunk surlodéast modellezni.

4.2.2 Tangencialis pattanasi er6l6kés

Eldszor szogezziik le, hogy innentdl kezdve a kordbbi J-t (a merdleges erdlokést) konstansnak

vessziik. Ezt Gigy értsiik, hogy értéke a surlodastol fiiggetlen lesz, tovabba a segitségével fogjuk

tudni a sirlodési er6lokést meghatarozni. Természetesen a surlodési er6lokés hat egyes pontok

normalis irdnyu sebességére is, igy ez mar nem fog teljesen megfelelni a standard pattandsi

egyiitthato modelljének, hanem egy enyhén mas kozelitésként miikodik. Ettdl fliggetleniil ez a

numerikus eljarasban ez nem okoz szamunkra komoly hibat.
Eldszor vezessiink be néhany a fejezetre jellemzd jelolést:

e legyen a tangencialis relativ sebesség: Vyeitans
e asurlodas erélokese: J ¢,

e a csuszasi surlodasi egyiitthato: pg,
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e mig a tapadasi: ys.

Innentdl kezdve a Coulomb surlodasi torvénybdl kiindulva feltetelezziik, hogy adott J esetén J ¢
szamithaté a kovetkezOkeéppen: J; = J * ligqorc- A csUszds €s a tapadasi erlokést figyelembe

véve harom esetet fogunk megkiilonboztetni az litkozések soran.
I: A testek gyorsan haladnak nagy tangencialis sebességgel egymashoz képest: > Csliszas
I1: A cstszasi surlodas miatt az {itk0z€s sordn a v,.;q, = 0-val €s tapadas kovetkezik.

III: Szintén 0 1eSz V,.o;¢qn, de utdna azonnal megcsuszik.

Nézziik meg, hogyan donthetjiik el, melyik esetrdl van szo!

A pattanas kezdeti ,,a”-ad részében eldszor feltételezziik, hogy cstiszasi surlddas 1ép fel. Az

elso szakaszban a csuszasi surlodas er6lokését az alabbi modon szamolhatjuk ki:

1%
Jia = =l * pg » =

|Vrettan

(4.6)
ahol a € R,[0,1] , mig ];d a pattanas els6 részében hato strlodasi erd. Feltételezzik, ha Jg-
nek eddig J ¢4 * a-szorosa kovetkezett be, akkor J-nek is a-szorosa hatott az objektumra. Ebbdl

meghatarozzuk, hogy mekkora a-nal lesz v,.o1pqn = 0.
Emellett legyen t, Jy-irAnyu egységvektor

Ezt a kovetkezOképpen tehetjiik meg:

o J _ J . ryxJ
VUrettan = Vreltan1 +a—*t_vreltan2 +a—*t+w1 Xrixt+a Xry*t
my m, 1
_ ra X
—wy; XTryxt+a X1y *xt=0.
2
(4.7.)

(*MegjegyZéS: Ureltan = v;el * t)
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Ebbdl

_v;eltanl-l'vr_eltanz_wixrl*t-l_ngrl*t
r, X r, X ’
(L+L+ L ]xr1+21—]xr2)*t
2

my m Iy

a =

(4.8

Ha a tényleg 0 és 1 kozotti szam, akkor a 11 vagy 111 lehet6ség él. Ha ez nem igaz, akkor

azt mondjuk, hogy a = 1 és
Jr =Jsa-
(4.9
Ez volt az I. lehet6ség.
Innentdl kezdve tegytk fel, hogy 0 < a < 1. Nézziikk meg, ha Js; és J is hatott mar a

testekre, mekkora impulzus kéne még, hogy v,¢;tqn tovabbra is 0-a legyen.

Tegyuk fel, hogy csak JésJsq hat a testekre. Ekkor egyszeriien, az el6zdek alapjan
kiszamolhatd, hogy a reakcié végén mekkora lesz a relativ tangencidlis sebesség. Legyen
ez tmpv,.qiian- AzErt tmp mert a valésagban nem az lesz. Viszont azt ki tudjuk szamolni,
hogy még mekkora erdlokésnek kell hatnia, hogy Av,;tqan = —tmMpv,eiran teljesiljon. Ez

az er6lokés legyen J £, ami

- tmpvreltan

=T 1 _roxn?, Goxn?
m;  m, I I
(4.10.)
EkKkor azt mondjuk, hogy ha J * ug * (1 — a) > |J{|, akkor a II. eset &ll fenn és
Jr=Jra+1}s
(4.11.)

Ha ez sem igaz, akkor a I1l. esethez értlink és a 2. szakaszban, hato surlddasi erd az csuszasi

lesz.
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tmpvreltan

— T g ) 5 (1 - @),
I tmpvreltan I ¢

];d =

(4.12.)

Ekkor

Jr =Jra t1fa
(4.13)

Inennt6l Js-et (4.6.-4.13.) segitségével meg tudjuk hatarozni. A sebességek az litkozések

utan a kovetkezGek lesznek:

_ rix(J+Jy)

ot
y Wy = Wy
I,

J+] J+] ry X (J+]

vJ{=v{+—f;v‘2*=v§——f;w1’=w{+—1 5 /)
my my 1

(4.14.)

Megjegyzés: Természetesen ez a surlodds modell sem tokéletes. A valdsagban eléfordulhat,
hogy valami megtapad, majd megint megcstszik, majd megtapad és igy tovabb. Emellett az a
feltételezés, hogy a pattands elején az elem mindig csuszik, szintén nem feltétlen igaz minden

esetben.

4.3 Szimulaciot végz8 program flggvényei

A kodot mi MATLAB kornyezetben készitettiik el mely beépitett funkcidi hozzajarultak az

abrazolashoz [5] és a programtest megirasahoz. Ez vazlatosan a kdvetkezden nézett ki:

A 4.1-ben leirt eljarast egy box nevezetli fiiggvény valdsitja meg, mely kis idokozonkeént
kiszamolja a testek sebességallapotat, majd tovabbitja azt és az elemek pozicidit tovabbi
fliggvényeknek. A box fliggvény litkdzéseiben két f6 csoport vesz részt. Az objektumok (épitd
elemek), melyek szamat és paramétereit a felhasznald adja meg és korlatok. A korlatokbol 4
van. 4 végtelen tomegl téglalap melyek fixek €és koriilveszik a szimuldcios teret. A fiiggvény
minden iterdcioban eldszor megnézi, hogy volt-e iitkdzés az objektumok kozott. Ezt Gigy teszi,
hogy minden lehetséges objektumpart megvizsgal. Ebben a find penetration fiiggvény segit
nekiink. Ha {itkdzés tortént akkor ez a fiiggvény visszaad nekiink egy true értéket, az iitkzés
normal vektorat, annak tdmadaspontjat és az litkozés mélységét (milyen mélyen metszik
egymast a téglalapok). Az iitkdzés detektalasat kovetden a relevans paraméterek bekeriilnek a
collision_respons fliggvénybe. Ez a fliggvény a 4.2.-ben leirt elméleti algoritmus alapjan
visszaadja az {itk0z€s utani sebesség €s az 1) pozicid értékeket (pozicio alatt csak annyit értiink,

hogy arrébb tolja a penetrald mélység egy részével a téglalapokat. Ezzel feloldva az atfedést.
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Ezt kovetden a box fliggvényen beliil frissiilnek is ezek az értékek. Majd az adott iteracioban
végigmegy az 0sszes tobbi lehetséges parositdson is és ott is végrehajtja a sziikséges
iitkdzésvalaszokat. Ezek utan elvégzi ugyan ezt csak az objektumok és a korlatok kozott. Majd

frissiti a poziciokat a sebességek fliggvényében és eltarolja dket egy listaban.

Fontos megjegyezni, hogy egy 1épésben tobb iitkdzEs is torténhet igy sokat segithet a szimulacid

pontossagan, ha kisebb id6t foglal magaba egy iteracio.

Végiil a korabban emlitett pozicid adatokat betolti a
create_rotating_multyrectangle sim2gif 2 print fiiggvénybe, ami kirajzolja, illetve elmenti a

szimulacionkat [4.2-es abra].

4.2-es abra

A find penetration fiiggvény eldszor kiértékeli a két vizsgalt téglalap csicsait a
calculate_corners fiiggvény segitségével, majd megnézi, hogy valamelyik csics nincs-e a

masik téglalap belsejében. Ebben a point in_rectanglel fiiggvény segit. Ha az el6z0 fiiggvény

igazat ad vissza, akkor iitkdzés tortént. Ekkor ez a belso csucs lesz
altalaban a penetration_point. Ezt kovetden a
calculate_normal_paralel fliiggvény segitségével megallapitja a
normalvektort, a penetralt oldal két csucsat plusz a penetracio

mélységét. Itt az esetek egy jo részében végez is, kivéve, ha a

4.3-as dbra téglalapok szinte parhuzamosak [4.3-as 4bra]. Ekkor az qj
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penetration point a nagyjabol kozos feliilet kozéppontjan fog elhelyezkedni. Ennek
koszonhetden tudjuk oldalukra ejteni a téglalapjainkat, tovabba igy nyugalomba tudnak keriilni
egy 1d6 utan a talajon. Jelenleg 0.05 radian szogeltérésnél mar parhuzamosnak vessziik a két

oldalt.

A szimuléacidhoz elkészitett metddusok rovid leirdsa

A calculate_corners fliggvény egy rotacié matrix segitségével, egy téglalap méreteinek €s az
eredeti x tengellyel parhuzamos oldalanak az azzal bezart szoge segitségével, megadja a

téglalap csucsait.

A point_in_rectanglel fiiggvény az adott oldalegyenesek segitségével meghatarozza, hogy egy
pont a téglalapon beliil vagy kiviil helyezkedik-e el, ehhez a [4]-ben is leirt ,,Separating axis

theorem”-et haszndlja fel.

A calculate_normal paralel fiiggvény meghatarozza a penetracidohoz legkdzelebbi oldalt és az

arra merdleges normalvektor a penetracio pontja és a penetralt téglalap cstcsai segitségével.

A collision_respons fliiggvény a korabban mar emlitett paraméterek szerint a fizikai modell

segitségével meghatarozza az litkdz¢és utani paramétereit az abban résztvevo téglalapoknak.

A create _rotating multyrectangle sim2gif 2 print fiiggvény létrehozza az animacidt a
szimulaciorol. A paraméterei  benne olvashatok. Egy segitd fiiggvénye a

draw_rotated_rectangle fiiggvény.

A draw_rotated_rectangle figgvény a pozicio, a szog €s a méretek segitségével megrajzolja a

téglalapot az animaciohoz [5].

5. Kisérleti modellezés

Harom jelenséget mértiink, tornyok konkrét elddlését a maradvanyokkal egytitt, strlodasi
egyiitthatot és az elemek pattandsi egyiitthatot. A mérésekrdl videod felvételek és sziikséges

esetben fényképek késziiltek, a mérések kiértékelése ezek alapjan tortént.
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5.1 Tornyok eldontése
5.1.1 A mérés menete

A tornyot a 2.1-es szekciobal leirtak alapjan épitettiik fel a téglatest alakt elemeinkbdl [5.1-es
abra]. Ezek keményfabol késziiltek. A feliiletiik nem volt a flirészelés utan kiilon megmunkalva.
Ez alol kivételt képez néhany darab, aminek a feliiletét vizfestékkel szinesre festettiink a

felvételen valo jobb kovethetdség érdekében.

5.1-es dbra

A torony eldontése a kovetkezd modon tortént. Az egyik elemre készitettiink két lyukat.
atvezettiink és megkotottiik egy vékony, koriilbeliil méasfél méter hosszu zsinort. Ezt az elemet

épitettiik be mindig legalulra. Maga a dontés folyamata a kdvetkez6 volt:

1. Felépitettiik az adott tornyot.
A torony mogott elhelyeztiink egy fekete szinii lapot hattérnek.

2. Elhelyeztiik a kamerat a torony magassagaban, a torony el6tt, a torony méreteihez képest
viszonylag tavol.

3. A torony mellett elhelyezkedett a dontést végzd ember, majd a kamerat kezeld személy
jelére (a felvétel inditasa utan) kirantotta a zsinorral a preparalt legalsé elemet.

4, A ddlés utan a felvételt ledllitottuk, majd a torony tormelékérdl fénylépet készitettiink.

5.1.2 A mérés kiértékelése

A dolésrdl késziilt videokat a Tracker [3] nevezetli programmal dolgoztuk fel.
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Az elddlés utan a tormelékrdl késziilt képet egy Python programmal dolgoztuk fel. Beolvastunk
egy képet, kalibraltuk (megadtuk a 1éptéket, a torony kezdeti helyét és a ddlés iranyat), majd
bejeldltiik a képen minden elem helyét. A program készitett ez alapjan egy fajlt, amiben

szerepelnek az egyes elemek koordinatai.

5.2 Tapadasi surlodasi egyltthatd mérése

5.2.1 A mérés menete

e

L

7 oo
2,
i 1. test Slem
& {
i /i Vi
5.2-es dbra

A mérést a kdvetkezOképpen végeztiik. Az [5.2-es dbran] lathaté modon elhelyeziink egymason
két elemet, melyek kozott o tapadasi surlodési egyiitthatd van, majd a 2. elem talajjal érintkezd
sarkat addig toltuk az 1. test fel¢, hogy az 1. elem éppen ne cstisszon meg rajta. Ekkor a masodik
elemen bejeldltiik az 1. testtel érintkezd pontjat, majd megmértiik ennek az elem sarkatol vett

tavolsagat (L hossz). Az 1. test magassaga A, ezt is megmértiik.

5.2.2 A mérés kiértékelése

A tapadasi surlodasi egyiitthato értéke (po) megegyezik az x-el jelolt szog tangensével. A mért

értékekbdl ez az alabbi Osszefliggéssel szamithato, az 4bra jeloléseivel:

sin(x) = %,
(5.1

ebbdl

_(h
Ko = tan (arcsm (Z))

(5.2.)
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5.3 Csuszasi surlodasi egyltthato

5.3.1 A mérés menete

elem

[ ——
- ~ /~ /7 / / /J /S S S/

talaj/elemek

5.3-as dabra

Egy elemet elhelyeziink a padlon (talajon), majd V sebességgel, forgas nélkiil elloktiik [5.3-as

abra]. A mozgasarol video felvétel késziilt, ez alapjan értékeltiik ki késobb a mérést.

5.3.2 A mérés kiértékelése

A surlodasi egylitthatd meghatarozasahoz ki kell szamolni a test kezdeti V" sebességét.
Ezt megtehetjiik az elem altal megtett Ut és a megallashoz sziikséges i1d6 ismeretében, a
négyzetes Uttdrvény segitségével. Ezen adatokat a vided alapjan a Tracker [3] program

segitségével megallapithatjuk.

Az elem mozgasa soran egyenletesen lassul. A kezdeti mozgasi energidja a surlddas miatt vész

el, tehat

1
SmeVE=meged s,

(5.3.)
ahol

m: az elem tomege [kg],

V. a test kezdeti sebessége [m/s],

g: a gravitacios gyorsulas [m/s?],

d: a megéllasig megtett ut [m],

Ues: a keresett csuszasi surlodasi egyiitthato [-].

Ebbdl:

31



Hes = m

(5.4)

5.4 Pattanasi tulajdonsagok mérése
54.1 A mérés menete

A pattanasi tulajdonsagok mérése a kovetkezd volt. Adott magassagbol leejtettiink egy elemet,

lehetdleg ugy, hogy minél kevésbé forogjon, és az esésrél vided felvételt készitettiink.

5.4.2 A mérés kiértékelése

A pattanasok jellemzésére a pattanasi egyiitthatot hasznaltuk amely, ahogy kordbban is

emlitettik az alabbi modon van definidlva;:

U z
c = utan’
Velstt

(5.5.)

ahol
c: a pattanasi egylitthato [-],
Vyean: @ test pattands utani sebessége [m/s],

Verste: @ test pattands elotti sebessége [m/s].

Azzal a kozelitéssel élve, hogy a test a sebességét a helyzeti energidjabol nyeri, illetve a

sebessége helyzeti energiava alakul:

_1 2 _1 2
mgh - Emvutén' mgH - Emveléttl
(5.6.)

ahol
h: a test sulypontjanak leesés utdni maximalis magassaga [m], (ilyen magasra emelkedik),
H: a test sulypontjanak leesés eldtti magassaga [m], (ilyen magassagbol ejtettiik le),

g: a gravitacios gyorsulas [m/s?].

Ezekbdl a sebességek
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Vytan = 2gh, Verser =+ 29H.

(5.7)
Igy a pattanasi egyiitthat6
¢ = Juin _ V2gh _ vh
Vestr 29H VH
(5.8)

A pattanasi egyiitthatot tehat a tudjuk a test leejtésének és visszapattanasanak magassagabol
szamitani. Ezeket az értékeket a mérésrol késziilt videdfelvétel alapjan a Tracker [3] program

segitségével allapitottuk meg.

6. Eredmeények 6sszehasonlitasa

Eldszor hasonlitsuk 0ssze az eredeti elméleti modell 1. szakaszat (3.1-es fejezet) és a valdsagot.
Ez a szakasz az inga/csatolt ingaszerii szakasz. Mérés kozben nehéz lenne megmondani, hogy
pontosan mikor torik meg a torony, vagy azt, hogy milyen paramétereknél kezd el megtdrni,
mert az nem latvanyos. Helyette nézziik azt, hogy amennyiben megtort a torony az elakadas
pillanataban, mekkora szdget zar be egymadssal az als6 és a felsd rész. Ezt egy identity-line
segitségével szemléltetjiik [6.1-es abra], ahol minél kozelebb van a szdmitott érték az y=x

egyeneshez, annal pontosabbnak mondhato.

33



Azt lathatjuk, hogy a pontok

nagyrésze szépen illeszkedik az i Szamitott szég vs. Identity Line
egyenesre, kivétel néhanyat. Ezek
18 mért érték
az egyenes ald esnek. Ennek ®  szamitott érték
valoszinlileg az oka az, hogy 167 -
ilyenkor ~alacsonyabb (kb. 20 14} —
szintes) tornyok dontését g 12} . Alacsonyabb
vizsgaltuk. (3.1.) egyenl6ségbdl %’ - tornyok
kovetkezik, hogy az alacsonyabb E 5
tornyok nagyobb szogsebeséggel E 8
¢s szoggyorsulassal ddlnek, ezért 6
az elemek megcstuszhatnak a 4t
tetején. Ekkor azok hatrébb 2l
keriilnek a torony tetején, ezaltal | ‘ ‘ A
lehuizva azt. Ennek : 0 5 10 15 20
kovetkezménye, hogy nagyobb rés N(Ise]rt“scisg[ﬂ

nyilik a szintek kozott, mint az elméletileg

vart.

Most Iépjiink eggyel tovabb és nézziik meg egy torés nélkiil d6l6 torony kiilonb6zd szintjeinek
X irdnyu sebességkomponensét [6.2-es dbra]. (A sebességek itt is a korabban emlitett Tracker
software segitségével lettek megmérve.). Ahhoz, hogy a mozgdé lejtére felirt egyenleteink jol
miikddjenek, a 3.2 fejezetben talalhato feltevésnek is jonak kell lennie, miszerint a szétcstiszas
kezdetével szintek sebességének kozelitenie kell egymashoz. Szerencsére tényleg ezt latjuk.

Ezzel tovabb is mehetiink a térmelék vizsgalatara.

34



40 szintes torony sebességei
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A szétcsuszas megkezdésének pillanata

6.2-es dbra

Nézziink meg harom kiilonb6z6 magassagu, torés nélkiil doélé torony ,.x7-irdnyt
tormelékeloszlasanak atlagait a torony szintjei szerint, majd hasonlitsuk Ossze 3. és 4. fejezet

modelljei altal adott eredményekkel az origdk Osszeillesztését kovetden [6.3-as abra].
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6.3-as dabra

A grafikonokon, habar a 3. fejezet rekurziv képletébdl adodd piros és a 4. fejezet
kontaktdinamikai szimuléacidjabol kapott kék értékek gorbeként vannak abrazolva, értékeik
diszkrétek. A 3. fejezet modelljénél az illesztett értékek: k = 0.28; ¢ = 0.08. Tovabba a 4-bdl
szamolt pontoknal, ra kellett tenniink egy 1.2-es szorzot az értékekre, hogy a lathatéd grafikont

kapjuk. Ennek részben biztosan a szimulacios eljaras az oka. Ezen til még a pattanasi
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egylitthatd bizonytalansaga és a konstans értékek mérési meghatarozasanak hibéja allhat

hatterében.

Még nézziink meg egy példat arra, mi torténhet, ha a toronyban elég nagy torés keletkezik. Elég
nagy torés alatt azt értjiikk, hogy az akadasi pillanatot megeldz6en kdvetden a torony felsd
részének szogsebessége ellentétes eldjelii lesz az alsoé részével. Ezéltal az akadast kovetden a
toronyrészek ellentétes iranyba fognak dolni. Ekkor tormelék mért eloszlasa a talajon a

kovetkezOképpen nézhet ki [6.4-es abral:

40-szintes tort torony tormeléke
0.8

0.6
0.4
0.2

y[m]
o

c€w o S PN TTPRP R o

-0.2
-0.4
-0.6

-0.8
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

x[m]

6.4-es abra

Itt a torony a 10. szint korny€kén tért meg. Ez azt jelenti, hogy a felsd letord rész 30 elem magas
volt. Az elakadasnal mind a szamitott, mind a mért nyilasszog a szintek kozott 16° kornyékén
volt. A [6.4-es abran] (0,0) pont a torony alapjanak pozicigjat jeloli a d6lés megkezdésekor. Azt
lathatjuk, hogy a ddlés irdnyara merdlegesen még most is kicsi az elmozdulas, pedig ez mar
egy Osszetettebb jelenség. Tovabba érdemes megjegyezni, hogy a maximalis elemek kozti
tavolsadg (narancssarga foltok) kisebb, mint egy szimpla lejtéként dolé toronynal. Itt ez a
maximalis tdvolsdg 3.7[m] volt. Tobb ilyen mérést végrehajtva azt kaptuk, hogy ezen
maximalis tdvolsadgok atlaga 3.5[m] kornyékén volt. Ez nagyon kozel all a 30 szintes torony
egyszerti dolésénél mért maximalis tavolsaghoz. Ettdl fiiggetleniil itt egyértelmii konkltziot
még nem szabad levonni. Az viszont szépen latszik, hogy a két irdnyu dolés miatt az elemek

maximalis tdvolsaga kisebb, mint azonos magassagu torés nélkiil d616 tornyok esetében.

Megjegyzés: Néhany a tornyok ddlésével kapcsolatos vided megtekinthetd a [10]-es linken.
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7. Osszegzés

Kutatdsunkban egy komplex feladatot valositottunk meg a tornyok délésének vizsgalataval. A
munkanak volt kisérletezd, modellépitd és szimuldld szakasza is. Ki kellett dolgozni a
toronyépités metodusat, a dolés mozzanatat, azt, miként torténjen a felvétel. A képfeldolgozas
szakaszaban meg kellett valositani a felvételek elemzését, hogy le tudjuk irni a dolés
folyamatat. Tortént kontaktdinamikai szimulacid, készilt elméleti modell is. A kutatasi
kérdések megvalaszolasara iranyuld kiilonbozé metodusok azt is szolgaltak, hogy az egyik

eljarassal kapott eredményeket a masikkal 6sszvessiik, validaljuk.

Azt lathatjuk, hogy metddusainkkal a kezdeti dolési szakasz jol leirhat6. Emellett a
kontaktdinamikai szimulacié és az elméleti modell is szépen leirja a d6lés iranyaba torténd
tormelékek elhelyezkedését, ha a torony egyenletesen torés nélkiil ddl. Amennyiben viszont a
torés bekovetkezik a 3.2 fejezet elméleti modellje mar pontatlanabba, a paraméterek

meghatdrozasa nehézkessé valik.

A kutatast nyitott témajabol adodéan tobb iranyba folytathato. Erdemes lehet a jovében tobb,
egy¢€b tipusu ddlést is vizsgalni. Példaul, ha a torony megfelelden torik, akkor leesést kvetden
a sajat sulya alatt szétfoszolhat, mely alapja sok kontrollalt 6sszeomlasztasnak [12]. Ennek a
leirasa egy alapvetden mas modellt igényelne. Ezenkiviil a jelenlegi modellek is javithatoak
(ilyen a 3.2 leirt szétcsszads modellje). Tovabb lehet pontositani a fizikai leirast és érdemes
lenne egy hibabecslési metodust is 1étrehozni a pontossag vizsgélatahoz. A 4. fejezetben leirt
szimulacids program ugyancsak fejleszthetd. Az iitkozések feloldasanak finomitasaval a

mozgas elsd szakaszat is jobban le lehet irni, emellett a surlodasi modell is tokéletesithetd.

Osszességében a dolgozatban bemutatott modelleket eredményesnek mondhatjuk. Sét, a kapott

eredményeknek gyakorlati felhasznalasai is lehetnek.
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