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Összefoglaló

A rezgéscsillaṕıtás a gépészmérnöki gyakorlat egyik legfontosabb területe. A rezgésre
érzékeny eszközök megóvására a szakirodalomban többféle megoldás is létezik, például az
antirezonancia megfelelő hangolásával történő csillaṕıtás. A dolgozat elsősorban erre a
módszerre koncentrál, hiszen a megvalóśıtásához passźıv elemek is elegendőek, ı́gy egy-
szerűśıtve a rendszert. Az antirezonancia jelenségét általában tömeghangolt csillaṕıtással
(TMD) idézik elő, azonban ehhez a csillaṕıtást végző szakaszhoz egy kiegésźıtő fokozat
szükséges. Az inerter egy olyan passźıv mechanikai elem, melynél a megjelenő erő arányos
a pólusainak relat́ıv gyorsulásával, ı́gy oly módon tud tehetetlenséget adni a rendszerhez,
hogy eközben a tömeget nem növeli jelentősen. Belátható, hogy egy inerter beéṕıtése
párhuzamosan a hagyományos rugóstaggal antirezonanciát okoz, melynek frekvenciája
függ az inertanciától. A kettő között analitikus összefüggés is található. Amennyiben az
inertanciát folyamatosan változtatni lehet, a rezgéscsillaṕıtás félakt́ıv módon tudja követni
a gerjesztést, ı́gy mindig a domináns frekvencia környezetében elnyomva a nemḱıvánatos
lengéseket. A megfelelő inertancia beálĺıtása/szabályozása egy kih́ıvást jelentő feladat tud
lenni, a dolgozat második része ennek a problémának az áthidalására koncentrál.
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1. Bevezetés 4
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Jelölések, rövid́ıtések jegyzéke

Jelölések

Jelölés Léırás
t Idő
x(t), ẋ(t), ẍ(t) Időben változó mennyiség, illetve annak első és második idő szerinti

deriváltja
a, a, A Skalár, vektor, mátrix
j Képzetes egység
u(t) Rendszerre ható gerjesztés, bemenőjel (időben változó feszültség)
y(t) Gerjesztésre adott válasz, kimenőjel
e(t) Hibajel

r Útgerjesztés, sugár
i Időben változó áramerősség
v Sebesség
ω Szögsebesség, körfrekvencia
ωn Csillaṕıtatlan sajátkörfrekvencia
ωd Csillaṕıtott sajátkörfrekvencia
ζ Relat́ıv csillaṕıtási tényező
f Frekvencia
m Tömeg
J Tehetetlenségi nyomaték
F Erő
M Nyomaték
k Rugómerevség
c Viszkózus csillaṕıtási tényező
b Inertancia

Rövid́ıtések

Rövid́ıtés Léırás
LTI Lineáris, Időinvariáns (Linear Time Invariant)
RMS Négyzetes középérték (Root Mean Square)
TMD Tömeghangolt csillaṕıtás (Tuned Mass Damper)
FBL Visszacsatolásos linearizálás (Feedback linearization)
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1. fejezet

Bevezetés

Ahogy a mérnöki életben használt eszközök egyre pontosabbak és érzékenyebbek lesz-
nek, felértékelődik a különböző rezgésszigetelések és rezgéscsillaṕıtások szerepe. Ezek az
eszközök lehetnek prećıziós szerszámgépek [1], az integrált áramkörgyártás gépei [2], vagy
különféle mérőműszerek [3]. Jobb rezgéscsillaṕıtással mind ezen eszközök élettartama,
illetve az előálĺıtott termékek minősége is jav́ıtható. A dolgozatom első lépéseként a szak-
irodalomban megtalálható rezgéscsillaṕıtási megoldásokat tekintem át.

1.1. Rezgéscsillaṕıtási problémák általánosságban

A rezgéscsillaṕıtás célja többféle módon fogalmazható meg. Számos alkalmazásban ez egy
adott test elmozdulásának minimalizálása alapján történik [4], más esetekben a minőségi
mérőszám egy több testből álló rendszer egyik elemének gyorsulására alapszik [5]. Utóbbira
jó példa egy személyautó, ahol az utasok kényelme és az egészségre káros behatások
csökkentése is alapvető fontosságú. Előfordul, hogy az elemek között ébredő erő minél
kisebb értéken tartása kerül előtérbe [6], mint például a járműfelfüggesztések esetében.
Végül, különböző alkalmazásokban a rezgéscsillaṕıtó rendszerek a rezgésekből származó
energiát elnyelik, oly módon, hogy később újra felhasználható, vagy szabályozott módon
visszatáplálható a rendszerbe [7], [8].

Természetesen a való életben ezen követelmények közül egyszerre több is megjelenhet
a tervezési folyamat során. Egy jó példa erre ismét a járműfelfüggesztések problémája
[9]. Ahogy az már emĺıtásre került, a fő kritérium az utasok kényelme, amelyet gyakran
a rugózott tömeg gyorsulásának négyzetes középértékével (RMS) kapcsolnak össze [10].
A második a keréktalpponti normálerő fluktuációjának csökkentése, hiszen a gumik deg-
ressźıv erőkarakterisztikája miatt ez jav́ıtja a kezelhetőséget [11]. Általában a különböző
területek között valamilyen kompromisszumot kell kötni [12], melynek eredményeképpen
a felfüggesztések tervezése egy komplex optimalizálási problémává tud válni [13].

A rezgéscsillaṕıtások csoportokra bontásának másik módja a működésükhöz szükséges
energiaforrásokra alapszik. Az első és legegyszerűbb megoldások a passźıv rendszerek [14],
azaz ebben az esetben nincs szükség külső energiára. Leggyakrabban passźıv elemekből –
rugók, tömegek, csillaṕıtások – állnak. Egyszerűségük mellett csupán egy szűk frekvencia-
tartományban működnek jól, illetve nem képesek a rendszer paramétereinek nagymértékű
változásaihoz alkalmazkodni.

A második csoportot az akt́ıv rendszerek alkotják [15]. Az akt́ıv konstrukciók fő jel-
lemzője, hogy az aktuátorok a fő energiafolyamba kerülnek beéṕıtésre [16]. Ez elméletben
azt jelenti, hogy egy adott gerjesztésre tetszőleges választ képesek adni. A gyakorlatban
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természetesen megjelennek bizonyos limitációk, mindenesetre az elérhető karakterisztikák
halmaza sokkal nagyobb, mint a passźıv esetben. Legfőbb hátrányuk bonyolultságuk
mellett a nagy energiafogyasztás.

A problémák nagy részében jelentős teljeśıtményjavulás érhető el akkor is, ha a rend-
szer válasza nem tetszőleges. Jó kompromisszumot nyújtanak az akt́ıv és a passźıv rend-
szerek között a félakt́ıv megoldások. Ebben az esetben változtatható passźıv elemek a
konstrukció részei, amelyek lehetővé teszik a paraméterek változtatását egy megadott
szabályozási törvény szerint [17]. Ez azzal jár, hogy az aktuátorok nem a fő energiafo-
lyam részei. A félakt́ıv rendszerek egyszerre viszonylag olcsóak, kevés energiát igényelnek
és képesek alkalmazkodni a gerjesztés jellemzőinek változásához, ötvözve a passźıv és az
akt́ıv megoldások előnyeit.

Dolgozatomban a hangsúly egy kisméretű, rezgésekre érzékeny test dinamikus környe-
zetben mérhető elmozdulásának minimalizálásán van. Ennek megvalóśıtására többféle
megoldás is létezik [18], [19] a szakirodalomban, egy lehetőség az antirezonancia je-
lenségének kihasználása [20]. Jelen esetben az antirezonancia azt jelenti, hogy a rezgési
amplitúdót a gerjesztési frekvencia függvényében vizsgálva, a kitérésnek egy adott frekven-
cián lokális minimuma van. Amennyiben a gerjesztésnek van egy domináns frekvenciája,
a rezgéscsillaṕıtó rendszert meg lehet tervezni oly módon, hogy ezen a frekvencián antire-
zonanciát hozzon a rendszerbe, ı́gy csökkentve a nemḱıvánatos rezgéseket. Ha a domináns
frekvencia változik, egy jól megkonstruált félakt́ıv rendszerrel folyamatosan hangolni lehet
az antirezonancia frekvenciáját, ı́gy az optimumban tartva a csillaṕıtást.

Az antirezonanciát leggyakrabban tömeghangolt csillaṕıtással (TMD) érik el. Ebben
az esetben egy kiegésźıtő fokozatot kell beéṕıteni az elsődleges elemek mellett [21]. Köztu-
dott, hogy a tömeghangolt csillaṕıtást ki lehet egésźıteni egy inerterrel, úgy adva tehetet-
lenséget a rendszerhez, hogy az össztömeg nem nő jelentősen [22], [23]. Mivel a tömeg-
hangolt csillaṕıtások további elemeket adnak a rendszerhez, érdemes megvizsgálni, hogy
hasonló antirezonanciára alapuló hatást el lehet-e érni kevesebb komponens seǵıtségével
is.

1.2. Az inerter

A különböző műszaki problémák megoldásánál alapvető szerepe van a rendszeranalógiák
[24]–[26] használatának. Ezek az analógiák lehetővé teszik, hogy az egyes rendszereknél
megismert modellezési és tervezési eljárásokat más esetekben is alkalmazzuk, mint ahol az
eljárást eredetileg kifejlesztették. Egy ilyen alkalmazási példa az analóg elektronikában
alkalmazott szűrők, illetve a mechanikai rezgéscsillaṕıtások esete. Az elektronikában is-
meretes az úgynevezett rendszerszintézis, amely lehetővé teszi, hogy egy ḱıvánt átviteli
függvényt megvalóśıtó passźıv rendszer topológiáját, illetve a passźıv elemek paramétereit
meghatározzuk. Tekintettel arra, hogy a mechanikai rezgéscsillaṕıtásokban a feladat meg-
fogalmazásának módja gyakorlatilag ezzel megegyező, adódik, hogy a rendszerszintézist
mechanikai rendszerek esetében is megpróbáljuk alkalmazni. Itt azonban problémába
ütközünk, hiszen a kondenzátornak nincsen teljes értékű mechanikai analóg párja [27].

Vizsgáljuk a problémát a mechatronikában leggyakrabban alkalmazott Trent-féle analó-
gia alapján. (A dolgozat további részében szintén ez az analógiarendszer kerül alkal-
mazásra.) Ebben az esetben az áramerősség az erővel, a feszültség pedig a sebességgel
analóg mennyiség, ahogy az az 1.2.1. ábrán is látható, ahol i az áramerősség, F az erő, u1

és u2 a villamos passźıv elem két pólusának potenciálja, v1 és v2 pedig a mechanikai passźıv
elem két pólusának sebessége. Vizsgáljuk meg ezek után a kondenzátor karakterisztikáját
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1.2.1. ábra. A villamos és a mechanikai passźıv elemek a Trent-analógia alapján

léıró egyenletet
i(t) = C(u̇2(t)− u̇1(t)). (1.2.1)

Ebből a kondenzátor analóg párját léıró egyenlet

F (t) = b(v̇2(t)− v̇1(t)). (1.2.2)

A fenti (1.2.2) egyenletben a két pólus közötti relat́ıv gyorsulás jelenik meg. A ha-
gyományos mechanikai elemek (tömeg, rugó, csillaṕıtás) közül ehhez a legközelebb a tömeg
áll, azonban ebben az esetben Newton második axiómája alapján az erő valamilyen relat́ıv
gyorsulás helyett az adott koordinátarendszer origójához képest mért gyorsulástól függ.
Ezek alapján a tömeg nem feleltethető meg egy tetszőlegesen kapcsolt kondenzátornak,
csupán azokban az esetekben ekvivalens, amikor a kondenzátor egyik pólusa a földponthoz
van kötve.

Olyan mechanikai passźıv elemet, amely karakterisztikáját az (1.2.2) egyenlet ı́rja le,
Malcolm Smith javasolt egy 2002-es cikkében [27]. Ekkor a b arányossági tényező az ún.
inertancia, melynek mértékegysége kilogramm. Erre egy lehetséges konstrukció az 1.2.2
ábrán látható.

1.2.2. ábra. Az inerter egy lehetséges megvalóśıtása

A passźıv inerterek alkalmazási lehetőségeivel számos kutatás foglalkozik. Azt a tu-
lajdonságukat, hogy képesek úgy tehetetlenséget adni egy rendszerhez, hogy a tömeget
nem növelik jelentősen kihasználják például a járművek felfüggesztésében [28]. Bizonyos
esetekben egy inerteres passźıv felfüggesztés jobb teljeśıtményre képes akár egy akt́ıv
futóműnél is [29].

A félakt́ıv rezgéscsillaṕıtó rendszerek nagy része változtatható csillaṕıtással valóśıtja
meg a rendszer adaptációját [30]. Az inerterek változtathatóságára is vannak kutatások,
itt többféle megoldás is létezik. A két fő irány közül az egyik, a haladó és forgó mozgás
átalaḱıtásának változtatására alapul, például egy fokozatmentes sebességváltóval (CVT)
[31]. Egy másik lehetséges megoldás a forgórész (látszólagos) tehetetlenségi nyomatékának
változtatása, adott esetben a változtatható csillaṕıtásoknál megjelenő magnetoreológiai
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folyadékokkal [32]. Amennyiben nem tisztán mechanikai, hanem folyadékok tehetet-
lenségére alapszik a megvalóśıtás, ezen folyadékok áramlását megfelelően befolyásolva
változtatható az inertancia. Egy előző TDK dolgozatomban [33] már összehasonĺıtottam
az előző koncepciókat a változtatható inerterre. Az általam megadott szempontok alapján
az 1.2.3. ábrán is látható elrendezést ı́téltem a legjobbnak, ı́gy a dolgozat további részében
– ahol a fizikai megvalóśıtás kerül előtérbe – ezt az elrendezést fogom vizsgálni.

1.2.3. ábra. A változtatható inerter vizsgált koncepciója

Ez a megoldás is a forgórész tehetetlenségi nyomatékának változtatására alapul. A
mozgatható agyrészt egy menetes orsón keresztül aktuálva változtatható a tömegek ten-
gelytől mért távolsága, ı́gy az egész elrendezés tehetetlenségi nyomatéka. Ez a transzlációs
oldalon a megfelelő mozgásátalaḱıtás után az inertancia változásakánt jelenik meg. A
rendszerre ható gerjesztés általában nem állandó fő paraméterekkel rendelkezik. Az iner-
tancia változtathatósága lehetővé teszi, hogy a rezgéscsillaṕıtó szakasz karakterisztikája
alkalmazkodjon a gerjesztés változásához. Amennyiben az aktuátor elég gyorsan képes
két inertancia érték között változtatni a rendszert, megvalóśıtható, hogy egy előre de-
finiált szabályozási törvény szerint, mindig az adott gerjesztéshez legjobban illeszkedő
karakterisztikát nyújtsa, ı́gy folyamatosan optimális csillaṕıtást érve el.

1.3. Az inerterrel kiegésźıtett rezgéscsillaṕıtás

A már emĺıtett TDK dolgozatomban [33] azt is megvizsgáltam, hogy a hagyományos
rugóstagot egy változtatható inerterrel kiegésźıtve hogyan változik a rendszer frekven-
ciaátviteli függvénye. Ezek az elrendezések egy rugót és egy csillaṕıtást tartalmaztak. Az
elsőben egy rugóval párhuzamosan egy csillaṕıtás és egy inerter soros kombinációja volt
kapcsolva. Ebben az esetben Az inertancia változtatása elsősorban a csillaṕıtás hatását
befolyásolta: jó közeĺıtéssel állandó rezonanciafrekvencia mellett az amplitúdó maximuma
változott. A második az 1.3.1 ábrán látható elrendezés volt, itt az inerternek köszönhetően
megjelent egy antirezonancia is, illetve az inertancia változtatása a nagýıtási függvény
szélsőértékeit tolta el. Megvizsgáltam ezen konstrukciók kombinációját is, melyben a so-
rosan és a párhuzamosan kapcsolt inerter az előzőekhez hasonló hatással b́ırt. Ezek közül
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itt a rugóstaggal párhuzamosan kapcsolt inerterrel rendelkező koncepciót fogom bemutat-
ni, hiszen a dolgozat további részében is ezzel foglalkozom.

1.3.1. ábra. A párhuzamosan kapcsolt inerteres elrendezés

Ebben az esetben m a rezgésre érzékeny test tömege, amelyet a rezgésektől óvni sze-
retnénk, k a rugó merevsége, c a csillaṕıtás csillaṕıtási tényezője, b az inerter inertanciája,
melyet változtatni lehet, r(t) pedig a rendszert gerjesztő útgerjesztés. A rendszer konstans
paraméterei az 1.3.1. táblázatban találhatóak.

1.3.1. táblázat. A vizsgált rendszer konstans paraméterei

Paraméter Érték
k 270 N/m
c 3.3 Ns/m
m 1 kg

Az útgerjesztés és a tömeg amplitúdója közötti nagýıtási függvény a Trent-analógia
seǵıtségével meghatározható. Ebben az esetben egy a mechanikai rendszerrel analóg
áramkört lehet létrehozni, amelyre már alkalmazhatóak a Kirchoff-törvények. Mivel
egy LTI (lineáris, idő-invariáns) rendszerről van szó, a számı́tások Laplace-tartományban
elvégezhetőek. Mivel az analógia sebességeket és nem elmozdulásokat használ, az útgerjesz-
tés r(t) alakja helyett a sebesség v(t) függvényére van szükség, azonban ez nem jelent
megkötést, hiszen az elmozdulás egyértelműen definiálja a sebességet is. Utolsó lépésben
a mechanikai elemek ekvivalens impedanciáját szükséges meghatározni. Ez az elektromos
esethez hasonlóan

Zel(s) =
L{u(t)}
L {i(t)}

←→ Zmech(s) =
L{v(t)}
L {F (t)}

=
V (s)

F (s)
, (1.3.1)

ahol s a Laplace-operátor, Z(s) az impedancia, L{·} a Laplace-transzformáció, v a
pólusok relat́ıv sebessége, F pedig az elemen megjelenő erő. Ezek alapján a mechani-
kai impedanciák az 1.3.2. táblázat alapján ı́rhatóak fel.

A rendszerrel analóg impedanciahálózat az 1.3.2. ábrán látható. A tömeg impedan-
ciája az inerterhez hasonlóan számı́tható azzal a megkötéssel, hogy az egyik pólusnak
mindenképp a referenciához kell kapcsolódnia.

Az útgerjesztés és a tömeg rezgései közötti átviteli függvény az alábbi módon számı́tható

W (s) =
Vm(s)

V (s)
=

Rm(s)

R(s)
, (1.3.2)
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1.3.2. táblázat. A mechanikai passźıv elemek impedanciái

Elem Impedancia
Rugó s/k

Csillaṕıtás 1/c
Inerter 1/(bs)

1.3.2. ábra. A vizsgált rendszerrel analóg impedanciahálózat

ebben az esetben a rendszer linearitása miatt a sebességre és az elmozdulásra vonatkozó
átviteli függvény megegyezik. A két sebesség aránya kiszámı́tható a fenti kapcsolásra
egy feszültségosztóként tekintve. Ekkor a rugóból, csillaṕıtásból és inerterből álló csil-
laṕıtó szakasz eredő impedanciája az elektromos áramkörök párhuzamos kapcsolásához
hasonlóan

Zpar(s) =
1

k
s
+ c+ bs

=
s

k + cs+ bs2
. (1.3.3)

Ebből az átviteli függvény

Wpar(s) =
1/(ms)

Zpar(s) + 1/(ms)
=

bs2 + cs+ k

(b+m)s2 + cs+ k
, (1.3.4)

amely differenciálegyenletté transzformálva a következő alakot ölti

(m+ b)ẍ(t) + cẋ(t) + k(x) = br̈(t) + cṙ(t) + kr(t). (1.3.5)

Érdemes megjegyezni, hogy ebben az esetben az átviteli függvény számlálójának és ne-
vezőjének fokszáma azonos.

Mivel az elsődleges cél az állandósult állapotbeli erőśıtés meghatározása, a Wpar(jω)
frekvenciaátviteli függvényt érdemes vizsgálni. Ez meghatározható a Wpar(s) átviteli
függvényből az s → jω formális helyetteśıtéssel. Ezek után a nagýıtási függvény a frek-
venciaátviteli függvény abszolútértékeként nyerhető

A(f) = |W (2πjf)|, (1.3.6)

ahol az ω = 2πf helyetteśıtéssel a gerjesztés körfrekvenciája helyett a szemléletesebb
frekvencia a nagýıtási függvény független változója.

Ahogy az az 1.3.3. ábrán is látható, a vizsgált elrendezésben az inerter egy antirezo-
nanciát visz a rendszerbe, melynek frekvenciája az inertancia változtatásával álĺıtható. Ez
lehetővé teszi az antirezonancia folyamatos hangolását, a tömeghangolt csillaṕıtásokkal
ellentétben kiegésźıtő fokozat nélkül.
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1.3.3. ábra. A rendszer nagýıtási függvénye különböző inertancia értékeknél

1.4. Az ideális inertancia

A változtatható inerterre alapuló félakt́ıv rezgéscsillaṕıtó rendszernél a cél az, hogy a
rendszer antirezonancia-frekvenciája essen egybe a gerjesztés domináns frekvenciájával.
Ehhez azt szükséges meghatározni, hogy az inertancia és az antirezonancia frekvenciája
között mi az összefüggés.

A majdani szabályozás referenciajelének meghatározásához egy lehetséges út elég sok
nagýıtási függvényt meghatározása, majd numerikusan megkeresve a lokális minimumot
egy táblázat nyerhető, amelyből interpolációval meghatározható a keresett érték. Hátrány
azonban ebben az esetben, hogy a numerikus eredmények nem alkalmasak további anali-
tikus vizsgálatokra, ı́gy az összefüggés analitikus alakját is érdemes megkeresni.

Az 1.4.1. ábrán a nagýıtási függvények minimumhelyei láthatóak különböző inertancia
értékek mellett. Fontos megjegyezni, hogy a lokális szélsőértékek közül mindig az anti-
rezonanciának magasabb a frekvenciája a vizsgált paraméterek mellett, ezt a levezetés a
későbbiekben ki fogja használni, ld. az (1.4.16) egyenletet. További észrevétel, hogy az
antirezonancia frekvenciáját az inertancia növelése csökkenti. Az 1.3. részben levezetett
átviteli függvény megfelelő arra, hogy a rendszer karakterisztikáját ábrázoljuk, azonban a
komplex értelmezési tartománya és értékkészlete megneheźıti az analitikus számı́tásokat.
Emiatt a továbbiakban az átviteli függvényt egy időtartománybeli differenciálegyenletté
érdemes transzformálni, majd ezzel folytatni a vizsgálatokat. Az (1.3.4) átviteli függvény
differenciálegyenletté transzformálva tehát

(m+ b)ẍ(t) + cẋ(t) + k(x) = br̈(t) + cṙ(t) + kr(t), (1.4.1)

ahol x(t) az m tömeg elmozdulása. Esetünkben a rendszernek egy szinuszos függvénnyel
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1.4.1. ábra. Az antirezonancia frekvenciája különböző nagýıtási függvényeknél

léırható gerjesztése van
r(t) = C sin(ωt), (1.4.2)

illetve zérus kezdeti feltételeket teszünk fel, hiszen az állandósult állapotbeli megoldás a
lényeges, melynél a különböző tranziensek már lecsengenek. Mivel egy LTI rendszerről
van szó, az x(t) elmozdulás is harmonikus lesz, adott esetben fáziseltolódással, ı́gy az
elmozdulás állandósult állapotban az alábbi módon ı́rható fel

x(t) = K sin(ωt) + L cos(ωt). (1.4.3)

Az egyenletet ezek után az alábbi paraméterek bevezetésével lehet dimenziótlańıtani

ωn =

√
k

b+m
, ζ =

c

2
√

k(b+m)
, és α =

b

b+m
. (1.4.4)

Ebből az (1.4.1) egyenlet az alábbi formában ı́rható fel

ẍ(t) + 2ζωnẋ(t) + ω2
nx(t) = αr̈(t) + 2ζωnṙ(t) + ω2

nr(t). (1.4.5)

A deriváltakat behelyetteśıtve

−Kω2 sin(ωt)−Lω2 cos(ωt)+2ζωnω(K cos(ωt)−L sin(ωt))+ω2
n(K sin(ωt)+L cos(ωt)) =

= sin(ωt)
(
Cω2

n − αCω2
)
+ 2Cζωωn cos(ωt). (1.4.6)
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Mivel a sin(ωt) és a cos(ωt) függvények lineárisan függetlenek, az egyenletnek teljesülnie
kell mind a szinuszos, mind pedig a koszinuszos tagokra. Ebből az alábbi egyenletrendszer
nyerhető

2ζKωωn − Lω2 + Lω2
n = 2Cζωn, (1.4.7)

−Kω2 +Kω2
n − 2ζLωωn = Cω2

n − αCω2 (1.4.8)

Bevezetve a λ = ω/ωn frekvenciahányadot, és rendezve[
2ζλ 1− λ2

1− λ2 −2ζλ

] [
K
L

]
=

[
2ζλ

1− αλ2

]
C, (1.4.9)

ahol a C gerjesztési amplitúdót egységnyinek véve megoldható az egyenletrendszer a K
és L együtthatókra. Így a megoldás az

K =
−λ2 (α− 4ζ2 + 1) + αλ4 + 1

(4ζ2 − 2)λ2 + λ4 + 1
, (1.4.10)

L =
2(α− 1)ζλ3

(4ζ2 − 2)λ2 + λ4 + 1
. (1.4.11)

Ezekből a nagýıtási függvény az alábbi módon számı́tható

A(λ) =
√
K2 + L2 =

√
(αλ2 − 1)2 + 4ζ2λ2

(1− λ2)2 + 4ζ2λ2
. (1.4.12)

Ezek után az antirezonancia frekvenciája az A(λ) függvény lokális szélsőértékeinek meg-
keresésével kapható meg. Lokális szélsőérték annál a λ∗ értéknél lesz, melyre teljesül,
hogy

dA(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=λ∗

= 0. (1.4.13)

A nagýıtási függvény jellegéből adódóan ez ténylegesen lokális szélsőértéket jelent. Ezen
felül, mivel a négyzetgyök függvény nemnegat́ıv számokra szigorúan monoton, a de-
riválásnál a

K2 + L2 =
(α2λ4 − 2αλ2 + 4ζ2λ2 + 1)

(4ζ2 − 2)λ2 + λ4 + 1
(1.4.14)

négyzetösszeg is használható. További egyszerűśıtési lehetőség, hogy véges, pozit́ıv pa-
raméterek mellett a deriválás eredményeképpen kapott tört akkor és csak akkor lesz zérus,
ha a nevezője zérus, ı́gy végeredményében az alábbi egyenletet kell megoldani

4
(
2α2ζ2λ5 − α2λ5 + α2λ3 + αλ5 − αλ− 2ζ2λ5 − λ3 + λ

)
= 0. (1.4.15)

Ebből, kihasználva, hogy az antirezonancia frekvenciája a két szélsőértékhely közül a
nagyobb, az általunk vizsgált paraméterekre

λ∗ =

√√
8(α + 1)ζ2 + (1− α)2 + α + 1

2α− 4(α + 1)ζ2
, (1.4.16)

f ∗ =
ωn

2π
λ∗. (1.4.17)
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A fenti összefüggés seǵıtségével az antirezonancia frekvenciája kiszámı́tható a rendszer
paramétereinek függvényében. Ez arra is lehetőséget biztośıt, hogy egy adott antirezo-
nancia frekvenciához szükséges inertancia értékét is kiszámı́tsuk, azonban az analitikus
összefüggések ebben az esetben bonyolulttá válnak, melynek egyik fő oka, hogy a λ frek-
venciahányad sem független az inertancia értékétől. Emiatt jobban használható megoldás
az, ha a frekvenciát adjuk meg az inertancia értékeinek egy halmazára, majd az inverz
számı́tásánál ebből interpolálunk. Az ı́gy kapott függvény az 1.4.2. ábrán található.

1.4.2. ábra. A csillaṕıtó szakasz antirezonancia frekvenciája az inertancia függvényében
az 1.3.1 táblázat konstans paramétereivel
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2. fejezet

Mechanikai modellezés

A dolgozat eddigi részében az inerter egy koncentrált paraméterű elemként volt kezel-
ve, amely az (1.2.2) egyenletnek megfelelően viselkedik, és a ḱıvánt b értéket bármiféle
megkötés nélkül fel tudja venni mind időben, mind pedig értékben. A gyakorlatban
azonban ehhez az 1.2.3 ábrán látható elrendezést kell megfelelően szabályozni. Ennek
előfeltétele, hogy a vizsgált rendszert modellezzük. Ez alapjául szolgál elsősorban a mo-
dell alapú szabályozások tervezéséhez, esetleg egyes szabályozók szimulációban történő
empirikus hangolásához.

2.1. Mozgásegyenlet

2.1.1. ábra. A változtatható inerter modellje

A változtatható inerter modellje a 2.1.1 ábrán látható elrendezésre alapszik. Az ábrán
található karok és forgó tömeg a tengely mentén szimmetrikusan helyezkednek el, ı́gy a
szabályozó megtervezéséhez elég egy ilyen összeálĺıtást vizsgálni. Ha ezek után a valós
rendszer n pár karból és n forgó tömegből áll, ugyanazon mozgásállapot mellett a szükséges
Fax axiális erő is n-szeresére növekszik. Ez a modell meglehetősen általános, koncepci-
onálisan lehetővé teszi egy valós konstrukció modellezését, hiszen megtalálhatóak benne a
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mechanizmus elemeinek lényeges paraméterei: mh,m a mozgó agyrész tömege, Jh,m a ten-
gelyre vett tehetetlenségi nyomatéka. mh,s és Jh,s az álló agyrész ugyanezen paraméterei.
A forgó tömeget tartó karok egy r sugárral rendelkező osztókör mentén kapcsolódnak az
agyrészekhez. A karokhoz, illetve a forgó tömeghez a tömegközéppontjukban az (ξi, ηi, ζi)
koordinátarendszerek illeszkednek. Ezen komponensek tömegét és tehetetlenségi nyo-
matékái mátrixát az (x, y, z) koordinátarendszerben számı́tva megfelelő indexeléssel rend-
re m□ és J□ jelöli, ahol □ az általános indexre utal. A karok tömegközéppontjának
távolsága a csuklóponttól li, hosszuk egységesen L. A karok és agyrészek śıkjával bezárt
szöge α. A tengelyre ható külső nyomaték Mφ, viszont mivel a rendszert elsősorban
állandósult állapotban vizsgáljuk, elhanyagoljuk az inertancia változtatása közbeni tranzi-
enseket, ı́gy a tengely mozgását nem a nyomaték, hanem egy elő́ırt φ(t) elfordulás alapján
modellezzük. Súrlódásmentes csúszkákat és csuklókat feltételezve, a forgó tömeg nem for-
dul el a ζ3 tengely körül. Végül a két agyrész távolsága és egyben a szabályozott jellemző
D, amelyet a mozgatható agyrészre ható Fax axiális erővel szabályozunk. Mivel feltesszük,
hogy a tengely v́ızszintes śıkban van és a forgó tömegek szimmetrikusan vannak elrendez-
ve, a gravitáció hatását is figyelmen ḱıvül lehet hagyni, hiszen a szimmetria miatt a
rendszer tömegközéppontja nem mozdul el függőleges irányban. A gravitáció ı́gy egyedül
a csapágyerőket befolyásolja, viszont az Fax erőt nem.

A dolgozatban egy leegyszerűśıtett modell kerül bemutatásra, mely a változtatható
inerter működése szempontjából ideális. Konstrukciós szempontból az az optimális, ha a
rendszer tömege teljes egészében a forgó tömegekben összpontosul, hiszen ı́gy lehet a legki-
sebb tömegből létrehozni az inertert, továbbá ez biztośıtja az inertancia változtathatóságá-
nak legszélesebb tartományát arányaiban, hiszen adott geometria mellett ebben az eset-
ben lesz a tömegeloszlás változása a legnagyobb. Ez az elrendezés a 2.1.2. ábrán látható.
A mozgásegyenlet meghatározása során tehát az m3 tömeg kivételével minden más elem
tömege és tehetetlenségi nyomatéka elhanyagolásra kerül. (A tengely folyamatosan változó
szögsebességű forgása miatt a rendszer dinamikája még ı́gy sem lesz egyszerűnek mond-
ható.) A rendszer mozgásegyenletét egy a tengellyel együtt forgó (x′, y′, z′) koordinátarend-
szerből célszerű vizsgálni. Ekkor a forgó koordinátarendszer miatt megjelennek ún. tehe-
tetlenségi erők, az m3 tömegre ható centrifugális-, illetve Coriolis-erők. Tekintettel arra,
hogy a beavatkozás az Fax erőn keresztül történik, elégséges csak az x′y′ śıkban ébredő
erőket vizsgálni. A centrifugális erő sugárirányban kifele mutat

Fcf = mRω2 (2.1.1)

nagysággal. A Coriolis-erőt az alábbi egyenlet adja meg

FCor = −2m3 ωωω × v′
3, (2.1.2)

ahol ωωω a forgó koordinátarendszer szögsebessége az álló koordinátarendszerhez képest –
amely az y′ tengellyel párhuzamos, tehát mindig rajta van az x′y′ śıkon –, v′

3 pedig a
forgó tömeg sebessége a forgó koordinátarendszerben, amely szintén rajta van az x′y′

śıkon, hiszen az m3 test ebben a śıkban mozog. Így a Coriolis-erő erre a śıkra merőleges
lesz.

A következő lépés a megfelelő szabadtest ábrák felrajzolása, majd a mozgásegyenlet
feĺırása. Ehhez elég a mozgatható agyrészt, illetve a forgó tömeget vizsgálni, hiszen a
karokat elhanyagolható tömegű rúdként modellezve a többi testre csak rúdirányú erők
hatnak.

A forgó tömeg gyorsulására a mechanizmus kinematikája is ad megkötéseket, illetve
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2.1.2. ábra. A változtatható inerter egyszerűśıtett modellje

2.1.3. ábra. A rendszer vizsgált elemeinek szabadtest ábrái

ezen keresztül fejezhetőek ki a gyorsuláskomponensek a D távolság, illetve ennek de-
riváltjai seǵıtségével. A tömeg helyvektora a vesszős koordinátarendszerben

r′3 =

[
r3x′

r3y′

]
=

[
r + L cosα
L sinα

]
. (2.1.3)

A szögfüggvények ezek után kifejezhetőek a geometriából

sinα =
D

2L
, (2.1.4)

cosα =

√
L2 −D2/4

L
. (2.1.5)

A tömeg forgó koordinátarendszerben mért gyorsulása ı́gy már feĺırható

a′
3 =

[
a3x′

a3y′

]
=

[
r̈3x′

r̈3y′

]
. (2.1.6)

Az 1-es számú rúdban ébredő erő kifejezhető az axiális erő seǵıtségével a mozgó
agyrésznél feĺırva y′ irányban Newton második axiómáját. (Mivel a test tömege zérus,
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az erők eredőjének is zérusnak kell lennie)

Fax − F1y′ = Fax − F1 sinα = 0, (2.1.7)

F1 =
Fax

sinα
. (2.1.8)

Ezek után rátérhetünk a forgó tömeg egyenleteinek vizsgálatára. A dinamika alaptétele
y′ irányban

m3a3y′ = F1 sinα− F2 sinα. (2.1.9)

Behelyetteśıtve F1-et, majd kifejezve F2-t

F2 =
Fax −m3a3y′

sinα
. (2.1.10)

A dinamika alaptétele x′ irányban

m3a3x′ = Fcf − F1 cosα− F2 cosα. (2.1.11)

Behelyetteśıtve az erőket és rendezve

m3a3x′ = m3r3x′ω2 +m3a3y′
cosα

sinα
− 2Fax

cosα

sinα
. (2.1.12)

A gyorsulásokat, a szögfüggvényeket, illetve a tengelytől mért távolságot a geometriai
paraméterekkel feĺırva megkapható a D-re vonatkozó mozgásegyenlet

D̈ =
−4L2m3DḊ2 + (D2 − 4L2)

2
(4Fax −m3Dω2) + (2D2 − 8L2)m3rD

√
4L2 −D2ω2

4L2m3 (4L2 −D2)
.

(2.1.13)
Az egyenlet ebben a formájában már alkalmas numerikus szimulációk elvégzésére is, ezt
a következő részben kerül bemutatásra. Fontos megjegyezni az egyenlet megoldása során,
hogy a nemlinearitások mellett mind az ω szögsebesség, mind pedig az Fax axiális erő
időfüggő.

2.2. Numerikus szimuláció

Ahhoz, hogy a szabályozókat hangolni, illetve tesztelni lehessen érdemes valamilyen szi-
mulációt létrehozni a rendszerről. Ehhez létrehoztam egy MATLAB szkriptet, amely a
(2.1.13) differenciálegyenlet megoldására képes, illetve feléṕıtettem a rendszert a Simscape
Multibody környezetben is. Utóbbinál ténylegesen a rendszer modelljét kell feléṕıteni me-
rev testekből, nem magát az egyenletet implementálni, mint Simulink környezetben, amely
lehetőséget teremt a mechanizmus jelleghelyes működését illető vizsgálatra is. Itt a modell
úgy épül fel, hogy az képes legyen kezelni az elsőként ismertetett összetettebb modell pa-
ramétereit, ha erre a további munkánál szükség lenne. Ez a szimulációs eljárás lehetőséget
teremt arra is, hogy az egyenletek kézzel történő feĺırása nélkül számı́tson olyan értékeket,
melyek egy valós konstrukció tervezéséhez szükségesek, például csapágyerőket.

Tekintettel a nemlineáris hatásokra, illetve a rendszerben megjelenő oszcillációkra, az
eredmények összhangja érdekében fontos, hogy a szkript és a többtest dinamikai modell
is ugyanazt az algoritmust használja. Ennek adatai a 2.2.1. táblázatban találhatóak.

A MATLAB-ban használt numerikus megoldók nem képesek közvetlenül másodrendű
differenciálegyenletek megoldására, ehelyett egy elsőrendű differenciálegyenletekből álló

17 / 38
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2.2.1. táblázat. A mozgásegyenlet megoldására használt algoritmus adatai

Paraméter Érték
T́ıpus ODE45

Kezdeti lépésköz 0,0001 s
Maximális lépésköz 0,001 s
Relat́ıv tolerancia 0,001

Abszolút tolerancia 1 · 10−6

egyenletrendszerré, vagy vektormezővé kell alaḱıtani a mozgásegyenletet. Ehhez beve-
zetjük a

D =

[
D

Ḋ

]
=

[
D1

D2

]
(2.2.1)

vektort. Ezek után a mozgásegyenletet a

Ḋ = f(t,D, Fax,p) (2.2.2)

alakban kell megadni, ahol p az egyéb paraméterek vektorát jelöli. (Tekintettel arra,
hogy a szögsebesség időben elő van ı́rva, ezért a függvény argumentumában szereplő idő
ezt egyértelműen meghatározza.) Az f deriváltat megadó függvény, amelyet a megoldó
algoritmus is vár bemenetként

f(t,D, Fax,p) =

[
Ḋ1

Ḋ2

]
=

[
Ḋ

D̈(t, Ḋ,D, Fax,m3, L, r)

]
, (2.2.3)

ahol D̈(t, Ḋ,D, Fax,m3, L, r) a (2.1.13) egyenlet alapján számı́tható. Az algoritmus ezek
után a fenti függvényt, az időpillanatokat, ahol a megoldást mindenképp ismerni sze-
retnénk, a kezdeti feltételeket és a megoldó beálĺıtásait megkapva argumentumként előálĺıt-
ja a differenciálegyenlet numerikus megoldását.

A Simscape modell feléṕıtéséhez, ahogy már emĺıtésre került, nem szükséges a fizi-
kai egyenletek ismerete. Ehelyett a rendszert alkotó merev testek között a megfelelő
kényszereket kell létrehozni, illetve megadni ezen testek paramétereit. A 2.2.1. ábrán
látható a modell egy része. Ez tartalmazza a megfelelő koordinátatranszformációkat,
hogy a testek saját koordinátarendszere olyan orientációban legyen, amelyet a matema-
tikai modell felálĺıtása során használtam, a megfelelő csuklókat, illetve még egy további
kényszert m3 rectangular néven, amely biztośıtja, hogy a forgó tömeg megtartsa az ori-
entációját. A rendszer továbbá egy csúszkával is is kiegésźıtésre kerül az ábrán látottakon
ḱıvül, amely biztośıtja a mozgó agyrész mozgását, illetve az Fax erő bevezetését. Az
out.D feliratú blokk felel azért, hogy a D távolság változása a MATLAB Workspace-ben
is megjelenjen, lehetővé téve a további feldolgozást. A kapott modell vizualizációja a
2.2.2. ábrán látható.

Ezek után a kétféle módszer eredményeit hasonĺıtottam össze. Első lépésben beavat-
kozás nélkül a rendszer szabad mozgását szimuláltam állandó, ω = 5 rad

s
nagyságú szögse-

besség mellett, ezt mutatja a 2.2.3. ábra. Az ábrán látható negat́ıvD értékek a valóságban
ugyan nem valósulnak meg, hiszen ez azt jelenti, hogy a mozgatható agyrész az álló
agyrész irányában lecsúszik a tengelyről. Ezzel szemben maga a D-re vonatkozó diffe-
renciálegyenlet tud szolgáltatni ilyen értékeket, itt pedig elsősorban a differenciálegyenlet
alapján számolt, illetve a többtest dinamikai modell összehasonĺıtása a cél.
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2.2.1. ábra. A rendszerről készült Simscape Multibody modell egy részlete

2.2.2. ábra. A változtatható inerter szimulációjához tartozó vizualizáció

A következőkben próbaképp egy PD-szabályozót használtam 0,2 m-es referencia távol-
ságot használva, ennek az eredménye a 2.2.4. ábrán látható. A rendszer mechanikai
paramétereit a 2.2.2. táblázat mutatja.
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2.2.3. ábra. A D távolság változása Simscape-pel és MATLAB-bal szimulálva, szabad
mozgás esetén

2.2.2. táblázat. A szimuláció során használt mechanikai paraméterek

Paraméter Jelölés Érték
Karok hossza L 0.15 m

Agyrész osztóköri sugár r 0,025 m
Forgó tömeg m3 0,015 kg
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2.2.4. ábra. A D távolság változása Simscape-pel és MATLAB-bal szimulálva,
PD-szabályozóval
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3. fejezet

Szabályozótervezés

Az előző fejezetekben bemutatásra került a vizsgált rendszer mechanikai modellje, va-
lamit szimulációs vizsgálata. A vizsgálat egy fontos eredménye, hogy a száraz súrlódás
hatásának elhanyagolása mellett is jelentős maradó hibával terhelt a rendszer. Így a
következőkben két szabályozási módot, a hagyományos PID-szabályozót, illetve a vissza-
csatolásos linearizálás (FBL) [34] után alkalmazott PD-szabályozót vizsgálom meg.

3.1. Bevezetés

A hagyományos PID szabályozó egyenlete a már jól ismert módon

u(t) = Kpe(t) +Ki

t∫
0

e(τ)dτ +Kd
de(t)

dt
, (3.1.1)

ahol e(t) a hibajel, u(t) pedig az ebből a K□ együtthatók seǵıtségével számolt beavat-
kozójel. Poźıciószabályozáshoz ugyan hagyományosan PD-szabályozókat szoktak használni,
viszont jelen esetben a maradó hiba szükségessé teszi az integráló tag használatát is.

A visszacsatolásos linearizálásnál a fő cél, hogy a rendszer nemlinearitását kiküszöböljük
egy megfelelő visszacsatolással, majd ezek után a lineáris szabályozótervezésnél megszo-
kott eljárások alkalmazhatóak. Ebben az esetben a (2.1.13) egyenletet az alábbi formában
keressük a most vizsgált rendszerre

M(D)D̈ + C(D, Ḋ) = H(D)Fax. (3.1.2)

A fenti egyenlet paraméterei esetünkben

M(D) = − 2L2m3

D
√
4L2 −D2

, (3.1.3)

C(D, Ḋ) = −
m3

(
4L2Ḋ2 + (4L2 −D2)ω2

(
2r
√
4L2 −D2 −D2 + 4L2

))
2 (4L2 −D2)3/2

, (3.1.4)

H(D) = −2
√
4L2 −D2

D
. (3.1.5)

Ezek után a szabályozó egyenlete

Fax = H(D)−1
(
M(D)v + C(D, Ḋ)

)
, (3.1.6)
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ahol
v = D̈d −Kd(Ḋ − Ḋd)−Kp(D −Dd), (3.1.7)

mely egyenletben Dd a referenciajel.
A szabályozó egyenletét visszahelyetteśıtve a (3.1.2) egyenletbe, az alábbi differen-

ciálegyenletre jutunk

(D̈d − D̈d) +Kd(Ḋ − Ḋd) +Kp(D −Dd) = 0, (3.1.8)

ë(t) +Kdė(t) +Kpe(t) = 0. (3.1.9)

Ez egy másodrendű, állandó együtthatós, közönséges differenciálegyenlet, amely alapján
a szabályozó paramétereit egyszerűen meghatározhatjuk. A szabályozók megtervezése
során a célom az, hogy a beállási idő Ts (az az idő amely ahoz kell, hogy a szabályozott
jellemző az állandósult állapotbeli értékének 5%-os környezetébe essen) maradjon 2 s
alatt, a százalékos túllövés (PO, egységugrás válasz esetén a maximális és az állandósult
állapotbeli érték különbsége, az állandósult állapothoz viszonýıtva) pedig 10% alatt. Mivel
a rendszer önmagában véve nemlineáris továbbá a φ(t) gerjesztés miatt nem időinvariáns,
a PID-szabályozónál egy adott gerjesztéshez tapasztalati úton hangoltam be a paramétere-
ket, majd vizsgáltam, hogy más esetekben ezekkel hogy viselkedik a szabályozó. Ezzel
szemben a visszacsatolásos linearizálásnál ezek a zavaró hatások kompenzálva vannak, ı́gy
a szabályozó paraméterei a hagyományos eljárásokkal számı́thatóak. Átalaḱıtva a fenti
differenciálegyenletet

ë(t) + 2ζωnė(t) + ω2
ne(t) = 0. (3.1.10)

Ez alapján

ω2
n = Kp, (3.1.11)

2ζωn = Kd. (3.1.12)

Ismeretesek továbbá a másodrendű rendszerek esetére a százalékos túllövés és a beállási
idő közeĺıtő képlete a másodrendű rendszer ugrásválaszának burkológörbéi alapján (A.
függelék)

Ts ≈
1

ζωn

ln
100

5
, (3.1.13)

PO = e
− ζ√

1−ζ2
π
. (3.1.14)

Ebből a szabályozó két paramétere már meghatározható, ezek az értékek

Kp = 18,3714
1

s2
, (3.1.15)

Kd = 2,9957
1

s
. (3.1.16)

A szimulációs környezetet úgy éṕıtettem fel, hogy könnyen lehessen paraméterezni. Összes-
ségében a szabályozott rendszer ugrásválasza alapján a beállási időt, a százalékos túllövést,
illetve a beavatkozó erő négyzetes középértékét vizsgáltam, különböző gerjesztés/zavarás
mellett.
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3.2. Állandó fordulatszám

Első lépésben a szabályozókat állandó szögsebesség mellett vizsgáltam. A PID-szabályozót
ω = 5 rad/s értéknél hangoltam be, illetve ebben az egy pontban összehasonĺıtottam a
visszacsatolásos linearizálással. A PID-szabályozó által használt paraméterek

Kp = 0,23, (3.2.1)

Kd = 0,07, (3.2.2)

Ki = 0,5. (3.2.3)

Az alaphelyzetre behangolt szabályozók válaszai a 3.2.1. és 3.2.2. ábrákon láthatóak.
Érdemes megfigyelni, hogy a PID-szabályozó rövidebb beállási idővel, kisebb felfutási idő
mellett szabályoz. A minőségi jellemzők a két szabályozó esetén az alábbiak.

3.2.1. táblázat. A hagyományos PID és a visszacsatolásos linearizálásra épülő szabályozó
minőségi jellemzői

T́ıpus Ts [s] PO [%] FRMS [N]
PID 1,52 9,45 0,053
FBL 2,07 9,95 0,022

Ezekből az adatokból a PID-szabályozó a hatékonyabbnak tűnhet, hiszen az erő közép-
értékén ḱıvül minden mérőszámban jobb. A későbbiekben azonban látni fogjuk, hogy a
visszacsatolásos linearizálás ezeket a teljeśıteni ḱıvánt minőségi jellemzőket a gerjesztési
paraméterek sokkal szélesebb tartományban megtartja, ı́gy végeredményében ez lesz a
jobb szabályozási megoldás. (Megjegyzendő, hogy a visszacsatolásos linearizálásnál a
beállási idő nem pontosan 2 s, viszont ez egyrészt a képlet közeĺıtő jellegéből adódik,
továbbá a mechanizmus és a szimuláció adottságaiból kifolyólag a rendszer nem pontosan
a D = 0 helyzetből indul, hiszen ebben a poźıcióban a mechanizmusnak szingularitása
van.)

Ezek után érdemes megvizsgálni azt, hogy a szabályozók különböző fordulatszámok
mellett is ugyanolyan jól működnek-e, hiszen ekkor a forgó tömegekre ható centrifugális
erő is változni fog. Az ezzel kapcsolatban elvégzett szimulációk eredményei a 3.2.3., 3.2.4
és 3.2.5. ábrákon láthatóak.

Az ábrák jól mutatják, hogy mind a beállási idő, mind a beavatkozó erő tekintetében
eljön egy olyan pont, amikor a FBL eredményesebben működik a PID-szabályozónál.
Észrevehető, hogy a túllövés egy idő után zérusra csökken a PID-szabályozó esetében.
Ennek oka, hogy a válasz első csúcsa egy bizonyos fordulatszám felett már nem éri el a
referenciát, ahogy az a 3.2.6. ábrán is látszik. Fontos észrevétel az is, hogy a beavatkozó
erő kivételével a FBL beállási ideje és túllövése sem változik. Ennek az a magyarázata,
visszacsatolásos linearizálás által biztośıtott lineáris modellel egy egyszerű PD-szabályozó
is hatékonyan tud működni.

3.3. Harmonikus gerjesztés

Érdemes megvizsgálni azt az esetet is, amikor a tengelyt valamilyen harmonikus
(φ(t) = A sin(2πft)) gerjesztéssel forgatjuk. Ez modellez például egy rendszerre ható
harmonikus útgerjesztést. A gerjesztés amplitúdóját úgy választottam meg, hogy egy
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3.2.1. ábra. A rendszer ugrásválasza ω = 5 rad/s mellett PID-szabályozóval

3.2.2. ábra. A rendszer ugrásválasza ω = 5 rad/s mellett visszacsatolásos linearizálással

teljes körbefordulás megtörténjen, a frekvenciát pedig folyamatosan változtattam. Első
lépésben f = 1 Hz-nél néztem ugyanazt az ugrásválaszt, mint állandó szögsebességű
forgásnál. Ezt mutatja a 3.3.1. és 3.3.2. ábra.
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3.2.3. ábra. A beállási idők a szögsebesség függvényében

3.2.4. ábra. A százalékos túllövések a szögsebesség függvényében

Ebben az esetben a PID-szabályozó már sajnos nem volt képes a megfelelő módon
iránýıtani a rendszert. Bizonyos mértékű nemlinearitást még kompenzálni képes, azonban
a változó szögsebességgel gerjesztett rendszer esetén már nem alkalmazható. Ezek alapján
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3.2.5. ábra. A beavatkozó erő négyzetes középértéke a szögsebesség függvényében

3.2.6. ábra. A rendszer ugrásválasza egy olyan esetben, ahol nincs túllövés

a továbbiakban csak a visszacsatolásos linearizálás kerül vizsgálatra. Érdemes megfigyel-
ni, hogy a FBL beállása gyakorlatilag teljesen megegyezik az előző esetben látottal (ld.
3.2.2. ábra). Emiatt a beállási idővel és a túllövéssel nem célszerű külön foglalkozni, hi-
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3.3.1. ábra. A rendszer ugrásválasza f = 1 Hz mellett PID-szabályozóval

3.3.2. ábra. A rendszer ugrásválasza f = 1 Hz mellett visszacsatolásos linearizálással

szen a FBL kompenzálása miatt itt is az állandó szögsebességű eset értékei jelennek meg
(3.2.1. táblázat). Érdekes lehet azonban a beavatkozó erő középértéke, amelyet a 3.3.3.
ábra tartalmaz. Itt a frekvencia növelésével jó közeĺıtéssel négyzetesen nő a szükséges be-
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3.3.3. ábra. A beavatkozó erő négyzetes középértéke a frekvencia függvényében

avatkozó erő középértéke, hiszen a nagyobb frekvencia nagyobb szögsebességeket is jelent,
ı́gy a centrifugális erőt nehezebb lesz kompenzálni.

3.4. Paraméterérzékenység, trajektóriakövetés

A megtervezett szabályozónál érdemes megvizsgálni eddig nem modellezett zavaró hatáso-
kat. A modellezés során több elem tömege is elhanyagolásra került, amely esetén a valós
rendszer és a szabályozó modellje között eltérés jön létre. Ezt egy µ tömegarány beve-
zetésével fogom vizsgálni. Ez pontosan azt jelenti, hogy mı́g a

”
valóságban” egy forgó

tömeg m3 tömegű, addig a szabályozó m′
3 = µm3 tömeggel számol. Erre egy példa a

3.4.1. ábrán megfigyelhető függvény. A grafikont szemügyre véve az mondható el, hogy a
tömeg pontatlan ismerete maradó hibához vezet. Ennek az a magyarázata, hogy a tömeg
pontatlan ismerete azt eredményezi, hogy a szabályozó által ḱıvánt erő, illetve a centri-
fugális erő máshol éri el az egyensúlyt. Érdemes megvizsgálni a maradó hiba függését a
µ dimenziótlan paramétertől (3.4.2. ábra). Itt az figyelhető meg, hogy a µ paraméter
elég erősen befolyásolja a maradó hibát. µ = 1 esetén a várt módon zérus maradó hibát
kapunk, mı́g nagyjából µ = 1,25 felett már maga a mechanizmus jelenti a korlátot, hiszen
a szabályozó akkora erőt fejt ki, hogy a forgó tömegeket tartó karok teljesen kinyúlnak és
párhuzamosak lesznek a tengellyel.

Egy másik fontos eset, amikor a szabályozó nem konstans, hanem folyamatosan változó
referenciajelet kap. (Ezt okozza például szabályozott mechanizmus alkalmazása során,
ha a változik a gerjesztés domináns frekvenciája.) Egy ilyen szimuláció eredményeit a
3.4.3. ábra mutatja. A szabályozó jól leköveti a referenciajelet, ı́gy alkalmas lehet a
trajektóriakövetésre is. Ebben az esetben egy fontos kitétel van, amely a szabályozóban
használt (3.1.7) v segédbemenet defińıciójából következik. Mivel itt megjelenik a referen-
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3.4.1. ábra. A rendszer beállása µ=0,7 értéknél

3.4.2. ábra. A szabályozás maradó hibája az m3 tömeg pontatlan ismerete miatt
figyelembe véve az eltérés előjelét

ciajel második deriváltja, fontos, hogy a generált trajektória kétszer deriválható legyen.
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3.4.3. ábra. A szabályozó trajektóriakövetése

31 / 38



4. fejezet

Összefoglalás

A
”
Változtatható inerter modellezése és vizsgálata” ćımű TDK dolgozatom [33] eredménye-

ire (elsősorban a különböző inerterrel kiegésźıtett csillaṕıtások karakterisztikáai, illetve a
változtatható inerter általam optimálisnak ı́télt koncepciója) alapozva tovább vizsgáltam
a változtatható inerter működését, illetve szabályozási lehetőségeit félakt́ıv rezgéscsilla-
ṕıtási probléma esetén. Elsőként áttekintettem a releváns szakirodalmat, majd egy anali-
tikus eljárást adtam meg arra vonatkozóan, hogy milyen módon lehet kiszámolni az anti-
rezonancia frekvenciáját egy adott, változtatható inerterrel rendelkező konstrukció esetén.
Ezek után elkésźıtettem a rendszer szabályozásorientált modelljét, melyet összevetettem
a szintén általam késźıtett többtest dinamikai modellel. A dolgozat utolsó részében két
szabályozót (PID-et és visszacsatolásos linearizálást) hasonĺıtottam össze. Arra jutottam,
hogy egy valós rendszer esetében a PID-szabályozó már nem tud jól működni. A tra-
jektóriakövetésre a FBL is alkalmas, viszont az általam végzett szimulációk alapján megle-
hetősen érzékeny a paraméterek hibáira. Munkám során egy meglehetősen leegyszerűśıtett
modellel dolgoztam, ı́gy további kutatási irány lehet a modell részletesebb kidolgozása,
illetve más szabályozót́ıpusok (MPC, csúszómód) tesztelése és összehasonĺıtása.
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A. függelék

A másodrendű rendszer minőségi
jellemzői

Legyen adott az alábbi egyenlettel jellemezhető másodrendű rendszer

ÿ(t) + 2ζωnẏ(t) + ω2
ny(t) = u(t), (A.0.1)

ahol y(t) a rendszer kimenete, u(t) a bemenet, ζ a relat́ıv csillaṕıtási tényező, ωn pedig
a csillaṕıtatlan rendszer sajátkörfrekvenciája. Ebből bevezethető a csillaṕıtott rendszer
sajátkörfrekvenciája

ωd = ωn

√
1− ζ2. (A.0.2)

A rendszer válaszát alulcsillaṕıtott esetben az

u(t) = ε(t) (A.0.3)

egységugrás függvényre vizsgáljuk. Belátható, hogy a rendszer y(t) válasza

y(t) = 1− e−ζωnt

(
cos(ωdt) +

ζωn

ωd

sin(ωdt)

)
. (A.0.4)

A rezgések exponenciálisan lecsengenek, az

Y (t)1,2 = 1± e−ζωnt (A.0.5)

burkológörbék szerint. Az y(t) függvény az A.0.1. ábrán látható a burkológörbéivel együtt
(ωn = 3 rad/s, ζ = 0.2).

A százalékos túllövés a válasz első lokális maximumát megkeresve áll elő

PO = e
− ζ√

1−ζ2
π
. (A.0.6)

A beállási időt (α% toleranciasávval) a burkológörbék alapján lehet közeĺıteni. Mivel a
referencia ebben az esetben 1, a beállási időre a következő közeĺıtő formula adódik

α ≈ 100 · e−ωnTs,α% , (A.0.7)

Ts,α% ≈
1

ζωn

ln
100

α
. (A.0.8)
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A.0.1. ábra. A másodrendű rendszer egységugrás válasza a burkológörbékkel
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