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1 BEVEZETES

1. Bevezetés

A standard kozmoldgiai modell, a ACDM szerint a Planck-korszakbdl kiemelked6 Vildg-
egyetem kozel exponencidlis mértékii taguldst, igynevezett kozmoldgiai felfuvédast (inflacidt)
szenvedett el. Ennek egyik lehetséges magyardzata, hogy jelen volt egy skalarmezo, az
inflatonmez6, amelynek hatasara tugynevezett lassu-gordiiléses felfuvddds jott 1étre. A
ACDM ugyanakkor nem veszi figyelembe azt, hogy a Nagy Bumm utan és talan még a
felfuvédas kezdetén is a gravitacié és a kvantumfizika egyarant fontos szerepet jatszott.
A kvantumgravitaciés hatasok figyelembevételének egyik lehetséges modja, hogy a koz-
moldgiai fejlodést leird egyenletekben a gravitacios csatoldsokat, azaz a newtoni gravitacios
allandot és a kozmoldgiai dllandét az energiaskalatol fliggd csatoldasokra cseréljiik, amelye-
ket az einsteini gravitdcié (pdlyaintegralosan kvantalt) elméletének a renormaldsi csoport
modszerével torténo vizsgalataval hataroztak meg. A jelen dolgozatban az a célom, hogy a
vildgegyetem egy erosen leegyszeriisitett modellje keretében megmutassam egyrészt, hogy
fennall az inflatonmez6 altal vezérelt, a kozmologiai megfigyelésekkel Gsszeegyeztetheto
kb. €%-szoros mértékii lasst gordiiléses felfivédds lehetésége. Masrészt, ossze kivdnom
hasonlitani a realisztikus felfuvodés kezdetének idejét és idétartamat a kvantum-feljavitott
és a klasszikus esetben.

A dolgozat egy olyan vilagegyetem felfivédésanak a vizsgalatardl szol, a melyrdl az
alabbiakat tessziik fel: (1) térben homogén és izotrép és zérus térgorbiilettel rendelke-
zik, (2) jelen van benne a newtoni gravitdciés vonzas mellett a kozmoldgiai csatolds altal
képviselt gravitacios taszitds is, (3) tovabba a vildgegyetemet egy nem-6nkélesonhaté ¢
skalarmezo uralja, az ugynevezett inflatonmez6. A vizsgédlatot két esetben végzem el; a
klasszikus jol ismert esettel fogom kezdeni: a Planck2015 adatok alapjan becsiilt kezdeti
feltételek és m paraméterérték felhasznaldsaval meghatédrozom a Friedmann-egyenleteknek
a realisztikus felfuvédast reprodukalé megoldasat. Kzt kovetOen térek ra a kvantum-
feljavitott eset vizsgdlatara. A kvantum-feljavitds sordn a Friedmann-egyenletekben ki-
cserélem kozmoldgiai és gravitacios allandokat a nekik megfelel6 energia-skalafiiggo tarsaira,
amelyeket a szakirodalombdl ismeriink. Az energiaskala idofiiggésének meghatarozasa
céljabdl tovabbi feltételként megkovetelem a skalarmezdre vonatkozd Klein-Gordon egyen-
let (igy a vele ekvivalens kontinuitdsi egyenlet) érvényességét. Az inflatonmez6 poten-

cialjanak a legegyszeriibb
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alakot vélasztom.

A klasszikus modellben a lasst-gordiiléses felfiivodas olyan esetben jelentkezik a késébbi
fejlédés sordn, amikor az inflatonmez6 kinetikus energiastiriisége a Nagy Bumm utén
kozvetleniil Iényegesen meghaladja az inflatonmezé potencidlis energisiiriiségét. A kvantum-
feljavitott esetben ezt munkahipotézisként fogadtam el, ami lehetévé tette, hogy meg-
hatarozzam a dinamikai egyenleteknek a szingularitast kozvetleniil koveto idoszakra vo-
natkozo, kozelité analitikus megoldésat. Végiil a dinamikai egyenletek numerikus meg-
oldasdhoz a kezdeti feltételeket ezen analitikus becslés alapjan hataroztam meg.

A dolgozat felépitése a kovetkezo. A 2. fejezetben ismertetem a realisztikus lassu-
gordiiléses felfuvédast eredményezd megoldas meghatarozsat. A 3. fejezetben meg-
vizsgalom a klasszikus esetbeli felfuvédast, a 4. fejezetben pedig a kvantum-feljavitott
esetbeli felfuvédast, majd ezeket az 5. fejezetben hasonlitom Ossze. A 6. fejezetben
megvizsgalom a numerikus megoldds kezddfeltételektol vald érzékenységét, tovabba a
felfavodas m tomegparamétertdl vald fiiggését a kvantum mddositott esetben. Végiil

osszefoglalom az eredményeket.
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2. Elméleti hattér [1],[2]

2.1. Az Univerzum dinamikaja

Az Univerzum dinamikajat leir6 egyenletek az Finstein-egyenletek:

87
G = —=

i (2.1.1)

nz

ahol

1
§g;wR

G = Ry —

az

Ry, =T%, -0, +T5,I0, — T4,

J7 76" po,v

gorbiileti tenzorbdl képzett Einstein-tenzor,
R = gNVRMV

Ricci-skalar,

1 v
FZ/B = 59# (Gows + Gpv.a = Gapw)

Christoffel-szimbélumok, g, metrikus tenzor és a T}, az energia-impulzus tenzor, illetve

()= 88(;;). A kozmoldgia szempontjabdl az idedlis folyadék energia-impulzus tenzora

érdekes:
™ = (p+p)u'u” — pg"”, (2.1.2)

ahol p energiastiriség, p nyomas és u* az aramlas négyes-sebessége.

Az Einstein-egyenletnek van egy kozmoldgiai taggal kiegészitett alakja:

e

G/U/ + Aglﬂ/ = C_4TMV . (213)

Ahhoz, hogy megoldjuk az Einsten-egyenleteket koordinata-rendszert kell bevezetniink.
Ha az Univerzumot nagy méretskalan homogénnek és izotréopnak tekintjiik, akkor a 3-
dimenzids tér gorbiilete allandé. Lehet k& = 0 sik, k = +1 pozitiv és zart, k = —1 negativ

és nyilt. Ezen megszoritasok mellett az invarians ivhossznégyzet:

ds® = dt* — a®(t)[dx* + ®*(x)dQ?], (2.1.4)
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ahol dQ = dO©? + sin*0Ody?, © € [0, 7], ¢ € [0, 27],

(

sinh®y, ha k= —1,

D*(x) = 4 \2, ha k =0,

siny, hak=+1.

\
arcsin *(r), ha k= —1,

X=13r, ha k£ =0,

arcsin(r), ha k= +1.
(

és v € [0,00). Ezt a metrikdt Robertson- Walker-féle-metrikinak (RW) nevezziikk. A

dolgozatban a k = 0 sik geometrat hasznalom mindenhol.

A fentiek figyelembe vételével az Einsten-egyenletekbol két csatolt, nem-linedris diffe-

rencidlegyenlet-rendszert kapunk, amit Friedmann-egyenleteknek neveziink:

H2E(9>2:% _£+%

e a2 R
a

(2.1.5)

ahol 7a” a skalafaktor, és a pont a kozmoldgiai id6 szerinti derivalast jelenti, illetve ¢ = 1

egységekben®.

A (2.1.5). egyenletek kombinaldsédbdl levezethetd a kontinuitdsi egyenlet:

d

L +3H(p+p) =0, (2.1.6)
ami irhaté

dlnp

g —3(1 +w) (2.1.7)

moédon, ahol w = % allpotegyenleti paraméter. A (2.1.7).-bél:

p oc a=30+w),

! Amikor az egyenletekben G' (A) szerepel indexek nélkiil, akkor ezalatt a gravitaciés (kozmoldgiai)
paramétert értem, mivel a kvantum-feljavitott esetben lesz olyan, amikor G # Go (A # Ag), ahol Gy

(Ap) a Newtoni gravitdciés (kozmoldgiai) dllandd, azonban Gy = 1 és h = 1 egységekben fogok dolgozni.
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A fenti Osszefliggést a Friedmann-egyenletekkel kombinalva adddik a w paramétertol

fliggben az "a” skalafaktor id6fiiggése sik (k = 0) Univerzum esetén:

¢5(1+w) ha w# —1

a(t) o« (2.1.8)
ettt ha w=—1
w | pla) | a(t)
Nem relativisztikus anyag 0| a? |t
Sugdrzés vagy relativisztikus anyag | 3 | a=* | t!/2
A 1| a® | et
A w = —1 allapotegyenleti paraméter ekvivalens egy pozitiv kozmoldgiai allando je-

lenlétével.

2.1.1. A kezdeti feltételek

Az Univerzum Planck-korszak utani fejlodése az altalanos relativitaselmélettel irhatd
le, amelyekben szerepel az anyag energia-impulzus tenzora. Ehhez azonban fizikai mezdék
dinamikai egyenleteire és részecskék mozgasegyenleteire van sziikség (ez utébbi kivélthatd
homogén, izotrop Vilagegyetem esetén az allapotegyenlet parametrizaldsaval ha az anya-
got egylittmozgé folyadéknak feltételezziik). Tehdt ahhoz, hogy megoldjuk az Einstein-
egyenleteket kezdofeltételekre van sziikség. Azonban ha azt feltételezziik, hogy a kezdofeltételt
meghatarozé idopillanattol kezdve az Univerzum a Friedmann-féle tagulassal fejlodik, ak-

kor bizonyos problémakkal terhelt az elmélet.

1. Kezdeti homogenitas
Az anyag térbeli eloszlasat az energiasiirtiséggel és nyomassal jellemezziik, mint
a koordinatdk fiiggvénye: p(x),p(z). A dolgozat sordn az a feltételezés, hogy az
Univerzum homogén? és izotrop nagy méretskaldkon®, ami egyaltaldn nem rossz
feltételezés, hiszen megfigyelések megmutattak, hogy az Univerzum korai szakaszaban

az inhomogenitas még kisebb volt, mint napjainkban. Ez azonban azért meglep6

2Valéjaban a homogenitds atlagosan teljesiil, hiszen az Gseredeti perturbaciékbél adédéan van egy

relativ 10~° hib4ja a homogetnitdsnak.
3Nagy méretskala alatt a 100Mpc tévolsigot értem.
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mert a Nagy Bumm elmélet alapjan az Univerzum korai szakaszaban szamos ka-
uzalisan-szeparalt tartomanyokbodl tevodott ki. Ezt a homogenitasi problémat ho-
rizont problémanak is nevezziik. A horizont problémanak a Nagy Bumm elmélet

nem tud magyarazatot adni.

2. Kezdeti sebességek
Ahhoz, hogy megadjuk a kezdeti anyageloszlast a tér minden pontjaban sziikségiink
van a sebességek ismeretére, hiszen az idealis folyadék energia-impulzus tenzora
szerepel az Einstein-egyenletekben. Ha a kezdeti sebességeket til kicsinek vélasztjuk
meg, akkor az Univerzum a masodperc toredéke alatt osszezuhan, azonban ha tul
nagynak akkor az Univerzum til gyorsan tagul, és hamar tiressé valik. Ezek szerint
a kezdeti sebességeket szinte tokéletesen Ossze kell hangolni, hogy megkapjuk a
mai Vilagegyetemi képet. Ezt a problémat a lapossag problémajanak is szokas

nevezni.

Ahhoz, hogy megoldjuk ezeket a problémékat, a Friedmann-féle dinamikat médositanunk
kell 4gy, hogy az Univerzum nagyon korai szakaszaban nagyon rovid id6 alatt hatalmas
mértékben kellett tagulnia a Vilagegyetemnek. Ezt a korszakot nevezziik felfivoddsnak
vagy inflacionak.

2.1.2. A felfiivodas feltételei

Harom ekvivalens feltétele létezik a felfuvddasnak:

1. Csokkeno egyiittmozgd horizont

d (1
—|—) <0
dt (aH >

% (aiH) B (a;j)Q’

2. Gyorsulé tagulas

amibdl .
% >0
3. Negativ nyomas
A masodik Friedmann-egyenletbol:
1
p < —3F
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2.2. A felfivodo vilagegyetem

A felfavédas soran a mésodperc tort része alatt hatalmasat valtozott az Univerzum
mérete. Ehhez negativ nyomdasi anyagra (vagy ezzel ekvivalens médon egy konstans

energiasiriiségre) van sziikség.

2.2.1. Skalarmez6 dinamikaja

A legegyszerlibb inflaciés modellben az Univerzumban egy nem kiilcsonhato, egy-komponensii
¢ skalarmez6 uralkodik (inflatonmezg). A gravitécié dltal vezérelt skalarmez6 hatds funk-

cionalja:

S = Spus+ S, =

/ d'w/=g (R —2A) + / d'zy =g (%8“90%0 - V<¢)) ! (2.21)

1
167G

ahol g = det(gu ), Sema az Einstein-Hilbert hatds kozmoldgiai allandéval kiegészitett
formédja. A skalarmez6 mozgasegyenlete megkaphaté S, varidlasabdl, vagy (ezzel ekviva-

lens médon) a skaldrmezére vonatkozé
oL, P oL,
ot " 0(0p)

Euler-Lagrange egyenletekbdl, ahol

L,=+~g (%8“90%0 - V(so)) :

=0,

fgy
R
N

Azonban, ha a skaldrmez6 homogén (¢(z,t) = ¢(t)), a térgeometria lapos, illetve ha a

Ou (V=90"p) +V,, = 0.

RW metrikdt hasznaljuk, akkor g = det(g,,) = —a®. Ha az el6bbieket figyelembe vessziik,

akkor megkapjuk a skalarmezore érvényes Klein-Gordon egyenletet:

G+3Hp+V,=0]| (2.2.2)
ami csatolédik a
8tG (1 A
H*= " (|=-p>+V = 2.2.3
(384 v) +3 223)

Friedmann-egyenlettel. A mésik Friedmann-egyenletre azért nincs sziikség, mert a (2.2.2).
Klein-Gordon egyenlet ekvivalens a (2.1.6). kontinuitdsi egyenlettel. A (2.2.2). és a

(2.2.3). egyenletek hatdrozzak meg a skaldrmez6 dltal uralt Univerzum dinamik&jét.

7
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2.2.2. Lassu gordiiléses felftivodas

A Vildgegyetem gyorsuld tagulasat leird egyenlet irhaté a kovetkezé modon is:
YoMy H=H(1-¢), (2.2.4)
a

ahol

az inflaciét jellemzo paraméter. Ha e < 1, akkor ¢ > 0, vagyis az Univerzum gyorsulva

tagul. A felfivédas abban a t; kozmoldgiai idépontban ér véget, amikor

ety) =1}, (2.2.5)

mivel ekkor @ = 0. Az inflicié tovabbd jellemezhetd az ugynevezett N felfivédasi ki-

tevével (e-folding number), amit a skélafaktor novekedési aranya az

t
ally) _ ox (2.2.6)
a(t;)
osszefliggés definidl, és amelyre
ty
N = / Hdt (2.2.7)
t;

osszefiiggés teljestil.

Ahhoz, hogy a horizont és a lapossdg problémdkat megoldjuk az N szdm értékének
nagyobbank kell lenni, mint 60. Azonban a mérések azt mutattak meg, hogy a felfuvédasi

kitevo értéke 60 kortili. fgy azt lehet mondani, hogy az inflaciés modelliink helytélld, ha

N = 60.
2.2.3. V(p) = sm?¢? felftivédas
A legegyszeriibb inflaciés modell az egy egy-komponensii nem kolesonhatéd
L5
Vip) = Sy (2.2.8)

potencidllal rendelkez6 skaldrmezd. Ilyen potencidl esetén az Univerzum dinamikéjat leird

egyenletek (az utolsé egyenletre a klasszikus esetben nincs sziikségiink, csak a teljesség
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kedvéért tiintettem fel):

=¢+3Hp+m’p
G (1 1 A
H? = —— [ =% + —m?p? = 2.2.9
3 (290 ome” | 5 (2.2.9)
H:—47rGg02
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3. Klasszikus esetbeli felfiivodas vizsgalata

A klasszikus esetben a tomeg-, gravitaciés és kozmologiai paraméterek értéke:
m = 10"%mp, G=Gy=1 A=Ay =10""m3,,

igy a (2.2.9). egyenlet elsé két egyenletébdl kaphaté o-re egy mésodrendd differen-
cidlegyenlet:
AgTY?
otk [4,272 + m?p® + ?} @ +m2p =0, (3.0.1)
ahol k = 1/121Gy. Megolddsdhoz két kezdéfeltételre van sziikség (¢, ¢):

©0(0) =3.1mp,  ©(0) = —2-10""m3,.

A fenti kezdéfeltételekkel a numerikus megoldést a Osp; < t < 4 - 107sp; intervallumon
inditottam el, azonban a szingularitds nem esett a nulldba. Ahhoz, hogy megtaldljam a
szingularitast, az integracios intervallum kezdetét eltoltam, majd a program jelezte, hogy
szingularitast talalt a t,, = —260425sp; id6pillanatban. Ettdl kezdve ezt az idépillanatot

tekintem a 0 idopillanatnak. A felfivédas kezdeti pillanata az a t; idépillanat, amikor a

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

5.x10°8 F .

-5.x108 .

~1.x1077F .

~1.5x1077

2.x1077 \ .

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1. dbra. {¢, ¢’ = ¢} fézistérben a megoldés

{p, ¢ = ¢} fazistérben a trajektéria rafut az attraktorra (akkor amikor a ¢ csokkenni

10
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kezd, a kozel vizszintes szakasz). A felfivddas vége pedig abban a t; idépillanatban van,

amikor

(i) = - H2(ty)

3.1. A felftivédas kezdetének meghatarozasa

A felfuvédas kezdeti ¢; id6pillanatat ugy hatarozom meg, hogy dbrazolom a ¢(t) dsszefliggést,
mint az id6 fliggvényét, és leolvasom azt a t; idépillanatot, amikor a ¢ rafut az attraktor-

ra. Az a @ érték amikor a rafutds megtorténik, az 1. dbrardl leolvashato.

0 2x10°

4%100

6x10°

1 1 1 1 1 4
8x10° 1x107

2. dbra. ¢(t)

A fenti abrardl leolvashaté a felfuvddas kezdeti idépillanata:

t; ~1.29-10°sp; + 5% |.

Az 5%-0s hibdt a leolvasasbdl becsiiltem.

3.2. A felfiivédas végének meghatarozasa

A felfuvédas végso ty idopillanatat a lassu gordiiléses inflaciot jellemzd
H
f=

paraméterrel lehet meghatérozni, akkor amikor e(¢;) = 1.

11
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Abrazolva az e(t) Osszefiiggést leolvashaté a t;:

3.0F A '_:
2.53— _
2.03—
w 1.53—
10;-------________________________________é
0.53—

O.OEL

0 5.0x10° 1.0x107

3. abra. e(t)

A fenti abran még abrazoltam egy 71”7 értékil konstanst, hogy a leolvasast konnyebbé

tegyem. A felfivodas végso pillanatara leolvasott érték:

tf ~ 18- 107813[ + 5% .

A hibat hasonldan a leolvasdsbdl becsiiltem.

3.3. A klasszikus eset josaga

Klasszikus esetben az N felfivédési kitevo

ty
N:/ Hdt = 60.01].
t;

Az lathaté, hogy ahhoz képest, hogy a legegyszeriibb modell elég szépen megadja a
valésdghoz kozeli N értéket.

A kapott eredményeket Ossze lehet hasonlitani a mar ismert irodalmi eredményekkel.
Ha Gsszevetjiik a [1] konyv 237. oldalan taldlhaté 5.3-as dbrat a kapott 1. dbrédval lathatd,

hogy szépen sikertilt reprodukélni az ismert klasszikus esetet.

12
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4. A kvantum-feljavitott esetbeli felfivodas

4.1. A kvantum-feljavitas

A kvantum-feljavitott felfiuvodas vizsgalata elétt szeretnék kitérni arra, hogy ebben a
dolgozatban pontosan mit is jelent a kvantum-feljavitas.

Eddig klasszikus elmélettel dolgoztam, amiben az Einstein-Hilbert hatés

_ 1 L o (R
SEH = 16720 /d T g(R 2A) (4.1.1)

alaki, azonban egy klasszikus mez6t ir le. Ahhoz, hogy megprobaljuk kvantalni ezt a
mez6t, a Renormaélédsi Csoport (RG) mddszereket kell alkalmaznunk rajta. Ha alkalmaz-
zuk az RG egyenleteket a (4.1.1). hatdson, akkor ahhoz, hogy a fellép6 divergencidkat
kezeljiik azt az arat kell megfizetni, hogy a G = G(k) és A = A(k) gravitaciés és koz-

molégiai paraméterek a k(t) energia-skalatél nem lesznek fliggetlenek[3]:

;

Gy ha 0<k <k,
Gk)=q Go—bk>—k) ha ky<k<kg (4.1.2)
\ gk~ ha ke <k
( Ao ha 0<k<ky
AR)=1¢ Ag+c(l*—kY)  ha ky<k<kg (4.1.3)
A k2 ha ke <k

\

ahol g, ~ 0.707, A\, ~ 0.193, kx ~ 8.2 - 10 3'mp; és

B (39*)1/2 , _ 263 A.Go

= , = :
9¢g., 37

Lathato, hogy a kvantum-feljavitas sordan harom szakasz jelent meg az Univerzum idobeli

evolucidjdban([4]-[7]): fizikailag valés RG trajektéridknak harom {6 része van:
e UV-szakasz, amit a Reuter fixpont ural,
e atmeneti szakasz, ami a Gauss fixpont kozelében ér véget,
e [R-szakasz, ahol a gravitdcids csatoldsok szinte fiiggetlenek lesznek a k(t) skélatol.

Az Univerzum fejlédése soran a kozmoldgiai idé folyamatosan novekszik. A folyamatosan

novekvé kozmoldgiai id6hoéz pedig csokkend k(1) energiaskdla tartozik.
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4 A KVANTUM-FELJAVITOTT ESETBELI FELFUVODAS

Az Univerzumot kitolté mez6 kvantum fluktuaciéit elhanyagoljuk, igy a homogén és
izotrép Univerzum fejlédését a kvantum-modositott Friedmann-egyenletek, illetve a bel6liik
szarmaz6 konzisztencia feltétel irja le. A kvantum-moédositott Friedmann-egyenletekhez

ugy jutunk, hogy a (2.1.5). egyenletekben a
G — G(k) A — A(k)

helyettesitéseket elvégezziik. Ekkor a kvantum-mdédositott Friedmann egyenletek:

o 8wG(k)p(¢) L AR
3 3 (4.1.4)

H = —47G (k)p*

ahol p'®) a skaldrmezé energiastirtisége. Latszodik, hogy a (4.1.4). egyenletekhez sziikség
van még egy egyenletre, hiszen harom ismeretlen van: H,k,p. A harmadik egyenlet a

kvantum-maédositott Friedmann-egyenletekbdl szarmazoé konzisztencia feltételbdl és a
P+ 3H(p? + p)) =0 (4.1.5)

lokalis energiamegmaradasbol adédik:

(0 — _ A<k<t)) _ O\ - Oik
8rG(k(t))  8mOG - Ok

(4.1.6)

A (4.14). ésa (4.1.6). egyenletek irjak le a kvantum-feljavitott Vildgegyetem dinamikéjat
szakasztol fliggéen (UV, dtmeneti, IR).

4.2. A kvantum-feljavitott esetbeli felflivodas vizsgalata
4.2.1. Az els6 -UV- szakasz
Az els6 -UV- szakaszhoz tartozo tomeg, gravitdcios és kozmoldgiai paraméterek:
m = 10"""mp, G(k) = gk A(k) = M\ K> (4.2.1)

Ha beirjuk a fenti kifejezéseket a (4.1.4)-(4.1.6). egyenletekbe, akkor megkapjuk az elsé

szakaszra érvényes differencidlegyenlet-rendszert:

3H? = 8mp') g k™% + K (4.2.2)
H = —47g, k2 (4.2.3)

1 1 A
@) — 22 4 Sp202 = O 4.2.4
p 59 T3 Srg. (4.2.4)



4 A KVANTUM-FELJAVITOTT ESETBELI FELFUVODAS

A (4.2.4). egyenletbdl k? kifejezhetd és befrhaté a (4.2.2). és (4.2.3). egyenletekbe, némi

rendezés utan H-ra és p-re kapunk egy csatolt differencialegyenlet-rendszert:

. 1
3H? — 2w+\/p®¥) =0 H+/p®) + §w<,'02 =0 (4.2.5)

ahol w? = 8mg,\, és p¥) = (> +m?p?) /2. Ezen csatolt differencidlegyenlet-rendszer

megoldasahoz a kezddfeltételt a t; iddpillanatban

H(ty) = Hea(te)  @(th) = Pest(tr)

moédon adom meg, ahol

2v2 1

Hest(tk) = 3w tk

a1 5 es ty) =
o6ty

analitikusan kozelitett formuldk? a ¢, idépillanatban (lasd: A. fiiggelék).

A (4.2.5). egyenletrendszert a t; = 5- 107! sp; id6pillatbdl inditottam el numerikusan,

egészen t, = 2.5sp;-ig. A megoldasokat az alabbi abrdkon mutatom:

100 i 106 -
104 19 10%
T &0
o o
— —
100 ] “'(’\
1 ]
. ]
010 0‘_5 ]10 1‘_5 210 2_‘5 0‘.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
t 4
4. dbra. LogH (t) 5. abra. Logy(t)

A fenti abrékon lathato, hogy a H és ¢ idobeli viselkedése hasonlé az els6 szakaszban.

Az els6 szakasz abban a tg idopillanatban végzodik, amikor

3 1/2
k(te) = ke = (g()) ~ 1.4563.

Numerikusan a k(t) meghatarozhaté a (4.2.4). egyenletbol:

1/4 —1/4
L <8§g*p(¢,)> N k_lz(S;Tg*pw) | (4.2.6)

4A poritiv dgat valasztottam -nél.
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4 A KVANTUM-FELJAVITOTT ESETBELI FELFUVODAS

Technikailag a k! dbrazoldsabdl konnyebb leolvasni a t idépillanatot:

T e e L
1.22 ]
Lof
0.83
().62
0.45

0.2F

0.0f

6. dbra. k~1(t) a folytonos, k' pedig a szaggatott vonal

Az els6 szakasz végso iddpillanatéra a

tG ~ 1.278131

értéket olvastam le.

4.2.2. A masodik -atmeneti- szakasz
A masodik -atmeneti- szakaszhoz tartozo gravitacios és kozmoldgiai paraméterek:
G(k) = Go — b(k* — k3) A(k) = Ao + c(k* — k}). (4.2.7)

Ha beirjuk a fenti kifejezéseket a kvantum-feljavitott egyenletekbe, akkor megkapjuk a

masodik szakaszra érvényes differencidlegyenlet-rendszert:

3H? = 87p'¥) [Gy — b(k* — k3)] + Ao + c(k* — k3}) (4.2.8)
H = —4r¢ [Go — b(k* — k3] (4.2.9)
() — L/{;? 491

p e (4.2.10)

Ha a (4.2.10). egyenletbdl eliminaljuk k-t és beirjuk a masik két egyenletbe, akkor néhany

rendezési 1épés utan megkapjuk a masodik szakaszt leird differencidlegyenlet-rendszert:

3H? = o (p9)" 4 Bp®@ +6 (4.2.11)
H=—¢? {ap“”)(t) + g] : (4.2.12)
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ahol
167252
o= — Om B =8n(Gy+ bki) 0=Ay— ckj{.

Cc

A kozmolégiai idé szerint derivédlva a (4.2.11). egyenletet, majd beirva a (4.2.11).-b6l kife-
jezett H-t és a (4.2.12).-bdl H-t, akkor kapunk p-re egy masodrendi differencidlegyenletet:

1
a (0 + Bp@ 4 5]
3

$+3 O +mPp=0]| (4.2.13)

Léathat6, hogy ez nem mas mint a (2.2.2). egyenlet. Tehat a kvantum-feljavitdsnak
koszonhetéen a KG-egyenlet abban valtozott, hogy a H Hubble-paraméter értéke erdsen
o fliggové valt. A fenti differencidlegyenlet megoldasahoz két kezddfeltételre van sziikség.

A két kezdofeltételt

Velss (ta) = Pmasodik(ta) Pess(ta) = Pmasodik(ta), (4.2.14)

modon adom meg, ahol az "els6” illetve "mésodik” az adott szakaszhoz tartozé ¢-t jelolik.
A (4.2.13). differencidlegyenlet megolddsa az aldbbi dbran lathaté, alatta pedig a meg-

oldas a fazistérben:

05__| T T T T T T T T T T T ]

0.0F .

-2.0F .

—2.5F .

-3.0F .

10 1000 105 107 109 1011

Log¢?

7. dbra. ¢(t)
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1.x10- 11+ .

“1.x107 11+ .

2.x10° 11 F .

-3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0

¥

8. abra. {p, p = ¢’} fazistérben a megoldas

A Kklasszikus esethez hasonldan a felfivddas abban a t; idopillanatban kez6dédik, ami-

kor a fazis trajektéria rafut az atraktorra. A leolvasott iddpillanat:

ti =2.3-10%sp; + 5%

A felfuvédas pedig akkor ér véget, amikor az

o H(ty)
(i) = _HQ(tff)

~ 1. (4.2.15)

A felfuvédés végsd pillanatara leolvasott érték:

tp=1.823-10"sp; £ 5%
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3.0F .
2.5F .

2.0F .

H U A e

0.5F

0.0

0 5.0x1010

9. abra. A folytonos volnal az (), a szaggatott pedig a konstans "1”.

Erdemes még a H(t) sszefiiggést is abrdzolni (10. abra). Léthaté az dbran, hogy a
felfuvédas alatt a Hubble paraméter szinte konstans értékre allt be, ami teljes mértékben

helytéllo, hiszen ismert az, hogy a felfivddas ideje alatt a Hubble paraméter értéke kicsit

valtozik.

0.100 1
0.001 - 1

D 100F .

h)

@)

— 1077 F i
1079 .
lo-11F ]

10 1000 10° 107 109 1011
Logt

10. dbra. Log-Log skélan a H (t)
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4 A KVANTUM-FELJAVITOTT ESETBELI FELFUVODAS

4.3. A kvantum-feljavitott eset josaga

A kvantum feljavitott esetben az N felfiivédési kitevd értéke:

tr
N:/ Hdt = 60.05
t;

A Kklasszikus esethez hasonléan a kvantum-feljavitds soran is elérhet6 a megfelel6 tomeg
valasztassal a valdésaggal konzisztens kitevo érték. A kiilonbség a felfuvddas idébeli elhe-

lyezkedésében és idotartaméaban van, de ezt a kovetkezo fejezetben targyalom.
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OSSZEHASONLITASA

5. A klasszikus és a kvantum-feljavitott felfavédas ossze-

hasonlitasa

Az alabbi tablazatban osszefoglalom a klasszikus és a kvantum-feljavitott esetbeli felfuvédéasok

jellegzetes id6pillanatait:

ta(sp) | ti(sp) tr(spr) tr—ti(sp)
Klasszikus felfivédés - 1.29 - 10° 1.8 - 107 1.78 - 107
Kvantum-feljavitott felfivédds | 1.27 | 2.3-10° | 1.823-10 | 1.8- 10"

1. tablazat. A jellegzetes idépillanatok
Az alabbi abran abrazolom a jellegzetes idopillanatokat:

cl cl

1000 1000000 1E+09 1E+12
Log skalan az id8, Planck-masodperc egységekben

11. dbra. A jellegzetes ido6pillanatok dbrazolva

A 11. &brén a t§, tjcl k. t’}” rendre a klasszikus esethez tartozo inflacié kezdete és vége,

illetve a kvantum-feljavitott esethez tartozo inflacié kezdete és vége.

o A felfivédas idobeli elhelyezkedése és id6tartama:
A klasszikus esetben a felfiivodéds (nagysagrendekben) 10°sp;-t6l 107sp-ig tartott,
mig a kvantum-moédositott esetben 10%sp,-t8l 101t sp-ig. Lathaté, hogy a G gra-
vitaciés és A kozmoldgiai paraméterek idotol valo fiiggésének azaz eredménye, hogy
a felfuvodas kezdete és vége is eltolédott 4 nagysagrenddel, tovabba a felfivdodas

idotartama is 4 nagysagrenddel hoszabb lett a kvantum feljavitott esetben.
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e A Vilagegyetem méretének valtozasa a felfavddas ideje alatt:
A Vildgegyetem mérete hasonléképpen valtozott mindkét esetben (a kvantum fel-
javitott esetben a megfelelé6 tomegparaméter vélasztasaval), hiszen a felfivédési
kitevo értéke a klasszikus és a kvantum-feljavitott esetben is nagyon kozel van a

60-hoz.

Erdekes hasonldsag még tovabbd, hogy a {p, ¢’ = ¢} fazistérben a megoldasok mindkét
Y, =@

esetben a
m

,: - f— :i:
7 7 V127

attraktorra futnak rd (klasszikus esetben m = 10~%mp;, kvantum-feljavitott esetben m =

% N

1071 mpy), a kezdéfeltételektdl fiiggden 7+ vagy ”-” eléjellel.
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6 A KVANTUM-FELJAVITOTT ESET TOVABBI VIZSGALATA

6. A kvantum-feljavitott eset tovabbi vizsgalata

Ebben a fejezetben a kvantum-maddositott esetbeli felfuvodast vizsgalom tovabb: meg-
vizsgalom, hogy a kezdeti feltételektol illetve a tomegparaméter megvalasztasatol milyen
mértékben fliggenek a megoldasok, és hogy mennyire univerzalis az a megoldas amit kap-

tam.

6.1. Kezdofeltételekre valo érzékenység

Az éltalam kapott megoldas univerzalitdsanak vizsgalata szempontjabol érdemes megnézni

az elso szakaszra vonatkozd differencialegyenlet-rendszer

3H? — 2w\/p® =0 H\/W+%w¢2 =0 (6.1.1)
kezdofeltételi érzékenységét. Ehhez a fenti differencidlegyenlet-rendszert a
107 Psp <ty < 1071%sp
iddintervellumbdl valasztott ¢,-hoz tartzozo

Pest (tk) Hest (tk)

kezdofeltételekkel oldottam meg, ahol az "est” az analitikusan kozelitett formuldkat jelenti
az. Univerzum nagyon korai szakaszaban (1d. A fiiggelék). Illetve a tomegparaméter

m = 1071%np; értékével dolgoztam.

Elsoként a kiilonboz6 ¢, idépillanatok mellett leolvastam a hozza tartozo t; idopillanatokat,

és megnéztem a
te — te!
W
relativ eltéréseket, ahol
2G)
9g. s

térgt = =~ 1.2761813[

analitikusan becsiilt . A 2. tablazat tartalmazza az értékeket. A kapott eredményekbdl
az kovetkezik, hogy a tp kezdopillanattol figgetlen a megoldds, ha a kezdofeltételeket a
kozelitett formulakbol valasztjuk ki, és nagyrészt a leolvasasbdl adodik a relativ eltérése a
tg-nek. Ahhoz, hogy ezt igazolni tudjam, egy adott tx(=5- 107 sp;) mellett dbrdzolom

az analitikusan kozelitett mennyiségekhez képesti relativ eltéréseket (12. dbra). Lathato,
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6 A KVANTUM-FELJAVITOTT ESET TOVABBI VIZSGALATA

hogy a relativ eltérések is nagyon picinyek és betudhatdak a numerikus pontatlansdgnak,
tehdt a leolvasott tg iddpillanatok hibdja valoban a leolvasasbdl szarmazik tilnyomé
részben. Tovabbi fontos észrevétel a relativ eltérésekbdl még az, hogy az A. fiiggelékben
levezetett analitikus formuldk szépen vissza adjak az egzakt megoldasokhoz tartozé elso

szakaszt, igy azok a formuldk elég jo kozelitései annak.

__test
te(spr) | ta(spr) %

10710 | 1.2725 | —0.0028
1071 | 1.2753 | —0.0006
10712 | 1.2725 | —0.0028
1071 | 1.2722 | —0.0030
107 | 1.2743 | —0.0014
1071 | 1.2764 | 0.0002

2. tablazat. Kiillonbo6z6 ti-hoz tartozo tg és relativ eltérései

—_— H — k

5.x 1076

o T
i I

-5.x10°¢

—-0.00001

0.0 02 04 06 08 10 12

12. abra. H és k relativ eltérései a kozelitett formulakhoz képest tg-ig

6.2. A tomegparamétertol valo érzékenység

Az eloz6 alfejezetben sikertilt bizonyitani, hogy a t; kezdopillanattol fliggetlen a nu-
merikus megoldas, ha az analitikusan kozelitett formulakkal adjuk meg a kezddfeltételek

értékét ty-ban. Ebben a fejezetben pedig arrdl lesz szd, hogy az m tomegparaméter
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6 A KVANTUM-FELJAVITOTT ESET TOVABBI VIZSGALATA

értékétdl mennyire fiigg az els6 szakasz, illetve a méasodik szakaszban a felfivddas.
Els6 1épésként megnéztem kiilonbozo m tomegparaméterek esetén a to idopillanatokat,
majd a mdsodik szakaszban lezajlé felfavédas t;, ty id6pillanatait és az azt jellemzé N

tényezot.

m(mpr) | ta(spi) | ti(spi) ti(spi) N
1013 1.2764 | 1.72-10'% | 2.47-10™ | 109.8
1012 1.2764 | 2- 10 2.25-10'3 | 91.6
107 | 1.2764 | 2.26- 10" | 2.04 - 10" | 75.14
10710 1.2764 | 2.3-10° 1.84 - 10" | 60.05
1079 1.2764 | 2.25-10% | 1.6-10'° | 47
1078 1.2764 | 2.55-107 | 1.38-10° | 36
107 1.2764 | 3.3-10° 1.17-10% | 26
1076 1.2764 | 3.3-10° 9.7 -10° 18

3. tablazat. Kiilonbozé m értékek mellett a tg, t;,tp, N

A fenti tablazat adataibdl az latszik, hogy az m paramétertol fliggetlen a tqg, vagyis
az elsO szakaszt az m paraméter értéke latszolag nem befolyasolja. Ahhoz, hogy még
tobbet megtudjunk az m és az els6 szakasz kapcsolatarol, érdemes abrazolni kiillonb6zé m

értékekhez tartozo

()
Iopot
()
Plin ta
hanyadost, ahol p;fg a potencidlis, a p,(;f,)1 pedig a kinetikus energiasiiriiség:
2
10-13 ¢ 7]
L
10716 e
SE|sE o~
Sol NG| .-
®
_ .-
10722 ¢ ..
/‘//
1025F -7
/,"
10-13 10-11 10-2 1077
Logm

(#)
13. abra. pf’;’; az m fiiggvényében, logaritmikus skalan
kin tc
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Lathaté az abrardl, hogy a tomegparaméter novelésével a kinetikus energia kevésbé
dominél (ami egyébként a vérttal egyezik meg, hiszen a potencidlis tagban explicit m
fliggés van). Ebbdl az lathatd, hogy az m értéke befolydsolja az els6 szakaszt, sét egy
bizonyos érték felett mar az analitikus kozelitések sem lehetnek érvényesek. A pontokra
illeszthet6 egy gorbe (a szaggatott vonal, illetve amit illesztettem az a linearis skaldkra

vonatkozik):

)

i) o

@2<tG) 2

(m) = 1.629 - m? = @Q(tc)m . (6.2.1)

A fentiekbdl akar becstilhetd is, hogy mekkora m mellett mennyire dominal a kinetikus
tag kezdetben, és hogy mennyire érvényesek az analitikusan kozelitett formulak. Tovabba
kaptunk a ©?(tg)/@*(tg) = 1.629/m%, hanyadosra egy konstans értéket a tg-ben. Ezek
alapjan mondhaté az, hogy az altalam talalt megoldds a fizikailag valés (N = 60) esetek-
ben univerzdlis (kés6bb lathaté lesz az N és m kapcesolata, és abbdl megmagyardzhato,

hogy miért lehet ilyen erds allitasra kovetkeztetni).

A kovetkezdekben a masodik szakasszal foglalkozom, és megvizsgalom a felfivodas és a
tomegparaméter kapcsolatat, tovabbra is a 3. tablazatban 1év6 adatokkal. Ha abrazolom

az N felfiivéddsi tényez8khoz tartozé m tomegparamétereket, akkor illeszthetd ré egy

gorbe:
N [ )
100 ~~o ]
I “e. 1
80; ‘\\ 4
I o . 1
2 60 - o‘\\\ i
[ DRI
40 - AN 8
L [ SO
[ \\Q\ ]
20 Se e
(): 1 I 1 1 L I L 1;
10-13 1011 1079 107
Logm

14. dbra. Az N (m) illesztett gorbe, a vizszintes tengely logaritmikus skdldn

Az illesztett gorbe egyenlete:

N(m) = —0.5677Inm — 66.313 (6.2.2)
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fgy sikeriilt talalni egy Osszefliggést a felfuvasi és a tomegparaméter kozott, és sikertilt
belatni azt az allitast, hogy az dltalam talalt megoldéds a fizikailag valés esetekben uni-
verzalis, sot az analitikusan kozelitett formuldk teljes egészében elfogadhatdak. A fizi-
kailag valds megolddsok alatt az N ~ 60 felfivéddsi tényez6t értem, és ladthatd, hogy
ehhez az értékhez tart6zé m esetén a kinetikus tag erésen dominal a potencidlis tag felett
(13. 4bra). Tovabb4 ezzel meg is magyardztam az altalam valasztott m = 1071%mp; pa-
raméter valasztast, hiszen igy kaptam olyan felfivodasi paramétert, amivel a kozel 60-as

érték teljestl.

Erdemes még megnézni a H(t) Hubble-paraméter viselkedését kiilonbozé m tomegpa-

raméterek mellett:
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15. abra. Log-Log skalan kiilonbozé m értékek mellett a H

Lathato hogy a Log-Log skalan dbrazolt Hubble paraméternek a felfivddas alatt van egy
jellegzetes szakasza: a felfivodas alatt a Hubble paraméter értéke csak kicsit valtozik,
és minden esetben megjelenik a gorbében egy platés alak. Minden m esetén az dbran
lathaté csokkend szakasz utan, ahogy elkezdddik a platd, abban a pillanatban kezdodik
a felfuvédas, majd amikor véget ér ez a szakasz akkor fog végzodni, majd a Hubble pa-

raméter drasztikusabban elkezd csokkenni.

27



7 OSSZEFOGLALAS

7. ésszefoglalés

A dolgozat soran megvizsgaltam klasszikus esetben a felfuvédast, és visszakaptam az
irodalomban is jél ismert eredményeket. Ezekutan a kvantum-feljavitott esetben, amikor
a gravitacios és kozmoldgiai allandokat lecseréltem a nekik megfeleld energia-skalafiiggo
tarsaikra, megvizsgaltam a felfivédast egy alkalmasan megvalasztott m tomegparaméter
mellett. Szamolasok soran sikeriilt lassi-gordiiléses felfivodast talalni, és vizsgalni azt,
majd Osszehasonlitani a klasszikus esetbeli felfuvédassal. Eredményiil azt kaptam, hogy a
kvantum-feljavitott esetbeli felfuvddas késobb kovetkezett be, és hosszabb ideig is tartott,
mint a klasszikus esetbeli, mikézben a megfelel6 tomegparaméternek koszonhetéen az

Univerzum méretének novkedésében nem tortént valtozas.

A dolgozat soran még a két esetbeli felfivodas vizsgalata soran fennmaradé nyitott
kérdésekre sikeriilt valaszt adni a kvantum-feljavitott esetbeli felfiuvddas tovabbi vizsgalataiban:
megvizsgaltam a kezdetifeltételekre vald érzékenységét a numerikus pontossagnak, és meg-
vizsgaltam az els6 és masodik szakaszban bekovetkezo felfuvodédsnak a tomegparamétertol
valé fliggését. Azt kaptam eredményként, hogy a kezdeti feltételektol fiiggetlen megoldést
kaptam, és a fellépo hibak a leolvasasbodl adédhatnak.

Az elso szakasz tomegtol valo fiiggésére azt kaptam, hogy 1étezik mar olyan nagy m, hogy
az analitikusan kozelitett formuldk nem érvényesek az elso szakaszra, hiszen nem fog a ki-
netikus tag domindlni. Tovabbd sikeriilt a kett6 kapcsolatara egy analitikus Osszefiiggést
illeszteni.

A felfuvodas és a tomegparaméter kapcsolatara azt kaptam, hogy a felfivodés erdsen fligg
a tomegparaméter megvalasztasatol, a kettd kapcsolatédra (N (m)) is sikeriilt egy analiti-
kus formulat illeszteni, igy ezzel az altalam hasznalt tomegparaméter valasztasa indokolt
az Osszehasonlitas soran. Tovabba egy eros allitast is sikeriilt bizonyitni: az altalam talalt
megoldas fizikai esetekben univerzélis, hiszen az N ~ 60 felfivddési kitevd olyan m mel-
lett teljesiil, hogy a kinetikus tag boven dominal a potencidlis tag felett, és alkalmazhato
az altalam kovetett eljaras. Ismert volt még, hogy a Hubble-paraméter a felfivodas ideje

alatt csak nagyon kicsiny értéket valtozott, ezt is sikeriilt vizsgdlni, és igazolni.
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A FUGGELEK: AZ ELSO -UV- SZAKASZ ANALITIKUSAN KOZELITETT
OSSZEFUGGESE!

A. fiiggelék: az els6 -UV- szakasz analitikusan kozelitett

osszefiiggései

A Vildgegyetem korai szakaszaban a kinetikus tag dominélt a potencial felett:

%gﬁ >> V(p) = %m2<,02. (A.0.1)
Ennek a kihasznaldsaval az
3H? = 87r,0(“")g*k:_2 + \ K2 (A.0.2)
H = —4mg,p*k 2 (A.0.3)
egyenletekbol
HZ, ~ Akew = (A.0.4)

3 est

adddik, ahol az "est” felirat a kozelitett formulét jelenti. Az (A.0.4)-bél H-ra kaphaté

egy analitikusan megoldhato differencidlegyenlet:

H. 3
— = — A.0.5
He25t 2’ ( )
amibdl
2
— A.0.6
3gt+CYV ( )

ahol C' integricids allandd, meghatdrozhaté a H~1(0) = 0 kezdéfeltétellel: C' = 0. Tlletve

3 [21 2v/21
kest(t) = A =— Hoqt(t) = | —— t)=+—- A.0.
est( ) 2)\* est( ) 3)\* t: (Pest( ) 3@ ¢ ( 0 7)

ahol w? = 8mg,\,. A tg-re lehet egy becslést adni:

30+ 2 1
est (151 =ke = =
(16) =ke =\ G0 = Vo (1.08)
A.0.8
2G
test =4/ ~ 1.27sp;.
G 9 Spi

29



HIVATKOZASOK

Hivatkozasok

[1] V. Mukhanov, Physical Foundations of Cosmology, (University Press, Cambridge,
2005).

[2] D. Baumann, TASI Lectures on Inflation, arXiv:0907.5424.

[3] S. Nagy and K. Sailer, Interpolation formulas for asymptotically safe cosmology, Uni-
verse 2023,9(4)184

[4] M. Reuter, Nonperturbative Evolution Equation for Quantum Gravity, Phys. Rev. D
57, 971 (1998), arXiv:hep-th/9605030.

[5] O. Lauscher and M. Reuter, Ultraviolet Fized Point and Generalized Flow Equation
of Quantum Gravity, Phys. Rev. D 65, 025013 (2001), arXiv:hep-th/0108040.

[6] O. Lauscher and M. Reuter, Is Quantum FEinstein Gravity Nonperturbatively Renor-
malizable?, 2002 Class. Quantum Grav. 19, 483 (2002), arXiv:hep-th/0110021.

[7] M. Reuter and F. Saueressig, Functional Renormalization Group Equations, Asymp-

totic Safety, and Quantum Finstein Gravity, arXiv:0708.1317.

30



