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Bevezetés

Az indoklés és érvelés fejlesztése és tanitasa egy csaknem minden tantargyban el§johe-
t6 tananyag lehet, viszont a matematika teriiletén ezeknek kiemelt fontossigu szerepe
van. Pontosabban csak lenne, hiszen a szoros tantervi keretek miatt sokszor csak a
szényeg alé soporjiik ezek oktatasat. Valamelyest hibas az el6z6 allitasom, indokolnunk
mindig kell, hiszen egy feladatmegoldas menetét is hivhatjuk indoklasnak a végsé meg-
oldast tekintve, de a ezek direkt megjelenése, mint allitasokra valo reagalas hattérbe
szorul. Stylianides ir arr6l, hogy diakok emiatt a hozzaallas miatt komoly nehézségekkel
kiizdenek az indoklas és bizonyitas terén [17].

Az indoklas, érvelés és bizonyitds harmasa gyakran jelenik meg egyiittesen egyes
szakirodalmakban, de mégis mi haszna van ezeknek? Gila Hanna tgy gondolta, hogy
az indoklas és bizonyitas szolgalhat nekiink 1j modszerek bemutatasara, Gj hipotézisek
felallitasara, valamint a kiillonb6z6 matematikai teriiletek kozotti kapcsolatok bemu-
tatasara [4]. Az indoklas és érvelés direkt megjelenése, mely éllitasokra, véleményekre
keriil viszontvalaszként egy gyakran elfelejtett része a matematikatanitasnak. A Gila
Hanna &ltal leirt hasznos tényez6k sokszor nem jelennek meg kell6 mértékben, szamos
tanterv pedig elmulasztja ezen lehetGségek feltarasat.

Ahhoz, hogy a didkok kozott konstruktiv vita alakulhasson ki, hatékonyan reflek-
taljanak egymaés allitasaira, akar matematikai, akar mindennapi viszonylatban, az kell,
hogy indoklési és érvelési feladatok jelenjenek meg orainkon, ezzel érvelési szituaciokat
biztositva a tanuloknak. Nem elvetendé tény, hogy nem csak a didkkorukra szolo hasz-
nos tudéast adunk at a tanuloknak az ilyen éraelemekkel, hanem egy életre sz616 tanitéast
kapnak ezzel. Végs6 soron oktatédsunk célja az kell legyen, hogy a tanulok az el6zetes
matematikai problémamegoldasaik segitségével hatékonyan tudjanak megoldani valo
életbeli problémékat is.

A 2020-as Nemzeti alaptanterv (NAT) [14] a 9-12. évfolyamon az indoklas és bizo-
nyitas iranyabol célként és fejlesztési tertiletként kitiizi, hogy a nevelési-oktatasi sza-
kasz végére a tanuld ,sejtéseket fogalmaz meg és logikus lépésekkel igazolja azokat”. A
2020-as NAT-hoz illeszkeds Kerettanterv [11]. mar nyiltabban, részletesebben kifejezi a
téma fontossagat: ,,. .. a bizonyitasokon keresztiil mutathaté meg a matematika logikus
és kovetkezetes felépitése.” Emellett pedig az 1j fogalmak megalkotéasa, Osszefliggések

és stratégidk felfedezése, tovabba a problémamegoldé gondolkodas hasznalata és fej-
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lesztése folyamatanak eredményeként fogalmazza meg, hogy: ,...a tanulé meg tudja
allapitani adott allitas, tétel érvényességi és alkalmazasi korét, megéllapitasai, allitasai

mellett logikusan tud érvelni.”

Munkam célja egy tizedik évfolyamos csoport érvelési készségeinek fejlesztése volt,
méghozza a statisztika és valoszintségszamitas teriiletén. Ehhez csaknem minden té-
makorbeli érankon egy 10-15 perces blokkban az el6bb leirt fejlesztéssel foglalkoztam a
tanulokkal. A feladatok kiilonb6z§ stilustak, mivel van, ahol egyszert allitasok logikai
értékérsl kell donteniiik, illetve megindokolniuk dontésiiket, tovabba van, ahol mésok
indoklasanak a helyességérdl kellett vélekedniiik, végiil pedig a feladatmegoldéasaik in-
doklési részét is tobbszor tiizetesen atvizsgaltuk. Ezen orai feladatok soran kiemelt
szerepet kapott a tarsas tanulas folyamata is, hiszen — mint korabban irtam is — fon-
tosnak tartom azt, hogy egymasra reflektalva tudjanak ezek a tanulok konstruktivan

egyiitt dolgozni.

Rényi Alfréd méar 1970-ben megirta, hogy a hétkéznapi életben tulajdonképpen al-
landéan szembekeriiliink a véletlennel, a valoszintiségszamitas pedig arra is megtanit
benniinket, hogy miként lehet az egyes dontésekkel jaré kockazatokat figyelembe ven-
ni egy ésszerti magatartas kialakitasanal [16]. A valoszintiségszamitas tehat donteni is
megtanit minket, a dontéseinket pedig rendre valamilyen erés érv, vagy indok befo-
lyasolja. Azzal, hogy a didkok megtanulnak donteni, azzal megtanulnak hatésosabban
indokolni is. Rényi szerint a valdszintiségszamitas tanitasa megtanitja a tanulokat ar-
ra, hogy a vildgos és logikus gondolkozas akkor is hasznos, ha bizonytalansiggal van
dolguk.

A NAT (2020) tobb témakorben is részletezi az érvelési készségek fejlesztését [14],
mint elvaras. Az altalam vizsgalt témakorben ez nincs kiemelve, ellenben a szamos
adatgytjtéssel, rendszerezéssel, adatabrazolassal és valoszintiségi szamitéassal kapcso-
latos gondolattal, melyek ésszerti fejlesztésébe logikusan bekapcsolhatéak az érvelési

készséget célzottan fejleszté feladatok.

Az ilyen irdnyu orai fejlesztést nehéz felmérni csupan az éréan tapasztaltakkal — bar
a legtobb orai feladathoz konkrét orai példakat is bemutatok —, igy kvantitativ elemzé-
seket is végeztem. Az oOrai fejlesztéseket megel6zGen — a témakor tanitasdnak kezdete
el6tt — egy elGtesztet végeztettem el a tanuléimmal, melynek kilenc feladata mar a ko-
rabbi ismereteikkel is megoldhatonak mondhat6 volt, ezzel felmérve a fejlesztés elGtti
készségeiket. A témakor végét jelents témazaro dolgozatot kdvetGen ugyanezt a teszt-
sort egy utoteszt formajaban is elvégeztettem veliik, hogy felmérjem mennyit fejlédott
az érvelési készségiik a témakor tanuldsa soran. Mindezek utdn négy és fél honappal
az utotesztet kovetden — a kovetkez6 tanévben — ugyanezt a tesztet megirattam a ta-
nulokkal egy késleltetett utoteszt formajaban is, felmérve azt, hogy mennyit felejtettek

az elGteszthez, illetve az utdteszthez képest.



A fejlesztés a vizsgélat alapjan sikeres volt, a tanulok érvelési készségei kozepes
hatédsmérettel fejlédtek az elGteszt és utoteszt kozotti idGszakban, raadasul a megszer-
zett tudas keveset kopott a késébbi késleltetett utoteszt idejére. Ebben a munkdmban
a vizsgalat és fejlesztés modjan tul annak sikerességérdl és hatasossagarol fogok ir-
ni hosszabban, megmutatva, hogy miként tudtam elérni a tanulok témakéron beliili

fejlédését.



1. fejezet

A téma szakirodalmi attekintése

1.1. Gila Hanna: Mathematical Proof, Argumentati-

on, and Reasoning

1.1.1. A szakirodalom téméja

Gila Hanna ezen frasaban az érvelés, az indoklés és a bizonyitas kozotti kiilonbségeket
és kapcsolatokat jarja korbe. Ugy gondolja, hogy ezeknek a teriileteknek nincsenek jol
meghatarozott hatarai. Gondolatokat fogalmaz meg a harom fogalom matematikusok
és pedagogusok altali értelmezésérdl, illetve a matematikaoktatasra iranyulé néhéany

kovetkezményeit is elemzi.

1.1.2. Az indoklas kitiintetett szerepe

Az indoklas egy viszonylag tagabb értelmii fogalom, s6t, tulajdonképpen a logika is
ennek a strukturaltabb forméajanak értelmezhets. Az indoklas kiilondsen érdekes sza-
munkra, hiszen kiilonb6zé formai — a tanitdsban valé hasznossdguk miatt — kiemelt

helyet kapnak a matematika tantervekben.

1.1.3. A matematikai bizonyitas szerepe az oktatasban

Szamos matematika tanterv célkitiizése, hogy a didkokat megismertesse a bizonyitasok
szerepével és megtanitsa ket bizonyitasokat konstrualni. Fontos szempont, hogy — mint
ahogy a matematikusok szamara is — a bizonyitas tobb, mint logikai lépések sorozata,
hisz szerepet jatszik példaul benne az esztétika is.

Komoly kérdés, hogy milyen haszna van a bizonyitasoknak a matematikaéran? Szol-
galhat Uj modszerek bemutatasara, Gj hipotézisek felallitdsara, valamint a kiillonb6z6
matematika teriiletek kozotti kapcsolatok bemutatasara. Legalabbis ennek igy kellene

lennie, azonban sokszor elmulasztjék ezeknek a lehetdségeknek a feltardsat.
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Egy allitas logikai levezetése axiomékbol, a kovetkeztetések explicit lancolatan ke-
resztiil, a dedukcio elfogadott szabélyain keresztiil. Az ilyen formalisnak nevezhetd bi-
zonyitasokban a formalis nyelv is megjelenik, formélis szimboélumokkal karoltve, komoly
kovetkeztetési szabélyokkal vezetve.

A matematika tanterveknek be kell mutatniuk a matematikai érvelés formalis és in-
formalis modszereit. Ehhez az sziikséges, hogy a matematikatanarok maguk is ismerjék
ezeket a modszereket. Amennyiben ez megvalosul, a didkok megtanulhatjak, hogyan
kovessenek és értékeljenek egy matematikai érvet, hogyan teszteljenek egy hipotézist,

valamint hogyan dolgozzék ki sajat matematikai érveléseiket vagy bizonyitasaikat.

1.1.4. Indoklas és bizonyitas

A gyakorlatban legtobbszor nem tesziink kiilonbséget indoklés és bizonyitas kozott. A
mindennapi indokléas kiilonbozik a matematikai indoklastol. A mindennapokban egy
allitast elfogadunk barmilyen bizonyitas nélkiil is sokszor, ha azt intuitivan hihetének
tartjuk. Mashol — mint a matematikaban — ez kevés.

Minden matematikatanar célja kell, hogy legyen, hogy megtanitsa tanuldinak az
indoklés szabalyait, meg kell veliik ismertetnie az indoklas mintéit és a megfelels kife-

jezéseket (feltételezés, sejtés, példa, cafolat, tétel és axioma).

1.1.5. Ervelés és bizonyitas

A matematikaoktatas kutatoi az érvelés kifejezést gyakran gytijté fogalomként hasznal-
jék, amely magaban foglal tobbfajta logikai folyamatot, mint példaul a heurisztikus,
plauzibilis, induktiv, valoszintiségi, vizualis, empirikus és egyéb modszereket.

Maga az érvelés olyan irasbeli vagy szobeli kommunikaciora utal, melynek célja,
hogy masokat meggy6zzon egy allitds helyességérsl. Az érvelésnek gyakran szocidlis
vonatkozéasa is van, hiszen az érvek gyakran vitakban sziiletnek meg, példaul a példa
ellenpélda, bizonyitas és cafolat alkalmazéasa utjan [12].

Sok kutaté véleménye az, hogy az érvelés rugalmassaga és a felfedezésre valo nyi-

tottsaga elényos el6készitést jelenthet a matematikai bizonyitédsok tanitasdhoz.

1.1.6. Vizualizacid, szamitastechnikai technologiak szerepe

A vizualizacio, a grafikus reprezentacioval torténé érvelés egy sokat vitatott érvelé-
si technika a bizonyités tanitasaban betoltott értékét illetGen. Heves vitdk vannak a
matematikustarsadalomban a vizualizaciok bizonyitasokhoz valdé hozzajarulasarol. A
jelenlegi szamitastechnikai technolégiak rendkiviil nagy eréforrast hasznélnak fel a ma-

tematikusok kisérleteihez, felfedezéseihez, vizualis megjelenitéséhez, amelyek raadasul
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csokkenthetik a matematikai hibak el6fordulédsanak a szamaét is. Ha méar a matematiku-
sok is dolgoznak ezekkel, miért ne hasznalnédnk ki ezt a potencialt a matematikaoran.
Tobb jelentds kutatéas is alatdmasztotta, hogy a dinamikus geometriai szoftverek jol
megfontolt hasznéalata nagy mértékben segitheti a bizonyitasok megértését iskolai szin-

ten.

1.2. Gila Hanna: Proof in mathematics education, 1980-
2020: An Overview

1.2.1. A szakirodalom témaja

A szerz6 a bizonyitas matematikaoktatasban betoltott szerepét vizsgélja, illetve annak
fejlédését, 1980 és 2020 kozott. Kiemelt hangsulyt tesz az elméleti és empirikus kuta-
tasok hozzajaruldsara a matematikai bizonyitéas tanitasahoz. Vizsgal olyan kutatésokat
is, melyek igyekeznek réavilagitani a kiilonb6z6 lehetGségekre és korlatokra, melyekkel

egy diak talalkozik, amikor bizonyitassal foglalkozik.

1.2.2. 1950-1980: Az axiomatikus szerkezet hangstlyozasa, Uj
Matematika

A hideghéaboru kezdeti évei 0j lendiiletet adtak a matematikai tananyag tjragondolésa-
hoz Eszak-Amerikaban. A tantervi reformmal tobb bizottsag is foglalkozott, amelynek
eredménye a ,New Math” néven ismertté valt mozgalom.

A New Math” kritikdjaként megfogalmaztik, hogy a ,New Math” tul absztrakt,
nehezen tanithato, a tisztan formalis megkozelités pedig nemhogy hozzédadott volna a
megértéshez, de még el is vett belSle. A sziil6k iranyabdl is negativ visszhang érkezett,

mivel tulsdgosan kiilonbozott az altaluk tanult matematikatol.

1.2.3. 1980-2000: A bizonyitas értéke, ismeretelméleti és empi-

rikus kérdések

A tanéarkozponti, a tanar informacidéatadéasara fokuszald matematikatanitas gyengesé-
gei nyoman, elkezdtek megjelenni a konstruktivista elméletek, melyek a tanulok aktiv
részvételére Gsszpontositanak a tudaskonstrukcioban. Rajottek, hogy ugyan az infor-
maci6 passzivan befogadhato, de a megértéshez a tanuld aktiv részvételére van sziikség.
A pszichologiai megkozelités megjelent a matematikatanitasban.

Ugyan a matematikusok és a matematikat oktatok ragaszkodtak ahhoz, hogy a
bizonyitas olyan allitasok véges sorozata, amelyek mindegyike axioma, vagy a logikai

kovetkeztetés szabalyai szerint az el6z6 allitasokbol kovetkezik, mégis elismerték, hogy
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a gyakorlatban egy bizonyitdsnak nem kell mindig ennyire formalisnak lennie. Lehet a
bizonyitas a természetes nyelv és a képletek keveréke is, attol még érvényesek maradnak.
Az hogy mér a matematikusok is informaélis bizonyitést hasznalnak — a vilagossagot és
a megértést teszik a kozéppontba —, hatast gyakorolt a matematika tantervekre.

Az amerikai tanterv tobb ajanlast is megfogalmazott az iskolai matematikéval kap-
csolatosan, példaul: ,a matematikai alapkészségeket gy kell meghatarozni, hogy azok
a szamitasi készségeknél tobbet foglaljanak magukban”. Két részajéanlas ebben kitér a
kommunikacios készségek elsajatitasara, a matematika keretén beliil is, tovabbé arra,
hogy a logikus érvelés, informécidfeldolgozés, dontéshozatal folyamatait a matematika

alkalmazasanak iranyabol alapvetének kell elkényvelni.

Poélya és Lakatos szerepe

Polya Gyorgy és Lakatos Imre meghatarozé a matematikatanitasban, ezen beliil az
érvelés tanitdsaban. Polya kiemelt figyelmet fordittatott arra, hogy milyen fontos a
bizonyitas mellett a talalgatés is. A Polya-féle problémamegoldési négy 1épés kitiinGen
alkalmazhat6 bizonyitasokra is, kezdve a probléma (allitds) megértésével, a terv ki-
dolgozasaval (sejtések megfogalmazasa, bizonyitasi terv készitése) folytatva, a terv (a
konkrét bizonyitas) végrehajtasan at, a (bizonyitasra valo) visszatekintésig, ami segit-
het nekiink a késébbi probléméink megoldasaban (allitasaink bizonyitasdban). Lakatos
kvazi-empirikus tudomanynak nevezte a matematikiat a Bizonyitasok és cafolatok ci-
mi konyvében [12|, mellyel arra célzott, hogy a modszerek hasonloak az empirikus
tudoméanyokéhoz, de 6nmaga mégsem az.

A heurisztikdk, a magyarizat, az indoklas és a bizonyitas tantervi hangsulyanak
megijulasaval rengeteg kutatas sziiletett a bizonyitas tanitasaval, tanulasaval kapcso-
latban, illetve tobb nemzetkozi kongresszus kézéppontba helyezte a bizonyitas tanterv-
ben betoltott szerepét. TEbb eltéré megkozelités is napvilagot latott, azonban két do-
logban egyet értett mindenki: ha egy matematikai tanterv célja — marpedig elvarhato,
hogy célja legyen — hogy tiikrozze magat a matematikét, s igy a bizonyitas fontos sze-
repét, akkor a bizonyitasnak a tanterv részének kell lennie, tovabba hogy a bizonyitas
legkomolyabb haszna az osztélyteremben a megértés segitésében, eléremozditdsdban

jelentkezik.

Ismeretelméleti perspektivak

Balacheff szerint [1]| a bizonyitas tanitasanak legf6bb célja hogy a tanulok a pragmatikus
érveléstdl eljussanak a matematikai bizonyitasig. Vizsgalta a tarsas interakciok szerepét
is és megallapitotta, hogy a tarsas interakcié bizonyos koriilmények kozott korlatolo
tényezd lehet, hiszen ha nagyon vagynak a sikerre a tanulok, nem képesek 6sszehangolni

az egymasétol eltérd nézépontjaikat.
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Harel és Sowder egy tanulmanyaban kiemelte [6], hogy mennyire fontos megértetni
a didkokkal a bizonyités és a meggy&zés kozotti kiilonbséget. Emellett osztalyoztak az

érveléstipusokat, melyeket gyakran bizonyitasnak tekint a kézvélemény:

1. Kiils6 meggy6z6 séma, amely egy tanar tekintélyére vagy az érvelés felszines for-

méjara tamaszkodik.

2. Empirikus bizonyitasi séma, amely konkrét példakon, induktiv érvelésen vagy

kozvetlen méréseken alapul.

3. Deduktiv bizonyitasi séma, ahol egy feltevés igazsagat logikai levezetéssel hata-

rozzak meg.

Elmondhato, hogy ezek a sémak nem egymaést kizardak, hiszen egy ember akar
tobbet is ,birtokolhat” bel6liik. Egy késébbi munkajaban Harel nem kivinatos gondol-
kodasmodnak nevezte az els6 kategoriat, aminek mégis van pedagogiai értéke, hiszen
hatékony segitséget nyujthatnak az 6tletek generalasaban, felismerésekben.

Hanna szerint a bizonyitas tanitasaban mindenképpen ésszert a megértés és a ma-
gyarazat tényezo6it hangsilyozni.

Fischbein munkai [3] rendkiviili mértékben hozzajarultak a mindennapi életben valo
érvelés és a magasabb foku szigorusagot igénylé matematikai érvelés kozotti kapcsolat
konceptualizalasdhoz. Az intuitiv strukturak az aktiv megértés és a produktiv gondol-
kodas lényeges Osszetevsi, hiszen ezek képezhetik a tudés egyetlen — vagy f6 — formait,
ha a megfelels analitikus struktirdk hidnyoznak. Lényeges felismerni, hogy a tudéas

intuitiv és analitikus formai mélyen Osszefiiggnek egymassal.

1.2.4. 2000-2020: Kialakulé uj megkozelitések, ismeretelméleti
és empirikus kérdések

A pszichologiai teriiletén uralkodé konstruktivista eszméket, melyek a tudas felépitését
az egyénnek tulajdonitottak, lassanként levaltottak a szociokulturalis tényezsket kozép-
pontba allitod irdnyokat a kognitiv fejlédés folyamataban. Ennek létrejottében Vygotsky
— joval az id@szak el6tti — munkéssaga alapké volt, mely a kulturalis tevékenységnek
tulajdonitotta a legnagyobb jelentGséget. Az 1970-es években mér ismertek voltak Vy-
gotsky irasai, azonban az 1990-es évek végén kezdték csak atvenni azokat maguk a
matematikaoktatok.

Vygotsky szociokulturalis iranya nem véltotta fel teljesen a konstruktivista vilagot,
s6t mire mar mindkettd uralkodo volt, egymast kiegészits irdnyzatoknak tekintették
Sket. Elesen kritikdkat fogalmaztak meg Vygotsky iranyzata ellen, sokan viszont pont
kialltak ezen kritikakkal szemben, még a 2016-2017-es években is. Vygotsky munkéii a

mai napig relevansak, gondoljunk csak bele abba, hogy mennyien vizsgaljak részletesen
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a kis csoportokban egyiitt dolgoz6 tanulok tarsas interakcidjanak hatésait az egyéni
kognitiv fejlédésére.

Jaffe és Quinn a korabbi években arrél érvelt, hogy a matematikai folyoiratokban,
munkakban csak szigortian bizonyitott eredményeket szabad publikalni, az érvelések
minden részletét magaba foglalva. Szabad szerintiik kisérletezni, spekulalni, de egy
bizonyitas nem lehet vazlatszerd. Erre valaszul egy tizenot neves matematikusbol allo
brigad valaszolt Jaffe és Quinn munkajara, ahol valakik egyetértésiiket fejezték ki,
valakik pedig ellenezték ezeket a nézeteket.

Thurston szerint akkor sikeres egy matematikus, ha lehet6vé teszi az emberek sza-
méra azt, hogy a matematikat vilagosabban lathassak és hatékonyabban gondolkodhas-
sanak arrol. Ezt az elvet aldtamasztja a megannyi matematikatanar, akik a matematikai
megértésre helyezték a hangsilyt éppagy, mint Thurston.

A megértésre vald Gsszpontositast tovabb erdsiti a nagyobb teljesitményi szamito-
gépek elérhetésége, illetve a grafikus szoftverek erésodése. Uj tananyagok jelentek meg
a tanaroknak, illetve a matematika kozvéleménye is 0ij megkozelitéseket javasolt ebben.
Kivaltképp a dinamikus geometriai szoftverek jelenlévésége volt meghatarozo, melyek
mélyrehato hatast gyakoroltak a tanulok készségeinek fejlédésére, nemcsak abrak felfe-
dezésében, hanem modellezésben, hipotézisek feléllitdsaban és a bizonyitéskonstrukci-
6ban is. A NCTM az ezredfordulén alapelvként hatarozta meg a technologia megfelels
hasznalatat a magas szinvonalti matematikaoktatés berkein beliil, hiszen az fokozza a

didkok tanuléasat.

Ismeretelméleti perspektivak

Az 4j évszazadban egyre nagyobb és nagyobb hangsilyt kapott a bizonyitas hasznéla-
ta a matematikadrakon, &m tobb értelmezés is jelen volt mint a tanitasanak céljaiban,
logikajaban és alapjaban is. A harom f6 értelmezés a matematikai bizonyitas oktata-
si hasznossagat az elméleti fizika, a kognitiv fejlédés és a formalis logika hatarozott
elveihez valo ragaszkodas szempontjabol mutatja be.

Az elméleti fizika perspektivajat Jahnke munkajaban vizsgalhatjuk meg. Azt java-
solta, hogy a matematikai bizonyités tanitasanak uj modjéat vezessék be a tantermekben
a régi modszerek elemeinek megérzésével. A megkozelités arra kell 6sztonozze a dia-
kokat, hogy fedezzék fel, hogy a matematikai tételek gyakran hogyan tiikrézédnek a
fizikai torvényekben és a targyak viselkedésében. Tanacsai kozott szerepel a tanarok-
nak, hogy batoritsak a diakokat, hogy empirikus vizsgélatokon keresztiil talaljanak ki és
teszteljenek hipotéziseket. Egy késGbbi tesztje sordn arra a kdvetkeztetésre jutott, hogy
a hipotézis fogalménak kozponti ismeretelméleti gondolatként vald bevezetése segitett
a tanuloknak abban, hogy milyen szerepe van a feltételezéseknek az elméletalkotasban.

Ehhez képest Tall a bizonyitas kognitiv aspektusaira teszi a hangstlyt. Ugy gon-

dolja, hogy figyelembe kell venni a bizonyitas fogalménak megalkotasdhoz a kiillonb6z6
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matematikai kontextusait, a kiilonboz6 kozosségek kulturalis nézeteit, a kiillonb6z6 em-
berek kognitiv és affektiv fejlédését, s6t az emberi agy szerkezetét és mikodését is.
Az egyének kiilonbségei miatt lehetetlen, a matematikai bizonyitas egyetlen, minden-
kinek megfelel§ fogalmat meghatarozni. A vizualis ingerek mentéalis feldolgozasat — a
megtestesiilést — és a szimbolizmus névekedését gy értelmezték, mint a kifinomult-
sag novekedését a gyakorlati szintrél, az elméleti szintre, ahol a tulajdonsidgok mar

definicioként jelennek meg.

Durrand-Guerrier és térsai eltérve az el6z6 két iranytol a formélis logika szerepét
hangsilyozta a matematikai érvelésben és bizonyitasban. A {6 szempont ezen beliil is az
allitasok logikai szervezésére helyez6dott, amely mind a bizonyitéas felépitésének, mind
a bizonyitas megértésének el6feltétele. Szerintiik nem varhato el, hogy a kovetkeztetési
fogalmak és a szabalyok a tanulok altaldnos tudésénak részét képezzék. Négy kovetkez-
tetési szabaly elengedhetetlen mégis a bizonyitas tanulasahoz, ezek pedig: az univerzalis
instantizalés, az egzisztencialis instantizélas, az egzisztencidlis altalanositas tovabbé az
univerzalis altalanositas. Empirikus kutatésaik kimutattik, hogy az egyetemi hallga-
toknak nehézségei adédnak a matematikai allitasok igazsagénak vagy hamissaganak
megéllapitasahoz sziikséges érveléssel. Ugy gondoljak, hogy ez a tény erdsiti az allas-
pontjukat, miszerint tgy kell tekinteni magéira a logikara, mint ami a matematikai

diskurzus szintaktikai és szemantikai szervezddésével egyarant foglalkozik.

Empirikus kutatas érvelésrdl és bizonyitasrol, reprezentativ tanulmanyok

A dinamikus geometriai szoftverek elérhetévé valtak, majd injektalva lettek az okta-
tasba, ez pedig rengeteg szakcikket idézett el ebben a témaban, melyek ezek tanitasra
gyakorolt hatéséat vizsgéljak. Tobb orszag eredményeit tekintve pozitiv visszacsatoléast
kapott ezek bevezetése a tantervbe, jol fogadtak azt mind a tanarok, mind a didkok,
kozépiskolas és altaldnos iskolas szinten egyarant. Ezek az 0j grafikus eszkozok hihe-
tetlentil erGs és meggy6z6 bizonyitékot szolgédltattak a tanuloknak arra, hogy egyes
allitasok tényleg igazak. A dinamikus geometriai szoftverek legfébb korlatja az volt,
hogy nem tudta megmutatni a didkoknak a tételek helyességének miértjét. Ezek alap-
jan vajon segiti a diakok érvelési képességeinek fejlédését ez a vilag vagy sem ? Kutatési
cikkek sora jelent meg a technologia elényeit és hatranyait felvonultatva ezek utan.
Hadas és munkatéarsai egy nyolcadikos osztalyban végeztek kisérletet, ahol arra ko-
vetkeztettek, hogy a jol megfontolt, elére eltervezett, digitdlis geometriai szoftverek-
kel végzett tevékenységek Osztonzik a tanuldkat a deduktiv magyarazatok keresésére
és adésara. Kidolgoztak tobb innovativ tevékenységet, melyek a meglepetés és a bi-
zonytalansag okozaséért feleltek. A célja ezeknek, hogy legy6zzék a tanulok empirikus
bizonyitékok felé vald tendélasat, ezzel pedig megteremtsék az igényt a deduktiv ma-

gyarazatok irant. Késébb rengeteg 1j kutatas jelent meg ezt a téméat boncolgatva.
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A 2000-es évek elején megjelentek még fejlettebb dinamikus geometriai szoftverek,
igy a GeoGebra is, ami egy algebrai képességekkel rendelkezé interaktiv geometria-
program. Miéta mindenki — legyen az tanuldé vagy tanar — részére elérhetévé valt a
technologia, még tobb orszig iktatta be a matematikaoktatasdba a dinamikus geomet-
riai szoftvereket.

Ezota a bizonyitassal kapcsolatos empirikus kutatasok szama mar az égbe tort az
egyetemi szint oktatasban. Selden és Selden a bizonyitasok felépitését két aspektus-
bol latja, a problémamegoldas megkdzelitése — ez informaélis, de pauzibilis érvelésre
tamaszkodik —, illetve a formalis retorikai megkozelités, ami miilik a tétel allitdsanak, a
kapcsolodo definicioknak és a korabbi eredményeknek a logikai szerkezeti kibontésatol
és felhasznélasatol fiigg. Ezen kettGsséget figyelembe véve egy hatékony oktatasi beavat-
kozast sikertilt kidolgozniuk, ami segiti a tanulok bizonyitas megalkotasahoz sziikséges
felismeréseinek generaléséat.

A Rutgers Egyetemen kutatocsoport is alakult , Bizonyitasmegértés” néven, ami az
évek alatt igen magas szami tanulmanyt publikalt a téméaban. Innen néhény kutato
olyan keretben vizsgalta, amely a bizonyitas kétféle megkozelitésének: a tilnyomorészt
szintaktikai és a tulnyomoan szemantikai stilusnak az elemzésébdl all. Weber és Mejia-
Ramos szerint az utébbi keretrendszer tul durva, finomabbra van sziikség a didakok
bizonyitasainak elemzésére. Javaslatuk szerint hozzé kell adni egy Kovetkeztetések nevi
dimenziot, amiben az el6z6 két dimenzié el6fordulasanak, hozzajarulasanak mértékeét

hataroznédk meg a kapott kovetkeztetés létrejottében.

1.3. Gabriel J. Stylianides: Reasoning-and-Proving in
School Mathematics Textbooks, Mathematical Think-

ing and Learning

1.3.1. A szakirodalom témaja

A mi az indoklas és bizonyitas témakorét helyezi kozéppontba. Tudatositja, hogy szé-
leskorii egyetértés van ezeknek a fontossagarol, mégis a didkok egy jelentds részének
komoly nehézséget jelent ezen tevékenység. Célkeresztbe allithat6ak a matematika tan-
konyvek, amik kiemelt szereppel rendelkeznek a tanulok lehetGségei felett. Sok kutatés
arrél ir, hogy a tanarok dontéseit a feladatok megvalasztasarol a tankényvek befolya-
soljak leginkabb. Hogyan segitik a tankonyvek az indoklés és bizonyitas fejlédését a
didkokban? Erre probal valaszt kapni a cikk egy analitikus/moédszertani megkozeli-
téssel. A megkozelités hasznossagat egy Amerikai Egyesiilt Allamokban hasznalt tan-
konyvsorozat vizsgalataval szemlélteti is a szerzé. Az eredményeket a tankonyvtervezés

indoklas és bizonyitas teriiletén el6jové kérdések megvitatasanal fogja kihasznalni.
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Polya és Lakatos is leirta a korabbiakban, hogy a bizonyitas magaba foglalja a ma-
tematikai Osszefiiggések feltarasat a jelentds tények azonositasa és értelmes mintéakba
rendezése érdekében. Fontos a mintak felhasznalasa a feltételezések megalkotasédhoz,
majd ezeket tesztelni kell 4j bizonyitékokkal szemben, tovabba feliil is kell vizsgalni az
1j feltételezések megfogalmazasa érdekében. Nem hagyhato ki a felsorolasbol a feltéte-
lezések életképességét bizonyito formalis érvek szolgéltatasa sem.

A cikkben az indoklas-és-bizonyitas (IB) kifejezést Stylianides annak az atfogo te-
vékenységnek a lefrasara hasznalja, ami magéba foglalja a mintédk azonositasat, a felté-
telezések felallitasat, tovabba a nem bizonyito érvek és bizonyitasok szolgaltatésat. Az
IB-ben szerepls kotGjelek is azt akarjak sugallni, hogy az — amugy ennél joval tagabb
értelmezést — indoklas bizonyitashoz kozelebbi aspektusait fogja vizsgalni az iro.

Szamos kutatd és tantervi keretrendszer a kiilonbozd orszagokban — legféképp az
Amerikai Egyesiilt Allamokban kézéppontba helyeztetik az IB-t alkoto tevékenységeket.
Erre valo tekintettel az NCTM altal kiadott, az iskolai matematika alapelveirsl és
standardjairél kiadott tantervi keretrendszer egészen kiemelked6 pozicioba helyezte az
IB-tevékenységeket. Eszerint minden tanitési programnak az 6vodatol a 12. osztalyig

lehet6vé kell tennie mindenkinek, hogy:
— felismerjék az indoklést és a bizonyitast, mint a matematika alapvets aspektusait;

— matematikai feltevéseket tegyenek és vizsgaljanak meg;

matematikai érveket és bizonyitéasokat dolgozzanak ki és értékeljenek;
— valasszék ki és hasznaljak a kiilonb6z6 bizonyitési tipusokat és modszereket.

A bizonyitasnak szellemi szokéassé avanzsalasa a cél, &m nem csak a geometriaban,
hanem a tobbi kiilonb6z6 tartalmi teriileten is egyarédnt. Sok orszagban ezzel proble-
matikusan szemben all a keretrendszer, hiszen ésszertitlen elvarast tdmaszt a tanulok
IB-ben valo jartassaganak fejlesztéséhez, mikozben maga a tevékenység nem is kap
rendszerezett figyelmet a matematikaoktatasban.

A tankdnyvek meghatérozo szerepérdl tobb neves kutatast emlit, de mégis arrol ta-
nakodik, hogy a mai napig nem rendelkeziink a kell6 informéacioval és ismerettel arrol,
hogy mégis hogyan tamogatjak ezek a tankonyvek az IB-t. A szerzd elemzési keretrend-
szert mutat be egy modszertani megkozelitéssel koritve, alapul véve a legnépszeriibb
reformalapti kozépiskolai tankonyvsorozatot az Amerikai Egyesiilt Allamokban (Con-
nected Mathematics Project - CMP). A szerzs egy korabbi kutatasat egésziti ki ezzel,
amiben arrol vizsgalodott, hogy a CMP tanari kiadésai milyen dtmutatést nytjtanak

a tanaroknak a konyvben tervezett bizonyitasi lehetGségek tantermi megvalositasahoz.
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1.3.2. Hatokor

Az eddigi IB kutatasok vagy az IB tanitasat és tanulasat, vagy a didkok és tanarok
IB-vel kapcsolatos elképzeléseit veszik teritékre. Ugyan ezek hasznos teriiletek, azon-
ban nem tudjuk, hogy mi all egyaltalan rendelkezésiikre a matematika tankonyvekben.
Fontosnak talalja a szerzs, hogy ne egy csak a CMP szaméara vagy kizarolag ameri-
kai kontextusban elkészitett elemzésként olvassak mtivét, hanem sokkalta inkdbb egy
példaként és a szélesebb korti felhasznalasi lehetGségek bemutatasaként tekintends. A
CMP-re azért esett a valasztas, mivel ez biztositotta a tanulmanyhoz sziikséges megfe-
lel6 mennyiségl kontextust, tovabba a tankdnyvcesaladdal kapcsolatban tobb longitu-
dinalis vizsgalat lezajlott mar az IB megértésének fejlédését vizsgalva.

Az Amerikai Egyesiilt Allamokban és sok helyen mashol az iskolai matematika az
euklideszi geometridhoz csatolta az IB-t. A milt kihatasa a jelenre megjelenik? A

geometrianak kitiintetett szerepet kell kapnia az IB-lehetGségek kozott ?

1.3.3. Elemzési keretrendszer

Az elemzési keretrendszer létrehozasahoz a kordbban vazolt IB fogalomrendszert hasz-
nalta fel Stylianides, amit igy késébb a tankonyvek elemzéséhez hasznalhatott. El6nye,
hogy integralja a bizonyitassal kapcsolatos f6bb tevékenységeget és az azokkal kapcsola-
tos elkotelezettséget, ez pedig megengedi az elkotelezettség szélesebb kori vizsgalatat.

A keretet két, egymaéssal Osszefiiggd dimenzi6 alkotja meg. Az 1. dimenzi6 a ma-
tematikai altalanositédsok készitését hasznalja fel, ami felhasznalja az IB-t alkoto két
tevékenységet: a minta azonositasat és a feltételezés elkészitését, illetve felhasznalja a
dimenzi6 a matematikai allitasok alatamasztasat is, ami pedig a bizonyitas és a nem
bizonyitoé érv tevékenységeit ragadja magahoz. A 2. dimenzi6 kiegésziti az 1. dimenziot
és tulajdonképpen célokat fogalmaz meg neki, hogy mire lehet hasznalni az 1. dimen-
zibban megszerzett dolgokat az IB folyamatokban. Polyara is jogosan hivatkozik itt
a szerzG: ,Példaul a matematikaban a minték, sejtések és bizonyitasok kozotti fontos
kapcsolat az, hogy a mintak sejtéseket generalhatnak, amelyek viszont a bizonyita-
sok kialakuldsdhoz vezethetnek. Ezek mellett szamos kutatd a bizonyitas magyarazo
céljanak hangsulyozasat szorgalmazta az iskolai matematikaoktatasban. Kérdés, hogy

tiikrozi-e ezt a hangsilyt a matematikatankényvek sokasaga.

1.3.4. 1. dimenzi6é: Az érvelés és bizonyitas Osszetevdi, alossze-

tevsl
A minta azonositasa

A minta egy olyan altalanos matematikai Osszefliggés, amely egy adott adathalmazra

illik. Kétféle mintat kiilonboztet meg a keretrendszer: hatarozott/explicit mintat és
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plauzibilis/valészintsithetd mintéat aszerint, hogy a mintdk maguk egyértelmiien meg-
hatarozhatonak mindsiilnek-e.

A hatarozott mintaknal lehetséges, hogy egy szakérté matematikailag meggy6zé bi-
zonyitékot szolgaljon egy minta kivalasztéasara. A valoszintsitheté mintak esetében a
szakérts szamara nem lehetséges matematikailag egy meggy6z3 bizonyiték szolgaltaté-
sa egy adott minta kivalasztasara, az adatokra szintén illeszkeds egyéb mintak koziil.
Példakon keresztiil mutatja be ezeket a szerzd, ahol egy feladatban tébb — egymastol
merden kiilonb6z6 — mintat fedezhetiink fel a feladat laza, kevésbé szigorit megfogal-
mazéasa miatt, igy plauzibilis mintarol van sz6, amit egy apro szigoritéssal, egy szabaly
megadasaval hatarozotta alakithatunk. Az elagazast tehat altalaban az okozza, hogy

milyen indoklast tudunk felmutatni arrél, hogy miért is all fenn a minta.

Sejtés megalkotasa

A sejtés, feltételezés egy altalanos matematikai Osszefiiggésre vonatkozo, hidnyos bizo-
nyitékokon alapuld, megalapozott hipotézis. A hipotézis sz6 maga azt mutatja, hogy a
feltételezés igazsaganak elfogadasahoz vagy elvetéséhez tovabbi 1épésekre van sziikség.
A mintanal, ha talal a megoldo egy Osszefiiggést, amely illik egy adott adathalmazra,
gy mutathatja be azt, hogy nem kell feltétlen kommunikalnia az igazsagéaval kapcso-

latos kétségeket, mig a sejtésnél ez mindig jelen kell legyen.

Bizonyito6 érv

A bizonyité érv olyan elfogadott igazsagokon alapuld érvényes érvként definialodik,
egy matematikai allitds mellett vagy ellen, amely kifejezetten hivatkozik az altala hasz-
nalt elfogadott igazsagokra. Az érvelés az allitasok Osszefiiggd sorozatat jelenti, mig az
érvényes kifejezés azt jelzi, hogy az el6bb leirt allitasok a helyes, elfogadott kovetkez-
tetési szabalyok alapjan kapcsolédnak egymaéashoz. Az ,elfogadott igazsagok” kifejezést
tag értelemben hasznalja a matematikus téarsadalom, minden olyan axiémara, tételre,
definiciéra és allitasra gondolunk, amelyeket egy adott kozosség egy adott idépont-
ban kozosnek tekint. Melyek ezek koziil a kulcsfontossagiak, melyekre kell ezek koziil
hivatkozni egy bizonyités soran? Ezek rendkiviil kényes kérdések, hiszen a valasznak fi-
gyelembe kell vennie a bizonyitéas célkdzonségét, ami most a tankdnyvelemzés révén egy
elképzelt osztalykozosség lenne. Figyelembe kell venni, hogy mi el6zte meg a tankényv-
ben az adott érvelés és hogy milyen elvart tudasa és megértési szintje van a tanuléknak
ezen a ponton.

A keretrendszer kétféle bizonyitoé érvet tesz ki elénk: az altalanos példakat és a
demonstraciot/szemléltetés. Az altalanos példa olyan bizonyitod érv, amely egy adott,
az altaldnos eset reprezentativjanak tekintett esetet hasznél. Azért is olyan fontos ez,

mert erdteljes, konnyen elérhetd eszkozt nytijthatnak a tanuloknak a meggy6zéshez és
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a magyarazathoz. Ez egy lehetGséget ad a tanuloknak matematikai allitasok bizonyité-
sara, még akkor is, ha nincs meg a megfelel§ matematikai nyelvezetiik a bizonyitasuk

elegansabb kifejezésére.

A demonstracio/szemléltetés olyan bizonyito érv, amely nem tamaszkodik egy adott
eset reprezentativitasara. Ide tartozik az ellenpélda, az ellentmondés, a reductio ad
absurdum, a matematikai indukci6 és sok méas fogalom is. A szemléltetést nem kell

abrazolasi forméahoz kapcsolni.

Nem bizonyité érv

Az ilyen érvek egy matematikai allitas mellett vagy ellen szélnak, de nem mingsiilnek
bizonyitas szintiinek. Ilyenek az empirikus- és a racionalis érvek.

Az empirikus érv olyan érv, amely egy matematikai allitas igazsidgat gy kivanja
bizonyitani, hogy az &llitast az allitas altal lefedett Osszes lehetséges eset megfelels
részhalmazaban érvényesiti. A tanulok elkotelezGdése ezek irant a érvénytelen empirikus
érvelésekhez megerdGsiti a tévhitet a gyakorlatbol, miszerint példékkal lehet altaldnosan

matematikai allitasokat bizonyitani.

A racionélis érv azért képezi részét a keretrendszernek, mert igy megragadhato a
matematikai allitdsok mellett vagy ellen sz6l6 érvényes érvek halmaza, amik mégsem

minGsiilnek bizonyitd érvnek.

Osszességében harom okot sorol fel Stylanides a racionalis érvekkel valo foglalkozas

elényéhez az empirikus érvekkel valo foglalkozas ellenében:

1. Az empirikus érvekkel ellentétben a racionélis érvek nem tamogatjak a bizonyi-
tassal kapcsolatos pontatlan felfogas kialakulaséat, amelyet késébb az oktatasnak

kellene kezelnie.

2. Mivel érvényesek, de nem olyan fejlettek, mint a bizonyitasok, a racionélis érvek
jo érvelési lehetGséget kindlnak, amikor a bizonyités elGallitasa nem praktikus (pl.
id6hiany miatt), lehetetlen (pl. fogalmi akadalyok miatt) vagy nem kivanatos (pl.

mert a tevékenység kozéppontjaban egy allitas igazolasan kiviil mas fogalom all).

3. Mivel érvényes, de a bizonyitasoknal kevésbé kidolgozott érvekrdl van szo, a raci-
onalis érvek konnyebben hozzaférheték a tanulok szamara, mint a bizonyitasok,
és igy alkalmasak lehetnek arra, hogy atmeneti szakaszként szolgaljanak az em-

pirikus érvek és a bizonyitésok k6zott.
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1.3.5. 2. dimenzi6é: A minta, a sejtés és a bizonyitas céljai
A minta céljai

A minta legf6bb szerepe tovabbra is a sejtések kialakitéasa. Ez okot adhat arra, hogy
vizsgaljuk, a tanulok észre tudnak-e venni olyan mintakat, amelyek ténylegesen meg-
el6zik a sejtések generalasat — sejtés-elérejelzék —, vagy épp ellenkezéleg — nem-sejtés-
elérejelzsk —.

Egy minta két esetben lehet nem-sejtés-elérejelzé. ElGszor is akkor, ha nincs meg a
lehetGsége annak hogy sejtéssé béviiljon, mésodszor pedig ha a megolddé nem varja el

t6le, hogy sejtés alakuljon ki beldle.

A sejtés céljai

Az el6z6 rész azt indukalja, hogy a sejtés {6 szerepe a matematikaban az, hogy a bi-
zonyitasok kidolgozasahoz vezetnek. Ha van lehetGségiik a tanuloknak olyan feltevések
felallitasara, melyek megel6zik az ezekhez a feltevésekhez kapcsolédd bizonyitasok ki-
dolgozasat — bizonyitas-el6rejelz6k —, vagy sem — nem-bizonyitas-elérejelzék —.

Egy feltevés két esetben lehet nem-bizonyitéas-elérejelzs, ha a megoldd nem foglal-
kozik tovabb a feltevéssel a bizonyitas érdekében, vagy ha a megoldd megvizsgalja a
feltevést, de olyan érvet dolgoz ki, mely nem bizonyité érvként jelenik meg.

A minta, a sejtés és a bizonyitas kozotti kapcsolat nem mindig lineéris, néha példaul

minta nélkiil is adodik sejtés.

A bizonyitas céljai

A matematikai bizonyitasnak szamos célja van, azonban az aldbbiakat a szerzd azért
valasztotta ki, hogy a tankonyvi elemzés igényeihez szabottan tudja azokat késébb
felhasznalni. A bizonyitas céljai kdzé sorolja tehat itt a magyarazatot, az igazolast, a
hamisitas és az 4j tudas generédlasat.

A fent leirt célok nem kapnak egyenld figyelmet az iskolai matematikaban, mely-
ben szinte mar hagyomanyosan csak a bizonyitas igazolo szerepe érvényesiilt. Knuth
egy kutatasdban példaul kozépiskolas matematikatanarokat kérdezett, hogy szerintiik
mik a bizonyitas céljai. Az igazolast mindenki valaszul adta, azonban a magyarazatot,
mint célt, egyikiik sem emlitette, pedig a kutatok munkai az elmilt években pont azt

kovetelik, hogy nagyobb hangsuly keriiljon erre a magyarazo szerepre.

1.3.6. A kutatas eredményei

A CMP 24 egységét vizsgalta, 6-8. osztélyig, mely magéaba foglalta az algebra, a szam-
elmélet és a geometria Osszes egységét. Az elemzés 4855 feladatot tartalmazott, ezeknek

pedig koriilbeliil 40%-a tgy lett megtervezve, hogy tartalmazzon a tanuloknak legalabb

19



egy lehetGséget az érvelésre. Ezeket a feladatokat a szerz6 indoklasi-és-bizonyitési-
feladatoknak (IBF) keresztelte el. A feladatok fele nem tartalmazott semmilyen ilyesféle
lehetGséget, igy ezeket nem-indoklasi-és-bizonyitési-feladatoknak (nIBF) nevezte el. A
maradék mintegy 10%-nyi feladat nem sorolhato egyik kategoriaba sem, igy ezekkel az
elemzés nem is foglalkozott tovabb.

A mintaban szereplé IBF-ok 62%-a a tanuloknak lehetGséget adott arra, hogy in-
doklast adjanak, a 18%-aban hatarozott-, a 6%-aban pedig plauzibilis mintakat azo-
nosithattak. 12%-ban megjelent a szemléltetés is. Altalanos példakat egyaltalan nem
talalt a szerz6 az elemzés soran a tankonyvekben.

A tartalmi teriileteket illetGen a szamelméleti egységben nagyobb eséllyel volt IBF,
mint a masik két tartalmi teriilet egységeiben. A geometriai egységekben a feladatok
kisebb valodszintiséggel terveztek lehet&ségeket mintdkra, mint a masik két tartalmi
tertilet egységeiben.

Stylianides ugy talalja, hogy az érvek hierarchidjaban a matematikai kifinomultsag
alapjan eleinte empirikus érvekkel kell taldlkoznia a tanuléknak — kis mértékben — ami
utan jonnek a racionalis érvek. Ezutan attérhetiink a bizonyitasok terepére, ahol eleinte
altalanos példékkal operalhatunk, majd eljuthatunk a szemléltetésig.

Osszefoglalva, a modell a kovetkezs allitasokat javasolja a hierarchiaban szerepld

négy kiilonbo6zé tipusu érvre vonatkozoan :
1. Ne legyenek empirikus érvek a kozépiskolai matematika tankonyvsorozatban.

2. Az érvelések minden évfolyamon fontosak, de szamuknak csokkenniiik kell az

Osszes évfolyamon.
3. A bizonyitasok szaméanak novekednie kellene az évfolyamokon.

4. A szemléltetések relativ szazalékos aranyanak és az altalanos példak aranyanak

novekednie kell az évfolyamokon.

Az arédnytalan IBF el6fordulés a tartalmi teriiletek kozott varhatoé és jo is, hogy
van, hiszen a tanulok szaméra péar helyen konnyebb, par helyen viszont nehezebb ilyen
feladatokat kialakitani.

Miért pont a szamelméletben van a legtobb IBF a tankonyvsorozatban? A szerzd
szerint ez azzal fiigg Ossze, hogy a tanulok milyen szinten értik a kiilonbo6z6 tartal-
mak definicios fogalmait. A szamelméleti fogalmak (paros szamok, tényezdk, szorzok)
mér kisgyermekkortoél hozzaférhetéek, st a teriilet szamos eredménye mar kisgyerme-
kek szamaéara is érthetd, ezzel serkentve a kivancsisagukat olyan felfedezésekre, melyek
természetiikbgl adodoan felvetik a bizonyités igényét.

Az el6z6ekkel ellentétben azonban normaélis lehetne egy olyan modellnek is a kiala-

kitasa, ahol az IBF-ok kiegyenstlyozottan oszlanak el a tankonyvsorozatban. Példaul,
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ha egy ilyenben a geometriai IBF-ek szinte egyeduralkodok lennének egy konyvben,
az azt ilizenné, hogy a bizonyitasoknak csak a geometriaban van kozponti szerepe. A
korabbi szakirodalmakban leirt ,,Uj Matematika” mozgalomnak hala sok kozépiskolai
tanarban el is mélyiilt ez a hiedelem.

Az ilyen fajta elemzés sok kérdésre valaszt adhat. A legkézenfekvébb ezek koziil
talan az adott orszag irott tanterveinek, a tanarok altal végrehajtott IBF-ek és a tan-
konyvek altal biztositott IBF-ek 6sszhangjanak harmonikussaga vagy épp zajosséiga.

Az analitikus/modszertani megkozelités fontos kovetkezménye lehet, hogy alapul

szolgdlhat mas tartalmi teriiletek vizsgélatahoz az IB szempontjabol.
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2. fejezet

Mobdszer

2.1. A minta

A vizsgalatomat az Egri Pasztorvolgyi Altalanos Iskola és Gimnazium intézményében
vittem véghez, az iskola gimnaziumi részében. Az iskola kozépiskolai osztalyaiban nyel-
vi el6készité évvel indul a képzés, tehat minden tanuld — kivéve, aki késGbb jott at
ide egy masik iskolabol — volt 0. osztalyos”, igy a tanulok java egy évvel idGsebb a
hagyomanyosnak vehets életkorokhoz képest az egyes osztalyokban. Az intézménynek
remek eredményei, nagy neve van regionalis szinten, még ahhoz képest is, hogy kisebb
létszammal dolgozhatnak — évfolyamonként két osztaly van a kozépiskolai részen —,
mint a tébbi, nagyobb intézmény.

A kovetkezGekben bemutatom a kisérletben résztvevék csoportprofiljat. Az intézmé-
nyen beliil egy 10. évfolyamon tanulé osztalyban végeztem a kisérletemet. Az osztélyt
az egész 2022. szeptemberétsl 2023. juniusaig terjeds idgszakban tanitottam mate-
matikabol. Reflektalva az osztéaly didkjaira, egy vegyes csoportrol beszélhetek, aminek
a teljesitménye, matematikai képzettsége atlagon feliilinek, jonak mondhato. A cso-
port teli van szélsGségekkel, vannak rendkiviil fejlett matematikai gondolkodassal és
problémamegold6 gondolkodéssal rendelkezdk, akik ezt alkalmazni is tudjak az orakon,
dolgozatokon, versenyeken, ugyanakkor vannak a matematika irdnt nem érdekl&dd,
dacosan viselkedd, tovabba gyengébb matematikai eredményti didkok is. Az osztaly je-
lentds része bar jo képességti, &m mar a kezdetekben is feltiint az indoklési, bizonyitasi
kultarajuk szegénysége az egyes témakorokben, ezaltal pedig adta magat a lehetGség

ennek a felmérésére és fejlesztésére.

Ahhoz, hogy a csoport bizonyitasokat tudjon tanulni, elsé 1épésként elGszor érvelést
kell tanitani nekik, hiszen annak rugalmassaga, felfedezésbeli nyitottsiaga elényos lehet
a késébbi bizonyitas tanitasban [4].

Az osztaly 36 f6s, azonban mindharom felmérést csak 28 tanuld irta meg, igy a

tovabbiakban errél a 28 {6s tanuldcsoportrol fogok irni. A 28 {6 nemek szerinti megosz-
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lasa: 17 lany és 11 fia. Az osztalyatlag 9. évfolyam végén 4-es, mig 10. évfolyam végén
3,83 volt.

2.2. A témakor kerettantervi hattere

A vizsgalat soran a valészintiségszamitas és statisztika témakorén belil dolgoztam a
diakokkal. Erdemes kiemelni a téma kiilonlegességét az indoklas és érvelés, valamint a
bizonyitési folyamat szempontjabol. Stylianides szerint az amerikai tankdnyvekben a
szamelméleti feladatok tulsilya abboél adodik, hogy ezek a fogalmak mar kisgyermek-
korban hozzéaférhetSek, természetiiknél fogva pedig felvetik a bizonyitas sziikségességét.
Egy matematikai tankonyvben, és igy a pedagogusok tanitasi modszereiben is, fontos
a kiegyensilyozottsag az indoklasi feladatok terén a kiilonb6zs témakorokben [17]. A
valoszintiségszamitas témakorben kiilonosen fontos az érvelés, mert bar a magyar gya-
korlatban az esélylatolgatas mar alsdéban is el6fordul, a tanulok esélyekkel kapcsolatos
itéletalkotasa gyakran téves.

A leir6 statisztika szamos teriiletén talalkoznak egészen fiatal korukban a tanulok
a diagramokkal, tovabba az atlag fogalméval, melyre ebbdl az iranybol lehet épiteni. A
leir6 statisztika alapvets fogalmai a mindennapi szoéhasznéalatban is el6fordulnak, amely
megalapozhatja a tanulok téma iréanti érdeklgdését.

A témakor feldolgozasa soran a 9-10. évfolyamnak javasolt tanyagon tul néhany
11-12. évfolyamnak javasolt tartalmat is beemeltem az oktatasba, igy ezekkel kiegé-
szitve fogok irni a témakorok altalam tanitott részeirsl. Késébb a 2.3.2. szakaszban
irok arrél, hogy az ott szerepls indoklasi-érvelési feladatokat 10 ismereteket elsajatito
orakon hasznaltam fel, azonban az Gsszes 6raszam tizennyolc volt, ami megmagyarazza

a tanitott anyag széleskortiségét.

2.2.1. Valo6szintiségszamitas

A Kerettanterv [11] 9-10. évfolyamon azt javasolja, hogy valoszintiségi kisérletek soran
beszéljiink eseményrsl, eseménytérrsl, elemi eseményrdl, relativ gyakorisagrol, valoszi-
ntségrol, egymast kizaré eseményekrsl, illetve fiiggetlen eseményekrél. Ezeket tudnia
kell megkiilonboztetnie és alkalmaznia a tanuloknak. Annak eredményéil, hogy a tanu-
16k a témakort tanuljék, véletlen események kimenetelére ésszertien tippelnek és képesek
a véletlen kisérletek adatainak rendszerezésére, relativ gyakorisagok szamolaséara. A di-
akoknak meg kell ismerkednie a klasszikus valészintiségi modellel és alkalmaznia is kell
azt. A Kerettanterv kiemeli az eloszlasok digitéalis eszkézokkel valo abrazolasat, ami-
vel ugyan foglalkoztunk a témakor tanulédsa soran, de a vizsgalathoz nem illeszkedett

SZOorosarn.
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A 11-12. évfolyamon kiirt javasolt tananyaghol az eseményekkel foglalkoztunk mé-
lyebben, hiszen megismerték a tanulok az események 6sszegét, szorzatat, komplemen-
terét, az egymast kizard események fogalmat, de tullépve ezeken még a teljes esemény-

rendszer fogalméval is talalkoztak.

2.2.2. Leir6 statisztika

A 9-10. évfolyamon az adatgytijtés és -rendszerezésen van eleinte a hangsily, majd
ezek kozépértékekkel (atlag, median, modusz, illetve a kozépértékeken tul terjedelem)
torténd jellemzése kap nagyobb szerepet. Az oszlop- és kordiagramokkal valo abrazolas
még ebben az idGszakban a kiemelt tananyag. A témakor tanulasa utdn nem csak ezek
elvégzése a cél, hanem az is, hogy a didkok értelmezni tudjék a kapott kozépértékeket
és abrakat. Az el6z6bdl kovetkezGen ajanlott foglalkozni diagramokkal — vagy egyéb

grafikus elemmel — megadott manipulacidkkal felismerés és javitis szintjén.

A 11-12. évfolyamos tananyag jelentGs kiegészitést adott a leiro statisztikai részhez,
hiszen ide vettiik a kvartilisek és a szoras fogalmat is, tovabba el6z6bdl tovabbmenve
a dobozdiagram (sodrofa diagram, box-plot diagram) készitésével és alkalmazasaval is

foglalkoztunk.

2.3. A vizsgalat menete

2.3.1. Az elGteszt

A vizsgalat soran a valészintiségszamitas és statisztika témakorén belil dolgoztam a
diakokkal. A tanmenet tiz 6rat szant az 0j tananyag feldolgozéasara a fentebb emlitett
témakorben. Miel6tt még elkezdtiik az anyagot — a tanulok elGismereteire épitve — egy
elGtesztet végeztettem el veliik, mely kilenc feladatbol allt. A kérdések mindegyike a
valészintiségi gondolkodast, a valoszintiségszamitasi feladatok megoldasat, a statisztikai
alapfogalmakat és a statisztikai szamitasokat veszi alapul. A teszteket anonim moédon
toltotték ki a tanulok.

Az els6 feladatcsoportban 1évé harom feladatban ,méasoktol” készen kapott allita-
sokra kellett reflektalniuk aszerint, hogy igaz vagy hamis az allitas. Fontos része volt
minden feladatnak az adott valaszuk indoklasa. Alapvetd része az indoklasi képességek
elsajatitdsanak ez a gyakorlattipus, ahol egyszert, altaluk kiviilr6l kapott allitasokat

kell értékelniiik a tanuloknak logikai értékiik szerint.

Az alabbi harom kérdésre kellett valaszolniuk az elSteszt elsd feladatcsoportjaban.

Az egyes tesztfeladatok alatt olvashaté azok elvart megoldasa vagy megoldasi irdnya.
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Tesztfeladat - 1.
Dontsd el az alabbi allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszodat indokold!

Eleondra: ,Feldobtam ezt az 50 forintost mér 12-szer, de mindig iras lett! Mivel az
el6z6 dobasaim mind igy sikeriiltek, a kdvetkezs feldobasom utan most mar biztosan

fejet fogok kapni!”

Az els6 tesztfeladatban Eleondra éllitasa hamis, mivel az egyes iras/fej dobasanak va-
l6szintisége nem fligg az el6z6 dobésaitél, minden dobas el6tt % lesz a valoszintisége az

irds és a fej dobasanak is.

Tesztfeladat - 2.
Dontsd el az alabbi allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Vélaszodat indokold!

Ferenc: ,Itt van ez a 10 kérdéses teszt, mindenhol hdrom valaszlehet&ség van és egy
helyes vélasz. Ugyis mindegy, hogy tanultam-e! Ha véletlenszerten kitoltom, tgyis meg-
lesz az 5 helyes valaszért jaro kettes. Ennyi az egész, vagy atmegyek vagy nem, széval

50% esélyem van atmenni ugy, hogy véletlenszert valaszokkal toltom ki a tesztet.”

A masodik tesztfeladatban Ferenc allitdsa hamis. Ferenc hibasan azt feltételezi, hogy ha
egy kisérletnek kétféle kimenetele lehet (atmegy vagy sem), a két kimenetel valoszintisé-
ge mindig egyenld, azaz % Pontos valoszintiségi szamitasokra nincs sziikség a valaszhoz
és az indoklashoz, de egyébként ebben az esetben a dolgozat legaldbb elégségesre valo

teljesitésének valoszintisége:

() 2+ ()20 () 2 (1) 24 (§) -2+ 20
310

~ 0,213

Tesztfeladat - 3.
Dontsd el az alabbi allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszodat indokold!

Jozsef: ,Eddig a félévben szereztem hat darab 5-6st matekbol. Tanar Ur azt mondta,
hogy atlag alapjan kapjuk a jegyet és 4,5-t61 mér 6tost ad. Ez azt jelenti, hogy az utolso

dolgozaton barmit is irok, tgyis 6tos leszek, hiszen méar igy is rengeteg 6tost irtam!”
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A harmadik tesztfeladatban Jozsef allitdsa hamis, nem kaphat barmilyen osztalyzatot
a dolgozatara. Ha Jozsef dolgozata netalan elégtelenre sikeriilne, az atlaga koriilbeliil
4,43 lenne, ami nem éri el az jeles osztalyzat eléréséhez kittizott szamot (4,5), tehat

4-es osztalyzatot kapna a félév végére.

A mdsodik feladatcsoportban harom szituicioban egy allitas igazsagtartalmara f6-
szereplk reflektélnak és indokoljak meg véleményiiket A feladatmegoldd didkoknak a

fészerepld indoklasat kell helyességiik szerint értékelniiik indoklassal ellatva.

Az indoklas egy masik szintje az, mikor méasok indoklasarol kell kovetkeztetéseket le-
vonnunk, s érvelniink azokrol. Ha hatékonyabban dolgoznak ebben a gyakorlattipusban
a tanulok, konnyebben tudnak diskurzust folytatni egyes problémakorokrol, kérdésekrsl

egymassal.

Erdemes belegondolni, hogy milyen kiilonbség van a mindennapi indoklas és a konk-
rét matematikai indoklas kozott. Gila Hanna szerint legtobbszor folyamat és eredmény
tekintetében is kiilonbozik a kettd, hiszen a mindennapokban sokszor elfogadunk egy
allitast barmilyen bizonyités nélkiil is sokszor, mivel trivialisnak, intuitivan hihetének
tartjuk, azonban a matematikdban ez felettébb kevés [4]. Az itt szerepls példak szitu-
acidi is ezt a mindennapisag és matematika kozotti kiilonbséget kivanja szimbolizalni

a harom feladatban.

A Kerettanterv [11] szerint a matematika egyik {6 tanulasi-tanitési célja, a tanulo
mérlegel6s gondolkodéasanak fejlesztése, ez pedig meg kell jelenjen kooperativ tevékeny-
ségekben is, ahol ”...a kozos munkaban érvel, képes a vitara, az érvei iitkoztetésére.
Mérlegeli és kontrollalja mind a tarsai, mind a sajat véleményét.” A célom ennek a

készségnek a megjelenitése ebben a feladatcsoportban.

Az alabbi harom kérdésre kellett valaszolniuk az el6teszt masodik feladatcsoportja-

ban.
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Tesztfeladat - 4.

Az alabbi szituacioban allitanak valamit a torténet fGszerepl§jének, Kornélnak. Dontsd

el Kornél indoklasarol, hogy helyes vagy helytelen! Valaszodat indokold!

Szitudcio: Az iskolaban a hagyomanyos naplérol elektronikus naplora allnak at. A régi
naplobol at kell vezetni az osztalyzatokat az 1j, elektronikus napléba. Irodalombél a
régi naploban szerepel Kornélnal egy 3/4 osztalyzat (ennek a jelentése tulajdonképpen

egy 3,5-es osztéalyzat), azonban a rendszer ezt nem ismeri.
A tandr dllitasa: Beirok akkor egy 3-ast és egy 4-est, hiszen ezek atlaga is épp 3,5.

Kornél véleménye és indokldsa: Eddig hdrom 6t0som van az évben. Ha egy 3-ast és
egy 4-est ir be nekem, az rosszabb az atlagom szempontjabol, mintha 3,5-et kapnék, de
még annal is rosszabb, mintha csak egy 3-ast kapnék, hiszen a 3-as és 4-es beirasaval

olyan, mintha kétszer is megkaptam volna a 3,5-es jegyet!

A negyedik tesztfeladathoz Juhész Istvan és Orosz Gyula Matematika 10. tankonyvének
261. oldalarol [8] kaptam a motivaciom. Ebben a tesztfeladatban a tanar allitésa szerint,
ha egy 3-as és egy 4-es osztalyzatot ir be, az megegyezik azzal a szituacioval, hogy egy
3,5-es osztalyzatot ir be neki, amit viszont nem tud.

Ha beir Kornélnak egy 3-as és egy 4-es osztalyzatot, akkor a harom 6tos jegy mellett

3+4+545+45 _ 22
5 5

Azt is allitotta Kornél, hogy ha megkapja a 4-est és a 3-ast is, az olyan, mintha
3,543,64+54+545 __ 22 _ 4.4
5 5 )=

az atlaga = 4.4 lenne.
kétszer kapna meg a 3,5-es jegyet:

Ha Kornélnak lehetne 3,5-es jegyet beirni, az atlaga a kovetkezSképpen alakulna:

3,5+5+5+5 _ 18,5 __
355455 _ 185 _ 4 625,

Kornél azt allitotta, hogy ha csak egy 3-ast kapna, még az is jobb lenne, mintha
egy 3-ast és egy 4-est kapna. Ha csak egy 3-ast kapna, az atlaga a kovetkezSképpen
alakulna: S“L“r’ji = % =4.,5.

Kornél minden részallitasa helyes volt, igy az egész allitasa és indoklasa is helyes,

hiszen:

— Ha egy 3-ast és egy 4-est kap, az atlaga 4,4, mig ha egy 3,5-est kapna, az atlaga

4,625 lenne, tehat az els6 eset valoban rosszabb az étlag szempontjabol.

— Ha egy 3-ast és egy 4-est kap, az atlaga 4,4, mig ha egy 3-ast kapna, az atlaga

4.5 lenne, tehat az elsd eset valoban rosszabb az atlag szempontjabol.
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— Ha egy 3-ast és egy 4-est kap, az atlaga 4,4, mig ha kétszer kapja meg a 3,5-es
osztélyzatot, az atlaga szintén 4,4. Ez alapjan valoban olyan a 3-as és 4-es beirésa,

mintha kétszer kapna meg a 3,5-es osztalyzatot az atlaga szempontjabol.

Tesztfeladat - 5.

Az aldbbi szituacioban allitanak valamit a torténet fGszereplgjének, Orsolyanak. Dontsd

el Orsolya indoklasarol, hogy helyes vagy helytelen! Valaszodat indokold!

Szitudcid: Allasinterjin vagy, miutan egy jo baratod a cégbdl allast ajanlott neked egy
kavézas soran a cégiiknél. Eppen a fizetésed emelkedésérsl beszél a cég egy embere, aki

nagyon szeretné, hogy elfogadd az allasajanlatukat.

A cég emberének dllitdsa: Nézd ezt a diagramot, nalunk exponencialisan névekedhet
a fizetésed! A vizszintes tengelyen a cégnél eltoltott éveket lathatod. Ilyen fizetésbeli

emelkedést sehol méashol nem tudnak igérni!

Orsolya véleménye és indokldsa: Ez tényleg hihetetlen, eleinte még nem tiinik olyan
soknak a pénz, de mivel egyre magasabbak az oszlopdiagram oszlopai, par év mulva

mar nagyon sok pénzt kereshetek ennél a cégnél!

A fizetésed emelkedése

0 2 4 6 8 10 12

Az 6todik tesztfeladatban relativ, hogy mit nevez Orsolya sok pénznek. A novekedés
ugyan egyértelmd, azonban a diagram fiigg6leges tengelyén nem latjuk a beosztast,
nem tudjuk, hogy mennyi pénzt jelentenek az egyes oszlopok. Ilyen moédon tekinthetjiik
ugy, hogy egy beosztas 5 forintot jelent, ezaltal 12 év munka utan koriilbeliil 36 forint
lesz Orsolya fizetése, amit a legtobb helyzetben nem neveziink ,sok pénznek”. Orsolya

allitasa ezek alapjan helytelennek tekinthetd.
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Tesztfeladat - 6.

Az alabbi szituacioban allitanak valamit a torténet fGszereplgjének, Adamnak. Dontsd

el Adam indoklasarol, hogy helyes vagy helytelen! Valaszodat indokold!

Szitudcio: Budapesten vagy a Keleti palyaudvaron és megpillantasz egy szerencsejéaté-

kozo furfangos embert, Gyuri bacsit, aki jatékra invital téged.

Gyuri bdcsi dllitdsa: Gyere fiam! Itt olyan jatékot jatszhatsz, ahol egyenld eséllyel
indulunk! Itt egy szabalyos dobodkocka, illetve egy 20 forintos érme, de egyik sincs
am megbuherélva! Egy korben te egyszer dobsz a dobokockaval, én meg haromszor az
érmével. Te akkor nyersz meg egy kort, ha a koron beliil 4-est dobsz a dobokockaval,
én meg akkor, ha mindharom érmefeldobas ugyanazt kapom, de mindegy, hogy ez
fej vagy iras, csak ugyanolyannak kell lennie! Ha egyikiinknek sem jon be vagy épp
mindketténknek, akkor egyikiink sem nyer a korben. Erthets ez? Na, aki elsbb szerez

5 gy6zelmet, az kap a masiktol 10000 forintot !

Addam véleménye és indokldsa: Jatszok! Tényleg egyenls eséllyel jatszunk, hiszen én 6
félét tudok dobni a kockaval, 6 is 3-2-t hiszen mindharom feldobésénéal kétfélét dobhat.

Meg amugy is, nekem csak egy jot kell dobnom, neki meg harmat!

A hatodik tesztfeladatban Adam helyteleniil dént és indokol. A szabalyos dobokockéval
valoban 6-félét tud dobni, igy a 4-es dobasanak valoszintisége %. Gyuri bacsi haromszor
dobja fel az érmét, s akkor nyer, ha mindharom dobasa megegyezik. Ezaltal az osszes
elemi esemény szdma 2-2-2 = 23 = 8, hiszen mindharom dobésanal haromfélét dobhat.
Ezekbdl az lesz a kedvezd neki, amikor mindharom iras, vagy mindharom fej lesz, ez
pedig két lehetGség az Osszesbdl. Osszességében Gyuri bacsi % = % eséllyel dobja meg
a nyerését jelenté érmesorozatot.

A harmadik feladatcsoportban a tanuloknak harom gyakorlati feladatot kell meg-
oldaniuk a valészintiségszamitas és statisztika témakorébdl, ahol a sajat allitasaikat —

melyek a feladatok végsé megoldésai — kell megindokolniuk.

Az els6 két feladatcsoportban végig mésok allitasaira, indoklasaira kellett indoklast
gyartaniuk a tanuloknak, most azonban ebben a feladatcsoportban az indokolni kivant

f6produktumot is maguknak kell elGallitaniuk.

Az alabbi harom kérdésre kellett valaszolniuk az el6teszt harmadik feladatcsoport-

jaban:
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Tesztfeladat - 7.

Mennyi az esélye, hogy két szabalyos dobokockat feldobva két paros vagy két paratlan
szamot dobunk? Valaszodat indokold!

A kifrt eseményt tekintve az Osszes eset szama 6 - 6, mivel mindkét dobéasnal hatféle
kimenetel van. Két parosat 3 - 3 modon lehet dobni, mivel mindkét dobasnél a harom

paros szam valamelyike keriil ki. Ugyanigy két paratlan dobasnal is, tehat a 9 kétszerese

a kedvez§ esetek a szama. Osszességében az esemény valoszintsége tehat % = %

Tesztfeladat - 8.

A tanar dontési lehetséget ad Karolynak, hogy matematikabol 6 donthesse el, hogy
milyen érték alapjan kapja a végsd jegyét a bizonyitvanyaba. Donthet a jegyei moédusza,
medidnja, vagy atlaga mellett. Mit javasolsz, melyiket valassza Kéroly, ha a célja a

lehetd legjobb jegyet kapni matematikabol? Valaszodat indokold!

Karoly jegyei: 1, 1, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5.

A nyolcadik tesztfeladatban Karoly jegyeinek modusza 4, medianja 3, atlaga pedig 3.

Ezek alapjan a moduszt érdemes valasztania Karolynak.

Tesztfeladat - 9.

Jankanak és osztélyanak egy totot ad fel a tanaruk matek 6réan, amikor is a kovetkezd
a feladat:

,I. Tippeld meg a kovetkezs kisérletben a k értékét!

Feldobunk 6t darab dobodkockat, majd megszamoljuk, hogy hanyon sikeriilt 6-ost dob-

nunk! Ez a szam lesz a k.”

a) k<9
b) 9 <k < 18
c) 18 <k

Segits megtalalni Jankanak a legvaldszintibb lehet&séget, hogy nagyobb esélye legyen a

taldlatra a toton!
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A kilencedik tesztfeladatban 6t darab dobokockaval legfeljebb 5 hatost dobhatunk,
ezaltal a hatosok szama biztosan kisebb lesz, mint 9. Tekintve, hogy az a) lehetGség
valoszintisége 1, a masik kettéé pedig 0, az a) lesz a legvalosziniibb lehetGség.

Az el6teszt 2023. marcius 27-én (hétfs) zajlott le, 12:05 és 12:50 kozott, egy 45
perces tandra keretében. A tesztpapirokat el6re kiosztottam a 45 perc kezdete el6tt és
pontosan az oOra végeztével be is szedtem. A didkoknak utasitasban kiadtam, hogy fi-
gyelmesen olvassanak el minden feladatot és legjobb tudasuk szerint oldjak meg azokat,
az indoklast sem lefelejtve a valaszaik mell6l. A didkok rendben és csendben dolgoztak
végig, a legtobben id§ el6tt végeztek is a munkaval.

A teszt elvégzése soran nem adtam semmilyen segitséget a tanuldknak, csupan azt
hangsulyoztam minden alkalommal, hogy jelenlegi tudasuk alapjan vélaszoljanak, és
ami még fontosabb, indokoljanak! A teszt végezte utan tobb kérdéssel fordultak hozzam
a tanulok, melyek rendszerint inkabb a teszt értelmét vizsgaltak, mintsem a tartalmat.
A témakor tanitasa soran igyekeztem elérni, hogy megértsék az indoklas témakorének

iskolajanak fontossagat is a tanulok, ne csak indokolni tudjanak az egyes esetekben.

2.3.2. A témakor elsajatitasanak idészaka

Gila Hanna szerint egy tantervnek tiikroznie kell a matematikai gyakorlatot azzal,
hogy bemutatja a bizonyitas — és igy az érvelés — formaélis és informélis modjait is,
azonban ennek mind nincs értelme, ha a pedagoégusok nem bocsatjak rendelkezésre a
matematikai eszkozok teljes skilajat. Ha rendelkeznek a megfelels eszkozokkel a didkok,
akkor van esélylink megtanitani ket egy matematikai érv kovetésére és értékelésére,
illetve hogy kidolgozhassik a sajat matematikai érveiket [4]. A témakor elsajatitasanak
idGészakaban ezek szerint az elvek szerint igyekeztem haladni és ezzel egyiitt fejleszteni a
diakokat. Cél, hogy a didkok megszerezzék ezalatt az idGszak alatt a sziikséges érvelési
eszkoztarukat, az orai indoklasi feladatoknak és a rengeteg kommunikacionak héla.

Egy masik munkajaban Gila Hanna ir az 1950-1980-as évekbeli ,New Math’ nevi
tantervi reform bukaséarol, melyet tulzott absztraktsaganak, tisztan formalis megkozeli-
tésének koszonhetett. A formalis matematika szigori, meghatarozott szabélyok alkotta
kerete elvett a megértésbdl, ahelyett hogy hozzaadott volna, ehhez képest a lazabb, hét-
koznapiasabb informélis matematika konnyebben érthets. Egyszertibb magyarazatok-
kal operalhat a tanulo [5]|. Kittiztem, hogy a témakor soran elSkeriil érvelési készséget
fejleszt6 feladatokban az informalis-formalis spektrumon féltavon, vagy ha sziikséges
inkdbb az informalis iranyba vezessem még most a tanulokat, formélis dthallasokkal,
hogy hozzéaszokhassanak ezekhez.

A tanitasi-tanulési folyamat soran mindvégig a Polya-féle problémamegoldési négy
szakasz [15] mentén igyekeztem kalauzolni a didkokat a helyes megfejtések iranyaba.

Ez a négy szakasz a feladat megértésébdl, tervkészitésbdl, a terv végrehajtasabol végiil
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pedig a megoldas vizsgalatabol allt [15]. Ez a négy szakasz alkalmazhato a bizonyi-
tasok és az indoklas folyamatéara, melyekre a négy szakasz az éllitas megértésébdl, a
sejtések megfogalmazasabol és a bizonyitasi/indoklasi terv készitésébdl, a konkrét bizo-
nyitas/indoklas végrehajtasabol, majd a visszatekintésbdl all [5]. Egy modernebb tanul-
manyban keriil megfogalmazasra, hogy a tanuloknak oridsi problémaja van az allitasok
logikai szervezésével kapcsolatban [2], erre pedig gyogyirként szolgalhat a Polya-féle
négy fazis indoklasra atfogalmazott véaltozata. Ehhez az gondolatrendszerhez csatol-
hato még Polya Gyorgy par gondolata, melyet Stylianides idéz meg egy munkajaban,
ahol arrol szol, hogy a mintak, a sejtések és bizonyitasok kozotti kapcesolatot fel kell
fedeztetni a didkokkal. A mintak sejtéseket, a sejtések indoklasokat /bizonyitasokat ge-
neralhatnak [17].

A témakor tanitasa soran a kerettantervi elemeknek megfelel6 ismereteken halad-
tam végig a tanulokkal a valoszintiségszamités és statisztika témakorén beliil. Csaknem
minden egyes 6ran egy kiilon — altalaban koriilbeliil — 10-15 perces blokkban egy, az
adott ora témajahoz illeszkedd indoklasi feladattal foglalkoztam a tanulokkal. Az alabbi
bekezdésekben ezeket a feladatokat mutatom be és reflexiot flizok az éran tapasztal-
takhoz.

Orai feladat - 1.

Adj meg 6nalloan egy elemi eseményt, illetve egy eseményt — ami nem elemi esemény

— a kovetkezd kisérletekkel kapcsolatban :

1. Szabalyos dobokocka dobésa.
2. Erme feldobasa.
3. Lap huzésa egy francia kartyapaklibol.

4. Nyer6 szamok kisorsolasa ¢toslottoban.

Beszéljétek meg a padtarsotokkal az altalatok megadott elemi eseményeket és esemé-
nyeket! Véleményezzétek indoklassal, a parotok megoldéasait, hogy szerintetek miért

helyesek, vagy épp miért helytelenek!

Az els6 orai feladat az eseményekkel foglalkozik, azon beliil is az eseményekkel és az
elemi eseményekkel. A feladat sordn a megadott négy kisérlet esetén kellett megadniuk
egy — nem elemi — eseményt, tovabba egy elemi eseményt a diakoknak.

Ennél a feladatnal TPS (Think-Pair-Share) modszert alkalmaztam a tanuloknal,

ami egy kooperativ vitastratégia, amelyet Frank Lyman fejlesztett ki kollégaival [13]. A
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modszert szamos kooperativ tanulassal foglalkozo szakirodalom feldolgozta mar, alap-
vetden sikeresnek elkonyvelve azt, a tanulok kritikus gondolkodasanak fejlesztése ira-
nyabol [9] [10]. A nevét a harom szakaszardl kapta, ahol az els6ben (Think) a tanulok
magukban gondolkodnak a kérdéseken, probédlnak azokban elérehaladni. Eztan a mé-
sodik szakaszban (Pair) parokat alkotnak — jellemz&en a padtarsukkal — és megbeszélik
egylitt a megoldasaikat, diskuralnak azokrol. A végss szakaszban (Share) par tanuld
megosztja kozos megoldésait és konklazioit a problémarol, feladatrol az egész osztaly-
nak.

A TPS-moédszerhez hiven az 6nallo példak megadéasara 5 percet hagytam nekik,
ami utan kaptak még 5 percet, hogy kozosen megvitassik egymés megoldasait, végil
megosztotta par paros a sajat megoldasait az osztallyal. Mivel tapasztalatlanok ezen a
teriileten a tanulok, az egyik tanuldéval bemutattunk egy példat az elvart parbeszédre.
Mivel a téma elején jart az osztély, igy tapasztalatlansagukbol adédéan szamos hi-
bés példa keriilt els, igy a parok masik tagjanak mindig akadt olyan eset, ahol tarsa
allitasanak helytelenségét kellett megindokolnia.

A paros munka féltavjanal egy remek parbeszédet hallva kiemeltem a didkokat, hogy

mondjak el az egész tanteremnek is mirdl beszéltek, a 3. kisérletet illetGen:

— X tanulo: A 3. kisérlet esetén elemi esemény az ész huzésa, mig esemény (ami

nem elemi) a treff huzéasa.”

— Y tanul6: Az asz huzésa helytelen példa a kisérletet illetd elemi eseményekre,
mivel az asz huzasa tovabb bonthat6: treff dsz hizésa, pikk ész hizésa, stb.
eseményekre. Elemi eseményre példaként barmely konkrét lap kihtuzasat lehet
mondani. A treff huzasa példanak helyes, mint olyan esemény, amely nem elemi
esemény, hiszen az esemény tobb elemi eseményre lehet bontani: treff 2 huzasa,
treff 8 huzasa, stb. ”

A példa hatasara tobb tanulon is lattam, hogy megérti a feladatot. A tanulok kozott
jarva egészen kivalo megoldasokat és indoklasokat hallhattam, de figyeltem a gyakori
hibas példakat és hibas indoklasokat is. Az id6 lejarta utan minden egyes részhez egyiitt
is megadtunk egy-egy helyes példat, illetve megadtam egy helytelen példat vagy indok-
last is a tanuloknak, aminél annak helytelenségére hangos érveket kellett mondaniuk.

Minden matematikatanar célja kell, hogy legyen, hogy megtanitsa a tanuldinak az
indoklés szabélyait, meg kell veliik ismertetnie az indoklas mintait és a megfelels kifeje-
zéseket, mint példaul a feltételezés, a sejtés, a példa, az ellenpélda, a cafolat [4]. Ez el6z6
tanuloi parbeszéd alkalmaval részletesebben tudtunk beszélni a tanulokkal a példa, el-
lenpélda és cafolat harmasarol. Mitél volt jo az Y tanuld cafolata, hogyan hozott az X

példaira ellenpéldékat, hogy az elfogadhat6 legyen céfolatként, illetve indoklésként.
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Orai feladat - 2.

Szabalyos dobokockéval dobunk. Az alabbi eseményrendszerek koziil melyik alkot erre

tekintve teljes eseményrendszert? Vélaszodat indokold!
1. A={1}; B={2}; C={3}y D={4}; E={5}; I'={6}
2. A={1; 3; 4}; B={2; 6}
3. A=1{1; 2; 6}; B={5}; C={2; 3; 4}

4. A={1; 6}; B={2; 4}; C={3; 5}

A mésodik orai feladat a teljes eseményrendszer fogalmaval foglalkozik. A dobokocka
dobasat tekintve kellett onallban megvizsgalniuk az egyes megadott eseményrendsze-
reket, hogy azok teljes eseményrendszerek vagy sem. Valaszuk indoklasanal a teljes
eseményrendszer tulajdonsigait kellett felvetniiik, hogy azok megjelennek-e vagy sem.
A tanulok ennél a feladatnal megtanulhattdk, hogy egy allitds indoklasanal fontos a
fogalmak elméleti héttere és azt barmikor eszkozként is hasznalhatjuk allitdsunk be-

biztositasahoz.
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Orai feladat - 3.

Egy iskola egy osztalyaban a kovetkezé megéllapitasokat teszik a tanulok:

1. Klaudia: ,Dobtam harmincszor a dobodkockaval, de egyszer sem kaptam 6-ost,
igy a relativ gyakorisidga a 6-os dobésanak 0. Ez azt jelenti, hogy ez lehetetlen

esemény !”

2. Viktor: ;Huztam egy lapot a francia kartya paklibol, majd visszatettem és meg-
ismételtem ezt 100-szor. A kisérlet soran feljegyeztem, hogy hényszor kaptam
treffet, pikket, karot és kért, majd elosztottam az egyes szamokat 100-zal. Az

értékek, amiket kaptam, az egyes események relativ gyakorisdgai a kisérletben.”

3. Ferenc: ,Feldobtam 45-szor ezt a 20 forintost, 30-szor fejet kaptam, 15-szor pedig

irast. Ez azt jelenti, hogy nagyobb eséllyel tudok fejet dobni ezzel az érmével!”

Ertékeljétek 6nalloan az allitasok helyességét, indokoljatok meg azt, majd beszéljétek

meg a parotokkal azokat!

A harmadik érai feladat hasonl6 felépitéssel dolgozik, mint az elsd, itt is TPS-modszert
alkalmaztam, itt is elGszor 6nalloan kell értékelnie az allitdsok helyességét a tanuloknak
(4 perc), majd a padtarsukkal kellett diskuralniuk az allitasaik és indoklasaik helyessé-
gérol (4 perc). A feladat a relativ gyakorisag témakorét mélyiti el, illetve a valoszintségi
gondolkodast, tovabba magénak a valoszintiségnek a fogalmat is célozza.

A tanulok szemmel lathatoan hatékonyabban dolgoztak, mint az elsé orai feladatnél,
batrabban mertek mondatokat megfogalmazni az allitasokrol, érzédott, hogy — még ha
minimalis is — indoklasi élményeik vannak a matematikaérakrol.

Egy remekbeszabott parbeszéd a csoport egyik parjatol, az elsé feladatrészrél:

— X tanulo: ,Klaudia allitasa helyes, hiszen ha egy esemény valdszintisége 0, az

esemény lehetetlen esemény.”

— Y tanul6: ,Igen, a lehetetlen eseményt jol megfogalmaztad, de Klaudianal a 6-os
dobéasénak a relativ gyakorisaga lett 0, a relativ gyakorisagbol pedig nem lehet

egyenesen kovetkeztetni a valoszintiségre.”

A Stylianides [17] altal leirt érveket hozom el§ most ezen parbeszéd tekintetében.
X tanulo empirikus érvvel probalja Klaudia kijelentésének aldtamasztasat megejteni
egyfajta tapasztalati érvvel, mely helytelen ebben az esetben, tovabbi hidnyos fogalmi
hattér is megmutatkozik az elmondottakban, amire az Y tanul6 ra is vilagit, egyfaj-

ta magyarazo érvvel csatol vissza X-re, ami viszont hidnyos, hiszen az gy lett volna
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teljes, hogy még leirja, hogy a hatos dobasanak a valoszintisége %. Y tanul6 a valoszi-
niiség és relativ gyakorisag kozotti kiilonbségre vilagit ra, igy ez ebben a szituacioban

bizonyitasnak tekinthets, mert az adott osztalyban elvart ismeretekre tamaszkodik.

Orai feladat - 4.

Kihivnak minket egy jatékra. Van két kocka, amit megszamoztak 1-t6l 12-ig terjedd
szamokkal ugy, hogy az egyikre az 1, 3, 5, 7, 9, 11 szamokat, a mésikra pedig a 2, 4, 6,
8, 10, 12-t irtak.

A jaték elstt valasztanunk kell egy kockat. A jaték soran mindkét jatékos dob egyet
a sajat kockajaval és az nyer, aki a nagyobb szamot dobja. Melyik kockat valasszuk,

hogy nagyobb esélyiink legyen a gy6zelemre? Valaszodat indokold!

A negyedik orai feladat soran valészintiségszamitési gyakorlati feladatot oldhattak meg
a tanulok és a megoldasuk helyességét kellett indokolniuk széamitasukkal. A kordabbi
két dobokockas feladatoknal vizualis eszkozokkel — tablazat hasznalataval — |, illetve
strukturalt adatgytjtéssel is megoldasokat adtunk a didkokkal. A legtébben még ra-
gaszkodtak a tablazatos abrazolashoz, de voltak akik mér a rovidebb, a kedvezs elemi
események strukturalt kigytjtésével adtak meg a kedvezs esetek szaméat. A feladat
megoldéasat a tanulok nagy hanyada meg tudta adni, el6tte helyes szamitasokkal alé-

tamasztva — megindokolva — azt.

Orai feladat - 5.

A kovetkezs kockajatékot ketten jatsszak. Az egyik a jatékos, a masik pedig a bank.
A jatékosnak roppant egyszert dolga van: eldonti, hogy mekkora pénzosszeget akar
kockéztatni, majd kap egy szabalyos dobdkockat, amivel négyszer dob.

Ha sikertil elkeriilnie azt, hogy 6-ost dobjon, akkor visszakapja a pénzének a duplajat,
ha viszont a dobott szamok kozott akar csak egy 6-is is szerepel, akkor elvesziti a
pénzét.

Megéri-e jatszania a jatékosnak? Valaszodat indokold!

Az 6t6dik orai feladat sordan valoszintiségszamitasi gyakorlati feladatot oldhattak meg
a tanulok és a megoldasuk helyességét kellett indokolniuk szamitasukkal. A legtobb
diakot a megoldas és igy a helyes indoklas megszerzésében a feladatmegoldasi képességei
korlatoltak.
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Az 6todik orai feladat legegyszeriibben komplementer esemény hasznalataval meg-
oldhat6 — P(dob 6-ost) = 1 — P(nem dob 6-ost) —, az 6ra témaja is ennek hasznalata
volt, igy egyfajta iranyitast mutatva ezen feladat megoldasara. Akik kényelmesen mo-
zogtak mar az ora kozépss/végss szakaszaban az ilyen feladatok korében, azoknak

problémamegoldésuk helytalld volt.

Orai feladat - 6.

Rudolf egy teszt jellegl dolgozatot ir biologiabol a kovetkezs tanitasi napon, ami 10
kérdésbhdl fog allni és minden kérdésnél 4 valaszlehetGség koziil kell kivalasztania az
egyetlen helyes valaszt. A dolgozaton 5 helyes vélasztol jar legalabb kettes osztalyzat
a tanuloknak.

Az dolgozat el6tti utolso biologia 6ra végén Rudolf meglatta a Tanédrnd holnapi dolgo-
zathoz készitett megoldokulcsénak bal alsd sarkan a kovetkezét: 8. D, 9. A, 10. B”.
Rudolf ugy vette, hogy harom helyes valasza mar biztosan van, igy mér nem is tanul a

dolgozatra, a tobbi 7 kérdésre tippelve ad majd valaszt, tovabbé kijelentette:
Rudolf: ,Igy biztosan at fogok menni tanulas nélkiil is!”

Rudolf az egyik osztalytarsanak Kérolynak is elmondta az el6zé informécioéit, amire

igy reagalt Karoly:

Karoly: Fgyéltalan nem biztos, hogy meglesz igy a kettes! S6t, szerintem még igy is

nagyobb esély van arra, hogy egyest kapsz, minthogy legalabb kettest!”

Mi a logikai értéke Rudolf és Karoly allitasanak? Valaszodat indokold!

A hatodik érai feladatban az el6z6 két feladathoz hasonléan egy gyakorlatibb feladatrol
van sz6, mégis két fiktiv tanulo allitasat kellett értékelniiik, amelyeket a megoldasrol
probaltak ,megsejteni”.

Rudolf allitdsat mindenféle szamitas nélkiil is megcafolta minden tanul6. A f&sze-
replénk biztos eseménynek hivja az elégséges megszerzését — azaz a legalabb két helyes
valasz adasat a maradék hét kérdésbsl —, a kovetkezd kisérletet tekintve: hét kérdés,
kérdésenként négy valaszlehetGség, amibdl egy helyes valasz esetén tippelés. Nyilvanva-
l6an, ebben a kisérletben lehetséges esemény az is, hogy nulla, vagy egy helyes valaszt
ad Rudolf a maradék hét kérdésre, ezéaltal a legalabb két helyes valasz adésa — a mara-
dék 7 kérdéshdl — egyaltalan nem egy biztos esemény. Rudolf éllitasa ezéaltal hamis.

Karoly allitasa egy fokkal Osszetettebb volt, hiszen & egyszerre két dolgot is allitott.

Az el6z6ek alapjan az allitas els6 felével egyetérthetiink, valoban nem biztos, hogy

37



meglesz Rudolfnak a kettes osztalyzat ezekkel a koriilményekkel. Az allitas masodik
felében Karoly szerint nemcsak hogy nem biztos, hogy atmegy Rudolf, de még nagyobb
esély is van arra, hogy elégtelent kap a végén. A gondolatmenetben eddig minden
tanuld onalldéan eljutott, tovabba arra is rajottek a legtobben, hogy szémitésokra lesz

sziikségiik az indoklashoz, s igy a megoldas megadésahoz.

A szamités soréan érdemes volt kihasznélnia a tanuloknak a komplementer-eseményekre
vonatkoz6 — mar a korabbiaknal is hasznalt — képletet: P(A) = 1 — P(A). Egy par perc
varakozas utan beavattattam — azokat is ebbe, akik esetleg nem tudtak hogyan elin-
dulni ebben. Az elégséges megszerzésének valoszintiségére =~ 0,55 lett az eredményiink
végiill mar egylittesen, ami azt jelenti, hogy bar valéban nem biztos az, hogy Rudolf
megkapja az elégségest, de mégis nagyobb esélye van erre, minthogy elégtelent kapjon.

Karoly allitasanak masodik fele hamis volt, igy a teljes allitasat is hamisnak tekintjiik.

Ebben a feladatban — mint par méasik 6néllo feladatban — a tanuloknak sajatjuk-
ként kellett megadniuk a valaszt és az ahhoz csatolt indoklést. A korabbiakban leir-
tam, hogy mennyire fontos a térsas interakcio és kommunikacio az érvelés tanitasdban,
azonban Balacheff szerint a térsas interakcié bizonyos koriilmények kozott korlatozo
tényez6 lehet. Ugy gondolta, hogy a tanulok a sikervagyaik miatt nem feltétleniil ké-
pesek Gsszehangolni az egymasétol eltéré nézépontjaikat [1]. Ezek miatt a gondolatok
miatt az érvelési orai feladatok kozott szerepelnek 6nallo munkavégzést, illetve paros

munkat is igényls feladatok.

Orai feladat - 7.

Egy iskola egy osztalyaban a kovetkezé megéllapitasokat teszik a tanulok:

")7

1. Akos: Ha egy adatsokasag szorasa nulla, akkor minden adat nulla

2. FEleonora: Egy kisérlet utan a kapott adatsokasag terjedelme megadja az Gsszes

lehetséges kimenetel szamat!”

3. Kolos: ,Egy adatsokasig alsd kvartilisének és fels kvartilisének atlaga éppen a

median!”

4. Flora: Egy adatsokasag modusza egyben az adatsokasig atlagdhoz legkozelebb

4llo adat is!”

A parok egyik tagja értékelje a paros szamu allitasok helyességét, mig a masik a paratlan

szamuakat. Ezutan indokoljatok meg tarsatoknak az egyes megoldasaitokat !
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A hetedik orai feladatban mar attériink a statisztika témakorére a tanulokkal, ahol
is az adatsokasagokat jellemzd értékekrdl tanultunk. A tanuldk itt is a TPS-modszer
keretein beliil adhattak megoldasokat az allitasok helyességére, azonban az eddigi TPS-
modszeres feladatokkal ellentétben itt mar kiilonbozd allitasokkal foglalkoztak a tanu-
16k az 6nallé gondolkodési (Think) részben. A péarok két tagjanak tehat most kiilonb6z6
allitasokat kellett értékelnie, majd bemutatnia egymésnak, talalva az altala elemzett
allitas helyességérsl szold véleményét, illetve az ehhez tartoz6 indoklast. Miutan ez
megtortént, az eddig hallgatd tars reagal a parjatol hallottakra, elfogadja indoklasa

helyességét vagy sem és indokol.

A tanulok ebben a szakaszban mar teljesen megértették, hogy az érvelés magaba
foglalja az érvek kialakitasaban, kritizalasban val cserét és egytittmiikodést is, a Gila
Hanna &ltal irtaknak megfelelGen [4]. Bar az el6teszt — és kés6bb az azzal megegyezd
utoteszt és késleltetett utoteszt — feladatai kozott a tarsak nem szamithatnak egymasra,
de masokra ugyanugy kell reagalniuk, tarsas szituaciokban kell emberekre reflektalniuk,
véleményt formélniuk. Ha ezt hatékonyan tudjak megtenni, a fejlesztés eredményektdl

fiiggetlentil is célt ért.

A National Council of Teachers of Mathematics az 1980-2000 kozotti években ajan-
lasokat adott ki az iskolai matematikaoktatassal kapcsolatban, melyben egy {6 pontként
kiemelték, hogy a matematikai alapkészségek meghatarozasanak tul kell mutatniuk
azon, hogy csupén a szamitasi készségeket foglaljak magukba burkoltan. Ezen beliil
részajanlasok tértek ki a kommunikacios készségek elsajatitasara, illetve a logikus érve-
lés, informaciofeldolgozas és dontéshozatal folyamatainak alapvetének tekintésére [5].
A feladat tiikrozi ezeket a mai napig népszerti és jonak tartott elveket, fejleszti a diakok

kommunikacios- és érveléshez kothets készségeit egyarant.

A tanulok egyik legjobban vett akadalya volt ez a feladat, kiemelked6 munkamoral
volt jellemzd ennél a feladatnal, megérzésem szerint a rengeteg indoklasi-érvelési ta-
pasztalasuk okan. A tanulok javarésze érezte az allitasok szamszeri példakkal konnyti
vazolhatosagat, ebben az irdnyban pedig ellenpéldakat igyekeztek kredlni. Paran ugyan
nem igy indultak el, de mikor felvetiilt az ellenpélda kifejezés, szinte kivétel nélkiil min-
denki paros célba ért. ErezhetSen jobban reflektaltak egymas munkéira, megnyilvanu-
lasaira a parok, konstruktiv gondolatokat osztottak meg egymaéssal a megoldasokkal

kapcsolatban.
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Orai feladat - 8.

Alkossatok onéllban harom igaz és harom hamis allitast az alabbi képen lathato diag-

ramrol!
Olvassatok fel egymasnak felvaltva altalatok krealt allitdsokat a padtarsatokkal! A
masik félnek mindig ki kell taldlnia, hogy az adott allitds igaz vagy hamis, és meg is

kell indokolnia a valaszat!

Ertékelések a Larry cim(i filmrél

B

Gyakorisdg

Ertékelések a filmré|

A nyolcadik orai feladatban a parok tagjainak készakarva kell igaz és hamis allita-
sokat megadniuk a feladathoz mellékelt oszlopdiagramrol. A feladat remek miikodését
az biztositotta, hogy akarva akaratlanul is rendkiviil egyszeri allitdsokat adtak meg a
tanulok a diagrammal kapcsolatban, legyenek azok igazak vagy hamisak. A magatol
értetdddnek tiing allitasok helyességérdl talan nehezebb indokolniuk, hiszen a ,latszik,
egyértelmi” kifejezések jonnek ki a tapasztaltabb matematikaval foglalkozok szajabol
is. Ebben a feladatban most pontosan az jelentette a kihivést, hogy ezeket megindo-

koljak a tanulok, de hamar raéreztek ennek az izére is.

Orai feladat - 9.

Alkossatok 6nalloan harom igaz és harom hamis allitédst az alabbi képen lathato diag-

ramrol !
Olvassatok fel egymasnak felvaltva altalatok krealt allitdsokat a padtarsatokkal! A
mésik félnek mindig ki kell talalnia, hogy az adott allitas igaz vagy hamis, és meg is

kell indokolnia a valaszat!

A kilencedik orai feladat az el6z6 példank testvére, annyi kiilonbséggel, hogy az alta-
luk eddig ritkabban latott dobozdiagrammal kellett dolgozniuk. Kiilonbséget volt még,
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hogy kiemeltem a tanuloknak azt, hogy igyekezzenek kreativabb, nehezebb allitasokat
adni tarsuknak, hogy tobbet kelljen gondolkodnia annak logikai értékérsl. A didkok-
nak sikeriilt magasabb szintre emelni az allitasok megfogalmazasat, olyannyira, hogy
feladatra plusz id6t kellett adnom, mert valoban nagyobb kihivést jelents allitasokat

adtak egymasnak.

Orai feladat - 10.

Madeinorszag dorzsolt vezetGje, I1. Tihamér megjelenttette az alabbi diagramot a nem-
zeti Gjsagban, aminek folytan orszdganak — Parnalandia felé — csokkend tartozasarol
értekezett:

II. Tihamér: ,Ahogyan az abra is mutatja, az elmult 10 évben fokozatosan csokkent
Hazank Parnalandia felé valo tartozasa, ami a korabbi horribilis mértéki tartozashoz
képest idénre mar elenyészé mennyiségii! Ez is a rendszer hatékonysagat és sikerességét
mutatja!”

Madeinorszag lakojaként belst feladatodnak érzed az ilyen megnyilvanulédsok kritikus
elemzését. Vizsgald meg a diagramot és II. Tihamér allitasat! Igazat mondott vagy

hazudott az orszag vezetGje? Valaszodat indokold!

A tizedik orai feladat 6rajan a diagramok kritikus vizsgalatarol beszéltiink a tanulokkal,
tobb manipuléaciot is megvizsgaltunk a diagramok és statisztikai értékek tekintetében.
A diagramok kritikus vizsgélata, illetve azok manipuléacidja kerettantervi elem a sta-
tisztika témakorében [11].

Ez a konkrét feladat a diagram részeinek megjelenitését teszi célkeresztbe, onallo
feladat formajaban. A tanulok jelentGs részének probléméat okozott ez a feladat, ugy
tlint, még ha vildgos is a legtobbeknek, hogy miért kell kritikusan nézniink egy diag-
ramot, tovabba néztiink tobb nevezetes buktatot ezek esetén, nehezen tudjak atvinni

a diagramokrol megszerzett ismereteiket ezekbe a gyakorlati, életszert példakba.
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Madeinorszag tartozasa Parnalandianak (dollarban)

2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023

A megoldasra — kisebb segitségnytujtasok mellett — fokozatosan csaknem mindenki
rajott, konstatalva azt, hogy egy-egy kisebb valtoztatas, egy-egy kisebb hidnyossag a
diagramon mennyire mas jelentéseket adhat annak. Jelen esetben a diagram hianyzo
része a fliggbleges tengely maga, ami megadna nekiink, hogy mennyi is az a bizonyos
tartozas és milyen mértékben csokkent az. Egyes grafikonokon az y tengely értékei
gyakran nem 0-t6l indulnak. Igy példaul, ha az y tengely els6 beosztasa 9 egység, a
legfelsé pedig 10 egység, akkor alig csokkent az adossag, pedig a diagram oszlopai pont,

hogy ellenkezéleg, annak nagymérték csokkenését hitetik el.

2.3.3. Az utodteszt

A tanulok az utoteszt sordn az elGteszt feladatait oldottak meg ismételten. Az uto-
tesztre a Valoszintiségszamitas és Statisztika témakorét feldolgozo témazard dolgozat
utan kévetkezs oran keriilt sor, 2023. méjus 22-én (hétfén), 12:05-12:50 kozott, egy 45
perces tandra keretein beliil.

A tanulok az utéteszten — az elGteszthez képest — csendesen, kevés kérdéssel és gyor-
sabban dolgoztak. A vizsgélatom reményében ezekhez a tulajdonsagokhoz csatlakozott
a hatékonysag novekedése is, azonban ez majd csak a teszt elemzése sordn tudom meg.
Az utoteszt koriilményei megegyeznek az elGteszt koriillményeivel, pontosan ugyanab-
ban az éraban és napon irhattak meg a tanulok ezt a tesztet is, ugyancsak anonim

modon.

Az utoteszt célja annak a felmérése volt, hogy a célzott indoklast koézéppontba
helyez6 feladatmegoldésok, fejlesztések hatasara fejlédott-e a csoport tanuldinak 6nallo

indoklési- és érvelési képessége, az elGtesztben tapasztalt eredményekhez képest.
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2.3.4. A késleltetett utoteszt

A késleltetett utoteszt mar a kovetkezd tanévben zajlott le a tanuloknal, mikor mar nem
én tanitottam a csoportot. Ennek ideje 2023. oktober 2-a, hétfs, ugyanigy 12:05-12:50
kozott, ugyanannak a 45 perces tanéranak a keretein beliil, mint az el6- és utétesztben.

Az utoteszthez képest a tanulok zajosabban, zavartabban dolgoztak, az elGteszthez
képest azonban még mindig kevésbé hangosan. A tanulok ekkorra méar jol ismerték a
tesztet, hiszen harmadjara taldlkoztak vele, még ha nagyobb kihagyasokkal is.

A késleltetett utoteszt célja annak a felmérése volt, hogy a tanulok mennyire em-
lekeznek a jol bevalt indoklasi-érvelési sémakra, mennyire tudjék elShtizni az érakon
tanultakat és végsd soron, ha novekedett a hatékonysaguk az utoteszten, csokkent-e, s

mennyivel csokkent az indoklasi hatékonysaguk az eltelt id§ alatt.
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3. fejezet

A teszteredmények elemzése

3.1. A tesztek értékelésének modja

A tesztek értékelésekor minden egyes tesztfeladatra két pontot kaphattak a tanulok a
megoldésaik szerint, amibdl egy pont a feladat helyes megoldasara jart, mig egy pont
pedig a megoldéasuk helyes indoklasa alapjan volt megszerezhets. Az el6z6 fejezetben az
egyes bemutatott tesztfeladatok alatt részletezve van azok megoldésa is, azonban nem
csupan csak pontosan ezeket fogadtam el, hanem a f&bb lényegi részeket tartalmazo,
esetlegesen csonkabb indoklasokat is pontot érének tekintettem. Az adatokat tablazatba
rendeztem és statisztikai probaknak vetettem azokat alé. A statisztikai elemzést a JASP
(0.18.1.0) verzidjaban ([7].) végeztem.

3.2. Leir6 statisztikai jellemzés

A 3.1. tablazatban leir6 statisztikai jellemzést adtam az egyes tesztek egyes részeirdl.
Az elemzés soran kiilon fogok foglalkozni a megoldésokra, illetve az indoklasokra ka-
pott pontszamokkal, tovabba az utébbi kettst egy kalap ala vevd Gsszes pontszammal,
amelyet a tanulok elértek az el6teszten (00E), az utoteszten (01U) és a késleltetett uto-
teszten (002K). Az egyes teszteken Gsszesen 18 pont volt a maximalisan megszerezhetd,
ezekbdl 9 a megoldasokra, 9 pedig az indoklasokra.

Mindharom tesztet 28 tanul6 irta meg. Jol lathaté ebben a tablazatban, hogy az
atlagok azt mutatjak, amit el is varnank a mintatol, az elGteszt eredményei mind a
megoldési, mind az indoklési és igy az Osszes pontszam esetén is gyengébbek, mint az
utoteszté és késleltetett utoteszté, azonban a késleltetett utoteszt atlagai gyengébbek,
mint az utoteszt eredményei. Nyilvanvaléan ez még kevés ahhoz, hogy a tanitasi fo-
lyamatot sikeresnek konyveljem el, de kedvezd irdnyokat jelez el6 ez az adatcsoport.
Az atlagok szorasa az Osszes pontszamot tekintve kiegyensilyozottnak mondhato a

hérom teszt adatait vizsgalva, mig a megoldasi pontoknal a szoras egyre csokkent az
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el6teszttdl a késleltetett utotesztig haladva, addig az indoklasi pontokat tekintve épp
az el6tesztnél volt a legkisebb az eltérés. Ennek az oka az elGteszt gyenge atlaga, és
szerzett pontjainak kis terjedelme lehet.

A legmagasabb elért pontszamok az elGteszthez mindig stagnaltak vagy novekedtek
az utoteszten, majd a késleltetett utoteszten az el6z6hoz képest stagnaltak vagy csok-
kentek. Ezekhez képest az elért pontok terjedelme rendre csokkent vagy stagnalt az
utotesztre, majd névekedett onnan a késleltetett utétesztre. Lathato példaul, hogy —
az el6z6ekhez hiien — az Gsszes pontszamot tekintve az utoteszt leggyengébb eredménye
kozelitGleg megegyezik az elGtesztek atlagpontszamaval.

Erdekes még megemliteni, hogy a tanulok megoldési pontjai kézott minden teszten
volt maximalis, az indoklasi pontokat tekintve viszont egyetlen kilenc pontos eredmény

sem sziiletett.

Megoldas Indoklas Osszes

00E 01U 02K 00E 01U 02K 00E 01U 02K

Valid 28 28 28 28 28 28 28 28 28
Mean 4.893 6.500 6.071 2.143 4.000 3.357 7.036 10.500 9.429
Std. 2.006 1.478 1.331 1.297 1.587 1.569 2.899 2.560 2.501
Deviation

Minimum 1.000 4.000 3.000 0.000 2.000 1.000 3.000 7.000 5.000
Maximum 9.000 9.000 9.000 5.000 7.000 7.000 13.000 15.000 14.000

3.1. abra. Leir6 statisztika

3.3. Az Osszes pontszam oOsszehasonlitasa az elGteszt-

ben, az utétesztben és a késleltetett utotesztben

A statisztikai elemzést az Osszes pontszam vizsgalataval kezdem. Az adatokat elGszor
Levene-tesztnek (3.2. tablazat) vetettem ald, amellyel azt akartam megtudni, hogy
alkalmazhatok-e a mintara ANOVA-tesztet. A Levene-teszt azt vizsgalja, hogy az egyes
tesztek szorasi értékei kozott van-e szignifikans kiilonbség. Ha a szorasok tilsagosan el-
téréek, az befolyasolhatja az ANOVA-teszt eredményeit. Mivel p = 0,764 > 0,05, a
Levene-teszt szerint ANOVA-tesztet alkalmazhatok (3.3. tablazat), hiszen ez azt mu-

tatja, hogy a tesztek szordsai kozotti kiilonbségek valdszintileg véletlen eredmények.
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Osszes pontszam
Levene teszt:

Test for Equality of Variances (Levene's)

F df1 df2 p

0.271 2.000 81.000 0.764

p>0,05, ANOVA analizist alkalmazunk

3.2. abra. Levene-teszt - az Osszes pontszamra

A szamolt F statisztikai érték azt mutatja, hogy a csoportok kozotti valtozas milyen
mértékben tér el a véletlen variabilitastol. Az itt kapott 12,455 magas értéknek szamit, a
hozzé tartozo p < ,001 érték pedig alacsony. Az ANOVA-teszt ezek alapjan kimutatta,
hogy a tesztek kozotti kiilonbségek statisztikailag szignifikinsak voltak (F'(2, 81) =
= 12,455, p < ,001).

ANOVA - Osszes

Cases Sum of Squares df Mean Square F P
Teszt 176.167 2 88.083 12.455 <.001
Residuals 572.821 81 7.072

Note. Type lll Sum of Squares

3.3. abra. ANOVA-teszt az Osszes pontszamra

Az ANOVA-tesztbdl megtudtam, hogy a tesztek kozott szignifikins kiilonbség van,
viszont ebbdl nem tudtam meg, hogy pontosan mely tesztek kozott van ez a bizonyos
kiilonbség. A Post Hoc Comparisons — Tukey-Kramer — teszttel (3.4. tablazat) valaszt
kapok ezen kérdéses informacidkra. A teszt eredményei alapjan az elGteszt eredménye
szignifikansan kiilonbozik mind az utoteszt, mind a késleltetett utoteszt eredményétdl,
de az utoteszt és a késleltetett utoteszt eredményei k6zott nincs szignifikans kiilonbség,
mint azt a prykey értékei mutatjak is. A 3.5. dbran — ami a teszthez tartozik — a hibavonal

a standard errort jeloli.
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Post Hoc Comparisons - Teszt

Mean Difference SE t Ptukey
00E 01U -3.464 0.711 -4.874 <.001 ***
02K -2.393 0.711 -3.367 0.003 **

01U 02K 1.071 0.711 1.508 0.293

*p<.01,** p<.001

Note. P-value adjusted for comparing a family of 3

3.4. abra. Post Hoc Comparisons teszt - Gsszes pontszam

12 4
11 -
10 —

Osszes

| I
00E 01U

Teszt

|
02K

3.5. abra. Post Hoc Comparisons teszt - Gsszes pontszam

az el6tesztben, az utétesztben és a késleltetett uto-

tesztben
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3.4. A megoldasra kapott pontszam oOsszehasonlitasa

A megoldésokra kapott pontszamok vizsgalataval folytatom a tesztek analitikus elemzé-
sét. Ehhez el6szor ismét a Levene-teszthez (3.6. tablazat) nytltam a korabban mar leirt
okokbol. A megoldasokat tekintve a Levene-teszt alapjan nem alkalmazhatok ANOVA-
tesztet, mivel p = 0,030 < 0,05. Ezért a kévetkezs lépésben nem paraméteres Kruskal-
Wallis tesztet (3.7. tablazat) alkalmazok.

A Kruskal-Wallis teszt azt vizsgélja, hogy a — legalabb — harom fliggetlen teszt
kozott van-e statisztikailag szignifikins kiilonbség a rangsorolt értékeik alapjan. A
teszt azt mutatja, hogy a tesztek eredményei kozott szignifikans eltérés van (U(2)
= 10,608, p = 0,005).



A megoldasra kapott pontszam

Test for Equality of Variances (Levene's)

F df1 df2 P

3.661 2.000 81.000 0.030

3.6. abra. Levene-teszt a megoldasra kapott pontszamra

Kruskal-Wallis Test

Factor Statistic df o]

Teszt 10.608 2 0.005

3.7. abra. Kruskal-Wallis-teszt a megoldasra kapott pontszamra

A szignifikéns eltérésrél méar tudok, kérdés, hogy mely tesztek kozott jelent ez meg,
igy ismételten egy Post Hoc Comparisons tesztet alkalmazok, a Dunn-féle Post Hoc
Comparisons tesztet. Ezt a post hoc tesztet szokds alkalmazni Kruskal-Wallis tesztet
kovetGen, emiatt dontottem emellett. A paros Osszehasonlitas szignifikins kiilonbséget
mutat az elGteszt és az utdteszt, valamint az elGteszt és a késleltetett utoteszt eredmé-

nyei kozott.

Dunn's Post Hoc Comparisons - Teszt

Comparison z W, W; P
00E - 01U -3.177 31.018 51.339 0.001 **
00E - 02K -2.209 31.018 45.143 0.027 *
01U - 02K 0.969 51.339 45.143 0.333

*p<.05,*p<.01

3.8. dbra. Dunn’s Post Hoc Comparisons teszt - megoldasra kapott pontszam
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3.9. dbra. Dunn’s Post Hoc Comparisons teszt - megoldasra kapott pontszam

3.5. Az indoklasra kapott pontsziam oOsszehasonlitasa
az el6tesztben, az utotesztben és a késleltetett uto-

tesztben

Az el6z6eknek megfelelGen vizsgaltam az indoklasra kapott pontszamokat is az egyes
tesztek soran. A Levene-teszt (3.10. tablazat) eredménye alapjan, mivel p = 0,505 >
> 0,05, alkalmazhatok ANOVA-tesztet.

Assumption Checks

Test for Equality of Variances (Levene's)

F df1 df2 p

0.690 2.000 81.000 0.505

3.10. abra. Levene-teszt az indoklasra kapott pontszamra

Az indoklési pontszamokat vizsgalo ANOVA-teszt (3.11. tablazat) alapjan szignifi-
kéns kiilénbség van a tesztek kozott, am ismét meg kell vizsgédlnom, hogy mely tesztek
kozott van ez a kiilonbség, ehhez az 6sszes pontszam vizsgélatanak mintajara Post Hoc

Comparisons — Tukey-Kramer — tesztet alkalmazok.
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ANOVA - Indoklas

Cases Sum of Squares df Mean Square F ]

Teszt 49.810 2 24.905 11.216 <.001

Residual 179.857 81 2.220
s

Note. Type Ill Sum of Squares

3.11. abra. ANOVA-teszt az indoklasra kapott pontszamra

A tesztek Osszehasonlitdsa utan az elézéeknek megfelelé eredményt kaptam. Az
elGteszt és utoteszt eredménye kozott szignifikans eltérést mutat ugy, ahogy az el6teszt
és a késleltetett utoteszt eredménye kozott is. Az utoteszt és a késleltetett utoteszt

eredményei kozott nincs szignifikans kiilonbség.

Post Hoc Comparisons - Teszt

Mean Difference SE t Prukey
00E 01U -1.857 0.398 -4.663 <.001 ***
02K -1.214 0.398 -3.049 0.009 **
01U 02K 0.643 0.398 1.614 0.246

*p<.05,* p<.01,** p<.001

3.12. abra. Post Hoc Comparisons teszt - az indoklasra kapott pontszam

3.6. Hatasmeéret

Zéarasként megvizsgaltam az eredmények hatasméretét. Az elSteszt és az utodteszt ered-
ménye kozotti 6sszehasonlitas minden kategoridban szignifikans eltérést mutatott. Vizs-
galatunk szempontjabol ennek a kiilonbségnek az analizalasa volt a legf6bb célom, igy
ezen két teszt eredményeit Gsszevetettem T-probaval. A teszt az elSteszt és utoteszt
kozotti szignifikans eltéréshez kozepes hatasméretet mutatott. A 3.13. tablazat negativ
Cohen’s d értékei arra utalnak, hogy az elétesztben rendre gyengébbek az eredmények,
mig a hatasméret 0,2 és 0,5 kozé teheté mind a megoldésra kapott, mind az indok-
lasra kapott, mind az Osszes pontszam tekintetében, ez pedig kozepes hatasméretként

értelmezhetd.

Independent Samples T-Test

t df p Cohen'sd SE Cohen's d
Osszes -4.739 54 <.001 -1.267 0.316
Megoldas -3.413 54 0.001 -0.912 0.294
Indoklas -4.795 54 <.001 -1.281 0.317

Note. Student's t-test.

3.13. abra. Independent Samples T-test
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Osszegzés

El6zetes a tanuldim érvelési készségének fejlesztése volt. A témakor elsajatitasa soran
sikerként konyveltem el a tanulok kommunikaciojat egymaéssal, hiszen az érveléses orai
feladatok soran egyre hatékonyabban tudtak egyméssal diskurzust folytatni, illetve
egyre konnyebben fejezték ki gondolataikat az indoklas segitségével.

Az el6teszt kifejezetten gyengén sikeriilt a csoportnak, szinte varhatoéan gyengén is,
hiszen a statisztika és valoszintiségszamitas témakorében, tovabba az indoklas talajan is
tapasztalatlanabbak voltak még ekkor. A folyamatos fejlesztés hatasara szignifikinsan
javult a teljesitményiik a témazarot kovets — de attol fliggetlen — utotesztre. Egyértelmd
fejlédést mutattak be a didkok mind a feladatok megoldasaban, mind a megoldésaik
indoklasaban az utéteszt soran. Pozitiv tapasztalat volt még a vizsgéalat soran, hogy
a késleltetett utoteszthez érve, a tanulok teljesitménye nem romlott jelentGsen az uto-
teszthez képest, még itt is sokkal elfogadhatobb indoklésokat fogalmaztak meg, mint
az elGtesztben.

A jovébe mutatéan minden egyes matematikat oktaténak gondolkodnia kell az ér-
velési feladatok tanorakra bevitelén. Persze az el6z6 gondolatom nem a létjogosultsagat
kérdGjelezi meg ezeknek a feladatoknak a matematikaoktatas keretein beliil, hanem a
konkrét helyek és a konkrét alkalmak felfedezését szorgalmazza, ahol kivaléan tudjuk
fejleszteni a tanuléink ilyen iranyu készségeit. Az utolsé oérakon tapaszalt kommunikéci-
6s sokszintiséget és fejlédést hallva az jutott mindig eszembe, hogy nagyon megérte azt
az oranként 10-15 percet erre felhasznalni, hiszen ezzel, hogy jobban tudjak kifejezni
a gondolataikat a tanuldk, célzottabban tudnak segitséget kérni, illetve segitséget adni
is egymasnak, amikor arra van sziikség. Eszrevehets volt a szakmai nyelv erdteljesebb
megjelenése is — ami egyébként a csoportnal kevésbé volt jellemz6 —, ez pedig kétségki-
viil a rengeteg szobeli feladatmegoldasnak volt koszonhetd, hiszen ezek soran a didkok
kénytelenek voltak egész mondatokat megfogalmazni az egyes problémakrol.

Stylianides szeirnt a bizonyitasok — és érvelések — céljai kozé kell sorolnunk a ma-
gyarazatot, az igazolast, a hamisitast és az j tudas generélasat [17], ezt pedig meg kell
mutatnunk a tanuldéinknak is.

Végss gondolatként azt mondanam, hogy az érvelési készségek fejlesztése mindig
egy fontos feladata volt a matematikaoktatasnak, azt pedig nem szabad hagynia a ma-

tematikatanéri tarsadalomnak, hogy kikopjon az évek sorén a tanitési gyakorlatunkbol.
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Ezt a gondolatot pedig az érvelésfejlesztés a béséges jotékony hatasaval indokolja meg

nekiink.
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Mellékletek

Orai feladat - 1.

Adj meg 6nalléan egy elemi eseményt, illetve egy eseményt — ami nem elemi esemény

— a kovetkez6 kisérletekkel kapcsolatban:

1. Szabalyos dobokocka dobasa.
2. Erme feldobasa.
3. Lap huzéasa egy francia kartyapaklibol.

4. Nyer6 szamok kisorsolasa 6toslottoban.

Beszéljétek meg a padtarsotokkal az altalatok megadott elemi eseményeket és esemé-
nyeket! Véleményezzétek indoklassal, a parotok megoldasait, hogy szerintetek miért

helyesek, vagy épp miért helytelenek!

Orai feladat - 2.

Szabalyos dobokockéval dobunk. Az alabbi eseményrendszerek koziil melyik alkot erre

tekintve teljes eseményrendszert? Vélaszodat indokold!
L A=A{1} B={2}; C={3}; D={4}; E={5}; F=A{6}
2. A={1; 3; 4}; B=1{2; 6}
3. A={1; 2; 6}; B={5}; C=1{2; 3; 4}

4. A={1; 6}; B={2; 4}; C={3; 5}
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Orai feladat - 3.

Egy iskola egy osztalyaban a kovetkez6é megéllapitasokat teszik a tanulok:

1. Klaudia: ,Dobtam harmincszor a dobokockéval, de egyszer sem kaptam 6-ost,
igy a relativ gyakorisidga a 6-os dobésanak 0. Ez azt jelenti, hogy ez lehetetlen

esemény !”

2. Viktor: ;Huaztam egy lapot a francia kartya paklibol, majd visszatettem és meg-
ismételtem ezt 100-szor. A kisérlet soran feljegyeztem, hogy hényszor kaptam
treffet, pikket, karot és kért, majd elosztottam az egyes szamokat 100-zal. Az

értékek, amiket kaptam, az egyes események relativ gyakorisidgai a kisérletben.”

3. Ferenc: ,Feldobtam 45-szor ezt a 20 forintost, 30-szor fejet kaptam, 15-szor pedig

irast. Ez azt jelenti, hogy fejet nagyobb eséllyel tudok dobni ezzel az érmével!”

Ertékeljétek 6nalloan az allitasok helyességét, indokoljatok meg azt, majd beszéljétek

meg a parotokkal azokat!

Orai feladat - 4.

Kihivnak minket egy jatékra. Van két kocka, amit megszédmoztak 1-t61 12-ig terjedd
szamokkal ugy, hogy az egyikre az 1, 3, 5, 7, 9, 11 szamokat, a méasikra pedig a 2, 4, 6,
8, 10, 12-t irtak.

A jaték elstt valasztanunk kell egy kockat. A jaték soran mindkét jatékos dob egyet
a sajat kockajaval és az nyer, aki a nagyobb szamot dobja. Melyik kockat valasszuk,

hogy nagyobb esélyiink legyen a gy6zelemre? Valaszodat indokold!

Orai feladat - 5.

A kovetkez6 kockajatékot ketten jatsszak. Az egyik a jatékos, a masik pedig a bank.
A jatékosnak roppant egyszert dolga van: eldonti, hogy mekkora pénzosszeget akar
kockéztatni, majd kap egy szabalyos dobokockat, amivel négyszer dob.

Ha sikeriil elkeriilnie azt, hogy 6-ost dobjon, akkor visszakapja a pénzének a duplajat,
ha viszont a dobott szamok kozott akar csak egy 6-is is szerepel, akkor elvesziti a
pénzét.

Megéri-e jatszania a jatékosnak? Valaszodat indokold!
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Orai feladat - 6.

Rudolf egy teszt jellegii dolgozatot ir biologiabdl a kivetkezd tanitasi napon, ami 10
kérdésbdl fog allni és minden kérdésnél 4 vélaszlehetdség koziil kell kivalasztania az
egyetlen helyes valaszt. A dolgozaton 5 helyes vélasztol jar legalabb kettes osztélyzat
a tanuloknak.

Az dolgozat elGtti utolsod bioldgia 6ra végén Rudolf meglatta a Tandrnd holnapi dolgo-
zathoz készitett megoldokulcsédnak bal alsé sarkan a kovetkezdt: ,,8. D, 9. A, 10. B”.
Rudolf gy vette, hogy harom helyes valasza mar biztosan van, igy mar nem is tanul a

dolgozatra, a tobbi 7 kérdésre tippelve ad majd valaszt, tovabbé kijelentette:
Rudolf: gy biztosan at fogok menni tanulas nélkiil is!”

Rudolf az egyik osztalytarsanak Karolynak is elmondta az el6zd informacioit, amire

igy reagélt Karoly:

Kadroly: Egyaltalan nem biztos, hogy meglesz igy a kettes! S6t, szerintem még igy is

nagyobb esély van arra, hogy egyest kapsz, minthogy legalabb kettest!”

Mi a logikai értéke Rudolf és Kéroly allitasanak? Valaszodat indokold!

Orai feladat - 7.

Egy iskola egy osztalyaban a kovetkezé megéllapitasokat teszik a tanulok:
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1. Akos: Ha egy adatsokasag szoérasa nulla, akkor minden adat nulla

2. FEleonora: Egy kisérlet utan a kapott adatsokasag terjedelme megadja az Gsszes

lehetséges kimenetel szamat!”

3. Kolos: ,Egy adatsokasig alsd kvartilisének és fels6 kvartilisének atlaga éppen a

median!”

4. Flora: Egy adatsokasag modusza egyben az adatsokasig atlagdhoz legkozelebb

4llo adat is!”

A parok egyik tagja értékelje a paros szamu allitasok helyességét, mig a méasik a paratlan

szamuakat. Ezutan indokoljatok meg tarsatoknak az egyes megoldasaitokat !
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Orai feladat - 8.

Alkossatok onélldan harom igaz és harom hamis allitast az alabbi képen lathato diag-
ramrol!

Olvassatok fel egymasnak felvaltva altalatok krealt allitdsokat a padtarsatokkal! A
masik félnek mindig ki kell talalnia, hogy az adott allitds igaz vagy hamis, és meg is

kell indokolnia a valaszat!

Ertékelések a Larry cim(i filmrél

Ertékelések a filmré|

Orai feladat - 9.

Alkossatok onéllban harom igaz és harom hamis allitast az alabbi képen lathato diag-
ramrol !

Olvassatok fel egymasnak felvaltva altalatok krealt allitdsokat a padtarsatokkal! A
mésik félnek mindig ki kell talalnia, hogy az adott allitds igaz vagy hamis, és meg is

kell indokolnia a valaszat!

Kutydk szama a Tealapat varmegyei menhelyeken
20

: T

16 | |

14 I |

12

o N B O 0
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Orai feladat - 10.

Madeinorszag dorzsolt vezetGje, I1. Tihamér megjelenttette az alabbi diagramot a nem-
zeti djsagban, aminek folytan orsziganak — Parnalandia felé — csokkend tartozasarol
értekezett:

II. Tihamér: ,Ahogyan az abra is mutatja, az elmult 10 évben fokozatosan csokkent
Hazank Parnalandia felé valo tartozasa, ami a korabbi horribilis mértéki tartozashoz
képest idénre mar elenyészé mennyiségii! Ez is a rendszer hatékonysagat és sikerességét
mutatja!”

Madeinorszag lakdjaként belsé feladatodnak érzed az ilyen megnyilvanulasok kritikus
elemzését. Vizsgald meg a diagramot és II. Tihamér allitasat! Igazat mondott vagy

hazudott az orszag vezetGje? Valaszodat indokold!

Madeinorszag tartozasa Parnalandianak (dollarban)

2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023
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Tesztfeladat - 1.
Dontsd el az alabbi allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Véalaszodat indokold!

Eleondra: ,Feldobtam ezt az 50 forintost mér 12-szer, de mindig iras lett! Mivel az
el6z6 dobasaim mind igy sikeriiltek, a kdvetkezs feldobasom utan most mar biztosan

fejet fogok kapni!”

Tesztfeladat - 2.
Déntsd el az alabbi allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszodat indokold!

Ferenc: Jtt van ez a 10 kérdéses teszt, mindenhol harom vélaszlehet6ség van. Ugyis
mindegy, hogy tanultam-e! Ha véletlenszertien kitoltém, tgyis meglesz az 5 helyes
valaszért jaro kettes. Ennyi az egész, vagy atmegyek vagy nem, szoval 50% esélyem

van atmenni ugy, hogy véletlenszert valaszokkal toltom ki a tesztet.”

Tesztfeladat - 3.
Dontsd el az alabbi allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Véalaszodat indokold!

Jozsef: Eddig a félévben szereztem hat darab 5-6st matekbol. Tanar Ur azt mondta,
hogy atlag alapjan kapjuk a jegyet és 4,5-t61 méar 6tost ad. Ez azt jelenti, hogy az utols6

dolgozaton barmit is irok, tgyis 6tos leszek, hiszen mér igy is rengeteg 6tost irtam!”
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Tesztfeladat - 4.

Az alabbi szituacioban allitanak valamit a torténet fészereplGjének, Kornélnak. Dontsd

el Kornél indoklasarol, hogy helyes vagy helytelen! Valaszodat indokold!

Szitudcio: Az iskolaban a hagyomanyos naplorol elektronikus naplora allnak at. A régi
naplobol at kell vezetni az osztalyzatokat az 1j, elektronikus naploba. Irodalombol a
régi naploban szerepel Kornélnal egy 3/4 osztalyzat (ennek a jelentése tulajdonképpen

egy 3,5-es osztéalyzat), azonban a rendszer ezt nem ismeri.
A tandr dllitasa: Beirok akkor egy 3-ast és egy 4-est, hiszen ezek atlaga is épp 3,5.

Kornél véleménye és indokldsa: Eddig hdrom 6t0s6m van az évben. Ha egy 3-ast és
egy 4-est ir be nekem, az rosszabb az atlagom szempontjabol, mintha 3,5-et kapnék, de
még annal is rosszabb, mintha csak egy 3-ast kapnék, hiszen a 3-as és 4-es beirasaval

olyan, mintha kétszer is megkaptam volna a 3,5-es jegyet!

Tesztfeladat - 5.

Az aldbbi szituacioban allitanak valamit a torténet f6szereplgjének, Orsolyanak. Dontsd

el Orsolya indoklasarol, hogy helyes vagy helytelen! Valaszodat indokold!

Szitudcid: Allasinterjun vagy, miutan egy jo baratod a cégbdl allast ajanlott neked egy
kavézas soran a cégiiknél. Eppen a fizetésed emelkedésérsl beszél a cég egy embere, aki

nagyon szeretné, hogy elfogadd az allasajanlatukat.

A cég emberének dllitdsa: Nézd ezt a diagramot, nalunk exponencialisan névekedhet
a fizetésed! A vizszintes tengelyen a cégnél eltoltott éveket lathatod. Ilyen fizetésbeli

emelkedést sehol méashol nem tudnak igérni!

Orsolya véleménye és indokldsa: Ez tényleg hihetetlen, eleinte még nem tiinik olyan
soknak a pénz, de mivel egyre magasabbak az oszlopdiagram oszlopai, par év mulva

mar nagyon sok pénzt kereshetek ennél a cégnél!
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A fizetésed emelkedése

0 2 4 6 8 10 12

Tesztfeladat - 6.

Az alabbi szituacioban allitanak valamit a torténet foszereplGjének, Adamnak. Dontsd

el Adam indoklasarol, hogy helyes vagy helytelen! Valaszodat indokold!

Szitudcio: Budapesten vagy a Keleti palyaudvaron és megpillantasz egy szerencsejaté-

kozo furfangos embert: Gyuri bacsit, aki jatékra invitéal téged.

Gyuri bdcsi dllitdsa: Gyere fiam! Itt olyan jatékot jatszhatsz, ahol egyenld eséllyel
indulunk! Itt egy szabalyos dobdkocka, illetve egy 20 forintos érme, de egyik sincs
am megbuherélva! Egy korben te egyszer dobsz a dobokockaval, én meg haromszor az
érmével. Te akkor nyersz meg egy kort, ha a korén beliil 4-est dobsz a dobdkockéval,
én meg akkor, ha mindharom érmefeldobas ugyanazt kapom, de mindegy, hogy ez
fej vagy iras, csak ugyanolyannak kell lennie! Ha egyikiinknek sem jon be vagy épp
mindketténknek, akkor egyikiink sem nyer a korben. Erthets ez? Na, aki elsbb szerez

5 gy6zelmet, az kap a méasiktol 10000 forintot !

Addm véleménye és indokldsa: Jatszok! Tényleg egyenls eséllyel jatszunk, hiszen én 6
félét tudok dobni a kockéval, & is 3-2-t hiszen mindharom feldobasanal kétfélét dobhat.

Meg amugy is, nekem csak egy jot kell dobnom, neki meg harmat!

Tesztfeladat - 7.

Mennyi az esélye, hogy két dobokockat feldobva két paros vagy két paratlan szamot
dobunk ? Véalaszodat indokold!
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Tesztfeladat - 8.

A tanar dontési lehetséget ad Karolynak, hogy matematikibol ¢ donthesse el, hogy
milyen érték alapjan kapja a végsd jegyét a bizonyitvanyaba. Donthet a jegyei modusza,
medidnja, vagy atlaga mellett. Mit javasolsz, melyiket valassza Kéroly, ha a célja a

lehet legjobb jegyet kapni matematikabol? Valaszodat indokold!

Karoly jegyei: 1, 1, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5.

Tesztfeladat - 9.

Jankanak és osztalyanak egy totot ad fel a tanaruk matek 6ran, amikor is a kdvetkezd
a feladat:

,I. Tippeld meg a kovetkezs kisérletben a k értékét!

Feldobunk &t darab dobodkockat, majd megszamoljuk, hogy hényon sikeriilt 6-ost dob-

nunk! Ez a szam lesz a k.”

a) k<9
b) 9 <k <18
c) 18 <k

Segits megtalalni Jankdnak a legvaldszintibb lehetdséget, hogy nagyobb esélye legyen a

taldlatra a totén!
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