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Bevezetés

A matematika ma mar sokszor az informatika eszkozeit veszi igénybe a szamitasokhoz,
mivel a szamitégépek sokkal gyorsabban képesek kiszamitani az eredményeket, foleg
akkor, ha csoportalgebrardl van sz6. Am az elmult években voltak problémék, amit
az eddig hasznélt szoftver, a GAP (Groups, Algorithms, Programming) mér nem tu-
dott minden probléméra eredményeket szolgaltatni, még szuperszamitoégép hasznalata
mellett sem. Ezért mi az egyik ilyen problémara csindltunk egy specializalt szoftvert,
mely képes kiszamitani a 1024-ed rend Diédercsoportbdl alkotott félcsoport egység-
csoporjanak feloldéasi hosszat, és akar képes lehet ennél magasabb rendii csoportoknal

is.



1. fejezet

Nem kommutativ csoport
feloldhat6 hossza

1.1. Csoportalgebrai alapfogalmak

A kovetkezOkben bemutatjuk azokat az alapvetd csoportalgebrai fogalmakat, melyek a

1.1. Definicid. Félcsoport: az olyan (G| -) egymiiveletes algebrai struktirdkat, ahol G
tetszoleges nemiires halmaz, - pedig egy asszociativ miivelet, félcsoportnak nevezziik.
Példa: Természetes szamok halmaza az Osszeadasra vagy a szorzasra

1.2. Definicié. Csoport: A (G;-) egymiiveletes algebrai struktira, ahol a - mivelet
asszociativ, a G halmazon beliil van neutrélis elem, illetve minden G halmazon beliili
elemnek van - miiveletre értelmezett inverze, csoportnak nevezziik. Ha a miivelet ezek

mellett kommutativ is, akkor a csoportot Abel-csoportokhoz soroljiik.
Példa: Egész szamok halmaza az Osszeadasra

1.3. Definicié. Gyfirti: A (R;+,-) kétvaltozds algebrai struktira, ahol (R;+) Abel-
csoport, (R;-) pedig félcsoport, és a két miivelet egymésra disztributiv, gytiriinek ne-

vezziik.
Példa: Egész szamok halmaza az Osszeadasra és szorzasra nézve

1.4. Definicid. Test: A (R;+,-) kétvaltozds algebrai struktura, ahol (R;+) és (R;-)

Abel-csoportok, emellett a két miivelet egymadsra disztributiv, testnek nevezziik.

Val6s szamok halmaza majdnem teljesen megfelel ennek, de 0-val nem lehet osztani.

1.2. Diédercsoportok feloldhaté hossza
Ebben a részben megismerkediink a Diédercsoport és a feloldas fogalmaval
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1.1. abra. D¢ vizualis reprezentacioja

1.2.1. Diédercsoport

Egy csoportot Diédercsoportnak neveziink, ha az egy szabalyos sokszog 6nmagaba képe-
z6 egybevagosagai alkotnak. Az n-oldalu szabélyos sokszoghoz tartozd Diédercsoportot
Dy,-nel jeloljik. Ebben a csoportban a-val jeloljik a 27” szoggel valo forgatast, és b-vel
a tengelyes tiikrozést. Minket ezekbdl a csoportokbdl azok érdekelnek, ahol 2™ darab
elem van.

Példa: Tekintsiik a Dg = {a,b : a* = 1,b*> = 1,ba = ab) = {1,a,a?, a®b, ab, a®b,a’b}
8-adrendii diédercsoportot. Ha a fenti elemek koziil barmely két elemet Osszeszorozzuk,
akkor az eredmény szintén a fenti halmaz eleme lesz. Pl : ab-a*b = abaaab = aa®*baab =

= aa’a’bab = aa*a?a®bb = a'°h? = a2

1.2.2. Feloldas

Legyen G csoport a szorzasra nem-kommutativan értelmezve, ekkor kiszamithaté a
kommutdtor, amit (a, b) := a~tb—1ab-vel jeloliink, ahol a,b € G. A G csoport kommu-
tatoraibdl képezett G’ = ((a,b) : a,b € G) csoportot a G kommutétor-részcsoportjanak
nevezzitk. Hasonlé médon rekurzivan definidlhaték a G”, G®), ... csoportok, melyek
egymas részcsoportjai. A G csoport feloldhaté, ha létezik olyan n € N, melyre G™ =
= {1}. Ekkor a legkisebb ilyen n-et a G csoport feloldhaté hosszanak nevezziik, jele:
dl(G).

Vizsgaljuk meg a Dg diédercsoport kommutdtorat: (a,b) = a 'b~'ab = a’bab =
= aaaaaabb = a®. Ha ezt minden kombindciéra megcsindljuk, akkor megkapjuk, hogy
D} =1,a?% és DY = 1, vagyis di(Dg) = 2

A Dsn diédercsoportot az alabbiak szerint definidljuk:

Don = {a,b: =1, =1,ba = a1b) = {1,a,a? a7 b, ab, ab, ...,azn_l_lb}
Az elsé kommutator-részcsoportja:

Dy, ={1,a%a*, ..., a*" 72, a*" 1}

A maésodik kommutator-részcsoportja: Djy, = {1}

Ezek alapjan Dan feloldhatd, és di(Dan = 2.



1.2.3. Osszeadas és FyDyn csoport

Tekintsitk a F, = ({0,1}; 4+, ) kételemii testet, amit Osszevonnunk a Dyn csoporttal,
majd az igy létrejott groupid-nak vessziik a szorzas miiveletre vett egységcsoportjat,
vagyis az Osszes diédercsoport 6sszeg-kombinacioit tartalmazo félcsoportot, amibdl azo-
kat az elemeket tartjuk meg, amiknek van inverze a szorzas miiveletre. Az igy 1étrejott
csoportot FyDaon-nel jeloljiik. Ennek a feloldasi hosszat a korabban emlitett GAP n <
< 9-ig szamitotta ki, &m az F5Dqge4 csoportnak méar nem tudta megéllapitani.

Ezzel ugyan még nem lenne probléma, a egy sorozatot kovetne a feloldéasi hossz, viszont
nem az, mivel dl(FyD35) = dli(FyDgq) = 4, mig a t6bbinél az el6z6hoz képest 1-gyel
novekedett. Azota meg lett allapitva, hogy maximum 1-gyel névekedhet, és emellett

nem lehet kevesebb, mint az el6z6.



2. fejezet
Szamitogéppel segitett szamitas

A szamitogépek megkonnyitik a szamitast mar a holdraszallas 6ta, mivel sokkal gyor-
sabban tudnak szamolni, mint az emberek, és sokkal pontosabban is. Mint korabban
emlitettem, a GAP is erre szolgal, viszont mar egyes részei nem tokéletesek. Sejtéseink
szerint az [y Dyga4-es csoportnak a feloldasi hosszat amiatt nem tudja kiszamitani, mert
til sok adatot akar eltarolni (2'9%* darab eleme van a csoportnak), és ezekbdl akarja
kiszamolni a teljes csoport feloldasi hosszat. A mi 6tletiink az, hogy mi csak részcso-
portjainak a feloldasi hosszat szamoljuk ki, mivel a csoport feloldasi hossza nem lehet

kisebb, mint barmely részcsoportjanak feloldasi hossza.

2.1. Megoldasi tervek

2.1.1. 3 elemii részcsoportok

Vesziink 3 elemet, parossaval vessziik a kommutatorokat, majd azokat is ugyanigy vizs-
galjuk. Ezt addig folytatjuk, amig mindharom elem nem lesz az egységelem, vagyis 1.
Ezt kétféleképpen csinaljuk, az elemek sorrendben vald vizsgalasaval és random elemek

kivalasztasaval. Ennek a modszernek folyamatabraja a 2.1.-es abran lathaté.

2.1.2. 2™~ ! elemii részcsoportok

m = varhat6 feloldasi hossz (el6z6hoz képest +1). Ennél parossaval kiszamoljuk a
kommutatorokat, majd azoknak is, amig 1 elem nem marad. Ekkor ezt az elemet meg-
vizsgaljuk, és ha ez 1, akkor a feloldasi hossz ezen részcsoporta m—1, ha nem az, hanem
a csoport egy eleme, akkor m, és ekkor a programmal meg is talaltuk, mi a feloldasi

hossz. Ennek a mdédszernek a folyamatabraja a 2.2.-es abran lathato.
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2.1. abra.

[ Modszer2(elemek: F,D,n ] m: vért eredmény
tomb; ered:egész)

Ujelemek:=elemek

kommutatora parossaval

ujelemek 1
elem(?

return Modszer2(ljelemek) ]

return ered return ered+1

2.2. abra.

2.2. Parhozamositas, elosztott rendszerek

A péarhuzamositas az a folyamat, amikor egy feladatot tobb munkavégzo is megoszt, és
ez nincs is mashogy a programokndl se. A programokat két szinten lehet parhuzamosi-
tani, az egyik a processzoron beliili, amikor a processzor magjai kozott osztjuk meg, a
masik hogy a processzor és a videdkartya kozott osztjuk meg, utobbi eset azért elényos,
mert a videdkartya szamitoképessége sokkal nagyobb, mint a processzoré. Ezeken beliil
még a program felosztasanak mélységét is tekintjiik, ez lehet bitszintii, utasitasszin-
tl, adat- és feladatparhuzamositas. Mi ezek koziil jelenleg a processzoron beliili, adat-
és feladatparhuzamositast alkalmazzuk programunkban, de tervek szerint ez tovabb

fejleszthetd

2.3. Szuperszamitégépek alkalmazasa

A szuperszamitogépeket sokszor hasznaljak szamitasok elvégzésére, ugyan ma mar in-

kabb fizikai és bioldgiai kutatasoknal kérik a segitségét, de ezen esetekben is mate-



matikai szamitasokra hasznaljak elsésorban. Ezen eszkozok a személyi szamitogépek
alatt képes elvégezni ugyanazokat a szamitasokat, ami a mi esetiinkben kell is, mi-
vel ahhoz, hogy csak kis részét a szamitdsoknak elvégezziik (1000 eset) minimum egy
honap kéne, de a Komondor szuperszamitégépen, amit terveziink hasznalni, kevesebb
mint 0,1 masodperc kell. Késébb ezt meg is mutatom, hogyan jott ki ez az id6igény.

Korabban a GAP szoftvert is futtatak ugyanerre a kérdéskorre egy szuperszamitdgé-
pen, &m nem adott ki eredményt ennél a csoportnal. Sejtéseink szerint a teljes FyDigo4

1023
22

csoportot akarta betolteni, ami til sok adatnak bizonyult ( elem), &m a mi prog-

ramuk futas kozben generdlja az elemeket, és torli azokat, amiket mar nem hasznal



3. fejezet

Nem kommutativ csoport
feloldhaté hosszanak kiszamitasara

implementalt algoritmusok

Megismerkediink a program azon részeivel, melyek elvégzik szamunkra a feladatot

3.1. Diédercsoport megvaldsitasa

A csoport tagjait mint osztalyt hoztuk létre, ezek két mez6vel rendelkeznek, a-val
és b-vel, a korabban emlitett forgatas és titkrozés jelolésére. Az osztalyon belill még
definidlunk 2 miveletet, az inverzet (3.1. dbra) és a szorzast (3.2. dbra). Ezen kiviil
létrehoztunk egy konténerosztalyt, ami csak arra van, hogy egy diédercsoport 6sszes
elemét tarolja. Mivel a csoportok, amivel még jelenleg dolgozunk, nem tul nagyok, ezért

ezek tarolasa minimalis tarhelyet vesz igénybe.

3.2. 5Dy csoport megvaldsitasa

Ennél a csoportnal egy lista tartalmazza az adott elem diédercsoportbeli elemeit, és egy
elem ezen elemek Osszege. Itt is az inverzet (3.3. dbra) és a szorzast, el6bbi az dltala-
nos csoportalgebrai inverzszamitas szabdlyait koveti, mig utébbi megszorozza minden

elemét a mésik minden elemével, és azoknak az 6sszegét adja eredménytil.

3.3. Futasi eredmények

Az eddigi futdsoknal, ahol nem tul sok esetet vizsgaltunk (koriilbelil 40 esetet) maxi-

mum 7-et adott ki eredménytil a feloldasi hosszra az adott részcsoportokra.
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L@L'-Jm,%ﬁjli]

[ rend

—self.
return a2 Sefa]

3.1. abra.

[ Szorzas(self, other: Dyn) ]

¥
a:=self.a;

b:=self.11+other. b

Nem Igen
a+=other.a — a+=other.a*(rend/2-1)

a%=rend/2

3.2. 4bra.
3.4. Futasi idoO kiszamitasa

Langrange interpolacio segitségével egy kozelité ivet tudunk kapni az idokre. Mivel
ugyanigy 1000 esetet vizsgaltunk a lentebbi dbrakon (3.4. dbra és 3.5. dbra), az id§ és
a diédercsoport rendjének fiiggvényében kiszamithato, hogy ugyanennyi eset kiszamita-
sara a laptopon, amin a program futott, koriilbeliil mennyi id6 kéne nagyobb csoportok
esetén, és igy jott ki a fentebb emlitett 32 nap az elsé modszernél, és 722 nap a ma-
sodik modszernél. Ezeket az idoket utdana megszorozzuk a laptopom és a Komondor
szuperszamitogép szamitasi erejének aranyaval, igy jottek ki a varhaté idok, ami az

els6 modszernél 0,1 masodperc, a masodiknal pedig 2,1 méasodperc

11



[ Inverz(self) ]

¥

| szorzat:=self |
¥

| Osszeg:=1 |

| Osszeg*=szorzat |
¥

| szorzat*=szorzat |

~ Nem
return Osszeg

3.3. abra.
1. modszer
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Rendek
3.4. abra.

3.5. Hatralévo kisérletek

Ugyan a program kész van, de még a futtatasok a fentebb emlitett hosszii szamitasi
id6 miatt nem végezhetoek el teljesen. Egyik opciénk a mar emlitett szuperszamitogép
hasznalata, am elore sejthetd, hogy azon is sokaig futna a program, ezért van még egy
lehetoséglink, miszerint egy magasabb rend{i, mi esetiinkben az F5Dygyg-as csoporton
is megnézni néhany esetre a feloldas hosszat. Ez utébbi azért miikodhet, mert ha be
tudjuk bizonyitani, hogy ennél a magasabb elemszamu csoportndl 9 a feloldas hossza,
akkor tudjuk azt is, hogy az altalunk vizsgalt csoportnal 8-nak kell lennie, mivel mindig

legfeljebb 1-gyel lehet magasabb a feloldasi hossz az el6zénél a 2" elemii Diédercsopor-
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2. modszer

30000

25000 4

20000 4

15000 1

10000 4

Elvégzési idd masodpercben

5000 4

8 16 2 64 128
Rendek

3.5. abra.

toknal.
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Osszegzés

A Diédercsoport egy egyszeriien megfoghat6, am algebrailag annal bonyolultabb cso-
port, ahol mi az egyik ebbdl alkotott egységcsoportot vizsgaltuk, és kerestiik az eddig
ismeretlen feloldasi hosszat, parhuzamositast alkalmazva a programunkban. A prog-
ramot az elejétdl épitettiik fel, a korabbi modszerek és diédercsoport-megvaldsitasok
kédjainak felhasznalasa nélkiil, és egy, barmely F,Dyn tipusi csoportra hasznalhato
programot hoztunk létre, G4j és kiprobalt mdédszerek keverékével. Ezt a programot par-
huzamositottuk, igy a médszerek egymas mellett tobbszor is lefutnak. A kozeljovoben
lefutatjuk szuperszamitégépen is, és ha ez nem jon 6ssze, akkor az FbDogyg-as csoport-
nak nézzilkk meg a lehetséges feloldasi hosszat.

Link a kédhoz (nem kerill médositéasra a dolgozat leaddsa utédn): https://github.
com/Downbag/DiederCsoportFeloldas
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