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1. fejezet

Bevezetés

Roy Kerr dj-zélandi fizikus az Einstein-egyenlet egy tjabb fekete lyukat tartalmazo
megolddsdra bukkant 1963-ban [1]. Dolgozatom célja a Kerr-téridével kapcsolatos
alapveto ismeretek dttekintése és Osszegzése.

A 2. fejezet az ellipszoid koordinédtak fontosabb tulajdonsagait vizsgdlja stk téridoben,
amely segiti a Kerr-térido egyik leggyakrabban hasznalt koordindtazdsanak megértését.
A 3. fejezet egy megolddsi médszert mutat be, amellyel az Einstein-egyenletbdl a
megfeleld feltételek mellett a Kerr-metrika megkaphat6, valamint diszkutélja az ered-
ményt, pontosabban annak unicitdsat. A 4. fejezetben a Kerr fekete lyuk szerkezete
keriil bemutatdsra, annak fontosabb, specidlis tulajdonsdgokkal rendelkezé részei és
régidi, valamint az a folyamat is, amellyel energidt lehet kinyerni a fekete lyukbdl. Az
5. fejezet azt targyalja, hogy hogyan lehet a megfelelé koordindtédk haszndlataval a
koordindtaszingularitdsokat kikiiszobolni, és dbrézolni a Kerr-térido teljes kauzalis sz-
erkezetét oly médon, hogy elférjen egy papirlapon. A 6. fejezet kitekint az elméleti
fizika hatdrain tilra is, bemutatva az elmilt évtized egy igen nagy jelentoségii csil-
lagédszati eredményét: két szupermassziv fekete lyukrol késziilt fényképet, és azt, hogy
a felvételek mit drulnak el réluk. A 7. fejezetben a jelenleg aktiv kutatdasomnak az els6
1épéseit ismertetem, melynek fokuszdban egy gorbiilt, 3 4+ 1 felbontédsu téridoben alka-
Imazhat6 elektroméagneses formalizmus all. Sergei Komissarov [22] forrdsban megjelslt
publikicidjat veszem alapul, a cikkben 1év6 szdmoldsokat reprodukdlom, és alkalmazom
Kerr-téridore.

Dolgozatomban —-+++4 szignatirat és geometriai mértékegységrendszert hasznalok,
azaz a fény vidkuumbeli terjedési sebességét és a gravitdcios dllandot egységnyinek
valasztom (¢ = G = 1). A latin indexek téridé-, a gorog indexek pedig térindexek, azaz
az elébbiek a {0, 1,2, 3} halmazon, az utébbiak az {1,2, 3} halmazon futnak végig.



2. fejezet

Minkowski-térido ellipszoid

koordinatakban

Egy sik téridét az n,, =diag(—1,1,1,1) Minkowski-metrika jellemez. A Descartes-

koordinatdkban kifejezett, ds? = n,,dz*dz® médon képzett fvelemnégyzet
ds® = —dt* + da* + dy® + d2? (2.1)
alaki. A derékszogii koordinatdk mellett igen gyakori a gombi koordindtak hasznélata:
ds® = —dt* + dr® + r?df? + r* sin® 0dy? . (2.2)

Descartes-koordindtdkrol gombi koordinatékra valé dttéréshez a kovetkezd koordindta-

transzformécidkat kell végrehajtani:

t o= ¢,
x = rsinfcosy ,
y = rsinfsing ,
z = rcosb, (2.3)

ahol 0 <r, 0<O <7, és0<p <27,
A tovabbiakban vizsgédljuk a

to= t,
xr = Vr2+a?sinfcosyp ,
y = Vr2+a?sinfsingp ,
z = rcosf (2.4)
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transzformécidval kapott koordinatékat, ahol a egy tetszéleges, rogzitett paraméter ([2]
forras, 320. oldal). Késobb latni fogjuk, hogy hasznalatuk igen praktikus a Kerr-téridéd
lefrasénal. Képezziik a Minkowski-téridé fvelemnégyzetet:

0

ds? = —dt* +
r2 4+ g2

dr? + p*df® + (r* + a®) sin® 0dy* | (2.5)

ahol p? = 72 + a?cos®f. Ldthatd, hogy a (2.4) koordindtdk &ltaldnositjsk a (2.3)
koordinatakat, az a = 0 esetben ugyanis pont a gombi koordindtakat kapjuk vissza.
Gombi koordindtdkban az r = &dllandé feltétel origé kozéppontd, r sugard gémbfe-
liileteket ad, azonban a (2.4) koordinatédkban ezen feliiletek az = és y tengely mentén,
a paramétertdl fiiggd mértékben megnyilnak. A (2.4) osszefiiggésekbdl képzett
2 2 2
TZj—a2+r21—/|—a2+%:1 (2:6)

egyenletbdl lathatd, hogy az r = dllandé feliiletek ebben az esetben ellipszoidfeliiletek.

Eppen ezért a (2.4) transzforméciok dltal meghatédrozott (t,7, 6, ) koordinatakat ellip-
szoid koordindtdknak nevezziik.

Ellipszoid koordindtédkban az r = 0 feltétel az

2%+ y* = a’sin* 0 (2.7)

egyenlet dltal meghatdrozott, egyenlitoi stkban fekvo, a sugari korlapot adja. Ha az a
paramétert 0-nak vélasztjuk, akkor r» = 0 az origéval lesz egyenld.

Abban az esetben, ha az r koordindta negativ értékeket vesz fel, a (2.6) egyenlet vél-
tozatlan alakban érvényes marad, tehdt ugyanolyan ellipszoidalis feliileteket kapunk,
melyek az el6zohoz hasonld, ellipszoid koordindtdkban felirt Minkowski-téridot jelle-

meznek.



2.1. dbra. Az a = 10 rogzitése mellett az r = 3 (bels6 kék feliilet), » = 9 (kiilsé kék
feliilet) és r = —6 (zold feliilet) értékeket haszndlva latszik, hogy kis |r| értékek esetén
lapultabb ellipszoidokat kapunk. Az r negativ értékei esetén a pozitiv r-rel dbrézolt
ellipszoidokkal megegyez6 feliileteket kapunk. A narancssarga a sugari gyfirti az r = 0

feltétel dltal meghatarozott korlap koérvonala, melyet § = /2 rogzitésével kapunk.



3. fejezet

A Kerr-térido

Megfigyelések szerint a legtobb csillagaszati objektum forgémozgast végez. Az ilyen ob-
jektumok kornyezetének leirdsdhoz Kerr-téridot célszerii haszndlni. A Kerr-térid6 sta-
ciondrius és tengelyszimmetrikus, és a szimmetriatengely a forgdstengellyel esik egybe.

A Kerr-térido vizsgalatandl az elso lépés az
Ry =0 (3.1)

vakuumbeli Einstein-egyenlet megolddsa, ahol R, a Ricci-tenzor. A megfelel hatér-
feltétel ebben az esetben, hogy a térid6é aszimptotikusan sik, azaz az r — oo hatére-
setben a téridé a Minkowski-téridohoz tart. Emellett sziikséges feltenni egy sima és
konvex eseményhorizont létezését is. Ennek eredményeképpen megkapjuk a téridot
jellemz6 metrikus tenzort, amely elemzésével tudjuk vizsgdlni a téridoé szerkezetét és

tulajdonsagait.

3.1. Az Einstein-egyenletek felirasa

Az Einstein-egyenletek explicit alakjénak felirdsdhoz el6szor meg kell adnunk a kere-
sett metrika paraméteres alakjat ([2] forrds 13.1. fejezete). Ehhez vdlasszunk olyan
koordindtarendszert, ahol 2° = t egy iddszerfi koordindta, 23 = ¢ az azimutélis szog,

L ¢s a2 térszerti koordindtak. Mivel a téridd staciondrius és tengelyszim-

valamint x
metrikus, ezért a metrika fiiggetlen t-t6l és p-t6l, csupan a maradék két térszerti ko-
ordindta fiiggvénye:

Jap = Jap(z', 2%) . (3.2)

Megkoveteljiik azt is, hogy a metrika invaridns legyen az egyidejiileg végrehajtott

t——t és p— —gp (3.3)
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transzformécidkra. Ez azért sziikséges, mert a forgémozgdsndl ha az idokoordindta
eléjelét ellentétesre viltoztatjuk, akkor a forgds irdnya is ellentétes lesz. Az eredeti
mozgést akkor kapjuk vissza ha a ¢ — — transzforméciot is elvégezziik. Ez a feltétel
biztositja tehdt, hogy a kozponti objektum mozgdsa kizardlag forgémozgds legyen.
Hogy ez teljesiiljon, sziikséges, hogy go1 = go2 = ¢g13 = ¢o3 = 0, ugyanis ezen elemek

eldjelet vdltandnak a transzforméciok hatdsdra. Tehdt az fvelemnégyzet a
ds® = goodt® + 2gosdtdp + gssdp® + [g11(dxt)? 4 2g1adatda® + gog(da®)?] (3.4)

alakot olti. Jelolésiink legyen 2' = r valamint 22 = 6, és tekintsiik a szogletes zardjelbeli

részt, ami egy tekinthetd egy kétdimenziés alsokasdgnak:
ds3 = grpdr® + 2g.9drdd + gegd® . (3.5)

Megfeleld 7 és 0 koordinatdk bevezetésével a kozépsd tag eltintethet6. Ehhez frjuk fel

az eredeti koordindtdkat, mint az 1j koordinatdk fiiggvényei, azaz

r:r(f,é) és eze(f,é),

majd képezziik a fenti kifejezések teljes differencidljat:

ar =i Pap . a= P+ Pap (3.6)
or 00 or 00

Ezeket behelyettesitve (3.5)-be megkapjuk a kétdimenzids alsokasdg ivelemnégyzetét

az 1j koordinatakban:

or or 00 00\ ?
2 9 ~2
ds, [gw < 8?) I g5 OF OF Jo0 < or ) ar

20 (0 O o0
Imoran T \orag " oran) T or og

or\ > 87“89 a0 <o
() £, R0 ai* 3.7
[g <80> °90 00 g‘”(a&)] (3.7)

A g9 komponens eltiintethet6 az 1j koordinatédkkal, ha megszabjuk a

OO g (20BN B
oran T \orag " oran) T oren

feltételt. A tovdabbiakban tehdt az 1j koordindtdkat haszndljuk, melyekrdl az egysze-

gr@ = Grr (38)

rliség kedvéért hagyjuk le a tildét, azaz a jelolés legyen 7 helyett r, és 0 helyett 6. gy

az fvelemnégyzet az elobbinél egyszertibb

ds* = goodt® + 2gosdtdyp + gsadp® + grrdr® + gaedt” (3.9)
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alakra hozhato.

Ujabb jelolések bevezetésével irjuk at a fenti ivelemnégyzetet:
ds? = —e*dt* + e (dp — wdt)® + e*dr? + e*dh* | (3.10)

ahol v, 1, w, u és A fiiggvények r és 0 véltozokkal. Ebbdl leolvashaté, hogy a metrika

komponensei:

o2%,2 2 2

gu = W —€  , Gtp = Gt = —WET ,
A

Grr = e’ y 990 = e o Yop = e (3'11)

A metrika nem diagondlis elemei ¢'¥ = ¢¥', igy azon kontravaridns komponenseket

egyszertien meghatarozhatjuk, amelyek kizdrélag r-t és 6-t tartalmazzdk:
T —2u 00 1 —2)\
g =—=e7, g =—=¢c7. (3.12)

A tobbi komponens meghatédrozdsahoz invertalnunk kell az aldbbi métrixot:

X= |9 9 ) (3.13)
Gt Gep
melynek determindnsa det X = g9, — (91,)? = —e2¥T¥). Ebbél a komponensek:
tt Jep _ 2 tp _ pt Jte o2
g det X © 9 g det X we
0o _ it 2 =2 2 3.14
g et x ¢ e w . (3.14)

A Christoffel-szimbélum komponenseit a metrika valamint az inverz metrika is-

meretében a

1 .
G = 59(” (DvGic + Ocgi — Oigne) (3.15)
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osszefiiggéssel hatdrozzuk meg [4]. A nemelt{ind komponensek:

M, = Thy= g™ [, (we) - 0, (W — )] |

Tl = Th= g [wdh (we™) — 0 (WP — )] |

Ml = = e [0 (we®) —wd, (W )]

D, = Thy= 5o [0 (w6™) —wdy (26 = )] |

Ly = —%e—war (e¥w?—e*) , Ty, =T, = %e 29, (we?) |

r;, = %e—2ﬂare2“, I, =05 = %e—%ae@?u,

Ty = —36_2“&62’\, r;@:—%e—Q#aTew,

ry, = —%eﬂae (e*w® —e™) | Ffw—l“it—%e”% (we?)

e = —%e—”age% r,=rf = %G_Q’\@e”‘,

Toe = —%e P0pe® , TV, = —=e 0™,

g = Th= e ™ wd, (6™ o) £ e (¢ —ue) 0, ()] |
Iy = F&z—%e‘” W (w2 — e®) 4 2 (¥ — W2e?) Gy (we?)]
T, = TG = e [wd () 4o (& W) 0, |

7, = %= s [y (we) + o2 (& — w?e) ane®] | (3.16)

Az R% ., Riemann-tenzorbdl gy kapjuk meg a Ricci-tenzort, ha a spurjat képez-
zilk annak, azaz R, = R',,. A Riemann-tenzor R',, = 0.1, — 9", + Ff:jFib -

I}, I, definicijét felhaszndlva, azt kontrahdlva d,° Kronecker-deltdval a Ricci-tenzor

kiszamitdasara alkalmas képlethez jutunk:

Ry =0T, — 9 + 017, —Ti T 3.17
ab at

ij— ab bj™ ai

Ha az igy kapott Ricci-tenzor komponenseire felirjuk a (3.1) vakuumbeli egyenletet,

akkor a kovetkez6 egyenletekhez jutunk:

e [Pv+00 0, (W4v—p+N)]+e?[Ojr+ 0w O (V+v+p— N

_ %ew—% 2 (0,w)> + e (Opw)’]  (Ru=0) (3.18)

Oy (VTG W) 4+ 0 (e VT 0w) =0 (Ry = Ry =0) , (3.19)
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e [PV +00 0 (Vv —p+N)] +e 2 [0+ 000 Op (W +v+p— N

= _%ezw—b [ (Bw)* 4 e (89w)2} (R, =0), (3.20)

0.0 (V+1v)— 0, (Y + 1) O — g (V¥ + 1) 0o X + 0p0) Opth + Op1v g

1
— 562¢_2”8rw dpw  (Rpp, = Rpp =0) , (3.21)

e O (W+v)+ 0 (W +1)0 (v — )+ (891#)2} +e [0 0, (Y + N) + 0,9 O,

_ _iew—% 2 (w)’ — e (w)?] (G =0) . (3.22)

e [0 (W+v)+ 0, (Y +v) 0 (v — 1) + (0:0)7] + e [Ogv g (¢ + 1) + Dptp Dy

_ iew—b [ (9w)? — e (Bpw)?]  (Gpp =0) | (3.23)

ahol G, = Ry, — %Rgab az Einstein-tenzor, melyben R = R?, a gorbiileti skaldr.

3.2. Az Einstein-egyenletek megoldasa

A kovetkezd alfejezetben Subrahmanyan Chandrasekhar Kerr-metrikdra vonatkozo le-
vezetését veszem alapul [3]. A (3.18) és (3.20) egyenleteket adjuk ossze, és szorozzuk
meg e Pval:

Oy (X #0,€7) + 8 (e 0pe”) = 0, (3.24)

majd vonjuk ki 6ket egymasbdl, és e’ +P-val szorozzunk:

0, [65”""& (v —v)] + Oy [ef”Hag (v —v)]
B [ex—u (0,w)? + et (@ew)ﬂ , (3.25)

ahol a = 1 + v jelolést haszndltuk. A (3.22) és (3.23) egyenletek sszege a (3.24)
egyenlettel egyezik meg, kiilonbségiik pedig:

LA (B8 DN+ Oyt Byr) — A (3B Fopt + Ot A1)

=2¢7 P [8r (e’\’“&eﬁ) — O (e“”\(%eﬁ)]

— eV [ (Oyw)? — e (agw)z] : (3.26)
Vezessiik be tovdbbd a A = e}~ és y = ¥ jeloléseket, melyeket hasznélva a (3.10)

fvelemnégyzetet atirhatjuk a

TR

1
ds? = —e’ | ydt®* — ; (dp — wdt)2 + ¢ (017“2 + Ad92) (3.27)

VA
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formara.
A tovdbbiakban feltessziik, hogy a térid6 tartalmaz eseményhorizontot. Az es-
eményhorizont a J; és J,, vektorok dltal kifeszitett null-feliilet, azaz barmely pontjdban

a feliilet normélisa egy nullvektor. A feliilet egyenlete legyen:
N (r,0) =0, (3.28)

ahol N (r,0) fiiggvény értelmezve van a horizonton és annak kis kérnyezetében is. A
fenti kifejezés a stacionaritds és a tengelyszimmetria miatt nem fiigg t-t6l és @-tol.
Az N (r,0) fiiggvény gradiense egy horizontra meréleges vektort fog adni, és mivel a
horizont egy null-feliilet, irhatjuk hogy:

970N 9;N =0 , (3.29)

amely Osszefiiggésbol a
A(8.N)> + (3sN)> =0 (3.30)

egyenlethez jutunk. Kovetkezik ebbél, hogy 9y N = 0 és A (9,N)* = 0. Az elsé egyen-
16ségbdl lathatd, hogy N fiiggetlen 6-t6l, kizardlag r fiiggvénye. A méasodik egyenloség
akkor teljesiil, ha A = 0 vagy 0,N = 0. Az utébbi eset azt eredményezné, hogy N
egy konstans lenne, méghozza a (3.28) definicié miatt 0 értékkel. Kovetkezésképpen
nem csak a horizonton teljesiilne a N = 0 feltétel, hanem annak kornyezetében is,
tehdt a (3.28) Osszefiiggés nem egy feliiletet hatdrozna meg, ami ellentmond a kezdeti

feltevésnek. Emiatt sziikségszeriien
A=0, (3.31)

amely Osszefliggés igy az eseményhorizont egyenlete lesz. Altaldnosan A az r és a 6
fiiggvénye, de a koordinatdk megfelelé megvalasztdsdval elérhetd, hogy A = A (r).

Mivel az eseményhorizontot a 0, és J, vektorok feszitik ki, ezért ott a (t,¢) al-
tér metrikdjdnak, amely éppen a (3.13) tsszefiiggésben szerepld matrix, determinédnsa
nulla. Kordbban beldttuk, hogy az emlitett determindns —e*¥*? = —e2°, tehdt a
A(r) = 0 felileten € = 0. Az utébbi egyenldség a 3 — —oo hatdresetben tel-
jesiil, ezért érdemes &tfrni a e” kifejezést olyan alakra, amely a horizonton is csak véges
értékeket tartalmaz. Az altaldnossdg megsértése nélkiil frhatjuk, hogy e = VVAF (r,6),
ahol f egy fiiggvény, amely reguldris mind a horizonton, mind a forgastengelyen.
Tegyiik fel, hogy e szeparabilis a két véltozéjaban, amely azt jelenti, hogy az f fiigg-
vény csak 0-tdl fiigg, ekkor:

e’ =VAf(H) . (3.32)



A7 EINSTEIN-EGYENLETEK MEGOLDASA 13

Késobb, a megoldds unicitdsardl szolé alfejezetben latni fogjuk, hogy ezen feltételek az
altaldnos esetre nem jelentenek megszoritdst. A (3.32) ismeretében, felhasznélva, hogy
A (r) = e*72 a (3.24) egyenlet felirhat6

o, (VA o,VA) + ang —0 (3.33)

alakban. A fenti egyenl6ség teljesiil, ha
PN =2 ¢ f=sinf. (3.34)
Ebbodl A-t két r szerinti integrélassal kapjuk meg:
A=71*—2Mr+a*, (3.35)

ahol M és a integraciés konstansok, melyek fizikai jelentéssel birnak. M a kozponti
objektum tomegét jeloli, a pedig egy impulzusmomentummal ardnyos mennyiség, az

un. forgdsi paraméter. Felhasznélva az eddigi
A=A & e =VAsinb (3.36)

eredményeinket, valamint 6-rél attérve a Kk = cos@ véltozora, azaz elvégezve a 0y =
— sin 60, helyettesitést, a (3.25) és (3.19) egyenleteket dtirhatjuk:

Or [AD, (Y — )] + 0, [60, (¥ — v)] = —e*" > [A (9,w)* + 6 (0uw)?] (3.37)

Oy [A* ™ 0.w] + 0, [0e**0,w] =0, (3.38)

ahol § = sin? #. Hasznélva a kordbban bevezetett y = e”~¥ jelolést a fenti két egyenletet
frjuk at:

Oy _arX +aﬁ, _anX = 3 [A (&"w) + 5(&-6("}) ] ’ (339)

X X X
A )
ar (FaTW) + 85 (F&{w> =0. (340)
A (3.40) egyenletben szerepld w kifejezhetd egy ® potencidl segitségével:
) A
8T(I) = —28Kw s 8K(I) = —?87"(,0 s (341)

amely potencidlt az aldbbi egyenlet hatdrozza meg:

2 2
X X _
Or ( 5 &@) + 0, ( 8@) =0. (3.42)
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Hasonldan, a (3.39) egyenlet is felirhaté ® segitségével:
2 2

0: [ 0, (1g)] + 0[5 0 (X)) = 1 (0.8)° + 5 (,9)° . (3.43)

Vezessiik be a U = @ jelolest, és hasznaljuk a (3.42) és (3.43) egyenletekben:
W [0, (AD, W) + 3, (30, V)]
= A0,9)° — (0,9)°] + 3 [(0.9)° - (0.2)°] . (3.44)

U [0, (AD,®) + 0, (60,®)] = 2A8, ¥ 8,® + 260,V 0, P . (3.45)

A (3.45) egyenletet szorozzuk meg az i képzetes egységgel, majd adjuk ossze (3.44)-t
és (3.45)-t:

Re (Z) [0, (A8, Z) + 8, (60, 2)] = A (0,2)* + 6 (8.2)* (3.46)

ahol bevezettiik a Z komplex fiiggvényt, amely valds része W, és képzetes része P,
azaz / = U +1®. Hajtsuk végre a Z = —% transzforméciét, ahol E egy komplex

fiiggvény:
(1— EE") [0, (A8,E) + 0, (00,E)) = —2E* [A(0,E)* + 6 (3,E)*] , (3.47)

és igy az tun. Ernst-egyenlethez jutunk.
A tovébbiakban azt keressiik, hogy milyen mésfajta megoldédsok elégitik ki az egyen-
leteket. Ehhez vizsgédljuk meg a (3.27) ivelemnégyzet szogletes zardjelben 1é6vé részét,

és végezziik el rajta at — ip és ¢ — —it transzformdciokat:

2

1 1 2 — w? 1
X2 — = (dp — wit)’ — —dt* + Zdtdp — " = Xdt* - = (dp — @dt)’ , (3.48)
X X X X
ahol

Y2 — w2 Y2 — w?
Lathaté, hogy a metrika alakja valtozatlan marad, vagyis x és w alternativ megoldésai
az Einstein-egyenleteknek. FEzek segitségével felirhatok az el6zéekben mar targyalt
egyenletek analégidjdra a kovetkezd Osszefiiggések:

5 A(S 2,2
g Y20 X W 2020 (3.50)

— 00, 0,0= —éa@ = ——0,&, (3.51)
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Z=V+4+id=-———= (3.52)
A (3.47) Ernst-egyenletet fel lehet frni E-vel:
(1 _ EE) [ar (A&JE) + 0, (6@/@)} — _2F [A (aTE)Q + (a@) 21 . (3.53)

ﬁ véltozéra, ekkor 0, = (M2 —a2) "%, és

hasznéljuk ki, hogy § = sin?f = 1 — cos?0 = 1 — k2

(1= E2") {0, |~ 1) ,E| + 0. [ (1 - w) 0.E] }
— —2f {(772 1) (anE)2 +(1-#?) (0.E) 2} , (3.54)

mely egyenlet megoldésa:

Az r helyett térjiink 4t az n =

E=—pn—igk , (3.55)

ahol p és ¢ val6s konstansok, melyekre teljesiil, hogy p? + ¢*> = 1. Ezt ellendrizendd
irjuk be a megoldést a fetni egyenletbe:

(1 =pn* = ¢**) {0, [(n* = 1) (=p)] + 0« [(1 = #7) (—ig)] }
= — (—2p77 +2igr) [(n* — 1) p* + (1 — k%) (=¢%)] . (3.56)

(1 —p*n* — ¢*K?) (—2pn + 2igr)

= (=2pn + 2iqr) [(P* + &) + P’0° + K] | (3.57)

és lathatjuk, hogy a p? + ¢> = 1 azonossdg alkalmazdsdval az egyenldéség teljesil. F
ismeretében Z egy egyszeril behelyettesitéssel megkaphaté:

- 1+E  1-pp—i
Z:_L:_M‘ (3.58)
1-F 1+ pn+igk

Vegyiik Z val6s és képzetes részét, amelyek éppen U-vel és P-vel egyeznek meg:

~ ~ 2,2 2,2 _ 1 202 1) — g2 (] — k2

i Re(Z): pn+q2ﬁ2 22:10(77 )2Q( )
1+ 2pn+p*n* + ¢°k (pn +1)° + ¢2k2

. ~ 2

& = Im (Z): a" . (3.59)
(pn +1)" + ¢*K?

Ha visszatériink az r viltozéra, akkor a fenti egyenletek a

i A—L (M= a?)§
\I] — p

[T—M+M]2+£(M2—a2)m2’

. 2k (M? — a?)

e = (MQ_a2)1/2 2 (360)
[T—M+—] + Iz (M? = a?) k2

p
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format oltik, amelyek meglehetosen bonyolultak, de p és g megfelel6 megvilasztasaval

egyszeriibb alakra hozhatok. Legyen

p:_—a és qg=—. (3.61)

Konnyen beldthato, hogy a négyzetosszegiik pontosan 1-et fog adni, igy a fent megadott
definiciok teljesitik a p-re és g-ra kiszabott feltételt. Behelyettesitve ket a (3.60)

kifejezésekbe:
A —a%y 2aM K

p* p:
ahol a p? = r? + a’k? = 12 + a? cos? 0 jelolést haszndltuk. A fenti eredményeket frjuk
be a (3.51) egyenletekbe:

\NIJI é:

(3.62)

- daMrr W2 (A—a2)’ . _
(9,@ - —T == K&Qw == pél—Aa,{w s
- 2aM U2 (A—a2)’
aﬂ@ e p4 (T2 _ a/2 COS2 0) — —787.&] = —Tarw . (363)

Lathat6, hogy a fenti egyenletek csak @w-t tartalmazzdk, mint ismeretlen fiiggvényt.
Fejezziik ki a derivaltjait:

3 daMrrA 3 2aM (r* — a®cos?0) §
O = _—(A ) 0= — (A — a20) ; (3.64)
amelyekbdl @w:
. 2aMrd
YR (3:65)

Az w meghatédrozassdhoz a (3.50) egyenletet hasznaljuk fel, behelyettesitve ¥ pontos
alakjat:
A —a%
2
majd a (3.49) masodik egyenletébdl kifejezziik w-t:

= (X2 - w?) = ¥ — w?e™ | (3.66)

2aMr 9

2aMrd
A )=

W= —w?) = 2

e (3.67)

A (3.66) egyenletet szorozzuk meg e?¥-vel, w helyére frjuk be a (3.67) osszefiiggések
eredményeit, és ekkor a

A — g2
—zaéew =% — e = % (Ap* — 4a>M?*r?)) (3.68)
p p
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egyenletet kapjuk (felhasznaltuk, hogy €2 = AJ). Az w és €*¥ megolddsdnal két

azonossagot is alkalmazunk:

[(r2 + a2) F a\/A_(S} (\/Z + a\/5> = ,02\/sz 2aMrvV/s
¥ (A—-a%) = p'A—4a®M*75 (3.69)

ahol £2 = (r2 + a2)® — a2A8. Az elsé azonossdgot és a (3.68) egyenletet felhaszndlva

e?¥-re nyeriink megoldést:
eV = —.

2
Ennek ismeretében, a (3.67) egyenletbdl w-t kapjuk meg:

(3.70)

2aMr
w = =2

(3.71)

Mivel e = e2/=2¥  ezért
v pQA

~
tovdbba y definiciéjat felidézve, és abba behelyettesitve:

2 A
v P

Vezessiik be az X = y 4+ w, valamint az Y = y — w fiiggvényeket, és a segitségiikkel
frjuk 4t a (3.21) és (3.26) egyenleteket:

(3.72)

- M
O (At p) =

K r
—=0, (A +p) + —— (0,X 0,Y +0,Y 0,X) , 3.74
O+ i)+ v )BT

5 T

2(r— M) 0, (A+ p) + 260, (A + )
AQX Y =60.X0Y , (r=M)’—A K45

= 4 3- + 3.75
(X +Y)? A (3.75)
Mivel y-t és w-t ismerjiik, igy X-et és Y-t is:

A 4]

X=ytw= VA +avh , (3.76)
Vo (7“2 +a?+av A(5>

A —aVvd

Y=y —w= VA —avs (3.77)

Vo (7’2 +a? — aVAé) 7
ahol felhasznaltuk a (3.69) azonosségai koziil a masodikat. A A és a 1 meghatédrozasat a
(3.74) és (3.75) egyenletek segitségével végezziik. A szamoldst megkonnyiti, ha kiirjuk
X és Y derivéltjait:
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p2(r—M)—2r(\/Z+a\/g>\/Z

9,X i ,
<r2—|—a2+a\/A_5> VAS

. nﬂ<r2+a2+a25+2a\/A_6)

K (7“2 + a2+ a\/A_5)2 §%/2

by o (r— M) =2 (VA - av5) VA

(7’2 +a? —a\/A_(5>2\/A_5

KVA (T2 +a? + a?d — 2av/ Aé)
0.Y = 5 , (3.78)
<T2 +a? — ax/ﬂ) §3/2

majd ezutdn alkalmazzuk ezeket a (3.74) és (3.75) egyenletekre:

R

P2AS

_g&" (A+p) + %&Q A+p) = [((r— M) (p* +2a°6) —2rA] ,  (3.79)

2(r— M)*  4rM

2(r—=M)0, (A4 ) + 260, A+ p) =4 — A — (3.80)
Belathaté, hogy az
2
Mu_ P
e = — 3.81
Va (381)
kielégiti a fenti egyenleteket. Mivel e*# = /A, igy
0
et =" s e =pt. (3.82)

Ezzel meghatdaroztuk az metrika 6sszes komponensét, tehdat megoldottuk a Kerr-
téridére vonatkozé vikuumbeli Einstein-egyenleteket. A (3.70), (3.71), (3.72) és (3.82)
eredményeket behelyettesitve a (3.10) fvelemnégyzet paraméteres alakjdba az tugyne-
vezett Boyer—Lindquist koordindtakban [7] felirt Kerr-metrikdt kapjuk:

2M 4M 2
ds®> = — <1 — 2r> dt* — —ZTa sin? Odtdy + %dr2
p p

Mr
2

2
+p2d0* + {72 +a* + a® sin® 9] sin? dp? . (3.83)
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3.3. A Kerr megoldas unicitasa

Felmeriilhet a kérdés, hogy a fenti levezetés eredményeképpen kapott Kerr-metrikdn
kiviil 1éteznek-e még masfajta megolddsok is azonos hatarfeltételek mellett. Brandon
Carter 1971-es cikkében [5] bemutatta, hogy staciondrius, tengelyszimmetrikus és a-
szimptotikusan stk vdakuum téridoben, melyben az eseményhorizont sima és konvex, a
megoldasok folytonos csalddok diszkrét halmazat alkotjdk, mely csalddok legaldbb egy
és legfeljebb kettd, egymdstdl fiiggetlen paramétertdl fiiggenek. David C. Robinson
1975-ben [6] arra is ravildgitott, hogy csupdn egyetlen ilyen csalad létezik, méghozza
a Kerr csaldd az a és M paraméterekkel. Tehdt adott a és M esetén a Kerr-metrikin
kiviil, mivel az teljesiti Robinson tételében megfogalmazott feltételeket, nem létezik

médsik megoldas.

3.4. A metrika Boyer—Lindquist koordinatdakban

Az ivelemnégyzet tehdt Boyer—Lindquist koordindtdkban, mint azt méar kordbban l&t-

tuk, a kovetkezé médon irhato fel:

2M 4M 2
ds* = — (1 — ") a2 - " 4 sin? Odtdyp + P ar?
p? p? A

2M
+p2d0” + {72 +a* + 77“@2 sin’ 0] sin? 0dy? | (3.84)
ahol a korabbiakkal konzisztens médon
p* =12 +a’cos’ 0 (3.85)

A =71*—2Mr+a*, (3.86)
ésa = % a forgdsi paraméter, azaz a J impulzusmomentum és a tomeg hanyadosa. Ha
a = 0, akkor a metrika Schwarzschild-metrikdba megy &t:

oM oM\
ds? = — (1 — —) dt? + <1 — —) dr? + r2d6? + r? sin? 6dy? . (3.87)

T r

Az M = 0 esetben a Minkowski-metrikat szeretnénk visszakapni, ekkor az fvelemnégy-

zet a )
p

ds® = —dt* +
y r2 4+ q?

dr® + p*df® + (r* + o®) sin® fdy? | (3.88)

alakot olti, ami valéban a Minkowski-téridé ivelemnégyzete az (2.4) sszefiiggésekkel
definidlt ellipszoid-koordindtdkban felirva. Ez azt jelenti, hogy a Boyer—Lindquist ko-
ordindtdk az 1. fejezetben, a Minkowski-térid6 kapcsén targyalt ellipszoid koordindtdk

altaldanositasai Kerr-téridore.
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3.5. Kerr—Schild koordinatak

Ha egy metrika kifejezheté Kerr—Schild koordindtédkkal, akkor az fvelemnégyzet egy
osszegként irhato fel [8]:
ds? = ds + Hl,lydx"dz" (3.89)

ahol ds? egy stk téridd ivelemnégyzete, H egy skaldrfiiggvény és [, pedig nullvektor.
Mivel gravitdcié az Osszeg elsé tagjdban nincs jelen, igy arrdl az ¢sszes informdciét a

méasodik tag tartalmazza. Kerr-térido esetén

2Mr3
H=—— 3.90
1 a222 ( )
és
rr+ay TrY—ar =z
lo=11, , , — | . 3.91
( a2 +1r?2 " q?+4r? r) (3:91)

Ezeket behelyettesitve a (3.89) egyenletbe:

ds* = —dt” +da® + dy® + d2* (3.92)
2Mr3 P (xdx + ydy) L@ (ydx — zdy) R 2 |
rt + a?z? a? +r? a? +1r? r

ahol az r (z, y, z) fiiggvényt az
2
Py =rta? <1 — 2—2) (3.93)
r

Osszefiiggés hatdrozza meg. Az fvelemnégyzet Boyer—Lindquist koordinatdkban felirt
alakjdt akkor kapjuk vissza, ha elvégezziik az aldbbi koordindta transzformacickat ([2]
forras, 13.7. fejezet, 322. oldal):

2M
At = dt — Ardr,
r = (rcos¢+asing)sing ,

y = (rsin¢ —acos¢)sind ,

z = rcosb, (3.94)

ahol d¢p = dyp — Xdr.



4. fejezet

A Kerr fekete lyuk

4.1. Inerciarendszerek sodrodasa

A metrika ismeretében, annak vizsgalatdval ralatdst nyerhetiink a Kerr-téridé szerke-
zetére és tulajdonsdgaira. Elsoként vizsgaljuk meg a fekete lyuk kozelében 1év6 lokalis
inerciarendszerek viselkedését.

Ha egy metrika nem fiigg valamely x* koordinatétél, akkor az affin paraméterezésii
geodetikus érint6jének ¢, kovaridns komponense megmarad6 mennyiség a palya mentén
(bizonyitds a [2] forrds 3.19. fejezetében). Esetiinkben a Kerr-metrika fiiggetlen ¢-t6l,
igy egy részecske négyesimpulzusénak p, komponense a geodetikus mentén éllandé ([2]
forrds 13.2. fejezete):

P, =—L =all., (4.1)

ahol L a részecske impulzusmomentuménak forgdstengely irdnytd komponense. Az
impulzus ¢ és ¢ kontravaridns komponenseit az inverz metrikdval torténé kontrakciéval
kapjuk:
P =9"pi+g%pe . P° =g D+ 97D, (4.2)
Tekintslink egy részecskét, amely nem rendelkezik impulzusmomentummal, azaz p, =
0. Felhasznélva a
dt dy

P=k— & p¥ =k~ 4.3
p o P ) (4.3)

definicidkat, ahol k ardnyossagi tényezd, és A a geodetikus affin paramétere, frhatjuk,
hogy

de _p? g

Ez azt jelenti, hogy az eredetileg impulzusmomentummal nem rendelkezé részecskék a
fekete lyuk forgasa miatt a (4.4) osszefiiggésben definidlt, w szogsebességli mozgdsra

kényszeriilnek.

21
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Egy inerciarendszerben a szabad részecske nyugalomban marad vagy egyenes vo-
nald egyenletes mozgdst végez. Gravitdcié jelenlétében globélis inerciarendszerek nem
léteznek, csak a tér egy adott pontjdhoz tartozé lokdlis inerciarendszerekrdl beszél-
hetiink, melyek gyorsuldsa éppen kompenzilja a gravitdciét. Kerr fekete lyuk kor-
nyezetében tehat egy lokdlis inerciarendszernek, hogy a szabad részecske hozzd képest
nyugalomban legyen, w szogsebességgel kell mozognia. Ez gy is felfoghaté, mintha
a fekete lyuk magdval rdntand a téridét maga koriil, és azt is forgdsra kényszeritené.
A jelenség a fekete lyuktdl tdvolodva egyre kevésbé szamottevd. Mivel a Kerr-térido

aszimptotikusan sik, igy r — oo esetén ¢¥', és ennek okdn w is nulldhoz tart.

4.2. Szingularitas

A (3.84) egyenletbél 14tszik, hogy a Boyer—Lindquist koordindtédkban felirt metrika két
helyen szinguldris, méghozzd a p = 0 és a A = 0 helyen. Ezen szingularitdsok lehetnek
valédi vagy koordindta szingularitdsok is. Ennek eldontéséhez meg kell vizsgdlni a
Riemann-tenzorbdl képezheté invaridnsokat. Osszesen 14 fiiggetlen skaldr képezhetd,

melyek koziil vakuum téridé esetén 4 nem azonosan nulla [9]. Ezek a kovetkezok:

bed
Il = v Cabcd )

1
12 - _ 5 eadeocdef Oabef 7
IS = Cabcd CCdef Cefab s
1
I, = — 5 abcdccdef Cefghcghab 7 (4 5)

ahol C’abcd = gaiRibcd - Ra[cgd]b + Rb[cgd]a + %Rga[cgd}b a Weyl—tenzor, es

1

€abed = ——F7—Eabcd 46)
Vs (

a Levi-Civita tenzor, melyben g jeloli a metrika determindnsét, és €44 a Levi-Civita

szimbdlumot. Kerr-téridé esetén g = det (gqy) = — (12 + a® cos? 0)” sin® 0, és az invari-
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ansok:
48 M2 (r? — a? cos? 0) (p* — 1612a® cos® 0)
I = 12 ’
96 M?racos (3r* — a? cos? 0) (r? — 3a® cos? 0)
I = 12 ’
96M3 (r® — 3ra® cos? 0) (r® — 33r*a? cos? 0 + 27r?a* cos* 6 — 3a® cos® 9)
Iy = 18 ’
96 M3
I, = Ta cos (3r2 — a2 cos? 9) .
p
(3r% — 27r'a® cos® 0 + 33r*a” cos® 0 — a°® cos® §) | (4.7)
Lathaté, hogy mind a négy skaldr csupan az p = 0 esetben szinguldris, tehéat ez

valédi szingularitds, a A = 0 pedig koordindtaszingularitas.Valédi szingularitds ebbdl
kovetkezben ott taldlhat6, ahol p? = r? + a?cos?@ = 0, azaz ahol r = 0 és 0 = /2.
Ezen feltételek Boyer—Lindquist koordindtdkban az r = 0 korlap egy specidlis részét
hatdrozzak meg. Irjuk be az r = 0 feliilet (2.7) egyenletébe, hogy sin7/2 = 1. Az igy
kapott

2’ +y’=a*, (4.8)

Osszefiiggés egy egyenlitéi sikban fekvd, a sugari korvonalat hatdroz meg, amely az
r = 0 korlapot hatdrolja. A Kerr fekete lyuk szingularitdsat ezért gy{iriszingularitdsnak

is nevezik.

4.3. Eseményhorizont
Korédbban lattuk, hogy az eseményhorizontot meghatérozo feltétel
A=7r>—2Mr+ad*>=0. (4.9)
Mivel A az r négyzetét tartalmazza, ezért A = 0 egyenletnek két megolddsa van:
re =M+VM?2—a?, (4.10)

azaz a Kerr fekete lyuk két eseményhorizonttal is rendelkezik. Az eseményhorizontok
egyenlete az r = ry feltétellel adhaté meg, amely Boyer—Lindquist koordindtdkban
ellipszoidfeliileteket ad. A (2.6) egyenletbe r helyére beirva r.-t megkapjuk a két
feliilet egyenletét:

l’2+y2 2

z
2M (M + vV M? — a?) "o (M +VM? —a?) —a?

=1. (4.11)
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Az a = 0 esetben r, = 2M, ami éppen a Schwarzschild-sugdar, és r_ = 0, ami val6di
szingularitdsba megy at. Ekkor a fekete lyuknak csupan eseményhorizontja van, amely
egy 2 + 9% + 22 = 4M? egyenletii gombfeliilet.

A (4.10) egyenletben a gyokjel alatti kifejezés akkor nemnegativ, ha teljesiil az

la| < M (4.12)

feltétel, tehat az a forgdsi paraméter abszolut értéke feliilrél korlatos. Az |a| > M
esetben a A = 0 egyenletnek nem lennének valés gyokei, ami az eseményhorizont

eltiinésével jarna egyiitt. A tovabbiakban igy kizardlag az |a| < M esetet targyaljuk.

Amennyiben |a| = M, szintén csak egy horizont taldlhat6, ugyanis r, = r_ = M.
Ennek egyenlete:

22 4y 2

e — a2 + e =1. (4.13)

Az ilyen fekete lyukat extrémadlis Kerr fekete lyuknak nevezziik.

4.4. Stacionarius hatarfeliilet és végtelen vOrsosel-

tolodasi feliilet

Tekintsiink egy fotont, amely a téridé egy rogzitett pontjaboél indul :I:% iranyba ([2]
forras 13.3. fejezete). Ekkor a palydja mentén r és 6 koordinatdk értéke dllando, tehat

az fvelemnégyzet dr? és d? tagjai eltiinnek, igy
ds? = gudt® + 2gs,dtdp + gopde® =0 (4.14)

ahol felhasznaltuk, hogy fotonok esetén az fvelemnégyzet mindig nulldval egyenld. A

(4.14) osszefiiggesbdl képzett g, (‘3—‘5)2 + 2gt¢‘2—f + g1 = 0 egyenlet megolddsai:

d_wz_gt_wi\/(gt_wf_& (4.15)
dt ) e e

Vizsgaljuk meg a megolddsokat azon specidlis feliileteken, ahol g;; = 0:

d 2 d
o _ 29 B _, (4.16)
dt Jpp dt
Az els6 megoldast kapjuk abban az esetben, amikor a foton a fekete lyuk forgdsaval
megegyezd, és a masodikat, amikor azzal ellentétes irdnyba indul. Az utébbi esetben
tehat %‘f = 0, azaz a foton nyugalomban marad, ezért a g, = 0 feltételt teljesitd

feliileteket staciondrius hatarfeliiletnek nevezziik. A nyugalmi tomeggel rendelkezd
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részecskék a fotonndl csak alacsonyabb sebességet érhetnek el, tehdt a fekete lyuk
forgdsaval egytitt fognak mozogni, barmekkora ellentétes irdanyu kezdeti impulzusnyo-
matékkal is rendelkeztek.

A staciondrius hatarfeliileten beliil, ahol ¢y pozitiv, semmilyen megfigyel6 nem
maradhat nyugalomban. Ennek beldtdsdhoz tekintsiink egy részecskét, amely a g > 0
régioban helyezkedik el. Ha a tér egy adott pontjdban rogzitett helyen lenne, akkor a

négyessebessége u® = (u',0,0,0) alakd volna. A négyessebesség hossza dllando:
a 2
Gapuu® = gy (ut) =-—1. (4.17)

A fenti egyenlet azonban nem teljesiilhet, ha g;; > 0, tehdt a négyessebességnek tartal-
magznia kell nemnulla térszerti komponenseket is.

A gy = 0 feliiletek a gravitaciés voroseltolédéds szempontjabdl is rendelkeznek egy
érdekes tulajdonsdggal. Staciondrius téridoben a rogzitett forrds dltal kibocsédtott vy

frekvencigju fotont a rogzitett megfigyel6

gu (K)
it (D)

frekvencidval detektalja, ahol gy (K) és gy (D) jeloli gyt a kibocsétéds valamint a de-

(4.18)

VUp = lVk

tektalds helyén és idejében. A ¢u(K) — 0 hatdresetben vp — 0, tehdt a g = 0
feliiletrol emittalt foton végtelen viroseltolédést szenved. Emiatt ezen feliiletet végte-
len voroseltolédasi feliiletnek is nevezik.

Kerr fekete lyuk esetén, Boyer—Lindquist koordinédtdkkal dolgozva keressiik meg az
S-sel jelolt staciondrius hatarfeliiletet, vagy végtelen voroseltolédési feliiletet. Ehhez
gu zérushelyét kell megtaldlnunk:
2Mr 1?2 —2Mr + a®cos? 0
gu=1——7—= 5 =0

p P
Ennek az egyenletnek két megolddsa is van, tehdt a forgo fekete lyuk két ilyen ST és
S~ feliilettel is rendelkezik. A megolddsok a kovetkezok:

re= =M £ VM2 —a2cos20 . (4.20)

(4.19)

Az ST és S~ feliileteket az r = rg+ esetben kapjuk, amelyek &ltaldnos esetben nem,
azonban ha a = 0, akkor egybeesnek az eseményhorizonttal, ugyanis ekkor rg+ = 2M
ésrg- = 0. Az (2.6) Osszefiiggésbe rg+-t behelyettesitve megkaphatck az S* feliiletek
egyenletei:
2 + y?
2M (M + vV M? — a?cos? ) — a? (1 + cos? 6)+

2

z
2M (Mi v M? —a2) —a2cos2f

1. (4.21)



26 A KERR FEKETE LYUK

4.1. dbra. Az abra a Kerr-fekete lyuk szerkezetét mutatja be. A fekete kor az a
sugart gyfiriiszingularitdst, a piros feliiletek az ST staciondrius hatdrfeliileteket, és a
kék ellipszoidfeliiletek az eseményhorizontokat dbrazoljak. A kiilsé horizont és a kiils6

staciondrius hatérfeliilet kozott taldlhaté az ergorégio.

4.5. FErgorégioé és Penrose-folyamat

A Kerr fekete lyuk kiilsé eseményhorizontja és kiilsé staciondrius hatérfeliilete kozotti
térrészt ergorégionak nevezik. Az ergorégio azzal a specidlis tulajdonsdggal rendelkezik,
hogy lehetséges belble energiat nyerni a fekete lyuk tomegének és forgdsi energigjanak
a rovasira. Ezen eljardst Penrose-folyamatnak hivjak ([2] forrds 13.9. fejezete).

Tekintsiink egy a végtelenben 1év6, térben rogzitett helyzetii megfigyel6t, melynek
négyessebessége u* = (1,0,0,0). Egy K esemény sorén a megfigyel6 kibocsat egy
X részecskét a fekete lyuk ergorégidjaba, melynek energidja a megfigyelé helyzetébdl
vizsgdlva

EX) = p (K)-u=pi (K) | (4.22)

ahol p™) (K) a részecske négyesimpulzusa a K eseménykor.

Tegyiik fel, hogy a részecske, mikor mér az ergorégidoban tartézkodik, egy Y és
egy Z részecskére bomlik egy B-vel jelolt esemény sordn. Ezutdn Z mozogjon gy,
hogy id6vel eljusson a végtelenig, ahol a megyfigyelé az M esemény sordn az energidjat
E@) = pgz) (M) nagysédguinak méri. Mivel a Kerr-metrika idofiiggetlen, ezért a geo-

detikus pédlya mentén mozgé részecske kovaridns négyesimpulzusanak idoszerii kompo-
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gt < 0

o

4.2. dbra. A metrika gy komponensének el6jele a Kerr fekete lyuk z forgdstengellyel
parhuzamos metszetén dbrézolva. Az eseményhorizontok kék, a staciondrius hatar-
feliiletek piros, a szingularitds fekete, szaggatott vonallal van jelolve. A zold tartomény

az ergorégio.

nense megmaradé mennyiség. Irhatjuk tehat, hogy:
p” By =p” (M) . e p) (K)=p"(B) . (4.23)
Az X — Y + Z bomlésra felirhaté
p™ (B) =p) (B) +p? (B) (4.24)
impulzusmegmaradédsnak az idészer(i komponensekre vonatkozé egyenlete dtalakithato:
EW = EX) M) (By . (4.25)

Fontos megjegyezni, hogy barmely részecske esetén p, = e;-p, ahol e; a t koordinatdhoz
tartozé bézisvektor, melynek hossznégyzete e; - e; = g;; nagysdgi. A g;; komponens
elojelének valtozasait attekinthetéen a 4.2 dbra jeleniti meg.

Ha Y részecske kijut az ergorégiobol, akkor olyan térrészbe keriil, ahol gy < 0,

tehat e, id6szerti. Igy pgy) ardnyos Y egy e; irdnyban haladé megfigyel6 dltal mért

)

energidjaval, tehat p§Y pozitiv. A (4.25) egyenletrol leolvashaté, hogy ebben az esetben

E%) < EX) | azaz a kijuté Z részecske kevesebb energiat hordoz, mint az eredetileg

belott X részecske. Ha azonban Y belezuhan a fekete lyukba, akkor olyan térrészben
marad, ahol g, pozitiv, azaz e; térszerii, és ennek megfeleléen p§Y) is egy térszerii
komponens, melynek eldjele tetszoleges. Amennyiben pgy) negativ, az E%4) > E&X)
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egyenlotlenség all fenn, tehdt nagyobb energia tdvozott az ergorégiobdl, mint amennyi
kezdetben belekertilt.

A kérdésre, hogy mi a tobbletenergia forrdsa, igy kaphatunk vélaszt, hogy megvizs-
galjuk, milyen véltozdsokat idéz el6 a fekete lyukban a Penrose-folyamat. Miutédn az Y
részecske belehullott a fekete lyukba, annak kezdeti M tomege és J = Ma impulzus-
momentuma az

M—M+p", J—J-pd) (4.26)

értékekre valtozott. Negativ pEY) esetén lathatd, hogy a fekete lyuk tomege csokken.

Annak beldtdsdhoz, hogy az impulzusmomentum is csokken, tekintsiink az ergorégiéban
egy rogzitett r és 0 helyzetii megfigyelét. Ahogy a 4.1. alfejezetben lattuk, az ilyen
megfigyel6nek a fekete lyuk forgaséval egyiitt kell mozognia. Igy a négyessebessége
u® = u(1,0,0,w), ahol w = %‘f a szogsebessége a végtelenbdl nézve. Ez a megfigyeld

Y részecske energidjanak mérésekor az
EO) = p0) .y =y (p?f) +pfoy)w) oyt (pﬁY) _ Lw)

értéket kapnd, ahol felhasznaltuk, hogy az impulzusmomentum forgastengely irdnyu

komponense L = —pg) . Hogy a fenti energia pozitiv legyen, az

(Y)
L < pt_
w
feltételnek teljesiilnie kell. Mivel pgy) negativ, és w az ergorégioban pozitiv, igy L
negativ lesz. A fekete lyukba hullé részecske tehdt negativ impulzusmomentummal

rendelkezik, amely csokkenteni fogja a fekete lyuk dsszimpulzusmomentumét.



5. fejezet

A Kerr-térido maximalis

kiterjesztése

5.1. Kruskal-koordinatak

Az egyszeriiség kedvéért vegyiik a Kerr-téridé egy kétdimenzids szeletét. Rogzitsiik a
6 = 0 feltételt, ami éppen a forgdstengelyt adja. Ekkor a metrika az aldabbi alakra
egyszeriisodik ([10] forrds 5.3.9. fejezete):

2M 2 2
ds? = —(1—7“—22) dt? + - Z“ dr? = (5.1)
A 2 2 2 2

Ugyanezt frhatjuk a
ds* = —f du dv (5.3)

formdaban is, ahol u =t — r* és v = t + r*, valamint

r? 4+ a2 Mr, r Mr_ T
A r=r-+ —M2—a2n7“+ ‘ M2—a2n7“— ‘, (5.4)

ésry = M ++/M? — a? a kiils6 és belsé eseményhorizontokat jeloli. Lathato, hogy az
(5.3) Osszefiiggésben szerepld f fiiggvény

fe A :(7"—74)(7"—7:). (5.5)

r2 + a? r2 + a?

A metrika koordindtaszingularitdsa a horizontokon eltiintetheté a Kruskal-koordinaték

bevezetésével. Ehhez el6szor tekintsiik a metrikdt az » = r horizont kozelében. Az f

fiiggvényt ekkor kozelithetjiik az
f 26y (r—ry) (5.6)

29
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formuléval, ahol Kk, = %d{l(:) |r=r, . Most fejezziik ki az f fiiggvényt u és v koordinatakkal
is. Mivel p .
. r
rt = TQEIH‘/@F(T—TJFH ; (5.7)
ezért frhatjuk, hogy
f=42e2m 7 = 49 eirl-0) (5.8)

ahol a felso eldjel az r > r, és az alsé az r < r, tartomdnyban érvényes. A Kruskal-

koordinatakat a kovetkezdképpen definidljuk:
U+::Fein+u7 V+:eﬂ+v. (59)

Ezeket alkalmazva az fvelemnégyzet az r = r. koriil a ds? ~ —2m;2dU+dV+ formulaval
kozelithetd. A metrika tehat a kiilsé horizonton reguldrissa vélik, azonban a bels6
horizonton szinguldris marad. Ennek kikiiszobolésére hasonléképpen kell eljarnunk,

mint a kiilsé horizont esetében. Az r = r_ kozelében f ~ —2k_ (r —r_), ahol k_ =

LI | Ezekbél kovetkezik, hogy f ~ F2 e 257 = F2 ¢ %) tehdt az ]
koordinatak:

U.=Fe" ", Vo=—e """, (5.10)

és az fvelemnégyzet a ds? ~ —2k_2dU_dV_ alakot &lti.

5.2. A Kerr-térido Penrose-diagrammja

A megfelel6 koordinata transzforméciéval elérhetd, hogy a végtelen mennyiségek korla-
tossd valjanak, ezzel létrehozva a teljes térido szerkezetének egy szemléletes reprezen-
taciojdt, az ugynevezett Penrose-diagrammot. Az ehhez sziikséges szémitdsokat a [11]
forrdsban fellelhetd Schwarzschild-téridére vonatkozé szamitdsok analégidjdra végeztem
el.

Vezessiik be a Kruskal-koordindtdakbdl képzett

U+ = arctanU, , V, =arctanV, ,

U. = arctanU_, V_=arctanV._ (5.11)

koordinatdkat. FErre azért van sziikség, mert az arkusz tangens fiiggvény a teljes

R halmazt képezi le a (—g, g) intervallumra, azaz értelmezési tartoménya nem, de

értékkészlete mar korlatos. A Penrose-diagrammot a T, = <f/i + Ui> /2 és Ry =

(f/i — Ui> /2 koordinatarendszerekben dbrazoljuk, és az értelmezési tartomanyt kiter-

™ T

jesztjiik a hatdrokra is, azaz Ty, Ry € [—5, 5]. Szem el6tt kell tartani azonban,
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hogy a + és — indexek kettd kiilonbozo koordindtarendszerhez tartoznak. Ha egy-
szerre szeretnénk a kettdt dbrazolni, akkor ismerniink kell az egyméshoz viszonyitott
helyzetiiket. Ehhez megkeressiik a — indexii rendszer origéjat, azaz hogy milyen u és
v koordindtdk esetén lesz T = R_ = 0, majd azt, hogy ugyanezen u és v koordindtak

milyen 7', és R, koordindtahoz tartoznak. El6szor tekintsiik a
1 _
T = 3 larctan (—e 7~ V) + arctan (F e "~ )] =0 (5.12)
egyenletet, melyet dtrendezve a
e "ml=Fe"" (5.13)

reldciéhoz jutunk. Mivel az exponencidlis kifejezések nem vehetnek fel negativ értékeket,

ezért a fenti egyenléség mindkét eldjel esetén csak a
v—00 és u— —00 (5.14)
hatdresetben teljesiil. S6t, ekkor R_ is nulldva valik:
1 —K v K u
R_ = B [arctan (—e ~~ V) — arctan (F "~ *)] — 0. (5.15)
Ugyanebben a hatdresetben a + indexii koordinaték:
T+ -

[arctan (e *+ V) 4 arctan (e ~*+ *)] —

Y

SIS

Ry = < [arctan(e” ") —arctan (e "+ “)] -0, (5.16)

N = Do -

ahol az U, koordindta (5.9) definicijaban az alsé el6jelet hasznaltuk, amely a két
horizont kozotti tartomédnyban érvényes, ahol mindkét koordindtarendszer értelmezve
van. Lathaté tehat, hogy a T_ és T fiiggbdleges tengelyek egybeesnek, de az R_
vizszintes tengely pozitiv irdnyban el van csisztatva az R, tengelyhez képest m/2-vel.

Az r = §llando6 feliileteket a kiilsé eseményhorizonton kiviil, azaz az r > r, tar-
tomanyban az

UpVi ==y (r—ry)] (5.17)
Osszefiiggés vizsgalatdaval kapjuk meg. Az egyenlet bal oldaldt ifrjuk fel az t1j ko-
ordindtdkban is:

tan U, tan V, = tan (T, — Ry )tan (T, + R,) =

cos 2R, — cos 2T,
=— — ) 5.18
cos 2R, + cos 277 ey (r =)l ( )
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Ezt dtalakitva a

1 <1+|f€+(7“—7“+)|

T, =~
+ = 5 arccos T re =)

Osszefiiggést nyerjiik, amely segitségével az r = dllandé feliiletek konnyen abrazolhatok.

cos 2R+> (5.19)

Tekintsiik eldszor az r — oo esetet. Ekkor

cos2R, — cos 2T,
ﬁ
cos 2R, + cos 2T,

—00 , (5.20)

ami ugy teljesiilhet, ha a nevez6 nulla, azaz cos2Ty = —cos2R; = cos(m — 2R),
melynek megolddsai:
T

T =£R. + (20 +1) 5 (5.21)

ahol n egy egész szdm. A megfeleld értelmezési tartomédnyon beliil ezek —1 és +1
meredekségii szakaszokat adnak. Az 5.1 dbran fekete vonallal vannak jelolve.
A kiils6 horizont dbrézoldsahoz az (5.19) egyenletben végezziik el a r = r helyet-
tesitést:
T, =+R, +nm, (5.22)

amely n = 0 esetén az dbran kék vonallal jelolt, origon dtmend, £1 meredekségii
szakaszokat adja. Az eddig targyalt szakaszok altal hatarolt négyzet (I. régi6) a Kerr
fekete lyukon kiviil taldlhatd, aszimptotikusan sik térido.

A bels6é horizonthoz az T, és R, koordindtdkrol at kell térni a T és R_ ko-
ordindtdkra. Emlékezziink tehdt, hogy a kovetkezd osszefiiggések egy, az el6zohoz
képest fiiggblegesen, +7/2-vel eltolt koordindtarendszerben érvényesek. Mivel U_V_ =

|k_ (r —r_)|, és ennek megfeleléen

1=l (r—r)
L+ |k (r—r2)|

1
T = — arccos (
2

cos 2R_) : (5.23)

igy az r = r_ feltétel mellett a megoldédsok a kiilsé horizonthoz hasonléan

T =+R_+nm. (5.24)
melyek az dbrén a piros szakaszok.
Az r = 0 szingularitast az U_V_ = —1 feltétel hatdrozza meg. Ebbol kovetkezik,
hogy
cos2R_ — cos 2T
=—1 5.25
cos2R_ + cos2T_ ’ (5.25)
melyre a megolddsok
Ro=+", (5.26)

4
azaz fiiggbleges szakaszok a vizszintes tengely 7 abszolit értékénél, mind a pozitiv,

mind a negativ oldalon. A diagrammon fekete szaggatott vonallal vannak dbrézolva.
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A Kerr-térid6 elméletben kiterjeszthetd negativ r koordindtdkra is. Amennyiben
r— —oo, UV_ = —|k_(r—r_)| = —oo, tehdt az r — 400 eset (5.21) megoldasahoz
hasonlé

T :iR_+(2n+1)g
megolddsokat kapunk, amelyeket az dbra sziirke szakaszokként jelenit meg.

Schwarzschild fekete lyuk esetében, ha egy megfigyel6 dtlépi a horizontot, akkor
elkeriilhetetlen, hogy a szingularitdsba essen ([10] forras 5.3.9. fejezete). A Kerr fekete
lyuk szingularitdsa azonban a Schwarzschildéval ellentétben nem térszerfi, hanem id6-
szeril, tehat a szingularités elkeriilhetd. Ha a megfigyeld a I1. tartoményban tartézkodik,
azaz a kiilsé horizontot atlépte, de a belsét még nem, akkor a mozgdsa sziikségszeriien
a csokkend r irdnyaba kell hogy mutasson, ugyanis r idészerii. Azonban a belsé hor-
izonton beliill az r ismét térszerii lesz, igy a megfigyel6 mind az r csokkenésének és
novekedésének irdnydban is mozoghat. A megfigyeld vdlaszthat egy, a szingularitdst el-
keriil6 pélyat, és 1ijbdl dtlépheti a belso horizontot, amely valdjaban nem az eredeti hori-
zont, hanem annak egy masolata. Mivel az r idészeri, ezért a megfigyelo sziikségszeriien
a kiils6 horizont felé sodrédik. A téridé ezen horizonton tili kiterjesztéséhez jabb
Kruskal-koordinédtdk (Us., V. ), és azokbdl képezhetd (', R, ) koordindtdk bevezetésére
van sziikség. Amint a megfigyel6 ezt dtlépte egy olyan aszimptotikusan sik téridében
fogja taldlni magdt, amely maésolata az el6zonek. Itt donthet gy is, hogy tijbdl a
fekete lyuk felé veszi az irdnyt, és megismétli eléz6 mandverét, melynek eredménye,
hogy egy még jabb univerzumba jut. A maximadlisan kiterjesztett Kerr-téridoé tehat
fekete lyukakkal, mint kapukkal 6sszekotott univerzumok végtelen lancolata.

A térid6 matematikailag kiterjeszthetd a szingularitdson tilra is, ugyanis az r = 0
Kruskal-koordinatdkban U_V_ = —1, tehdt nem szinguldris. A szingularitdson tuli
régié aszimptotikusan sik, ahol az r koordindta negativ értékeket vesz fel. Itt nincsenek
horizontok, tehat a szingularitds egy csupasz szingularités.

Fontos megjegyezni, hogy az el6z6 bekezdésekben leirtaknadl feltettiik, hogy a térido
tokéletesen tengelyszimmetrikus és stacionarius. A Kerr fekete lyuk belsé szerkezete
azonban érzékeny a perturbacidkra, kisebb valtozasok is jelentds mértékben megvaltoz-
tathajtdk azt. Eppen ezért a fekete lyuk alagutak és szingularitdson tili tartomanyok

a valésdgban nem valdszinii, hogy eléfordulnak.



34 A KERR-TERIDO® MAXIMALIS KITERJESZTESE

R+: —
-15 -10 -05 0 0.5 1.0 15
1 L L P | 1 L
- 2+
3+ L
L 1+
2 L
L 0+
1+ L
T. | T
- -1+
0+ L
+ _2,
A+ -
L -3+
2+ L
I 1 L . 1 PRI B 1 Ly gV
-15 -10 -05 0 0.5 1.0 15
R+=R_

5.1. dbra. A Kerr-téridé Penrose-diagrammja.



6. fejezet

Event Horizon Teleszkoép

Az Event Horizon Teleszkép (Eseményhorizont Teleszkép, roviden EHT) egy nemzetko-
zi tudomaényos dsszefogds, mely az egész Foldet behal6zé radidteleszkop-rendszerrel el-
készitette az emberiség elso feketelyuk-felvételeit. A képek a Virgo-halmazban taldlhato6

MBR7 galaxis kozepén elhelyezkedd szupermassziv fekete lyukrodl késziiltek [12].

Az EHT egy nagyon hosszi bézisvonali interferometriai (Very Long Baseline In-
terferometry, vagy roviden VLBI) megfigyelés, amely a Fold kiilonb6zé pontjain 1évo
radioteleszképok mérései adatait egyiittesen haszndlja fel. A teleszképrendszer névleges
szogfelbontasa %, ahol A a megfigyelt hulldimhossz és L a maximalis bédzisvonal hossza,
azaz a mérésben részt vevo teleszképok legnagyobb tévolsdga. Mivel ezzel a médszer-
rel az L a Fold atmérdjének nagysagrendjébe esik, ezért igen nagy felbontds érhetd el.
Mondhatjuk tehdt, hogy olyan, mintha a méréseket egy foldméreti virtudlis mérdesz-
kozzel végezték volna. Az egyes teleszképok egyidejiileg rogzitik a vizsgalt objektum
felol érkezo jeleket, és az igy kapott adatokat késobb 6sszesitik. A jelsorozatok iddbeli
szinkronicitdsa rendkiviil fontos, ehhez referenciaként a hidrogénmézer frekvencidjdt
hasznéltak fel.

April 6 April 10 April 11

Brightness Temp. (ll]6 K) )

50 pas

6.1. abra. Az Event Horizon Teleszkép felvételei az M87* fekete lyukrol [13].
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Az MS8T7 éridsi elliptikus galaxis kézpontjdban helyet foglalé szupermassziv fekete
lyuk képe 2017 dprilisdban késziilt négy napi mérés eredményeként. Az EHT teleszkop-
jal éjszakdnként 7-25 darab 3-7 médsodperc hosszi felvételt rogzitettek A\ = 1,3 mm
hulldémhosszon. A mérési adatok kiértékelésével kapott képek egy hozzavetdlegesen 40
fvmikroszekundum atméréjli, aszimmetrikus gyfirtit dbrazolnak egy sotét drnyékkal a

kozepén.

6.1. Az MB8T* feketelyuk-felvételei

6.1.1. A fekete lyuk természete

A kérdésre, hogy milyen objektum rejtézik a kozponti arnyékban valaszt ad annak
mérete és alakja [15]. Amennyiben egy forgé fekete lyuk foglalna helyet a gyfir(i kozép-
pontjdban, az drnyék alakjat kétféle tényezd hatdroznd meg legmarkdnsabban. Az els6 a
forgé égitestek lapultsagat okozé deformacio, a masodik pedig a 4.1. fejezetben targyalt
effektus, melynek sordn a fekete lyuk forgdsa magédval ragadja a téridot a kornyezetében.
Az utébbi a forgdstengelyre merdleges irdnyokban ¢sszenyomja az drnyékot, igy éppen
ellenkez6 hatdst vélt ki, mint az elsd. Kerr fekete lyukak esetén ez a két jelenség ép-
pen kioltja egymast, tehat az darnyék jé kozelitéssel kor alakid, ami 6sszhangban van az
EHT felvételeivel. A képek tehat aldtamasztottdk a feltételezést, miszerint az M8T*
egy Kerr fekete lyuk.

6.1.2. Legbelso stabil korpalya

Az EHT felvételein lathaté fényes gytirii a fekete lyukat koriilvevd akkréciés korong
sugdrzasat abrdzolja. A fekete lyuk a kozponti sotét arnyékban helyezkedik el, de
nem tolti ki azt teljesen, ugyanis az eseményhorizont beljebb taldlhat6, mint a sotét
folt hatdara. Az drnyékot a legbels6 stabil korpdlya hatdrolja, az a korvonal, amelynél
beljebb haladva oly mértékii a gravitdaciés vonzas, hogy az anyag sziikségszeriien bele-
hullik a fekete lyukba. A legbels6 stabil korpalya sugardanak meghatdrozasdhoz meg
kell vizsgdlnunk az egyenlit6i sik geodetikus pélydit ([2] forrds 13.10-13.14. fejezetei).

A Kerr-térid6 staciondrius és tengelyszimmetrikus, ezért a p; és p, impulzuskom-
ponensek megmaradé mennyiségek. Tovabba az egyenlitdi sikon a tiikrozésekre valo
szimmetria miatt azon részecskék, melyek kezdetben az egyenlitéi sikon voltak, azaz

p’ = 0, végig a stkon maradnak. Az egyenlitéi sikot a 6 = 5 rogzitésével kapjuk, igy a
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(3.84) metrika a

2M 2Ma?

AM 2
ds* = — (1 — —) dt* — adtdgp + " dr? + <r2 +a® +

. . A ) de*  (6.1)

alakra egyszerfisodik. Felhaszndlva a p; és p, megmaraddsit egy egységnyi tomegii

. . 2MN\ . 2Ma .
e = Gut+gp=—|1- " t— " o =—k,

részecskén a

. ) 2Ma . 2Ma?\ .
Dy = gwtt-l-gw@:—Tt—i—(rQ—i—cﬂ—i- . )gpzh (6.2)

egyenletrendszert nyerjiik, ahol k és h mozgasallandék. A fenti egyenletek a nyugalmi
tomeg nélkiili fotonra is érvényesek, ugyanis a megfelelé affin paraméterezéssel fennall
a p® = 1% egyenldéség. A k és h allanddk fizikai jelentéssel birnak, k a részecske energi-
ajaval, h pedig a forgastengely irdnyd impulzusmomentummal ardnyos. Fejezziik ki az
egyenletrendszerbdl a deriviltakat:

. 1 2M a? 2M
t = —[(r2+a2—|— a)k— ah} ,
A r r

o = %{2Mak+(1—%> h] . (6.3)

r r

Az r koordindta elsé derivéltjat megkaphatjuk felhasznalva, hogy a négyesimpulzus

hossznégyzete allando:

9paps = 9"0; + 29" pipy + 977D, + P2 = —€° (6.4)

ahol tomeges részecske esetén €2 = 1 és foton esetén €2 = 0. Mivel p, = g, és

g"" =1/g,,, a fenti egyenlet &tirhaté az

,,;2 — grr (-52 _ gtth + 29tapkh o g<p<ph2) (65)
formdra. Az inverz metrika ¢ = —< <T2 + a? + M), gt = —He g = 5 &
9¥? = % (1 — 221) komponenseinek behelyettesftése utdn az

26°M  a? (K — %) —h®  2M (h — ak)®
PP=k2 -2+ + ( ) + ( ) (6.6)

r r2 r3

Osszefiiggést kapjuk.
Nyugalmi tomeggel rendelkezd részecske esetén a (6.3) egyenletek az iddszerii geo-
detikus egyenletek, és a (6.6) egyenlet, az €2 = 1 helyettesitést kovetden, a részecske

energiat kifejezo egyenlet:

OM  a?(k*—1)—h® 2M (h— ak)?
+ + :

22 2
7 =k"—1+
, r2 r3

(6.7)
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A fenti 6sszefiiggést dtrendezve:

1
§f2+veff (r,h, k) =

ahol a V. jelolésti effektiv potencidl:

M a®(k*—1)—h> M (h—ak)
Vess (ryh, k) = o 212 B r3 '

(K*—1) , (6.8)

N | —

(6.9)

Egy r. sugari korpélydn torténd mozgds feltétele, hogy 7 = 0, valamint a d‘;%

derivélt a korpdlya mentén nulla legyen. Ezen feltételekbdl felirhato

dVesy
dr

egyenletekbdl h és k meghatdrozhat6. A (6.10) els6 egyenletébe helyettesitsiik be V. z¢

1
‘/eff (T, h7 k) = 5 (kZ - 1) ) ‘r:rc =0 (610)

definiciéjat, és vezessiik be az u = % véltozot:

1 1
—Mu — 5 [a* (K = 1) = h*]u? = M (h - ak)®u® = S (K =1) (6.11)
és az igy kapott egyenletet derivédljuk u szerint:
—M — [a® (K* = 1) — B*] u — 3M (h — ak)*u® =0 . (6.12)

Az utolsé lépésnél felhasznaltuk, hogy d‘g% = %% = 0, tehat d‘g% = 0. A szé-
moldst tovabb egyszeriisiti, ha elvégezziik az x = h — ak helyettesitést. Ekkor a fenti

két egyenlet a
1
—Mu—l—i(a:2+2akx+a2)u2—Mx2u3 = (k2—1) ,

—M + (x2 + 2akx + a2) u—3Mz*u? =

S | =

(6.13)

alakra hozhat6. Kivonva a (6.13) els® egyenletének kétszeresét a masodik egyenlet

u-szorosabol a

k> =1— Mu+ Ma*u? (6.14)
osszefiiggéshez jutunk. Eliminalva k-t a (6.13) masodik egyenletével és a (6.14) egyen-
lettel az

u? [(BMu — 1)° - 4a® Mu?] z*
—2u [(3Mu — 1) (a®u — M) — 2ua® (Mu — 1)] 2* + (a’u — ]\/[)2 =0 (6.15)

osszefiiggést kapjuk, amely egy masodfokd egyenlet z2-re. Alkalmazva a megoldékép-

letet, a megoldasokra az
2
<a\/ﬂ + v M)
U <1 —3MuTF 2a\/Mu3>

(6.16)
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formulét taldljuk. Ezt beirva a (6.14)-be, k-ra az aldbbi sszefiiggést kapjuk:

1—2Mu=F avMu?

k=— ) (6.17)
V1 —3Mu F 2av Mu?
Ennek ismeretében, a h = x + ak egyenloség felhasznaldsdval h értékeire a
VI (14 a%u? & 207/ M
h== (6.18)

\/u (1 — 3Mu:F2a\/M_u3>

formulét nyerjiik.

A (6.10) osszefiiggesek sziikséges feltételei annak, hogy a részecske koérmozgdst
végezzen, am a pdlya stabilitdsdt nem biztositjak. Az egyes pdlydk stabilitdsanak
vizsgdlatahoz az effektiv potencidl mésodik derivaltjanak el6jelét kell megvizsgédlni. Ha
dz;/Tfo < 0, akkor a V_gf (1) figgvény az adott helyen konkdv gorbiilet{i, a pélya insta-
bil. Ha azonban Vef L >0, akkor V¢ ( ) konvex, tehdt a palya potencidlgtdorben

dr 2
fut, igy az stabil. Azt a pdlyat, amelyre V;f L =

& Veff _

= 0, margindlisan stabilnak nevezziik.

A legbels6 stabil korpalyat tehat a = 0 feltétel adja meg, hiszen ennél beljebb

haladva az 6sszes korpdlya instabil. Ezek szerint a palya mentén, azaz r = r.-re, a

A2V, AV (d dVss d? a2V, dv,
1 ff(u)Jr ff_“:u3( I 49 ff)zo (6.19)

dr2  du? dr du dr? du? du

ef d? Veff -0

teljesiilését koveteljiik meg. Ennek megfeleléen a (6.13) egyenlet u szerinti derlvaleisa

Osszefiiggés teljesiil. Mivel L =0, igy az eléz feltétellel egyenértékii, ha

utdn ugyancsak nulldval lesz egyenlo:
2% + 2akr + a® — 6Mz*u =0 . (6.20)

Ebbdl fejezziik ki u-t, majd a szdamlaloban végezziik el az x = h — ak helyettesitéseket:

2+ 2akz +a®  h?—ad*(k*—1)
= = . 6.21
" 6.M x? 6.M x? (6:21)

A z, k és h véltozok helyére irjuk be a (6.16), (6.17) és (6.18) formuldkat:

1 — 3a*u® — 6uM F 8avVMu3 =0 . (6.22)
Ha u = % felhaszndldsdval visszatériink az r viltozoéra, akkor az

r? — 6Mr — 3a®> F 8avVMr =0 (6.23)
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egyenlethez jutunk, amely megolddsa adja a legbels6 stabil kérpalya sugarat. Az a = 0
Schwarzschild hatdresetben r = 6M. Az extrémélis Kerr fekete lyukhoz (a = M)
tartozé megolddsok a fekete lyuk forgdsdval ellentétes irdnyu kormozgds esetén r = 9M,

és a forgdssal megegyez6 irdnyu kormozgds esetén r = M.

Egy Kerr fekete lyuk két paraméterének, M tomegének és a forgdsi paraméterének
meghatdrozdsahoz a legbelsé stabil korpdlya sugardanak ismerete nem elegend6, sziik-
séges egy mdsodik, ettdl fiiggetlen mérés. Az MT* felvételeit 6sszehasonlitottak mag-
netohidrodinamikai szimuldcidkkal, igy a tomegére az M = 6,5 - 10°M,, eredményt
kapték [15].

6.1.3. A gylirti aszimmetrigja

Az M8T7* akkrécios korongja jol lathaté aszimmetridt mutat, az északi oldala fényesebb,
mint a déli. Ez a jelenség a Doppler-effektussal magyardzhat6 [14]. A lét6tengelyhez
képest dolt siki korong forog, igy a sugdrzast kibocsaté anyag egy része kozeledik, mig
a mdsik része tdvolodik a Foldtol. A felénk érkezd sugarzds Doppler-eltolédést szenved,

a kozeledés esetén novekszik, tavolodds esetén csokken annak intenzitdsa.

Az aszimmetria fontos informécié hordoz a fekete lyuk forgdsi irdnydval kapcsolat-
ban, azonban egyediil nem elegendd annak megallapitdsara. Az M87* nagyenergidju
radidjet-ek forrdsa, melynek irdnya a kép jobb széle felé mutat, kissé feljebb a vizszin-
testdl, és a latétengelytdl 17°-kal eltérve. A radidjet-eket alkoté sugarzést a forgéd gyfirii
bocsdtja ki, melynek forgastengelye a jet irdnydval egybeesik. Az aszimmetria jellegébdl
megallapithatd, hogy a gy{irti impulzusmomentum-vektora a Folddel ellentétes irdnyba
mutat, tehdt a Folrol nézve a forgds irdnya az éramutato jardasaval megegyezik. Mivel
az akkrécids korong a fekete lyukkal egyiitt forog, igy a fekete lyuk forgasi irdnya is ez
lesz.

Az Event Horizon Teleszkép 2018 dprilisdéban tjabb feketelyuk-felvételt készitett az
M87*-r6l [16]. A két felvétel kozott eltelt egy évben a fekete lyuk mérete valtozat-
lan maradt, azonban a gyfirti fényesebb része nagyjéabdl 30°-kal elmozdult. Nagyobb
hulldmhosszakon végzett mérések megmutattdk, hogy az M87* feldl érkezd jet-ek osz-
cillalé mozgast végeznek, mely magyardzatot ad a véltozdsra. A jet-ek oszcilldcidjat
okozhatja az anyag turbulens, rendezetlen dramlédsa az akkréciés korongban, vagy a

forrdsuk precesszidja.



A7z M87* FEKETELYUK-FELVETELEI 41

M87* 2017 April 11

M87* 2018 April 21

40 pas

0 2 4 0 2 4 6

Brightness Temperature (107 K)

6.2. dbra. Az EHT 2017-ben és 2018-ban késziilt felvételei az M87*-rol [16].

6.1.4. Polarizacio

Az M8T*-et koriilvevd mégneses mezd tanulményozdsa céljabol a 2017-es megfigyelési
adatokat a polarizacié szempontjabdl is kiértékelte az Event Horizon Teleszkép csapata
[17]. A szupermassziv fekete lyuk koriili gyfirii egy része jelentds linedrisan polarizalt-
sagot mutat, itt a polarizacié fokdnak maximuma hozzavetdlegesen 15%. A 6.3 abra
a polarizdcié irdnyat és ertsségét szemlélteti. A vektormezdk analdgidjara, egyfajta
,polarizéciés er6vonalakat” dbrézoltak a mar kordbban elkésziilt, csupan az intenzitédst
megjelenitd felvételekre (6.1 dbra). A vonalak érintdje megadja az adott pontban a
polarizacids sik irdnydt, a hosszuk a fény intenzitdsdnak négyzetével ardnyos, dttet-

szOségiik pedig azzal forditottan ardnyos.

April 5 April 6 April 10 April 11

6.3. abra. Az M8T* linedris polarizaciéjdnak szemléltetése [17].

A mdgneses térben az akkréciés korong nagy sebességii, toltott részecskéi gor-
biilt palydkra kényszeriilnek, melynek hatdsdra szinkrotronsugarzédst bocsatanak ki. A

szinkrotronsugdrzés altaldban linedrisan poldros, tehdt a polarizécié tanulményozasa-
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val inform&ciét nyerhetiink a fekete lyukat kérnyezd méagneses mezd struktirdjarol. A
6.3 dbran a polarizdciés vonalak irdnya azimutdlis (¢ irdnyd) mintdzatot mutat. Szi-
muldcick megmutattak, hogy ilyen polarizaciét poloidalis (0 irdnyd) mégneses mezd
tud létrehozni [18].

6.2. A Sagittarius A* felvételei

Az M8T* mellett 2017 aprilisdban az Event Horizon Teleszképnak sikeriilt képet ké-
sziteni a sajat galaxisunk, a Tejitrendszer szivében elhelyezked6 szupermassziv fekete
lyukrol, a Sagittarius A*-rdl is [19]. A galaxisunk kozepén 1évé csillagok mozgasanak
vizsgdlatdaval méar kordbban feltételezték, hogy a galaxiscentrumban egy fekete lyuk
foglal helyet, melyre direkt bizonyitékot ad az EHT felvétele. A képen, az M87*-hez
hasonléan, az akkréciés korong gytirtije lathaté, melynek belsé dtmérdje koriilbeliil 50
fvmikroszekundum nagysdgu. A kozponti arnyékban helyet foglald, kozelitdleg négy-

millié naptomeg{i Sagittarius A* is a Kerr-féle fekete lyukak osztélyaba sorolhato.

50 pas

.
o 2 4 6 & 10 12 14
Brightness Temperature (10” K)

6.4. dbra. Felvétel a Sagittarius A* fekete lyukrol [20].

A felvételek elkészitésénél kiilonos kihivést jelentett, hogy a kornyezetében 1évo
anyag dramldsénak periédusideje joval kisebb, mint az M87* esetében. Az dramlds
sebessége kozel azonos a két fekete lyuk koriil, azonban az M87* témege tobb mint 1500-
szorosa a Sagittarius A* témegének, igy a mérete és a koriilotte futé korpalydk hossza is
sokkal nagyobb. Az M&7* koriili legbelsd stabil korpalyan a fekete lyuk forgdsaval mege-

gyezd irdnyban dramlé anyag periédusideje 5 nap (ha az a forgdsi paraméter maximélis)
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és 1 hénap (ha a = 0) kozott mozog. Ugyanez a Sagittarius A* esetében mindossze
4-30 perc. Ezek szerint az akkrécids korong alakja és struktirdja igen gyorsan valtozik,
akdr egy éjszaka alatt is jelentés mértékben atformalédhat. Tovdbbi nehézséget jelent,
hogy a Sagittarius A* fel6l nem érkeznek olyan jol megfigyelhetd jet-ek, mint az M87*
felol, igy a fekete lyuk pontos inklindcigjarol nincs informacio.

A Sagittarius A* polarizdcidjara irdnyulé megfigyelések kiértékelését 2024 mar-
ciusdban publikalta az EHT csapata [21]. A linedrisan poldrossdg domindnsabb, mint
az M8T7* esetén, a polarizacié fokdnak maximuma a 40%-ot is eléri. Emellett cirkularis
polarizaciét is detektaltak. Az akkrécids korong keleti és nyugati oldalédrdl ellentétes
irdnyt cirkuldrisan poldros sugérzds figyelhetdé meg. Az EHT altal vizsgdlt két fekete
lyuk mégneses terének struktirija igen hasonld, mindkettd poloiddlis, amelyre a po-

larizdcié azimutalis irdnya a bizonyiték.

o0 pas

6.5. dbra. A Sagittarius A* linedris polarizécidjdnak szemléltetése [21].



7. fejezet

Elektromagneses mezo gorbiilt

téridoben

A fekete lyukak magneses terének vizsgdlata kiemelt fontossdgu a kornyezetiikben zaj-
16 folyamatok megértéséhez. A téma tulmutat az elméleti fizikdn, ugyanis szamos
csillagdszati kutatds is foglalkozik vele, példdul a kordbban bemutatott Event Hori-
zon Teleszkép kollaboracié. Kulcsfontossagi tehéat egy gorbiilt téridoben érvényes, al-
taldnosan haszndlhat6, a Minkowski-téridoben haszndlt formuldkkal konzisztens, elekt-
romagnességet leiré formalizmus. Ennek széleskorii felhasznélasi lehetdségei kozott nem
csak a szupermassziv fekete lyukak mégneses mezejének lefrdsdsa szerepel, ugyanis akar
a csillagok mégneses effektusainak jellemzésére is haszndlhatd, mint példaul a napszél.

E fejezetben Sergei Komissarov dltal kidolgozott, 3 4+ 1 felbontdsban targyalt for-
malizmust tekintem &t [22], és a cikkben 1év6 szdmoldsokat reprodukédlom, a kénnyebb

megértés céljabol részletesebben kifrva.

7.1. A térido 3 + 1 felbontasa

Az elektromdagneses jelenségek targyaldsdnal célszerti megkiilonboztetni az ido- és térdi-
menzidkat. Ez a térido félidzasaval érhetd el, melynek sordn azt 3 dimenzids, térszerii

hiperfeliiletek seregére bontjuk fel. Ekkor a g,, metrika felirhaté a

Gab = Vap — MaTlb (7‘1)

alakban, ahol v, a hiperfeliileten értelmezett, tigynevezett indukalt metrika, és n, a
feliilet egységnormalisa, azaz teljesiil az n,n* = —1 relacié. Tovabbd mivel n, definicié

szerint merdleges a hiperfeliiletre, ezért v,,n® = 0. A (9;)* id6szerti vektor felbonthaté

45
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egy a hiperfeliiletre merdleges és azzal parhuzamos komponensre:
(0;)" = Nn*+ N* | (7.2)

ahol N a lapse fiiggvény és N a shift vektor. A Richard Arnowitt, Stanley Deser
és Charles Misner altal kidolgozott (ADM) formalizmusban, a félidzdshoz adaptalt

koordindtékban ezen mennyiségek konkrét alakja [23]:
~1/2 )
N = (_gtt) / . 6 Ny=gi=Ggu - (7.3)

Felhaszndlva tovdbbd a v, = g, reldciét, a metrika felirhatd, mint

—N? + N,N* N
Yab = ( NG g ) : (7.4)
NH ’7;11/

és az inverz metrika, mint

ab —1/N? NH/N?
9 b= < NH#/N? 4 — (NENY/N?) ) : (7.5)

A metrikdbdl az fvelemnégyzet leolvashato:
ds* = (—=N? + N,N*) dt* + 2N, da"dt + ~,,, dx"dz” . (7.6)

A metrika és inverzének
—N?24+N_.N™ N, —1/N2 N”/N2
N, Y v NY/N? 4P — (NPN"/N?)

B 1 —N? + Ny )
(_N,LL—’_’VMVNV) /N2 ryw/fypy_{—(NH_’YuuNV)Np/NZ ‘

szorzata akkor egységmatrix, ha az
NP = NA" & 7,7 =0 (7.8)

feltételek teljesiilnek. Lathats, hogy v*¥ a hiperfeliileten indukdlt metrika inverze,
amely igy a térbeli indexek felhizdsara hasznalhato.

A késébbi széamoldsokat megkonnyiti, ha megkeressiik az Osszefiiggést a metrika
és az indukalt metrika determindnsa kozott ([10] forrds 4.2.2. fejezete). A métrixok
invertdldsi szabalydbol kovetkezik, hogy az inverz metrika ¢ komponense megegyezik

az eredeti métrix, azaz a metrika, g, komponenséhez tartozoé eldjeles aldetermindns és
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a metrika g determindnsdnak hdnyadosdaval. Ebben az esetben a g;;-hez tartozé eldjeles

aldeterminans éppen az indukalt metrika v determingnsa. Irhatjuk teh&t, hogy:
L7
it
L 7.9
e (7.9
amit célszerii a

VTE= N7 (7.10)

alakra hozni.

7.2. Elektromagnesség kozeg hianyaban

A kovetkezdkben dltalanos gorbiilt téridében, valamint vikuumban dolgozunk, méghozza
abban az értelemben, hogy a téridoben nincs kozeg, a relativ permittivitds és perme-
abilitds az egységmaétrix. Emellett elhanyagoljuk az elektromagneses mez6 gravitd-
ciés visszahatdsdt, tehdt gravitdciés értelemben vett vdkuumrdl is beszélhetiink. A

Maxwell-egyenletek kovaridns alakja igy

ViFhy =0, (7.11)
Vo F = p1J" (7.12)

ahol F'® az antiszimmetrikus Faraday-tenzor, J¢ a négyes-dramsfirfiség, valamint u, a
vakuum permeabilitdsa [4]. Speciélis esetben, Minkowski-téridében, Descartes-koordi-

natékat hasznalva:
0 E* EBY FE*

—E* 0 B -BY
Fab = Coes Jo=( "), (7.13)
_EY -B* 0 B j

- BY —-B* 0

ahol E* és B* az elektromos térerosség-, és méagneses indukciévektor, p jeloli az elekt-
romos toltéssiiriiséget, valamint j = (j*, j¥, j*) az dramsiiriiség-vektort.

A (7.11) homogén Maxwell-egyenletet felirhatjuk a Faraday-tenzor
~ 1
P = §e“dech (7.14)

dudlisa segitségével is:
VyF® =0, (7.15)

ahol e®? = gobed /| /—g a Levi-Civita szimbélumbdl képzett tenzor. Ennek alsé indexes

alakja az egpeq = V/—0€abeq modon irhaté fel, ahol az 9123 = +1 eléjelkonvenciot
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haszndljuk. Hérom, tisztdn térdimenzidban pedig analég médon az e, = /7€, &8
etP = elv /| /7 definicidk frhatck fel. A (7.15) egyenletben megjelené négyes kovaridns
divergencia kifejezhet6 parcidlis derivélassal is:

\/1__981, (\/—_gﬁab) —0. (7.16)
Tekintsiik a (7.16) egyenlet iddszerti komponensét (a = t), valamint alkalmazzuk a
V=8 = N,/ osszefliggést:

%au (Nﬁﬁ““‘) ~0, (7.17)

ahol felhasznaltuk, hogy F* = 0, ezért térhettiink &t a b téridé indexrél a p térindexre.
Definidljuk a B* méagneses indukciévektort a
Bt = NF*# (7.18)
formulaval, és ekkor a (7.17) egyenlet
1
alakiva valik, ahol D,, az indukélt metrikdval kompatibilis kovaridns derivélds. Vektori
jeloléssel:

V.-B=0, (7.20)
ami formalisan a klasszikus, mégneses monopdlusok hidnyét kifejezé Maxwell-egyenlettel
egyezik meg. FEmlékezziink rd azonban, hogy itt a divergencia a (7.19) formuldval
van értelmezve. A fiiggelékben bemutatdsra keriil, hogy ezt a definiciét haszndlva
Minkowski-téridében, gombi koordindtdakban visszakapjuk a divergencia goémbi ko-
ordinatdkban felirt szokdsos képletét.

Tekintsiik ezutdn a (7.16) egyenlet tészerii részét (a = p):
1 - 1 N

9 (N vF“t) v 9, <N 'yF’“’> ~0. (7.21)

A VN
A Levi-Civita tenzorok kontrakciéjéra vonatkozé e#’e,q5 = e"’cp05 = 01,07 — 0,07
tulajdonsagot, valamint a Faraday-tenzor dudlisénak antiszimmetridjabdl kovetkezo

1 v v nle] L/~ v [V [y

5 (0605 — 020t) PP = 2 (F“ _F #) _a (7.22)
osszefiiggést felhaszndlva frhatjuk a (7.21) egyenlet bal oldaldnak m&sodik tagjara,

hogy:
1

VA

1 v v o 1 1 v o

1 ~
= "0, |:§N€pa5Fa’8:| : (7.23)



ELEKTROMAGNESSEG KOZEG HIANYABAN 49

Ha bevezetjiik az

Ne,op o’ (7.24)

formuldval megadott elektromos térerdsséget, akkor a (7.21) egyenlet atirhaté a klasszikus

Maxwell-egyenlettel megegyezo

formara, ahol a rotaciot a

(V x E)" = ¢"?0,E, (7.26)

formuldval értelmezziik. Ehhez feltettiik, hogy a metrika, fgy annak determindnsa is
idéfiiggetlen, ezért a (7.21) elsd tagjdban /7 kiviheté a O, derivalds elé. Ez ugyan
megszoritdst jelent az dltaldnos esetre nézve, de a dolgozat fékuszdban 1évd Kerr-
téridére teljesiil. Fontos megjegyezni, hogy a (7.26) formuldban szerepld parcislis de-

rivalas helyettesithetd kovaridns derivaldssal is, ugyanis
e"?0,E, = e"*D,E, + e"* T, E; = "D, E, (7.27)

ahol MT¢ az indukilt metrikival kompatibilis konnexié. A fiiggelékben a divergen-
cidhoz hasonlé médon a rotéciét is felirjuk Minkowski-téridében, gombi koordinatak-
ban. Két tetszoleges vektor, V és W vektori szorzatdt a rotdciéval analég médon
definidljuk:

V X W = "V, IV, .

Tekintsiik most a (7.12) inhomogén Maxwell-egyenletet, amelyb&l a mennyiségek
megfeleld definicidjaval ugyancsak visszakaphatjuk a klasszikus fizikiban megismert
Maxwell-egyenletek alakjdt. Ez a homogén egyenlet kapcsan bemutatott levezetéshez
hasonlé médon torténik, ezért kevésbé részletesen lesz targyalva. Az elsé lépés ebben

az esetben is az egyenlet atirdsa a parcidlis derivildst tartalmazé alakjédra:

\/_a,, (V=9F®) = pyJ* (7.28)

melynek id6-, valamint térszerti részei rendre

\% ( N\/_Ft“) = NJ',
+ 1y

Neik

L@t (iNﬁF“t)
Ko

v

( N\/_F‘“’) = NJ*. (7.29)
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Definidljuk a D* elektromos eltoldst, a H, mdgneses térerdsséget, a p toltésslirtiséget,

valamint az j* dramsiirtiséget az aldabbi médon:

1

D' = ggNF" — —NF"
Fo
— 1 vp
HI‘ = Q—%Nem,pF s
p = NJ',
o= NI (7.30)

ahol ¢y a vdkuum permittivitdsa. Mivel a fény terjedési sebessége egységnyi, igy a
c=1= (50“0)71/ ? relaci6 dtrendezésével a vékuum permittivitdsa és permeabilitdsa
kozotti kapcsolatra az g9 = 1/, Osszefiiggést nyerjiikk. A (7.29) egyenletek tehat
felirhatéak a

V:-D = p,
—-0D4+V xH = j (7.31)

alakban.
Vizsgaljuk meg az el6zoekben definidlt mennyiségeket Minkowski hatdresetben,

Descartes-koordindtdkban. Ekkor vissza kell hogy kapjuk a

1
Eﬂ = F,ut y Bt = §€'prpr (732)
formuldkat, ahol a Faraday-tenzor alsé indexes alakjaban a tér-idé komponensek ellen-
tétes elojeliiek a (7.13) fels6 indexes alakhoz képest [4]:

0 —-E° —EY —F°
E* 0 DB* —BY

Fop = . (7.33)
EY -B* 0 B

£ BY —-B* 0

Az n,, = diag(—1,1,1,1) metrikabdl leolvashaté, hogy az indukalt metrika v, =
v = diag (1,1,1), a lapse fiiggvény N = 1, a shift vektor N* = 0, tovdbba /—g =

V7Y = 1,18y €abed = Eabed €8 €uvp = Eup- Tekintsiik eldszor az elektromos térerdsséget:

1 v 1 vpij 1 (BV] ¥y
B, = §€uupF h = 4 5tet Py = 9 (5t5i - 5%#) Fij = —Fyu = Fu , (7.34)

ahol felhasznéltuk az
e e j0q = —2 (6285 — 6°0%) (7.35)
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azonossagot. A magneses indukciéra pedig irhatjuk, hogy

1 1 1
Bl = F¥' = ZcM"F,, = — o F,, = SF,, . (7.36)

A (7.30) definicickbdl az is kiolvashatd, hogy a J* négyes-dramsiiriiség a (7.13) kép-
lettel megegyezd alakiva vdlik. Lathaté tehdt, hogy az 1j definiciék visszaadjék a

mennyiségek Minkowski-téridoben érvényes, szokdsos alakjat.

7.3. Alternativ definiciék

Az el6z6 fejezetben az elektromos eltoldst és a magneses térerdsséget a Faraday-tenzor,
az elektromos térerdsséget és magneses indukciot pedig annak dudlisa segitségével
definidltuk. A (7.14) relaci6 felhasznéldsdval az el6bb emlitett mennyiségeket felirhatjuk

alternativ médon is. A mégneses indukciévektor atalakitdsaval a

~ 1 1
B" = NF™=-Ne'rF,, — NeM°F,
2O T T aN T T
1 1
_ MR, = —eMPE,, (7.37)

2./7 2

definiciét nyerjiik. Az elektromos térer6sséghez a (7.14) 6sszefiiggés inverzére van sziik-
ség:
1 rrcd
Fab = _§€abch . (738)
A fenti egyenlettel megadott kapcsolatot ellendrizziik oly médon, hogy a (7.14) képlet-
ben a Faraday-tenzor helyére irjuk be a (7.38) sszefiiggést:

~ 1 ~ .. 1 ~ ..
ab abed 7 acb b ca D
1/~ ~ ~
= (P =) = (7.39)

ahol felhasznéltuk a (7.35) azonossdgot. Mivel a behelyettesités azonossdgra vezet, a

(7.38) képlet helyes. Ennek segitségével tehét az elektromos térerdsség:

1 1
B = 5New,F* =

. 1 .
= ENﬁgt,uz/pFVp = §€tu,,pFVp = _Ftp, =Lyt - (740)

Az elektromos eltolds definicidjanak dtalakitdséandl a (7.38) reldci6 felsé indexes F% =
—LewtedF, alakjdt alkalmazva hasonléan jérunk el, mint a magneses indukci6 esetében:

€o

2N,

D! = eNF" = —2Ne™"F,, = NEW R,y = 2 F,, . (T41)
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Végiil a magneses térerdsségre bevezetett formulat is atalakitjuk a (7.14) osszefiiggésbol

nyert Fab = %eabch “d egyenléség segitségével:

1 1 1 -
Ne,, ,F"°" = —N\/veruw, F'’ = —epn F'°P = —F,, . 7.42
Hnvp 2’% \/_tup 2#0 tpvp 1o tp ( )

1

H
b 2u,

Igy a négy, elektromdgneses teret jellemzé mennyiséget tehat kifejeztitk mind a

Faraday-tenzor, mind annak dudlisa segitségével.

7.4. Elektromdagneses mezo Kerr-téridoben

Iddig az elektromdgneses teret jellemz6 mennyiségeket dltaldnos gorbiilt téridoben tér-
gyaltuk, egyetlen megszoritdsunk csupdan az volt, hogy a metrika staciondrius, azaz
Orgay = 0. Most tekintsiik 4t, hogy ezen mennyiségek milyen konkrét alakban frhatéak
fel Kerr-téridében, Boyer-Lindquist koordindtdkban. A (3.84) ivelemnégyzetbdl egy-
szeriien leolvashatjuk, hogy a shift vektor:

oM
N, = (0,0,——2Tasin2 9) , (7.43)
p

valamint az indukalt metrika:

Mr a® sin® 0) sin’ 0) : (7.44)

P2 2 2 2 | 2
’yuy:dlag(z,p,(r +a” + 7

melynek inverze:

A 1

1
M = diag =, (7.45)
P p? (r2 +a? + 25t a? sin? 0) sin? 0
A lapse fiiggvényt a metrika g, komponensébdl tudjuk meghatdrozni, ugyanis
2M
N> NNF=1-0 (7.46)
p
Szamitsuk ki eloszor a shift vektor négyzetét:
4M?a?r?sin’ 0
N,N# — 4" NN, — , 7.47
g T p* (a2 + 12) 4+ 2Ma?r sin® 02 (7.47)
majd helyettesitsiik be a (7.46) egyenletbe:
NP1 2Mr 4M?a*r? sin? 0 (7.48)

+ ;
p? p* (a2 + r2) + 2Ma?r sin® 0 p?
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amelybol algebrai dtalakitdsok utan azt kapjuk, hogy

2Mr (a? + 12)
N=4/1- . 7.49
\/ p? (a2 + r2) + 2Ma2r sin® § (7.49)

Az indukalt metrika determindnsanak gyoke

2 ¢in2
V7= \/p SlAn 0 [p2 (a2 + 72) + 2Ma?r sin® 0} . (7.50)

Ezzel meghatéroztuk a metrika ADM felbontdsaban szerepld mennyiségeket.
A fenti osszefiiggéseket behelyettesitve a Faraday-tenzorral kifejezett (7.37), (7.40)
és (7.30) definicickba megkapjuk az elektromagneses teret jellemz6 mennyiségek alakjat

Kerr-téridoben:

1 1 p%sin? 6 12
B" = ﬁng«‘;ﬁ = 5" Fy, ( A [p* (a® +7%) + 2Ma’r sin® 0}) (7,51)
E, = Fu, (7.52)
2Mr (a® + 12)
Dt = NF"% = gqF™, [1 — 7.53
=0 =0 \/ p? (a2 +1r2) + 2Ma2rsin® 6 (7.53)
1 14
Hﬂ = T%Nﬁgﬂpr °
1 2sin” 6
= TsuprVp\/% [(p? — 2M7) (a® + r?) + 2Ma?rsin® 6] | (7.54)
Ho
2Mr (a® + 12)
— NJt=Jt[1- , 7.55
P \/ p% (a% +12) 4+ 2Ma2rsin® 0 (7.55)

2Mr (a® + r2)
o= NJF=JF 1 — . 7.56
J \/ 0% (a% +12) 4+ 2Ma2rsin® 0 (7.56)

A fenti sszefiiggéseket invertdlva a Faraday-tenzor és négyesdram vektor megadhatok

a 3 + 1 felbontdsban bevezetett elektromdgneses mennyiségekkel.



8. fejezet

Osszefoglalas és kitekintés

Dolgozatom elst felének (2.-5. fejezet) kozpontjaban a Kerr-téridé &ll. A vdkuum-
beli Einstein-egyenlet Kerr megolddsa mar a 60-as években is ismert volt, és azéta
rengeteg kutatds foglalkozott vele. Mara a téma kiforrottnak tekintheto, igy a dolgozat
ezen szakaszdban szakirodalomra tdmaszkodtam, azokat értelmezve feldolgoztam egy
attekinthetd struktira szerint. Az egyes lépésekhez igyekeztem kelld részletességgel
magyardzatokat adni, hogy az &ltaldnos relativitdselméletben kevésbé jartas olvasé
szamadra is érthetd legyen. Bizonyos, szakirodalomban nem fellelheté szamitdsokat
onalléan végeztem, példaul a Penrose-diagramm &dbrézoldséhoz sziikséges szamitdsokat
egy Schwarzschild-téridore vonatkozo levezetésre tamaszkodva. A megértést segito 2.1,
4.1, 4.2 és 5.1 dbrakat Wolfram Mathematica szoftverrel készitettem.

A 6. fejezet az Event Horizon Teleszkop feketelyuk-felvételeit mutatja be. Az
EHT kutatdsai is bizonyitjék, hogy a Kerr fekete lyuk a csillagdszatban is jol hasznal-
haté modell. A fejezetben elsésorban arra koncentralok, hogy a képekrdl milyen fizikai
kovetkeztetések vonhatok le, tobbek kozott a fekete lyukak méretére, tomegére, forgasi
irdnydra vonatkozéan. A polarizdciét abrazolo felvételek azt is eldruljék, hogy a fekete
lyukakat milyen magneses mez6 veszi koriil, ami ravilagit egy gorbiilt téridoben érvényes
elektromdgneses formalizmus fontossagéra.

A 7. fejezetben Sergei Komissarov elektromégneses formalizmusét tekintem &t a
[22] forrdsban megjelolt cikkre tamaszkodva, melyben a szamitdsokat énédlléan repro-
dukaltam. Emellett elvégeztem a Kerr-téridé ADM felbontdsat Boyer—Lindquist ko-
ordindtdkban, és felirtam az elektromdgneses térmennyiségeket és forrdsaikat ebben a
formalizmusban. Ezek azonban.csupdn az elsé 1épései a jelenleg is aktiv kutatdsnak.
Jovobeli terveim kozott szerepel a gravitdciés spin Hall effektus vizsgdlata, emellett
érdemes lehet megvizsgdlni az elektromdgneses mennyiségeket plazma allapoti kozeg

jelenlétében, és felirni a szuszceptibilitdsok alakjat.

95



9. fejezet

Filiggelék

9.1. Divergencia és rotacié

A 7. fejezetben targyalt elektromdgneses formalizmusban a divergenciat a (7.19), és a
rotaciot a (7.26) formuldval értelmeztiik. A kovetkezOkben az keriil bemutatésra, hogy
Minkowski-téridében, gombi koordindtdkban egy tetszoleges A vektor esetén hogyan

kapjuk vissza a szokdsos

_19(A) 1 0, ,. 1 0A¢
VoA = 2 Or +rsin0@ (4%5in 0) +rsin6% ’
1 O (sinfA¥)  9A° 1/ 1 0A" 0O(rA»)
VXA = rsine( a0 _ag[;) " ;(sinﬁﬁgp_ or )
1(0(rA%) oA
+; < or — 90 €, (91)

formuldkat [24].
A gombi koordinatdkkal felirt Minkowski-téridé metrikdja:

-1 0 0 0
0O 1 0 0
ab — 9.2
Jab 0 02 0 (9:2)
0 0 0 r2sin?4

A helyvektor az éppen hasznalt {z*} = (r,0,¢) gombi, illetve az {e,} ortonormélt

bézishoz (g (e,, e,) = d,,) tartozé {z#} koordindtdkban
r = zlu, = ile, , (9.3)

ahol e, = o, u,, (pu-ben nincs Gsszegzés), tehat a két bazis parhuzamos. Az {u,} bazis-
ban megadott (9.2) metrika térbeli részébdl igy «,, = (gw)_l/ ?. Mivel a bazisok kozotti

o7
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transzformécié métrixa M :diag({ Yun) 1/2}> a két koordindtahalmaz kozotti tran-
) A koordinataderivéltak kozott pedig

szformdci6s matrix (M7T) ' —diag ({ L 1/2}

i — ﬁx”i_ , 0 = ( )—1/2i
oEn  9zr oz T Moz M pgn
0 10 1 0
- (5’;%7rsin9%)' (9.4)

Tekintsiink egy tetszoleges A vektort amely az {e,} ortonormalt bézisban A =

Are, = ATe, + A’ey + A%e,, és az {u,} koordindtabdzisban (9.4) mintdjara:

= A= (g A
— T 1 0 1 %)
B (A ’TA ’rsin&A ) (9:5)

Az A vektor kovaridns divergencidjat az {u,} bédzisban szdmoljuk, mivel a Christoffel-

szimb6lumok ebben a rendszerben ismertek [4]:

O0AH . QA+ A?
T () TH At — N1 A7 LD P AT L)Y 2
D,A" = Dk + A= Dk + AT+ T AT+ Ty .

0 0
- 8A’”+2A7"+89(A>+C?SHA—+8¢( ! AS@)

r sinf r rsinf

2 Ar ©

r2  or rsin 6 00 (9:6)

A rotéacié szdmoldsahoz sziikség van az A vektor alsé indexes alakjara
Ay =9uA" =g (gw)fl/z AV = (gw)l/2 AY = (A’”, rA% rsinf A‘p) , (9.7)

illetve annak transzforméciéjara

Au = [(MT)A} MAV = (guu)l/2 Au
= (A,,rAp,rsinfA,) . (9.8)

A két alak osszehasonlitdasabol lathaté, hogy a vektor komponenseinek alsé és felsd



KOSZONETNYILVANITAS 59

indexes alakjai megegyeznek. Fzek utdn haszndljuk a (7.26) képletet:

1
ﬁe‘“’payApuu

1 {(0(Tsin9A@) 8(7’Ag))er+(&4r a(rsineA¢))ree]

r2sin 6 00 B Oy Op a or

1 0(rAy) 0A, .
+7"2sin9 {( or 00 )Tsmg%]

1 d(sinfA®) 0AY . +1 1 0A" 0O(rA?) .
7 sin 00 dp )" 1 \sinf dp or ’

21 (0 (rA?) 3A’°> .. (9.9)

T or o0

Lathaté tehat, hogy ily médon mind a divergencia mind a rotdci6 esetén visszakaptuk
a (9.1) képleteket.

9.2. Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném megkoszonni témavezetémnek, Dr. Gergely Arpdd Laszlénak a szak-
mai utmutatédsat, észrevételeit és javaslatait, valamint a rendszeres konzultéciok soran

nyuijtott segitségét.
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