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3 1 BEVEZETO 1. fejezet

1. Bevezetd

A Minkowski téridében két, egymashoz képest egyenletes sebességgel mozgd inerci-
alis megfigyel§ téridé-koordinatai kozott a Lorentz-csoport transzformacioi teremtenek
kapcsolatot. Ez a csoport a téridé-transzlaciokkal egyiitt a Poincaré csoportot alkot-
ja. A Poincaré-csoport egyik hataresete a Galilei-csoport, melyet a fénysebesség végte-
len hataresetében kapunk. A Poincaré csoport masik hatéresete, az ultrarelativisztikus
hatareset, melyet formélisan a fénysebességet nullahoz kozelité hatareseteként kapunk,
Carroll-csoportként ismert [I]. Mig a Galilei-csoport transzformécidiban az idé abszolit,
a Carroll-csoport transzforméaciéiban a tér abszolut, vagyis a Carroll-boost csak az idé6t
transzformélja. A fénykupok fliggéleges egyenesekké valnak, igy a fényszert palyak par-
huzamosak, a térid6é akauzalis.

A Carroll-csoport bevezethets gorbiilt téridék esetére is, olyankor, ha a metrika di-
namikai egyenlete kovarians a Carroll-diffeomorfizmusra, azaz olyan transzformaciokra,
amelyek soran a térkoordinatak csak egymasba transzformalodnak [2]

t'=t(t,x), x =x(x) (1.1)

Az ultrarelativisztikus hataresetben a metrika 3 egyméstol fiiggetlen valtozora bonthato,
ezek a skalarstirdség, a konnekszio és a metrika térbeli része, melyek a Carroll-geometriét
jellemzik, amely degeneralt. A degeneralt jelleg miatt a Carroll-geometriaban az energia-
impulzus tenzor, mint a hatas metrika szerinti variaci6ja nem vezethets be [3]. Helyette
a hatés 3 valtozd szerinti variacidjaval definialhatunk tn. Carroll-momentumokat, amik
segitségével megmaradd mennyiségek, Carroll-toltések definialhatoak [4].

Altalanosan az altalanos relativitaselméletben leirt téridékre nem vezethets be meg-
maradé Noether-aram és -toltés azok mértékszabadsaga miatt [5]. Megmutathato azon-
ban, hogy asszimptotikusan sik téridék esetén a Noether-tétel altalanositott alakja [0]
alkalmazhato, ami megmarad6 dramokhoz és toltésekhez vezet.

Az asszimptotikusan sik téridék dinakiméja leirhato ultrarelativisztikus megmaradési
egyenletekkel. Null hiperfeliileteken a metrika degeneralt, igy azok is Carroll-geometriaval
rendelkeznek [7]. A fekete lyukak eseményhorizontja is null hiperfeliilet, tehat azokat is
Carroll-aramok és toltések jellemzik [4].

Tudomanyos Diakkori Konferencia dolgozatomban vizsgalom az altalanos relativités-
elméletben ismert fekete lyukak horizont kozeli metrikdjat és annak a leirasat ultrarelati-
visztikus paraméterezéssel. Reprodukilom a téridén értelmezhetd altaldnositott Noether-
toltéseket és Carroll-toltéseket a szakirodalomban nem talalhato részletességgel, valamint
vizsgalom azok kapcsolatat egyszeriibb egzakt Einstein-megoldésok esetén. A kutatas célja
a formalizmus altalanositésa a legegyszeriibb skalar-tenzor elméletekre is.
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2. A Poincaré- és Carroll-szimmetriacsoportok

2.1. Lie-csoport

Mind a Lorentz- és a Poincaré-csoportok a Lie-csoportok kozé tartoznak. A Lie-
csoportok olyan csoportok (G), amelyek elemei (g) folytonos és differencidlhato fiiggvényei
0% valos paramétereknek (a = 1,..., N) valamint az 6nmagaval vett csoport szorzat leké-
pezés 6nmagaba visz vissza [§].

GxG—G (2.1)

Egy &ltalanos eleme a csoportnak irhaté ¢ (f) forméaban és az altalanossag elvesztése
nélkiil valaszthatjiik 8% koordinatakat tgy, hogy az egységelem e a 8% = 0 koordinatdhoz
tartozzon [9):

g(0) =e. (2.2)
Egy R linearis reprezentacié a csoportban egy operator ami a g elemekhez egy linearis

operatort Dg (g) rendel:
g~ Dr(g). (2.3)

A teret amelyiken a Dy operator hat az R reprezentaci6 bazisterének nevezziik. Ha a bazis
egy véges n dimenzios vektortér, a csoport elemei n X n dimenziés méatrixokkal irhatoak
le, (DR (g))l j, ahol 4,5 = 1,... n. A reprezentacié dimenzidja a bazistér n dimenzidja
alapjan van definiadlva. A bazistért elemein ((bl, e ,(;S”) igy a Lie-csoport elemeivel a
kovetkezsképp irhato le egy vektortéren értelmezett transzformécio:

¢ — (Dr(g))' ;0. (2.4)

A egyenlet segitségével fizikai jelentést tudunk csatolni a csoport elemeihez: egy speci-
fikus reprezentaciot valasztva a korabban csak absztrakt matematikai objektumként létezé
g interpretalhato egy transzformacioként bizonyos tereken, példaul véve az SO(3) csopor-
tot és hozzé bazistérként a térbeli vektorok terét egy g € SO(3) elem értelmezhets ugy,
mint a 3 dimenzios térben vett forgatas.

Két reprezentécio R és R’ ekvivalensek, ha létezik egy olyan g-t6l fliggetlen S méatrix,
ahol a két reprezentacio linearis operatora kozott

Dr(9)=5"Dr (9)S (2.5)

Osszefiiggés all fent. Amikor attranszformaljuk a reprezentacidt egy mésikban, altala-
nossaghan a Dp (g) matrix alakja és akar a dimenzidja is megvaltozhat. Viszont a Lie-
csoportnak egy fontos tulajdonsiga a reprezentacio fiiggetlenség.

A Dpg operatort elég simanak feltételezve az egységelem infinitezimalis kornyezetében
az operator lineéaris rendben a kévetkezSképp fejthetd sorba [10]:

Dr(0) ~ 1 +140,T%, (2.6)
ahol
0Dg
Ta = 2R
E="""50
0=0

A Tj méatrixot nevezziik az R reprezentacié generatoranak. Meg lehet mutatni [9], hogy
a megfelel§ parametrizalassal az egységelemtdl téavol a csoport g () elemei mindig kife-
jezhetSk a generédtor segitségével:

Dr (g(0)) = "5, (2.7)

4
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Az 6sszes ilyen X matrixot, amelyik e alakban a G csoportban taldlhaté minden valos

t esetére a Lie-csoport Lie algebrajanak nevezziik

2.2. A Lorentz-csoport generatorai

s,

hoz képest egyenletes sebességgel mozgd megfigyel§ kozott. A csoport elemeit A linearis
transzforméacioval irhatjuk le és a kovetkezs Osszefliggéssel definialjuk [11]

Noo = nMZ/AM pAV o (28)

vagy méatrix formaban ATnA = 5, ahol n = diag (—1,1,1,1) a Minkovski metrika.

) Y

Infinitezimalisan transzformélva A matrixok felbonthatjuk
At =00 4w, (2.9)

Osszegre, ahol
Wy = —Wyy (2.10)

egy antiszimmetrikus 4 x 4-es matrix 6 fliggetlen elemmel, tehat a Lorentz-csoportnak
Osszesen 6 fiiggetlen paramétere van. Ezek meghataroznak transzformaciokat, amik koziil
3 idsinvarians, ezek a forgatasi csoportot hozzak létre (x,y), (z,2) és (y, z) sikban vald
forgatassal, 3 pedig a (t,z), (t,y), és (t, z) sikokat transzforméélva létrehozza a Lorentz-
boostokat.

A generatorok meghatarozasahoz irjuk fel elGszor a transzformécié matrixokat. A for-
gatas matrixok a kovetkezok [11]:

10 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 si
R(a,) = R (%) _ COS sin oy, |
0 0 cosa, —sina, 0 0 1 0
0 0 sina, cosa, 0 —sina, 0 cosqy
(2.11)
1 0 0 0
0 cosa, —sina, 0
R(a.) =
0 sina, cosa, O
0 0 0 1
Az ehhez tartozo generatorok
000 O
000
I = Z_aR (o) |
Oay I 00 0 —2
00 ¢ O
(2.12)
0 0 00 0 0 0
0 0 0 -2 0
J, - i = i
0 0 0 0 1 0
0 — 0 0 0 0 0
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A Lorentz-boostok megadhatok a Lorentz-faktor (6 = % és v = (1— %) %) és a
rapiditas (v = coshn) segitségével is:
v —By 0 0 coshn, —sinhn, 0 0
By Y 00 —sinhn, coshn, 0 0
0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01
v 0 =By 0 coshn, 0 —sinhn, 0
0 1 0 0 0 1 0 0
L (ﬁy) = , L (ny) = . . (213)
By 0 v 0 —sinhn, 0 coshn, O
0 0 0 1 0 0 0 1
v 0 0 =By coshn, 0 0 —sinhn,
0 10 0 0 10 0
L (ﬁz) = ) L (772) = )
0 01 o0 0 0 1 0
-6,y 0 0 v —sinhn, 0 0 coshn,
A Lorentz-boostok generatorai:
0 ¢« 00 00 ¢ 0
1 000 00 00O
Ka: = ) Ky = )
0 00O 1 000
0000 0000
(2.14)
0 00 ¢
0000
K, =
0 00O
1 00 0

A generatorok kommutatorait vizsgalva

[Ki;Kj} = —igikJk
[Ji, Ji] = i€ijuJi

azt tapasztaljuk, hogy a Lorentz-boostok Lie-algebraja nem zarul onmagaba, tehat 2
kiilonb6z6 iranya Lorentz-boost nem egy Lorentz-boostot eredményez, hanem egy boost
és egy forgatas egyiittesét.

Lathattuk, hogy a Lorentz-csoportnak 6 paramétere van, a hat fiiggetlen elemét egy-
ségesen a kordbban definialt w,, matrix-szal jelolhetjiik, a generatorokat pedig egytittesen
M,,,~vel [9]. Igy egy altalanos tagjat a Lorentz-csoportnak leirhatjuk

i

A = e Fom MM (2.16)
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alakban, ahol M* felirhaté a kovetkezd alakban is:
(M) 5 =i (n""67 — n""0y) (2.17)
A forgatas és a Lorentz-boost méatrixok kifejezhetéek M, segitségével
My =¢eipd®, My = K; (2.18)
az «; forgasszog és fB; Lorentz-faktor pedig w,, segitségével

k
Wiy = €k, Wo = B

2.3. A Poincaré-csoport

A Lorentz-csoport invarians a forgatas és az idébeli boost transzformaciokra. Ennek
a csoportnak egy olyan altalanositasat keressiik, ahol az elemek invariansak egy eltolas
transzforméciora is. Az eltolas transzforméciot altalanos forméaban

e~ an (2.19)

alakban irhatjuk fel, ahol P* a transzformécios métrix generatora, a, pedig a transzlicio
paramétere, * — x'# = z# + a* A transzlaciok és a Lorentz-transzformaciok kozosen egy
mésik csoportot Poincaré-csoportot alkotjak.

A Lorentz-csoportnak 6 paramétere van, az eltolas transzformacié pedig 3 térbeli el-
tolast és 1 idébeli eltolast foglal magéaba, tehat a Poincaré-csoport 3 + 1 dimenziéban
Osszesen 10 paramétert tartalmaz.

Az eltolasok felcserélhetésége miatt megkapjuk

[P, Pl =0 (2.20)

osszefiiggést. Hogy megtalaljuk a kommutacios relaciot P* és MP? kozott elGszor a forgatas
és az eltolas kozotti kommutéciot tekintjiik:

[Ji, Pg} = i€ijk L, (2.21)
[Ji, Po] = 0, (2.22)

ami azt fejezi ki, hogy a térbeli eltolds vektorként, az idébeli eltolds pedig skalarként
viselkedik forgatés hatésara. Ennek a kovaridns altalanositasa és (2.17) segitségével a
tobbi kommutacios relacié is meghatarozhato:

[K;, P] =i6;;Py, [Ki, Po) =iP; (2.23)

2.4. Carroll- és Galilei-csoportok, mint a Poincaré-csoport hatar-
esetei

A Poincaré csoport egy ismert degeneralt valtozata a Galilei csoport, ahol a fényse-
bességet a végtelenhez tartatjuk. Ennek matematikai leirasdhoz a szakirodalom alapjan
vizsgaljuk a Minkovski térids egy (xo, z;) pontjanak Poincaré-csoportbeli transzformaci-
6jat, ahol R térbeli forgatas, ; Lorentz boost és ag idébeli- és a; térbeli eltolas utan a
megfigyelt koordinatak (x(,x}) alakura valtoznak [I:
zy =7 (xo + Bi - Rx;) + ag

2
v, = Re; + —— (B; - Rx;) Bi + 1 Bizo + a;
i v + 1 (ﬁ] j) 6 75 0

(2.24)
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Ebben a rendszerben definialhatjuk az idét (t) a megfigyels sebességét (v;) és az idgbeli
eltolast (b) a fénysebesség (c) segitségével:
1 1
t= —ZTog, VU; = Cﬁi, b= —ag (225)
c c

Igy a rendszer Galilei hatart véve, vagyis ¢ — 0o esetben a kovetkezére egyszertisodik:

t'=t+b

, (2.26)
x, = Rl’l + Uit + a;.

Ezzel szemben Levy-Leblond bevezetett egy masik hatéaresetet [I], ha az id6t (s) és az
idsbeli eltolast (f) a kovetkezSképp definialjuk:

s =Cuzg, [f=Cay, (2.27)

......

sonloan (v; C’ﬁl) definidljuk az 0] sebesség segltsegevel)
Ha C' — oo hatart vessziik, a transzformécio a kévetkez6 modon egyszertisodik:
Sl = s+ UiRiﬂi +
, f (2.28)
x; = Rx; + a;

P

azzal a tarnszformécioval, mlntha a fénysebességet 0-hoz kozelitenénk, ezert Hhiperrelati-
visztikus” téridének is nevezhetd.

Megemlitends, hogy esetében s Carrolli idékoordinata valojdban nem idé di-
menzic')jl’l hanem [ | = LQT*

s sz

kezd modon véltoztatja meg [1]

[Ji, Jj] = 1€k Jk [JZ-, Jj} = 1€k Jk [Jl, J] = i€k Jk
[Ji,Kj} = i€ Ky [Ji,Kj} = i€ Ky [Jl,K} zgkak
[Ki, K] =0 (K, K] = —iein . [Ki K] =

[J;, ;] = icijkPy | I
|Ki, Pj] =0 |

Jl,f)]} = lEZ]k?Pk JZ, P} ZE'L]k’Pk

[Ji, P)] =0 [J;, PO] [Ji, P)] =0
[Ki, Po] =0 [, Py] = iP; [K;, Py] = iP;
[P, Pj] =0 [P, Pj] =0 [P, P}] =0
[PMPO]:O [Pi, P} =0 [P, Po] =0

A Carroll-téridé nevét Lewis Caroll-rol az Alice Tiikiroszdg [12] szerzdjérsl kapta a
nevét egy abban szereplé mozgasleiras utan.
A t mennyiség a Galilei-csoportban a Newton altal leirt abszolat id6t jelenti [13]:

Az abszolit, igaz és matematikai id6, 6nmagéban és sajat természetébdl ado-
déan, minden kiilsé dologra valé hivatkozas nélkiil, egyenletesen folyik, és més
néven idGtartamnak nevezik. ..
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mig s a Carroll-i [12] ,id6”, a Voros Kiralynd szavaival élve:

- A mi orszagunkban - mondta Alice még mindig lihegve -, ha az ember ilyen
sokaig ilyen gyorsan szalad, mint mi az el6bb, akkor rendszerint egy méasik
helyre jut.

- Lasst egy orszag lehet - mondta a Kirdlyns. - Minalunk, ha teljes er6dbél
rohansz, az épp csak arra elég, hogy egy helyben maradj. Ha méashova akarsz
jutni, legalabb kétszer olyan gyorsan kell futnod!
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3. Carroll-geometria

A Carrol-csoport el@szor sik téridében lett bevezetve, mint a Poincaré-csoport ult-
rarelativisztikus hataresete (¢ — 0). A Poincaré-csoport masik hataresetéhez, a Galilei-
csoporthoz képest ahol az id6 az abszolit, itt a tér abszolut, vagyis a ,Carroll-boost” csak
az id6t transzformalja.

A Carroll csoport ezen tulajdonsagat figyelembevéve bevezethet a Carroll-geometria
nem sik téridék esetére is [2] [3]. Az igy létrejové rendszerekben a transzforméaciok a
kovetkezd alakban irhatoak le

t'=1t(t,x), x =x'(x) (3.1)

ahol lathato, hogy a térkoordinatak transzformacioja nem fligg az id6koordinataktol. Eze-
ket a rendszereket Carroll-diffeomorfizmusnak nevezziik. Mivel ebben a hatéaresetben a
fénykup fiiggbleges egyenessé degenerdlodik, a t id6koordinatak is null koordinatak lesz-
nek, tehat meghatéarozassal ekvivalens definicioja a Carroll-geometrianak [4]

vV =v"(v,x), x' =x'(x) (3.2)
transzformécio is.

Vizsgalatunk soran ez a megallapitas azért lesz hasznos, ugyanis a tovabbiakban a
Carroll-geometriaban kapott eredményeket horizontkozeli metrikaval hasonlitjuk Ossze,
amely dinamikai lefrasat null koordinatak hasznalata leegyszertsiti.

Emiatt a tovidbbiakban egy D-dimenziés teret vizsgalunk, amelynek a koordinatai
z® = (v, 2"), amiben v null koordinata, mig z* a térkoordinatakat jeloli.

Az éaltalanos téridsket egyértelmtien leirhatjuk a Randers—Papapetrou parametrizaci-
oval a kévetkezs alakban [14][15]:

2.2 2
—Cc*« ccab,
Q35 = 9 9 (33)
ccab, ,, —c*b,b,
{dv,dzr}
ami egy N + 1 felbontésa a téridének, ahol a 10 fliggetlen varaméter 3 geometriai me-
z6re lett felosztva: a (v, x#) skalarstriségre, b, (v, z*) konnexiora, és €, (v, z") a térbeli
metrikdba. A skalarstirtiségbdl és a konnexiobol leszakitottunk egy ¢ skalafaktort.
Azért alkalmas ez a parametrizacié az ultrarelativisztikus hatar vizsgalatara, ugyanis,

ha vessziik ezt a ¢ — 0 hatart, a metrika
Qij, c—0 = Qu,,d:v“d:c” (34)

alakra degeneralodik, ahol az ivelemnégyzet mar egyaltalan nem fiigg az id6tsl, csak a
térkoordinataktol, tehat a kiilonboz6 térkoodinatakban kiilonb6zé pontok kozott nem lesz
kauzalis kapcsolat. Ezen a hatéareseten a téridé transzformécioi alakban irhatoak,
tehéat Carroll-geometriat ir le.

Az a, b, és §,, figgvények kovariansan transzformalédnak Carroll-diffeomorfizmus
alatt a kovetkezd modon [3]:

1 - Q. “1r e}
Q=0 I, b, = (bT + 7JT) N 5 (3.5)

/ . / . /
ahol J# = %27 5 — v esJ:%—Uv.

Oxv ) JH T dzi)

10
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A (3.2)) koordinéta transzformécio esetén a derivaltak

1 J
/o /o 7—1v v
0, = jav, 9,=J"" (&, + 7&) , (3.6)
modon transzformalddnak, ami alapjan a térbeli derivalt nem tenzorként transzformals-
dik Carroll-geometridban. Emiatt Gj derivaltakat kell bevezetniink, amelyek kovariansan
transzforméalodnak Carroll-geometriaban is, ezek pedig

1
0, = —0, V=V, (3.7)

ahol V, a térbeli kovaridns derivaltat jeloli nem Carroll esetben. A térbeli kovariédns
derivalt

V0" = G " + 40T (3.8)

skalarokra ;
&, = 0, + L0, (3.9)

(0]

alakban, Carroll-tenzorokra pedig
1 A A A~
&i_zzéQ“A<&A1M—+6LQAV+—aALW> (3.10)

alakban, Christoffel-szimbolumon keresztiil hat.
A részecskemozgasok leirasa soréan folyadékmodell leirast alkalmazva a kovetkezd di-
namikai mennyiségek irhatoak fel:

14
Yp =u"Vyu,,
B = vuvu>

8 1 1 3.11
Euw = V(uby) + EU(MSOV) - C_Z/BQ#V’ ( )

W = V0] + LI

ahol ¢, az gyorsulas, 3 a tagulas, {,, a nyirés, és w,, az orvényesség. Ezeknek a mennyi-
ségeknek a Carroll-geometridban (¢ — 0) nem eltin6 komponensei kifejezhetéek a-val,
b,-vel és €,,,-vel

@f =a ! (&,bu + 8#04) ,

8¢ = a9, In VQ,

1 Q (3.12)
c _ -1 v
w — & (581,9#,, — —Z; 6U In \/ﬁ) ,
wfy = 3[#(?”] + ot (b[uﬁy]a + b[#avby]) ,

ahol d a térszerd dimenziok szdma.
Megjegyzés: A szimmetrizaciora és antiszimmetrizaciéra a kovetkezd konvenciot ha-
szaltam:
Agij) =

(Aij +Aji),  Apg =5 (A — Aji) (3.13)

DN | —
DN | —

11



12 3 CARROLL-GEOMETRIA 3. fejezet

3.1. Energia-impulzus tenzor

Az altalanos relativitaselméletben az energia-impulzus tenzor a kévetkez6 modon de-
finidlhato [5]:
. -2 98
TV = — , (3.14)
V=9 99;
ahol S = S [gij, CID} a rendszer hatasfunkcionalja, ami a metrikiatol és a rendszer egyéb
mezGitol fligg.
Kovarians rendszerekben megmaradasi egyenlethez juthatunk, ha megvizsgaljuk a ha-

------

08 08
0,8 = /dd+1x (5% 0xYij + E@(@) . (3.15)
Feltételezziik, hogy a ® mezGk variacioja eltiinik a hiperfeliileten (g% = 0), valamint 9,
a y mezd szerinti Lie-derivalt:

A (3.15)), (3.14]) és (3.16]) egyenletek felhasznalasaval

5,8 = —/dd“x\/ —gT" Dix; = /ddﬂmv —QDiTinjJF/ d* /=g D; (Tin]) (3.17)

=0

Osszefiiggést kapjuk a hatéas varidciojara. Kovarians rendszerben 6,5 = 0 minden x-re.
Ebbdl kévetkezik, hogy 3
D, TV = 0. (3.18)

Azonban Carroll-geometria esetén (¢ — 0 hatéresetben) az energia-impulzus tenzor
nem definialhato ilyen alakban, ugyanis ahhoz sziikség lenne egy regularis metrikara,
metrika azonban szingularis ¢ — 0 esetben.

Emiatt a Carroll-momentumot, az energia-impulzus tenzor ultrarelativisztikus hatér-
esetét 3 részben definialjuk:

1 68 1 65 1 95
O=——"- Bt=_—"—" Av=_"_"- (3.19)
Oé\/ﬁ oo Oé\/ﬁ 6bu Oé\/ﬁ 5Quu
Ebben az esetben av/Q a Carroll megfelelGje a /—g-nek, és a harom variacié a 3 metrikat
helyettesité mezd szerint van véve.
Carroll-geometriaban a hatas invaridns

x = f(v,2")0, +Y" (2") 0, (3.20)

vektormezd esetén, vagyis

5,5 =0 (3.21)

ahol f = f(v,z") tetszbleges fliggvény és Y (2#) tetszlleges vektormezs. YV csak a
térkoordinatak fiiggvénye, tehéat x a (3.2)) transzformacio infinitezimalis valtozata. A hatas
ilyen variaciojat a kévetkezSképp irhatjuk le:

59 59 59 59
_ d+1
0,8 = /d x (—dea + 5buaxbﬂ + (mW(SXQW +3 q)(sxq») (3.22)

12



13 3 CARROLL-GEOMETRIA 3. fejezet

ahol @ a rendszerben jelen 1év6 tobbi mezét irja le. Itt is feltessziik, hogy % = 0.

A megmaradési egyenletek meghatarozasahoz ki kell szamolnunk d,c, d,b, és 6,2,
Lie-derivaltakat. Ehhez (3.5 traszformaci6 infinitezimélis esetét kell vizsgalnunk. Ha
e D

dya = x (o) + adyx’, (3.23)
5xb,u =X (bu) - aauxv + bl/a,uxua (3'24)
5)(9“1/ =X (Qul/) + auXTQTV + aI/XTQHT7 (325)

ahol x (f) = x"0uf + x"0uf
Ahhoz, hogy kovarians megmaradasi egyenleteket kapjunk a benne szereplé mennyi-
ségeknek is megmaradonak kell lennie, emiatt vizsgaljuk a Carroll-momentumok

O'=JO-B"J, B"=J'B, A" =JrJ{A™ (3.26)

és a vektormezé
X =Ix gt XM = IR (3.27)
transzforméciojat (3.2) szerint. Mint lathato, O és x” nem transzforméalodik kovaridnsan,

ezért bevezetjik £ = aO +b,B" és X = ax’ —b,x* skalarokat, amik kovariansak Carroll-
geometriaban.

(13.23)-(3.25)) egyenleteket tjrairva X és x* fiiggvényében a Lie-derivaltak

dya = 0 X + ot (3.28)
A b
Oby = =0, X + 0, X —wux”’ + EH (O X + ap,x”), (3.29)
A - X
5XQ/1,1/ = v,u,sz + VZ/X# + EatQ,uy (330)

alakot veszik fel. X bevezetésével a hatés variacioja két részre bomlott fel (6,5 = dx.S +
5XuS), tehat

A b X
6.5 = / A zavQ (oatx - B"9,X + B"p, X + B“E“atX + A“”Eatflw) (3.31)
dyuS = /dd“xa\/ﬁ (Oago,,x” — 2B w,,x" + B"bupux” + 2«4’“/@“)@) (3.32)
Ezekre kiilon-kiilon teljestilnie kell a varidcié megmaradéasanak
1 A o1
(aat + ﬁ) £ (VM + 2%) B — A =0, = 0 (3.33)
2 <¢u + gpu> AL+ 28w, —Ep, =0 (3.34)

amik a Carroll-geometriara el6allé kovaridns megmaradasi egyenletek. gy transz-
formalodik, mint egy skalar, mig térszerid vektroként transzformélodik, és mindkettd
fiiggetlen ¢ virtualis fénysebességtol.

Tehat hogy és egyenleteket megkapjuk, &£ skalart, B* térbeli vektort
és AM térbeli szimmetrikus tenzort vezetjiikk be, mint ultrarelativisztikus megfelelsit az
energia-impulzus tenzornak, masnéven Carroll-momentumokat. £ tekinthetd energiastiri-
ségnek, B* héaramlasnak A" pedig a fesziiltségtenzornak, ami felbonthatd nyom nélkiili
és nyommal rendelkezé részekre

1
A = = (P —2), (3.35)

ahol P a nyomas, =" pedig a disszipacios tenzor.

13



14 3 CARROLL-GEOMETRIA 3. fejezet

3.1.1. Energia-impulzus tenzor kifejezése az Einstein-egyenletbdl

A hatasfunkcional variacioja (3.14) mellett az energia-impulzus tenzor kifejezhets a
metrika segitségével az Einstein-egyenleten keresztiil is:

1
87TTab = Rab — §gabR (336)

ahol R, a Ricci-tenzor, R pedig a gorbiileti skalar. A (3.3]) metrikat hasznalva megmutat-
hato, hogy az energia impulzus tenzor ultrarelativisztikushoz kozeli esetben (c-ben vezetd
rendben) kifejezhets a Carroll-momentumok segitségével a kovetkezs modon [4]:

81T =c 30240 (0_1) ,
8rT"" = c ta~ (B — 2b,A") + O (c) (3.37)
8T = —2c 1AM + O (c),

azért elegendd a c-ben vezetd rendet megadnunk, ugyanis késébbiekben ¢ — 0 esetet
vizsgaljuk, ahol a t6bbi rend elhanyagolhatonak tekintheté a vezeté rend mellett.

14



15 4 HORIZONTKOZELI METRIKA ES A CARROLL-GEOMETRIA4. fejezet

4. Horizontkozeli metrika és a Carroll-geometria

A fejezet soran definidlunk egy altaldnos horizont kozeli metrikat, megmaradasi egyen-
leteket frunk fel a téridére és azonositjuk az igy kapott egyenleteket a korabbiakban felirt
és megmaradési egyenletekkel.

Az el6z6 fejezetben vizsgalt D-dimenzios térhez hasonlo teret vizsgalunk ebben a feje-
zetben, aminek a koordinatai x* = (xa, xA), ahol % = (v, p), amiben v null koordinata,
mig p a radialis koordinata. Ebben az esetben konstans v és p pontok D-2 dimenzids
gémboket hoznak létre (9,,), amelyek 24 (A = 3, ..., D) szdgkoordinatakkal vannak pa-
rametrizalva, amiket a tovabbiakban x-el jeloliink.

Stacionarius téridék esetén a horizonthoz kozeli, azon kiviil esé része a téridének min-
dig paraméterezhetd olyan modon, hogy a horizont-kdzeli metrika

ds® = —2kpdv® + 2dpdv + 20 4pdvdz™ + (wap + Aapp) dzdz® + O (pQ) (4.1)

alakban legyen felirhat6 [16]. Az ilyen paraméterezést null Gauss koordinatarendszernek
nevezik, ekkor a horizont () p = 0 helyen talalhato. A K, Qap, Aap, és 04 valtozok a
x szogkoordinataktol és v nullkoordinatatol fiiggnek csak, p radialis koordinatatol nem.
Emellett megemlitendd, hogy a ¢ = 1 és G = 1 paraméterezést hasznéaltuk a fénysebességre
és a gravitacios allandora.

‘H horizontra 2 geometriat definialhatunk: kiilsé és bels§ geometriat. A bels§ geometria
azt irja le, hogy a horizont felszinén milyenek a térnek a tulajdonsagai. Mivel ez egy
felilletet jellemez, igy a térid6hoz képest kevesebb dimenzioval kell rendelkeznie. A H
horizontra

ds2, = 0-dv® + 0 - dvde® + Qpda?ds® (4.2)

alakban definidlhajuk a bels geometriat ami alapjan lathato, hogy a horizont teljes mér-
tékben leirhatod Q45 térbeli metrika segitségével. Tehat a bels6 geometriaja a horizontnak
egy D — 2 dimenzios feliiletet hataroz meg.
A kiils6 geometridja egy objektumnak ezzel ellentétben pedig azt hatarozza meg, hogy
a teljes térid6hoz viszonyitva hogyan irhatoak le a feliilet tulajdonsigai. Ezt kovetGen a
(4.1) metrikat felbontjuk olyan modon, hogy a null hiperfeliiletek tanulmanyozhatoak
legyenek rajta
Gab = qab + Lo Ny + Ny Ly, (4.3)

ahol
= L%, = 0, — p0*04 + kp0, é N = N,dz" = dv (4.4)

null vektor és null forma és teljesitik N (L) = 1 Gsszefiiggést. LésN segitségével a H kiilsé
geometridjanak a gorbiilete megadhato [4]. L vektor egybeesik a horizont normajaval H-
ban, és emellett érintSje is a horizontnak. N formabol N = g ' (N) vektor hozhato létre
amely viszont mercleges lesz a horizontra. Ez a két vektor kozosen definialjak gqp-t, ami
egy L-re és N-re merdleges projekcidja a téridének. A kiils6 geometridja egy horizontnak
ilyen projektéalt metrikan értelmezhetd és (EAB , WA, K ) harmassal jellemezhetd, ahol 47
deformaci6 tenzor , wy forgéasi mezd, k pedig a felszini gravitacio. Ezek a kovetezSként
vannak definialva

1 ~Ta
Sap = 3640bLrdan,  wa = d (NDaL?),  L'DyL® = &L (4.5)
ahol D, a gu metrikihoz tartozo kovarians derivalt. Igy (4.1) metrika esetén H horizonton
1 1
EAB = 5(%9,43, wyp = —EQA, K=K (46)

15



16 4 HORIZONTKOZELI METRIKA ES A CARROLL-GEOMETRIA4. fejezet

alakot oltik. A deformacioé tenzor felbonthaté nyommal rendelkezé és nyom nélkiili részre,
ezek a skalaris tagulas (©) és a nyiras (oap)

0 =0y, = %QAB&QAB =9,InVQ (4.7)

)
D -2

1
OAB — §&)QAB — QAB (48)
A skaléris tagulas © a ‘H horizont felszinelemének a térbeli valtozésat méri, tehat definicid
alapjan statikus horizont esetén © = 0

4.1. Raychauduri és Damour egyenletek

A kiils6 és bels6é geometridk definidlasa utdn bevezets az Einstein egyenletek 2 meg-
maradasi torvénye, a null Raychaudhuri egyenletet [17]

L°L°Ry, =0 (4.9)

amely az egymashoz kozeli részecskék mozgasat irja le gorbiilt téridében, és a Damour
egyenletet [I§]
¢4 LRy = 0 (4.10)

amely egy Navier-Stokes jellegli mozgasegyenletet fogalmaz meg hiperfeliiletek esetén.
és alapjan feltételezhetjiik egy harmadik tenzor megmaradasi egyenlet lé-
tezését is, ha a Ricci tenzort ¢4 metrikaval kontrahalnank kétszer, azonban ¢%¢%Ra a
Ricci-tenzor horizontra vett projekciojat irja le, ami trivialisan 0 az adott esetben, emiatt
nem vezet extra megmaradéasi egyenlethez. Ezek a horizont kozeli metrikét hasznélva

2
0,0 — KO + D@_ 5+ oapo? =0 (4.11)
és
((9v+@)9A+2VA H—Fm@ —QVBO'AZO (4.12)

ahol V4 a Q45 metrikdhoz tartoz6 kovarians derivalt.

4.2. Horizont kozeli metrika és az ultrarelativisztikus hatar kap-
csolata

Egyik sajatossaga a null hiperfeliileteknek, hogy rendelkeznek egy degenerélt belss
metrikaval (£2), amelyben létezik egy vektormezs, amely nem vezet ki ebbdl a feliiletbdl:

Q(.,u). (4.13)
A H horizont esetén ez a belsé metrika és a hozza tartozo vektormezd [4]
Q= Qup (v,x)de?dx? 65 @ = f(v,x)0, (4.14)

minden H-n értelmezett f fiiggvényre. Tobb korabbi eredmény alapjan [19] [20] [21] ezek-
hez a hiperfeliiletekhez kapcsolhaté Carroll-geometria. Ez azt jelenti, hogy minden null
hyperfeliilet értelmezhets ultrarelativisztikus téridéként.
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17 4 HORIZONTKOZELI METRIKA ES A CARROLL-GEOMETRIA4. fejezet

A fejezetben azt mutatjuk be, hogy az el6zé alfejezetben jellemzett horizont-kozeli
metrika p — 0 hatarértéke értelmezhets ultrarelativisztikus hatéresetkét, ahol /p
egyeztethet§ Ossze a parametrizacidban hasznélt ¢ virtuélis fénysebességgel (ez a
paraméter nem egyezik a fizikai fénysebességgel, ami 1-nek lett paraméterezve metri-
kéaban).

A metrika konstans p hiperfeliileteit (X,) vizsgalva azon feliiletek geometridja a
kovetkezd metrikaval irhato le

—2pK P04

(4.15)
PO Qap + pAap

aij = .
{dv,dxA}

Ez a D dimenziés tér egy D — 1 dimenzi6s feliilete. Ha a H horizonthoz egyre kozelebbi
hiperfeliileteket valasztunk, akkor p — 0 hataresetben azt hapjuk, hogy a hiperfeliilet a
horizonton

Aijps0 = Qupdr?dz? (4.16)

alakra degeneralodik. Osszehasonlitva (4.15) és (3.3) metrikat a kovetkezd azonositas te-
het6

0
F=p, a=V2k by= A 4.17
P A NeT ( )

Tehat a horizont kozeli metrikdban a radialis koordinata értelmezhets a virtuélis fényse-
besség négyzetének ¥, hiperfeliileten. A p = 0 koordinataban talalhat6é horizont emiatt
jellemezhets egy ultrarelativisztikus téridéként a Carroll-geometria segitségével.

Tehat (4.15]) és egymassal valo azonositasabol kovetkezne, hogy Aap = —babp igy
Mhozzérendelés miatt Ayp = _ong megkdotés lépne fel a horizontkozeli téridg alakjara.
Ez a megkotés azonban nem korlatozza az eredmények érvényességét, ugyanis A4p nem
jelenik meg vezets rendben az altalunk vizsgalt egyenletekben, igy nem kell A5, 04 és &

kapcsolatat vizsgalnunk az analizis sorén.

(4.17) alapjan kifejezhetjiik (3.12]) dinamikai mennyiségeket a (4.1) metrika esetében

1 0
Y4 = — <8Ali+av9A — —Aavfi> ,
2K 2K

©
ﬁ - \/_2—/{7
; (4.18)
§aB = ﬁUAB;
1 (040p 2040k + 040,0p
=_ + - — (A<~ B
e 2<@ (20} ) ey

4.2.1. Horizont dinamika mint ultrarelativisztikus megmaradasi torvény

Ezt kovetden vizsgaljunk egy X, hiperfeliiletet p = 0-hoz kozel. Ekkor a ¥, feliiletre
merdleges, norméalt vektort
dp
V2Kp

alakban irhatjuk fel. Ennek felhasznalasaval definialhatjuk az energia-impulzus tenzort
2, feliiletet leiro (4.15]) metrika esetén:
1

Ty = —
b 8

n= (4.19)

(Kaab — Kab) s (420)

17



18 4 HORIZONTKOZELI METRIKA ES A CARROLL-GEOMETRIA4. fejezet

ahol K} = ayD.n® a kiils6 gorbiilete ¥ ,-nak, K = K az ebbdl képzett skalar. Mivel a ¥,
hiperfeliiletre membréan-feliiletként is hivatkoznak, az erre vetitett energia-impulzus ten-
zort membran-energia impulzus tenzornak nevezi a szakirodalom [4][22]. Az egyenle-
tet felhasznélva kiszamithatjuk a membrén energia-impulzus tenzort a horizont kozelében

© 1
"= ——— 40—
T 2 ()t (@)

Nlw

1
8T = ———— (0% — 050,20 + 6" (k+0)) + O 4.21
sy (00 (x+0))+0(WA)  (21)
sera — L (an (e QR) 1y qan) | o (vp)
2pK 2K 2

Osszehasonlitva (4.21)-ot és (3.37)-t a Carroll-momentumok kifejezheték a horizont
kozeli metrikat (4.1)) leir6 paraméterek segitségével:

1
£=-——0,
V2K
1 D -3 Opk
P==" (“+D—2@_ 2f<;>’
1 (4.22)

Ezen Osszefiiggések segitségével hosszas algebrai szamolasokkal megmutathato, hogy
skalaris egyenlet megegyezik (4.11) Raychaudhuri-egyenlettel, mig térvektorokra
felirt megmaradasi egyenlet Damour-egyenlettel azonosithato. Igy két kiilonbozs
iranybol is eljutottunk arra a kovetkeztetésre, hogy a fekete lyuk dinamikéja leirhato ult-
rarelativisztikus megmaradési egyenletekkel, ha a horizont kozeli radialis koordinatat a
virtualis fénysebesség négyzetével azonositjuk.
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5. Gravitacios felszini toltések

Ebben a fejezetben a kanonikus felszini toltések koncepcidjat fogjuk koriiljarni a gra-
vitacio altalanosan kovarians elméletében [5]. Olyan egyenleteket keresiink megmaradé
mennyiségek lefrasara, amelyek alakja koordinata rendszer fliggetleniil valtozatlan marad.

Ehhez Noether-tételét fogjuk vizsgalni, és megmutatjuk hogy segitségével nem tudunk
megmarado toltéseket definidlni olyan elméletekben, amik megengedik a mértékszabad-
sagot. Emiatt bevezetjiik a Noether-tétel egy altalanosabb alakjat [0], egy alacsonyabb
szint megmaradasi torvényt, amely mar felhasznalhato lesz az altalanos relativitaselmé-
letben. A megmaradési torvény hasznalataval felirunk egy egzakt egyenletet megmarado
toltés kifejezésére.

5.1. Noether-tétele és Altalanositasa

Emmy Noether 1916-ban bizonyitotta a két Noether-tételt, amik koziil az els6 kimond-
ja, hogy ha egy fizikai rendszerben valamilyen folytonos differencialhaté szimmetria érvé-
nyestil, akkor ahhoz megmaradéasi torvény, illetve megmaradé mennyiség (Noether-toltés)
tartozik [23].

Formalisan kimondva, ha vesziink egy fizikai rendszert, amely leirhat6 egy £ Lagrange
stirtiséggel egy téridd sokasagon definidlva, amin globalis szimmetridk érvényesek, akkor
létezik bijekcid £ globélisan folytonos szimmetriai, és egy megmaradd vektormezd kozott.
Ezt a vektormez&t Noether-&ramnak nevezziik és J#-vel jeloljiik.

A Lagrange stirtiség két globalis szimmetridja megegyezik egymassal, ha csak egy mér-
téktranszformacioban kiilénboznek egymastol. Ugyanigy, azt mondjuk, hogy két toltés Jy
és J§ ekvivalensek ha csak egy trividlis drammal kiilonboznek egymastol:

Ji = J§ + Okl (5.1)

ahol k%%l antiszimmetrikus (n — 2) dimenziés matrix. Ekkor lathato, hogy 0,J¢ = 0,J¢,
tehat mindkét aram megmarad az adott rendszerben.

Most vegyiink egy tisztdn mértékinvarians rendszert, ahol nincsenek nem-triviélis glo-
balis szimmetridk. Noether els6 tétele alapjan csak trivialis megmaradé dramok léteznek
a rendszerben. Altalans kovarians elméletekben minden 2% — 2% + £ transzformacio
mértéktranszformacio, tehat a termeészetes szimmetridk (izometridk) trividlis aramokkal
tarsulnak. Ilyen trividlis aram a J* = 0 aram is. Ekkor, ha definidlunk egy toltést (Q)
ugy, hogy integraljuk a Noether-aramot egy adott ¥ Cauchy-feliiletre, akkor kiolvashato,

hogy
Q= / Jo(d"'r) = / Okl (d" ') = / N A (5.2)
) . 5 “ 0% *

ahol kihasznaltuk {) mértéktranszformaciot J§ = 0 dram esetén. Mivel kl%! megvalasz-
tasdban nincs semmilyen megkdtés a @) toltés teljesen tetszoleges értéket vehet fel. Tehat
a megmarado toltés nem definidlhato egyértelmien.

5.1.1. Alacsonyabb fokti megmaradasi torvények

Megoldast taldlhatunk erre a problémara, ha jobban megvizsgaljuk —ben kapott
tetsz6leges Noether-toltést: @ = [, ki (d"2z) , = [, k, ahol k egy (n —2) forma.
Lathatjuk, hogy @ leegyszertisodott k OX feliileten atmend fluxusara, tehat csak az (n — 2)
forma 0% kozeli viselkedésétdl fligg.
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20 5 GRAVITACIOS FELSZINI TOLTESEK 5. fejezet

Abban az esetben, ha tudunk definilni egy olyan (n — 2) format (k = kl*! (d”_zx)ab)

hogy
dk = 0,k (" 'z) =0 (5.3)

legyen, akkor definidlhato egy integralis toltés

Q= /S k (5.4)

barmely S feliileten, amely megmarad6é mennyiség lesz a feliilet valtozésasa esetén, ha
szingularitas érintése nélkiil valtoztatjuk azt. Tehat ilyen (n — 2) formék keresésével ta-
lalhatunk leirast a megmarado toltésekre mértéktérelméletben.

A Noether-tétel ezen altalanositott formajat Barnich, Brandt és Henneaux irta le [6]:
Ha vesziink egy fizikai rendszer, amely leirhaté egy L Lagrange strtséggel egy térid6
sokasagon definialva, amin globéalis szimmetriak érvényesek, akkor létezik bijekcio A (z#)
mezoszimmetridkkal rendelkezd mértékparaméterek, és k (n — 2) formak kozott.

A mez6szimmetrika azt jelenti, hogy minden sokasagon értelmezett ®' mezs vari-
civjanak el kell ttinnie egy hiperfeliileten (5,®* & 0). Két mértékparaméter megegyezik
egymassal, ha a hiperfeliileten megegyeznek.

Az (n — 2) formanak pedig zartnak kell lennie a hiperfeliileten (dk ~ 0). Két (n — 2)
forma ekvivalens, ha csak dl-el térnek el egyméstol a burkon, ahol 1 egy (n — 3) forma.

Bar az k tovabbra sem lesz egyértelmd, a beldle létrehozott @ = [, kl* (d"2z)
megmarado toltés mar egyértelmi lesz, ugyanis kiilonbo6z6 k-k csak a hiperfeliileten tri-
vialis (n — 2) formakban és (n — 3) formakban kiilonbozhetnek, és ezek a jarulékok 0-k
lesznek az integralds utan Stokes tétele miatt, tehat nem befolyasoljak a megmarado tol-
tést.

5.2. Felszini toltések kovarians elméletekben

Ez az altalanositott Noether-tétel megmaradoé toltései linearis elméletekre, példaul a
Maxwell-egyenletek egyértelmiien megadhatoak, azonban a nem linearis elméletekre, mint
példaul az altalanos relativitaselmélet a tétel alkalmazéasa komplikaltabb [5]. A mérték-
transzforméciok nem valtoztatjak meg a metrikat, ha az izometriak generatorai a Killing
vektorok dggay = Legap = 0. Azonban éaltalanos térid6khéz nem rendelhetsk Killing vek-
torok, ugyanis g,, metrikdhoz nem mindig rendelhetd izometria. (példaul [24]). Tehat az
altalanositott Noether-tétel nem alkalhazhato altalanosan az altalanos relativitaselmélet-
ben.

Azonban létezik két olyan csoportja az Einstein-egyenlet megoldasainak, amire alkal-
mazhato a tétel: az egzakt izometriaval rendelkezé megoldésok csaladja, és az asszimpto-
tikus izometriaval rendelkezé megoldasok csaladja.

Vizsgaljuk egy g,, megoldasat az Einstein-egyenletnek, amit nevezziink hattér meg-
oldasnak. Perturbaljuk a megoldéast egy infinitezimalis hozzdadott h,, jarulékkal, igy a
téridst

9ab = Gap + Pav (5.5)
modon irhatjuk le. Megmutathato, hogy a megoldas Lagrange-stirtisége g,, metrikanak
hap-ban lineéaris kérnyezetében mértékinvarians d¢hqgy = Leg,, transzformaciora [5]. Tehat
ha a hattér rendelkezik Killing-szimmetriaval (L¢g,, = 0), akkor az definialja a szimmetri-
akat a perturbalt esetre is, tehat d¢hg, = 0, igy létezik megmaradé (n — 2) forma ke (h; )
és az altalanositott Noether-tétel értelmében ahhoz rendelhet6 megmaradé toltés.
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21 5 GRAVITACIOS FELSZINI TOLTESEK 5. fejezet

A szimmetriak meghatarozasahoz be kell vezetniink egy hatarérték feltételt az asszimp-
totikus régioban, ahol a linearizalt elmélet alkalmazhato a referencia g,, metrikara, ami
Killing-metrikaval rendelkezik [5]. Ezek az izometriak csak asszimptotikusan definidltak,
tehat asszimptotikus szimmetriaknak nevezziik 6ket. Elegendd a szimmetridnak asszimp-
totikusan léteznie, ugyanis asszimptotikusan igy definidlhato lesz a megmaradoé toltés, a
feliiletet valtoztatva szingularitas érintése nélkiil pedig ugyanazt a megmaradoé toltést kell
kapnunk azokon a részein a téridének, ahol a Killing-vektorok mar nem definidlhatoak.

Vegyiik a metrikak azon csoportjat, amelyek teljesitik a hatarfeltételeket (G). Ezek ko-
zul kivalasztjuk a hattér metrikat: g, € G. Eddig olyan modszereket vizsgaltunk, ahol az
elmélet linearizalva kozvetleniil alkalmazhato, tehat az asszimptotikus toltések csak g,,-tol
fiiggnek, és a perturbacié hay = gap — Jop alakban irhatoak le, ekkor a téltés §g ke [g — g5 7]
alaku lesz. Viszont el6fordulhat, hogy a toltés nem lineérisan fiigg g,, metrikatol. Ekkor a
toltést tigy definialhatjuk, hogy linearizaljuk az elméletet g,, kdrnyezetében dg,, variacié
bevezetésével. Ekkor a toltés

Qe 9:9] = /gg]iks [dg’; '] (5.6)

alakban irhat6 le, ahol integralunk az S feliiletre, valamint G-n egy olyan ttra, ami
Osszekoti g,, referencia metrikat a vizsgalt g,, metrikaval. A toltés megmaradd, amig
&M asszimptotikus szimmetria, vagyis dke [0g, g] ~ 0 minden g,, € G esetén és az Osszes
variaci6 érintGiranyu G-re.

A teljes G-n val6 utintegralas el6tt vizsgaljuk csak a feliileti integraljat a toltésnek.

......

a kévetkezé modon irhato fel [25]

$Q¢[9.09] = ]iks 9. 9], (5.7)

amibdl meghatarozhat6 maga a toltés is. § azt jeloli, hogy a Qg toltés egyenletben
nem integralhatoé altalanossagban. Integralhato esetben Q, reprezentalja a { infinitezimélis
transzformécidhoz tartozd generétort.
A toltést definialo (n — 2) forma egzakt alakja megadhat6 tovabbi hosszas elméleti
megfontolasok utan [5] a kovetkezs formaban:
V=g

1
kelg, dg] = 2 — (" z),, (é“%&}’” = £"V0g + & V109" + S0gV'E" — 590”%5“)
(5.8)

Ennek a segitségével a megmaradéd toltés varidcidja mar egyszertien meghatarozhato, és
méar csak az utintegralast kell elvégezni hogy megkapjuk a megmarado toltést.

and kg, h| is a one-form w.r.t. the field configuration space but a (D 2)-form w.r.t.
the spacetime. It is defined as follows
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6. Horizonton megmaradé toltések

Ebben a fejezetben visszatériink a horizont kozeli metrikahoz (4.1)), és az ahhoz tartozo
szimmetridkat leiré vektormez6k megadésa utan a horizonton megmaradé toltést fogjuk
vizsgalni tobb konkrét térids esetén.

6.1. Az horizont kozeli szimmetridk és a hozza tartozo toltések

A (4.1) metrika esetén a hatarfeltételek a kovetkezs alakuak lesznek [4]

9op =0, gup=1, ga=0, (6.1)
és
gow = =205+ O (p°)
goa = pha+ O (p*), (6.2)
gap = Qap + pAag + O (p°)

Megmutathato [26], hogy egy megfelelGen sima tetszSleges f (v,x) fiiggvénnyel és Y4 (x)
szogkoordinatdkon értelmezett vektormezével y = x®0, vektormezs komponensei felirha-
toak:

X'=f (Ua X) )
X = —0ufp+ 5810417 + O () (6.3)

1
X' =Y (x) + Q% 0pfp+ SN POpfet + O (p7)

alakban. y megadja a metrika szimmetriait, emiatt ezeket asszimptotikus Killing-
vektoroknak nevezziik attol fliggetleniil, hogy a metrikat csak a horizon kozelében defini-
altuk, és nem a végtelenben.

Fontos tulajdonsaga ezen Killing vektoroknak, hogy a H horizontra vetitve (p = 0)

X =f(v,x)0, + Y4 (x) Oa (6.4)

alakra egyszertisodnek. Mivel f és Y4 fiiggvényeket teljesen altalanosan definialtuk, ez az
infinitezimalis verzi6ja a Carroll-diffeomorfizmusnak.

Ezek a vektormezdk megtartjak a horizontkozeli metrikat, és rendelheték hozza felii-
leti toltések. Ez a toltés egy mez6 variacidja a toltésnek. A horizontkozeli metrika adott

......

5, [g.h] = ]5 Ky [g. 1], (65)

Sv,p

alakban irhato le, ahol x egy asszimptotikus Killing-vektor, k, [g, h] pedig egy (D — 2)-
forma. A (D —2) format (5.8) alakban definialva, (4.1) metrika esetén (6.5) egyenlet
alakot veszi fel:

1
FQ(sya)lg: 9] = Ton ]i . dP=2y (2 FROVQ + 20, f6V/Q — 2fV Q00 .

+ % VQO, QU500 — YAS (9,4\/5) )
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23 6 HORIZONTON MEGMARADO TOLTESEK 6. fejezet

Lathato, hogy a toltés nem integralhato teljes altalanossagban 2fvQ00, 2fk5vV/Q és
%f\/ﬁ@vQABéﬁAB tagok miatt.

Amikor a felszini t6ltés nem integralhato, akkor is lehet azt reprezentalni asszimptoti-
kus Killing-algebran keresztiil a modositott Dirac-zarojelekkel [27]. Ehhez §Q,-t felbont-
juk egy integralhat6 (Q™) és egy nem integralhato (=,) részre [4]:

FQylg.09] =6 (Qi?t [g]) +Zy 19,991, (6.7)
ahol
Qg = 16% fg R (2 i+ 20,f — % fo - yAeA) O (68)
és
=, [9,0g] = —8% N dP2V/Qf ((m + %59 - %UAB5QAB) . (6.9)

Ezt kovetSen definidljuk a modositott Dirac zarojelet:

{Qrlg), @it g} = 6,0 (9] + 2, [0, L£19] (6.10)

Megjegyzés: A felbontas nem egyértelmt, N, [g] bevezetésével mindig valaszthatunk masik
toltést [27] B _ .
Q;lt = Q;‘t - N,, E,=E,+0IN, (6.11)

forméaban, amire érvényes a felbontas.

T2

ha van két asszimptotikus Killing mezénk (( fl,YlA) és ( fg,YQA)) akkor megmutathato,
hogy

{Qi(n;l,ylA) ] 7Qi(n;2,Y2A) [9]} = Qﬁlzyﬁg), (6.12)
ahol fio = f1yfo — fo0ufr + Y*Oafo — Y5 0af1 65 Y = VP OpYy — YV, 0pY

Még az Ossztoltés megmaradé mennyiség, annak a komponenseire ez mar nem lesz

érvényes. Ha ( fg,Y2A) Killing-mez6t (1,0)-nak véalasztjuk, 1} és 1} egyenletek
01.0)@%" [9] + Q510 [9) = —Evo [9, Lrg] (6.13)

alakot veszik fel, ahol 0(; ) egy (6.3) mezSkre vett id6derivaltként hat, tehat

d in —
%th [9] = —E@0) [g,ﬁxg} (6.14)

vagyis O™ nem megmaradé mennyiség, és ebben szerepet jatszik a nem integralhato része
a toltésnek.

6.2. A horizont Killing-mez6khoz tartozé ultrarelativisztikus tol-
tései

Ujra tekintve a (4.20)) membran energia-impulzus tenzort az Einstein-egyenletek alap-
jan egy konstans p hiperfeliileten annak a divergencidja elttinik:

V,;T7" = 0. (6.15)
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24 6 HORIZONTON MEGMARADO TOLTESEK 6. fejezet

Emiatt felirhaté megmarad6 aram minden vektormezdére X, feliileten, amelyik megtartja

a metrika alakjat
Egaij =0 (616)

ami ekvivalens

Vi =0 (6.17)

Killing-egyenlettel, ahol V; az a;; metrikdn értelmezett kovarians derivalas. Ekkor a meg-
marado aramot J* = ;77" alakban frhatjuk le, ugyanis konnyen belathat6 a megmaradasa:

]

vl,ﬂ = £j va” ‘|‘Tﬂvz£] = _Tjivjfi =

=0

~T7"V:& = ViJ' =0 (6.18)

ahol kihasznaltuk az energia-impulzus tenzor szimmetriajat. Ezzel felirhatunk egy meg-
maradé toltést kis p-kra v koordinata fliggvényében:

Q7 = 7{ dP%x\/qliJ", (6.19)
Sv,p

ahol
gaB :QAB+,0)\AB+(9(p2), [ = +/2kpdv (6.20)
ahol g4p a térbeli része a konstans p hiperfeliiletnek (S, ,), [ pedig az idészert normalisa
Sa,p-nak.
Az altaldnos ¢ Killing-vektort felbontva £ = f (v, $A) Dy + YA (v, asA) 04 alakba
Killing-egyenletet ki tudjuk fejteni p — 0 esetben

9,Y A =0,
fOuk + Y20k + 260, f = 0, (6.21)
fO0,Qup +VaYp + VY, =0.

egyenletekkel. Amit észrevehetiink az elss egyenletbdl, hogy Y4 része a Killing-vektornak
fiiggetlen v koordinatatol, amit Carroll-geometridban alapvetének vettiink. Igy ezt
a feltételezést utdlagosan igaznak talaltuk.

Emellett toltésnek is vehet6 horizont kozeli hatarértéke a kovetkezs alakban:

p—0 167 SD—2

Q7 — Ce = - dD‘Qx\/ﬁ< 2f6 — Y4 (GA 82“)) (6.22)

Ez a toltés megmaradé abban az esetben, ha a Raychaudhuri és a Damour egyenletek ér-

vényesek, valamint ( fs YA) kielégiti 1} Killing-egyenletek Carroll esetét. 1} egyen-
letek utols6 tagjabol

fO=-v,v4 (6.23)
kovetkezik, amivel a toltés alakja tovabb egyszertisodik
—1 D—2 A 8A"ﬁ
Ce= —— AP/ QYA (0, + =22 (6.24)
167 SD-2

Mivel ebben az 6sszefiiggésben Qap, k és 04 altalanosan fiiggenek v és 4 koordinataktol,
a toltés megmaradésa nem trivialis. Emiatt a horizonton indukélt Carroll-geometrianak
az izometriaja feliileten megmaradé toltéssekkel azonosithato.
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25 6 HORIZONTON MEGMARADO TOLTESEK 6. fejezet

Tehat jelenleg két toltést definidltunk a téridék hiperfeliileteire. Az egyiket a mezdk
a nem-horizonton definialt toltések horizonton vett hatarértékébdl . A —hoz
tartozo asszimptotikus Killing-mez6rél allitottuk korabban, hogy horizontra vetitett
alakja Carroll-geometriat ir le. Ha vizsgaljuk vezets rendjét kiértékelve p = 0-ban az
az infinitezimalis verziojat irja le a Carroll-diffeomorfizmusnak. Tehat az asszimptotikus
Killing-mez6k tekintheték a horizontok halmazanak egy kiterjesztésének. Tehat a
, hatarfeltételeken értelmezett aszimptotikus szimmetriacsoportok izomorfak a
Carroll-diffeomorfizmusra H-ban.

Az asszimptotikus Killing-vektorokhoz kapcsolodo toltések kiértékelésekor azt kell
megfontolnunk, hogy ezeknek az asszimptotikus Killing-vektoroknak milyen részhalma-
zanak a horizontra vett projekcidja izometria a Carroll-geometriara. Ez abban az esetben
lesz igaz, ha az asszimptotikus Killing-vektorokban f (v,x) és Y4 (x) fiiggvények kielégitik
egyenleteket. Ha ezt megteszik, akkor megmutathato, hogy a toltések kozott

- 1 _ Dy
C(fﬁ/A) - Ql(nf,YA) - 8_7T £D2 dD 2$\/§f (@ + K — 2:) (625)

Osszefiiggés 4all fenn. Mivel C( Fya) t5ltés megmarado, Q™ viszont a méasik megmarado

toltés integralhato része, és korabban megmutattuk (6.14)), hogy az nem minden esetben
megmarad6 mennyiség. Azonban

OpK

(s} _
+ kK or

=0 (6.26)

esetben C( fya) = Q™ osszefiiggés all fenn, igy ebben az esetben Q, megmaradé toltés

egyértelmien teljesen integralhato lesz.
Ez az Osszefiiggés azonban csak az adott felbontés esetén érvényes, (6.11) mérték-
transzformécié megvaltoztathatja az eredményeket.

6.3. Megmarado6 toltések konkrét téridék esetén

Miutan megvizsgaltuk a horizont kozeli szimmetriakhoz tartozé toltéseket, illetve a
Carroll-szimmetridk altal leirt toltéseket altalanos horiztont kozeli téridében, vizsgaljuk
meg, hogy ezek milyen alakot vesznek fel specialis esetekben.

6.3.1. Schwarzschild-térids

Elgszor vizsgéaljuk az Einstein egyenletek vakuummegoldésat, a Schwarzschild-téridét
advanzsalt Eddington Finkelstein koordinatdkban:

ds* = — (1 - E) dv? + 2dvdr + r*dQ; (6.27)

r

ahol ry = 2M a Schwarzschild-sugarat jeloli (M a tomegparaméter). Ebben az esetben
bevezetve p horizont kozeli koordinatat

r=rs+p, pLry (6.28)

a metrika

-1
ds? = -2 (1 + ﬁ) dv? + 2dvdp + (14 + p)* dQ2 (6.29)
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26 6 HORIZONTON MEGMARADO TOLTESEK 6. fejezet

alakot veszi fel. Ez linearis rendben

ds? = — 2 qv? 1+ 2dvdp + (r2 + 2ryp) dQ® (6.30)

s

forméban irhat6. Igy az altalanos horizontkozeli téridst leird valtozok Schwarzschild eset-
ben

1 r2 0 2r, 0
k=—, 04=0, Qup=|"~ . AAB = 6.31
2r 4 A8 0 7r2sin’0 4 0 2rgsin’0 (6:31)

lesznek. A szamolasokhoz a térbeli metrikanak a determinansénak a variaciojara is sziik-
ségiink van. A determinéns

VQ = /det{Qup} = r2sin (6.32)

alaki. A variacidhoz tudnunk kell, hogy miszerint varialjuk a téridét. Schwarzschild megol-
dasban egyediil a tomeg paraméterezi a metrikat, ami segitségével definialtjuk a Schwarzschild-

.....

.....

variacloja:

5\/__8(;/ﬁ

Ts

Ory = 2ry0rssin f. (6.33)

Mivel a Schwarzschild-megoldés egy statikus megoldés, a skalaris tagulas varhaté moédon
eltinik. Tovabbi szamolasok alapjan ez a nyirasra is igaz lesz:

@ = O’ oAB — O (634)
Valamint a Killing-vektorok a horizont kozeli Schwarzschild-téridében:
X=-0,+04 — f=-1 Yi=1 (6.35)

Igy a[6.6] toltés:

1

_ 2
JQ(f,YA) lg,d9] = 167G . Pa2fr6VQ
1 2 ™ 57” (636)
_ O5r sinf — e
o7 /. dgp/o df26r, sin 0 5

értéket veszi fel. Tehat a toltés trividlisan integralhato, és egy egyszeri utintegraléssal a
Minkowski-metrika (rs = 0) és a keresett metrika k6zott, megkapjuk, hogy a megmarado
mennyiség értékét:
Q= % — M, (6.37)
ami a tomeg megmaradésat irja le.
Most vizgsaljuk a toltés felbontas utani részeit

. 1
int — 2 92
Qo) = 1o f@dwf fr

_ ! /%d /Wdé ing—
167G S, TS, T TG
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és
= lg,d9] = _ 1 2V Qfk
X (G 52 (6 39)
L7y /ﬂd02 ing (=) = O |
= —— rising ( ——— | = —
seG J, ), 202 ) T 4G
ami egy utintegralas utan
—int s
== 4
e (6.40)

alakot veszi fel. Azt vehetjiik észre, hogy a két felbontott rész Osszege valoban visszaad-
ja a megmarado toltést, viszont a varakozassal ellentétben a nem integralhatonak hitt
rész mégis integralhatd volt. Ez annak a kdvetkezménye, hogy a felosztast altalanosabb
térid6 esetén tettiik meg, ahol a térid6 egyes paramétereit a lehets legnagyobb altalanos-
sdgban vizsgéaltuk. A Schwarzschild-téridé gémbszimmetridja és statikussiga viszont erés
megszoritasokat jelent a tériddre.

A toltést kiszamolva Schwarzschild-téridd esetén azt kapjuk, hogy

C,=0 (6.41)

trivialis, ugyanis az integral komponensei a gémbszimmetria miatt eltiinnek. A Ossze-
fliggést kiszamolva viszont az az egyik toltés eltlinése esetében is érvényes marad.

6.3.2. Reissner—Nordstrom-téridd

Vakuummegoldést kovetGen vizsgaljuk az elektrovakuum rendszert, a Reissner—Nordstrom-
téridét:
2M  €?

ds® = — f (r)? dv? + 2dvdr +12dD?,  f(r)’=1- "+ - (6.42)
T T

ahol Schwarzschild-térid6héz hasonlé modon f(r) = 0 feltétel horizonthoz vezet
re =M+ VM?—e2 (6.43)
radidlis koordinatdkban, amik segitségével f (1) felbonthato

FP =2 —r) (=) (6.44)

,
szorzatra. Vizsgaljuk a kiils6 horizonton (7, ) a horizont kozeli esetet:

p

r=ri+p — f(@)=——=(rr—r +p) (6.45)
(re +p)
Ennek a linearis kozelirése:
1 P P
P o=t (1222 40(A) )~ B0 -r) (610
ry [ ry
Tehat az ivelemnégyzet
Ty —T_
ds* = —p +7’.2+ dv® + 2dvdr + (r3 + 2rp) dQ? (6.47)
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alakot veszi fel. Igy az altalanos horizontkozeli téridét leird valtozok Schwarzschild esethez
hasonlé moédon a kovetkezSképp irhatdak:

2 0 27, 0
. 0a=0, Qup=| " . Aap = . (6.48
2r3 4 A 0 r2sin*6 A5 0 2r,sin®f (6.48)

ry —T-

A térbeli metrikdnak a determinansa

= \/det{Qap} =17 sin (6.49)

alaku. Schwarzschild-térid6hoz képest itt az e toltésparaméter is paraméterezi a metrikat,
ami M témegparaméterrel egyiitt definialja r, kiils6 horizontot Ennek a kiilsc’i horizont—

......

.....

variacioja:

sy = Y

o, ory = 2r or . sinf (6.50)

A Reissner—Nordstrom-megoldas szintén egy statikus megoldés, igy

O = O, OAB = O, (651)
a Killing-vektorai pedig
X==0,+0s — [f=-1, Y'=1 (6.52)
alakuak.
Igy a[6.6] toltés:
1 2
dg(ﬁyA) lg,09] = o G d 22 frOVQ
i 6.53
= 16:C / dgp/ 492 57"+ sin 6 ( )
1 ry —r_
)
2G Ty T+

Tehét a toltés trividlisan integralhato. Az utintegraldshoz viszont r_ jelenléte miatt egy-
szeriibb visszavaltani M és e paraméterekre, hogy ne kelljen foglalkoznunk az r_ és r,
kozotti Osszefiiggésekkel. Ehhez a dr, variaciot kell kifejezniink 6 M és de variaciokkal:

MoM — ede
Igy a megmarado toltés
M2 _ e2
= 6.55
0=V (65)

lesz, ami a tomeg és a toltés megmaradésat irja le részlegesen.
Most vizgsaljuk a toltés [6.7] felbontas utani részeit

Q@ lg) = ffwmﬂ

167G

Ty =1 VM?—e?
167rG/ dgo/ d92 ) r+sm9 TeR 5
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és
= lg,d9] = _ b B2V Qf ok
X G 52
1 2m g T 0ry +re0r_ +r_or
=——— [ dp [ dorising| - < 6.57
i [ [ (220 057
L orgory +rdro +rodry
N 4G Ty
ami egy utintegralas utan
. M2 _ 2
—int —
Ex SECTeI (6.58)

alaktu. A Schwarzschild-térid6hoz hasonlé eredményt kapunk, itt is integralhaté lesz a nem
integralhatonak hitt rész. Azt vehetjiik észre, hogy a két felbontott rész Gsszege valoban
visszaadja a megmaradoé toltést, viszont a varakozassal ellentétben a nem integralhatonak
hitt rész mégis integralhato volt. Ez annak a kovetkezménye, hogy a felosztéast altalanosabb
térid6 esetén tettiik meg, ahol a térid6 egyes paramétereit a lehets legnagyobb altalanos-
sagban vizsgaltuk. A Schwarzschild-téridé gombszimmetridja és statikussaga viszont erds
megszoritasokat jelent a téridére.
A toltést kiszamolva Reissner—Nordstrom-térids esetén is

C, =0 (6.59)

trivialis toltést kapunk, ugyanis a gémbszimmetria miatt Schwarzschild-térid6hoz hasonlo
modon itt is eltiinnek az integral komponensei. A Osszefliggést kiszamolva szintén
hasonl6 eredményeket kapunk.
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30 7 OSSZEGZES 7. fejezet

7. @sszegzés

Dolgozatomban Poincaré-csoport ultrarelativisztikus hataresetével, a Carroll-csoporttal
[1] foglalkoztam. Gorbiilt téridékon is definidlhatd geometria a Carroll-csoporttal egyezd
tulajdonsagokkal, a Carroll-geometria. A Carroll-geometridval rendelkezd téridék metri-
kdja ultrarelativisztikus hataresetben szingularis, ami miatt az energia-impulzus tenzor
ott nem definidlhato, ezért Ciambelli [3] alapjan helyette j mennyiségeket, a Carroll-
momentumokat vezettem be. A Carroll-momentumok segitségével a szakirodalom alapjan
[3] [4] 2 kovarians megmaradasi egyenletet irtam fel, skalarokra, illetve térszert vektorokra
vonatkoztatva. Ezt kovetGen az ultrarelativisztikus hataresethez kozeli esetekben kapcso-
latba hoztam az energia-impulzus tenzort a Carroll-momentumokkal.

Az ezt kovetd fejezetben stacionarius téridGk altalanos horizontkozeli paraméterezé-
sével foglalkoztam. A horizont kiilsé és bels§ geometridjanak definidlasa utan a metrikat
osszehasonlitottam az el6z6 fejezetben vizsgalt ultrarelativisztikus hataresettel, és Don-
nay [4] eredményét reprodukaltam, miszerint a két eset azonosithaté egymassal, ha a
horizonttol valé radialis tavolsdgot virtualis fénysebességként értelmezziik. Ez azért hasz-
nos, ugyanis igy a feketelyukak horizontjat vizsgalhatjuk tigy, mint egy ultrarelativisztikus
téridst.

Az ultrarelativisztikus és a horizontkozeli téridSk kapcsolatanak felirasa utan azt akar-
tam megtudni, hogy milyen megmarado6 toltések tartoznak a horizonthoz. Ehhez a kano-
nikus felszini t6ltések altalanos koncepciojat vizsgaltam, és Compére jegyzetei alapjan [5]
leirtam egy asszipmtotikus Killing-vektorok segitségével mezgvariaciobol kaphaté megma-
rado toltéshez vezets utat. Ehhez a Noether-tétel altalanositasat is felhasznaltam.

Megmaradé toltések irhatoak fel a horizonton, ha azokat elszor a horizonthoz kozel,
de nem magan a horizonton definialjuk, és ezt kdvetSen vessziik ennek a toltésnek a
hatarértékét. Ezt felirtam stacionarius horizontkozeli metrika esetére. A két kiillénbo6zé
modon definialt toltés kozott Osszefiiggés irhato fel [4], amely informéaciot ad nekiink a
mezdvariaciobol kapott toltés integralhatosagarol.

Ezt kovetSen egy egzakt téridében, a Schwarzschild téridé esetén vizsgaltam a meg-
maradoé toltéseket, és ezen esetben az egyik megmarado toltés az energia megmaradésat
irta le, mig a masik a gémbszimmetria és a téridék statikussaga miatt nullanak bizonyult.
Ettol fliggetleniil viszont a toltések kozott fennalld Osszefiiggés igy is megmaradt.

A téma mélységét, terjedelmét és a szakirodalmi hattér nagysagat figyelembe véve nem
torekedhettem teljes, kimerits targyalasra. A kivalasztott targy tulmutat jelen dolgozat
keretein, azonban teret nyit tovabbi kutatasok szaméra.

A kutatomunkidm egy kovetkezd fazisaban szeretném megvizsgéalni a két megmarado
toltést és kapcsolatukat egyéb egzakt téridGk esetén is. Tovabbi vizsgalhato irany a terii-
leten, hogy moédositott gravitacidelméletben milyen formaban médosulnak a megmarado
toltések, és a kozottiik fennalld kapcsolat.
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