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1. Motivacio

Napjaink egyik legnagyobb orvosi kihivasa a rdkbetegségek kezelése.
Tobbféle moédszer 1étezik, hogy ezektdl a kédros sejtektdl megszabaditsuk
a beteg szervezetét, melyek koziil az egyik a kemoterapia. Ez a kezelés
kémiai eszkdzokkel veszi fel a versenyt a daganattal, kiemelt szerepe van
példaul a nem mfithet? teriileten 1év6 daganatok elleni harcban. Azon ala-
pul, hogy a kemoterapias gyogyszer elpusztitja a gyorsan osztodo sejteket,
ami a rakos sejtek egyik f6 tulajdonsdga. Viszont nem korldtozédik a da-
ganatsejtekre, igy a szervezet ép részeit is karositja és szamos mellékhatds-
sal rendelkezik, tehat fontos megtaldlni a lehet6 leghatékonyabb kezelést,
hogy minimalizdlni tudjuk a kemoterdpids gyogyszerek mennyiségét.

A dolgozat motivécidja a Science foly6iratban megjelent [2] tanulmany,
melyben azt az Gij tudomanyos felismerést irjak le, hogy mikroorganizmu-
sok befolyésolni tudjdk a rdkos tumorsejteket célz6 kemoterdpids kezelé-
sek hatékonysdgat. A beteg szervezetében bizonyos (nem feltétlen rossz-
indulatt) baktériumok képesek metabolizdlni a kemoterapids gyogyszert.
Hétkoznapi szohasznalattal szélva, a baktériumok "megeszik" a rékelle-
nes orvossagot, és ezzel szabotaljdk a kezelést, hiszen igy a gydgyszer nem
tud hatni. Ilyen esetekben a kemoterdpiat antibiotikumos kurédval kell ki-
egésziteni, ami lecsokkenti — vagy akdr teljesen ki is irtja — a szabotalo
baktériumpopulaciét, megteremtve ezzel a lehet6ségét a hatékonyabb ke-
moterdpids kezelésnek. Azonban az antibiotikumot sem szabad ttilzasba
vinni, egyrészt a beteg legyengiilt immunrendszerébdl adéd6an, mésrészt
pedig annak megel6zése érdekében, hogy a szervezet rezisztenssé valjon
ezekre a gyogyszerekre. Fontos tehat, hogy megtalédljuk az antibiotikum és
a kemoterdpids gyodgyszer adagoldsanak optimalis kombindcidjat a beteg
életének megmentése érdekében.

Jelen dolgozatban az emlitett biol6giai mechanizmusok matematikai
forméban val6 megjelenitésére egy 1j dinamikus modellt konstrudlunk. A
modell négy differencidlegyenletbdl 4ll6 nemlinedris rendszer, ami kifeje-
zi a tumor méretének, a szabot6r baktériumok populaciéjanak, valamint a
kemoterapids gyogyszer és az antibiotikum koncentraci¢janak idébeli val-
tozdsat. Hairom kombindlt kiiszobparaméter segitségével karakterizaljuk
a kezelés négy lehetséges kimenetelét, amelyeket a tumor illetve a bak-
tériumpopulacié kihaldsa vagy perzisztencidja jellemez. Meghatdrozzuk
milyen terapidval érhetjiik el az optimalis eredményt, amikor sikertil kiir-
tanunk a tumort és a baktériumokat is. Megadjuk a teljes bifurkacios di-
agramot, ahol egyszeres és kétszeres transzkritikus bifurkaciok véalasztjak
szét az eseteket. A dolgozat {6 eredménye, hogy mind a négy szcendrid



esetén igazoljuk az adott egyenstlyi helyzet globdlis aszimptotikus stabi-
litdsat, ahova a megoldasok konvergéalnak.

Megmutatjuk, hogy a modell j6l leirja egereken végzett kisérletek ered-
ményeit. Végiil megvizsgdaljuk a modell lehetséges kiterjesztéseit dltalano-
sabb tumornovekedés, farmakokinetika és farmakodinamika figyelembe
vételével. Ezek joval bonyolultabb rendszerekhez vezetnek, de pontosabb
képet adhatnak a szervezetben végbemend folyamatokrdl. Megmutatjuk,
hogy a kvalitativ eredményeink egy része a bonyolultabb modellekre is
kiterjeszthetd.



1. dbra. A biolégiai intuicié alapjan egy lehetséges szcendri6 a
tumor méretének (T'(t)) valtozaséra a kiillonbozé kiilsé hatasok
megjelenésekor. Kezdetben a tumor novekedését latjuk, majd C
idépontban indul a kemoterapias kezelés. Ezért a tumor mérete
csokkenni kezd, a B idépontban azonban a péaciens megferts-
z8dik a baktériummal. Mivel a baktérium szabotélja a kezelést,
a tumor ismét novekedésnek indul. Az A id6ponttdl kapott an-
tibiotikum kezelést azonban megsziinteti ezt a problémat, és a
tumor mérete ismét csokken.
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2. dbra. A tumor véltozésa a kiilonb6z6 kiilsd hatdsok megje-
lenésének fiiggvényében a modelliink egy numerikus szimuld-
cidjaban. Hasonl6 viselkedést taldltunk, mint amit az 1. dbran
illusztraltunk.



2. A differencidlegyenletes modell

2.1. A modell megkonstrualasa

Igyeksziink egy minél egyszer{ibb modellt feldllitani, ami viszont mar
tartalmazza az 6sszes lényeges bioldgiai és farmakolégiai komponenst. A
lehetséges tovabbfejlesztésekkel illetve altalanosabb modellekkel az 5. fe-
jezetben foglalkozunk majd. A modelleink megkonstrudlasanal egyenletes
térbeli eloszlast és jolkevert rendszert feltételeziink, igy kozonséges diffe-
rencidlegyenleteket haszndlunk.

Modelleinket 1épésrol 1épésre fogjuk felépiteni. Mechanisztikus mo-
delleket hasznalunk, amelyek (bioldgiai) feltételezésekbdl indulnak ki, és
ahol minden valtozénak és paraméternek van valamilyen biolégiai jelen-
tése. Igy meg tudjuk magyardzni az egyenletek jelentéseit, és meg tudjuk
indokolni, hogy miért ilyen médon irtuk fel 6ket. Tovabba igy, amikor mé-
dositani szeretnénk a rendszert, gy tudjuk atalakitani a modellt, hogy az
4j részek és modositasok valoban tiikrozzék a kivant véltozast.

Jelolje a tumorsejtek mennyiségét az id6 fliggvényében T'(t). Ezen vél-
toz6 definidlasat nagyban befolyasolja, hogy milyen tipust rakot model-
leziink, valamint az is hatdssal van ra, hogy a tumorsejtek milyen kdrnye-
zetben novekednek (pl. emberi szervezet vagy laboratériumi kérnyezet).
A [7] cikkben szamos kiilonb6z6 rakos megbetegedést modelleztek elté-
6 fuiggvényekkel, valos adatokra illesztve. Az esetek jelent6s részében a
T'(t) = rT%(t) hatvanymodellt talélték a legpontosabbnak, ennek a mo-
dellnek viszont tobb hatranya is van. Egyrészt a szerzdk is kiemelik, hogy
ez rendkiviil érzékeny a paraméterezésre, ezért ennek hasznalatat nem ja-
vasoljak. Mésrészt azzal a feltételezéssel éliink, hogy a tumor az emberi
szervezetben nem novekedhet akdrmeddig (1étezik egy maximaélis kapa-
citds), ennek pedig ellentmond ez az egyenlet. Ezen feliil pedig nem egy
mechanisztikus modellrél van sz6, hiszen a-nak nincs semmilyen biol6gi-
ai jelentése, igy jelen munkankhoz ezt elvetjiik. A hatvanymodell mellett
a logisztikus modell is jol teljesitett, f6leg azon raktipusok esetében, me-
lyeket a [2] cikkben vizsgalt kemoterdpids gyogyszerrel szokds kezelni.
Utébbit fogjuk most hasznalni a tumormennyiség valtozdsanak leirdsara:

T'(t) = rrT(t) (Kr — T(t)),

ahol rr a tumor novekedési ratdja, Kt pedig a kornyezet eltartoképessé-
ge. A kornyezet itt azt a szervet vagy szovetet jelenti, amelyben a tumor
novekszik.



A kemoterapids gyogyszer koncentracidjat az ido fliggvényében jelol-
je C(t). Ebben a fejezetben konstans () gyogyszeradagoldssal dolgozunk,
valamint feltételezziik, hogy a gyogyszer a koncentracidjaval aranyosan
(u rataval) szivodik fel illetve iiriil ki a szervezetbdl. A gyogyszer meg-
jelenése hatdssal van a tumor méretére is: a tomeghatdas elvét feltételezve
a tumor a gyogyszerkoncentraciéval és a tumorsejtek mennyiségével ara-
nyosan (6 ratdval) pusztul. Tehdt a tumorra és a kemoteradpids gyogyszerre
vonatkoz6 egyenletrendszeriink a kovetkez6:

{T’(t) — rT(E) (Kr — T()) — 6T(H)C(1)
C'() = 7 — uC(t).

A baktériumpopuldcié méretét jelolje B(t) az id6 fliggvényében. Ezt
hagyomanyosan logisztikus egyenlettel szokds modellezni, igy tesziink
most is, a baktériumok novekedési ratdjat rp, mig a kornyezet eltarto-
képességét Kp jeloli. A dolgozat alapfelvetése, hogy a baktérium meta-
bolizdlja a kemoterapids gyogyszer egy részét, igy csokken a hatéanyag
mennyisége. Feltételezziik, hogy a csokkenés ebben az esetben is a gyogy-
szer koncentracidjaval és a baktériumpopulacié méretével ardnyos (A ra-
taval). Az igy kapott egyenletrendszer:

T'(t) = reT(t) (Kr — T(£)) — ST(£)C(F)
C'(t) = 7 — uC(t) = AC(1)B(t)
B(t) = rsB(t) (K5 — B(Y)).

Végiil pedig a baktériumok elpusztitdsdra hasznélt antibiotikum kon-
centrécidjat jelolje az id6 fliggvényében A(t). Ennél is konstans («) ada-
golassal dolgozunk, valamint a kemoterapias gyogyszer esetéhez hason-
l6an az antibiotikum is a sajat mennyiségével ardnyosan (o ratdval) tiril.
A baktériumpopuldciét az antibiotikum szokdsosan az antibiotikum kon-
centracidjaval illetve a baktériumok mennyiségével ardnyosan (6 ratdval)
pusztitja. Igy kapjuk a jelenséget leir6 els6 egyenletrendszeriinket:

1)

Az egyenletrendszer felallitisdhoz hasznélt nemnegativ paramétereket
az 1. tdblazat foglalja Ossze.



valt./param. a valtoz6/paraméter jelentése
T tumorméret
C a kemoterapias gyogyszer koncentracidja
B baktériumpopuléacié
A antibiotikum-koncentracié
rT a tumor novekedési ratdja
Kt a kornyezet eltartoképessége a tumor esetében
o a kt. gyogyszer 4ltal elpusztitott tumor
0% a kemoterdpias gyogyszer adagoldsa
u a kt. gyogyszer felszivodasa illetve kitirtilése a szervezetbdl
A a baktériumok altal metabolizalt kt. gyogyszer
B a baktériumpopulacié novekedési rataja
Kp a kornyezet eltartoképessége a baktériumpop. esetében
az antibiotikum altal megolt baktériumok
« az antibiotikum adagolasa
o az antibiotikum felszivédasa illetve kitirtilése a szervezetbdl

1. tablazat. Az (1) egyenletrendszer valtozoi és paraméterei.

2.2. Jéldefinialtsag

A jelenséget leir6 egyenletrendszeriinkben olyan valtozokat definidl-
tunk, melyek egy populdcié méretét vagy egy gyogyszer koncentracidjat
adjdk meg az id6 fiiggvényében. Ezek nyilvan csak akkor adhatnak rea-
lis értéket, ha nemnegativak. Emiatt fontos még az elején megmutatnunk,
hogy nemnegativ kezdeti feltételekb&l indulva — ami esetiinkben minden-
képpen teljesiilni fog — a megolddsok végig nemnegativak maradnak. Eh-
hez Horst R. Thieme [11] konyvében taldlhat6 alabbi tétel lesz a segitsé-
glinkre.

2.1. Tétel. Legyen adott R"-en az x' = F(t,x) differencidlegyenlet-rendszer,
ahol x(t) = (x1(t), ..., xa(t))", F(t,x) = (Fi(t,%),...,Fa(t,x))", valamint
F(t,x) értelmezve van minden t > 0 és x € R" esetén. Tegyiik fel, hogy az

x" = F(t, x)
x(to) = Xy



kezdetiérték-problémdnak létezik eqyértelmii megolddsa minden xy € [0, 00)" kez-
deti feltétel és to > 0 esetén. Tovdbbd tegyiik fel, hogy minden i = 1,...,n-re
teljesiil, hogy

Ei(t,x) > 0,hax € [0,00)", x; =0ést > 0.

Ekkor x(t) € [0,00)" minden t > ty > 0-ra, melyre értelmezve van, tetszdleges
x(tg) € [0, 00)" kezdeti feltétel esetén.

2.2. Allitas. Az (1) eqyenletrendszer jéldefinidlt, azaz nemnegativ kezdeti értékek
esetén eqyértelmii megolddsok léteznek a [tg, o) intervallumon, valamint ezek
végig korldtosak és nemnegativak maradnak.

Bizonyitds. Legyen x(t) = (T(t), C(t), B(t), A(t))T és

T’TT (KT — T) —0TC

E(tx) = v —uC—ACB
’ rgB (Kg — B) — BA
n—CcA

Ekkor az x” = F(t, x) egyenletrendszer teljesiti a Picard-Lindelof tétel felté-
teleit: mivel T(t), C(t), B(t) és A(t) folytonosak, igy F minden komponen-
se is az, valamint tetsz6leges F; tetszbleges x; szerinti parcialis derivaltja
szintén folytonos (7,j € {1,2,3,4}). Ezért barmely x(ty) kezdeti feltétel-
hez tartozé kezdetiérték-problémanak valamilyen intervallumon létezik
és egyértelmii a megoldédsa. Az egyenletrendszer ekkor teljesiti a 2.1. Tétel
nemnegativitdsi feltételeit is, példdul T = 0 esetén F; = 0, C = 0 ese-
tén F, = v > 0, és igy tovabb. Ebbdl adodik, hogy nemnegativ kezdeti
feltételek esetén a megolddsaink is nemnegativak lesznek.

A kovetkez8kben megmutatjuk, hogy ezek a megolddsok korladtosak
is. Amikor T(t) > Kr, akkor T'(t) < 0, ami miatt limsup, .. T(t) < Kr.
Hasonlo6an helyzet all fent C(t), B(T) és A(t) esetében, rendre a %, Kp és
2, konstansokkal. Azaz limsup,_,,, C(t) < %, limsup,_ ., B(t) < Kp és
limsup,_, ., A(t) < 2.

Tehat belattuk, hogy a megoldasok tetsz6leges kezdeti érték esetén kor-
latosak, igy a Picard-Lindelof tétel egyik ismert kovetkezménye szerint a

megoldasok nem csak lokdlisak, hanem léteznek a teljes [fo, o0) intervallu-
mon is. [



3. A globdlis dinamika teljes leirasa

3.1. Definicié. Definialjuk a kdvetkez6 kiiszobértékeket:

ylzKBg-rB_a/

K
S Kr(pe (Ko=)
F3 = 5 — .

3.2. Definici6. Legyen E. = (T, Cs, By, A«) egyensilyi helyzet. A kovet-
kez6 tipusait definidljuk:

* [p: trividlis egyenstlyi helyzet, mikor a tumor és a baktériumok is
kihalnak, azaz T, = 0és B, = 0;

* Er: tumormentes egyensulyi helyzet, mikor a tumor kihal, de a bak-
tériumpopulacié nem, azaz T, = 0és B, > 0;

* Ep: baktériummentes egyenstlyi helyzet, mikor a baktériumok ki-
halnak, de a tumor nem, azaz T, > 0 és B, = 0;

* Ecoex: egylittéls egyenstlyi helyzet, mikor sem a tumor, sem a bakté-
riumok nem halnak ki, azaz T, > 0 és B, > 0.

3.3. Tétel (Egyensulyi helyzetek). Az (1) eqyenletrendszerben szereplé para-
méterek pontosan karakterizdljdk, hogy melyik eqyensiilyi helyzetek léteznek, azaz
a kezelés lehetséges kimeneteleit:

1.eset: ha %1 > 0és %3 >0

a) ha Fy > 0, akkor mind a négy tipusii eqyensiilyi helyzet létezik;
b) ha %, <0, akkor az Ey, ET és Epex egyensiilyi helyzetek léteznek;

2. eset: ha F1 > 0és .F3 < 0, akkor az Eg és Et egyensiilyi helyzetek léteznek;
3. eset: ha F1 < 0és F, > 0, akkor az Eg és Ep egyensiilyi helyzetek léteznek;

4. eset: ha .71 < 0és %, <0, akkor csak az Ey egyensiilyi helyzet létezik.

Az eseteket a 3. dbra szemlélteti.

10



2. eset
y]. >0, g;a <0
Ey, Er

1.b) eset
L 91)0, 9230, 93>0
EO) ET) Ecoex

| 1l.a) eset 3. eset |
| f1>0,92>0793>0 .9?150,3?2>0
Ey, Ep, Er, Ecoex Ey, Ep
| | | | | | i
0 1 2 3 4 5

3. dbra. A 3.3. Tételben szerepl6 négy lehetséges eset dbrazola-
sa. A hatdrolo (fél)egyenesek egyenletei: fligg6leges: % = 0,
vizszintes: %, = 0, bal oldali ferde: %3 = 0. Az &4bra az
rr =171, K =161, 6 =359, u =178, A =2,rg = 1,81,
Kp = 1,81, 6 = 1,085, ¢ = 0,7, valamint &,y € [0,5] paramé-
terezés mellett késziilt. Félkovérrel jeloltiik minden eset globa-
lisan aszimptotikusan stabil egyenstlyi helyzetét.

Bizonyitds. Akkor kapjuk meg az (1) egyenletrendszer egy (T*,C*, B*, A*)
egyenstlyi helyzetét, ha mind a négy egyenlet jobboldala egyszerre veszi

11



fel a 0 értéket:
0=reT" (Kp —T%) = 6T*C*

0=9—uC*—AC*B*

0= I’BB>|< (KB — B*) — OB*A*

0=a—cA".
Ekkor az utols6 egyenletbdl kapjuk, hogy A* = 7, ezt visszairva a harma-
dik egyenletbe:

0= rpB* (Kg — BY) — 9%3*

= VBB* <(KB — (f—:;) — B*> P

ahonnan kétféle esetet kapunk az egyenstlyi helyzet B komponensére:

Bf =0 és B§‘=KB—6—“.
org
Mivel B(t) nemnegativ, ezért B csak akkor létezhet, ha Kp — U% > 0, ami
pont akkor teljesiil, ha .#; > 0. A tovédbbiakban feltessziik, hogy .7 > 0,
azaz Bj pozitiv, az egyenl8ség esetére pedig kés6bb tériink ki. Most az
egyensulyi helyzet lehetséges B komponenseit a C(t)-re vonatkozoé egyen-
letbe visszairva:

0=v9—uC*—AB*C*
=7 - (p+AB")C,

ahonnan C* = ﬁ, azaz
Y Y .
C*: p—
LTy T
i+ AB; ;4—|—/\( B_%)

ahol C; > 0 létezéséhez szintén sziikséges az .71 > 0 feltétel. Végiil pedig
az els6 egyenletbe visszahelyettesitve a kapott C* értékeket:

0= T’TT* (KT — T*) —0C*'T*
= T’TT* ((KT - ﬁC*) - T*) ’
rr

12



amibdl az egyenstilyi helyzet T komponensének lehetséges értékei: T} = 0

4 X __ _ b
és Ty = Kt rTC ,azaz

G
T <;¢+A< B—%))w
Mivel T(t) nemnegativ, ezért T, 1étezéséhez Kt — %C * > 0-nak allnia kell,
de B; esetéhez hasonléan itt is a szigort egyenl6tlenséggel dolgozunk,
hogy T, pozitiv legyen. T}, esetén a K1 — %C* > 0 feltétel éppen .7, > 0-
nak, mig Ty, esetén .#3 > 0O-nak felel meg, valamint utobbi 1étezéséhez
sziikséges a C;-t6l oroklott .71 > 0 kritérium is.

Kiilon vizsgdljuk azokat az eseteket, mikor valahol egyenl6ség van. Ha
#1 = 0, akkor B = B; = 0, azaz a baktériumok kihalnak. Ha pedig
Fr = 0vagy F3 = 0, abbdl rendre T, = 0 illetve T;, = 0 kovetkezik,
tehdt a tumor kihal ezekben az esetekben.

Kapjuk tehat, hogy ha .7#; < 0, akkor nincs pozitiv B;. Ha emellett
F, < 0, akkor nincs pozitiv T; sem, igy csak az Ey egyenstlyi helyzet
létezik, ellenkezd esetben pedig Eg és Ep is léteznek. Ha .7 > 0, akkor
létezik pozitiv B;. Ilyenkor .73 < 0 esetén ismételten nincs pozitiv Ty,
azaz csak az Ey és Et egyensulyi helyzetek 1éteznek. Ha pedig .#3 > 0,
akkor két eset lehetséges: .#, < 0, ekkor nem létezik a B = 0-hoz tartozé
pozitiv T3, igy csak Eg, ET és Ecoex 1éteznek, mig ellenkez6 esetben mind a
négy tipusu egyenstlyi helyzet 1étezik. [

3.4. Allitas. Tényleg csak ot lehetséges eset van, mivel a 3. dbrdn a hdrom egye-
nes, #1 = 0, F, = 0és F3 = 0 egy pontban metszi eqymadst.

Bizonyitds. 7 = 0-bol adédik, hogy & = X55'8, amit visszairva .#; = 0-ba
kapjuk, hogy

_ Kt <V+/\<KB_(§T&B>>TT

F3(a) 5 -
QKBWB
KT (“l/l + A (KB — (71'93 )) rr
e +5A.0) Ty = —KTng — = F(8),
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azaz az 71 = 0 és #3 = 0 egyenesek éppen az .%, = 0 egyenesen metszik
egymast. [

Tehat lattuk, hogy az (1) egyenletrendszeriinknek négy lehetséges tipu-
st egyenstlyi helyzete van, és megmutattuk, hogy a paraméterek fiiggvé-
nyében mikor melyik létezik. A tovabbiakban ezen egyensulyi helyzetek
globdlis aszimptotikus stabilitdsat, valamint a megolddsok ezekhez val6
konvergencidjat fogjuk vizsgalni. Ehhez a Gerald Teschl Ordinary Diffe-
rential Equations and Dynamical Systems cim{i konyvében ([10]) megta-
lalhato 1.3. Tételt fogjuk felhaszndlni, amibdl kiindulva tudjuk majd ele-
mezni az egyenletrendszeriink megoldédsainak viselkedését.

3.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy f lokdlisan Lipschitz-folytonos x szerint, t-ben egyen-
letesen. Legyenek x(t) és y(t) olyan differencidlhaté fiigguények, melyekre

x(to) < y(to), x'(t) — f(t,x(1)) <y'(t) = f(ty(t), t € [to, B),

ekkor x(t) < y(t) minden t € [ty,F) esetén. S6t, ha x(t) < y(t) valamely t-re,
akkor ez minden késobbi idGpillanatra igaz marad.

Ebbdl a tételbdl kovetkezik az alabbi allitas, amit a kés6bbiekben hasz-
nélni fogunk.

3.6. Kovetkezmény. Legyenek f és g lokdlisan Lipschitz-folytonos fiigguények,
illetve x(t) és y(t) olyan differencidlhaté fligguények, melyekre

x'(t) = f(x(t), y'(t) = g (y(t)), valamint x(to) < y(to), t € [to, ).

Tegyiik fel, hogy f(x) < g(x) teljesiil minden x esetén, ekkor x(t) < y(t) min-
den t € [to,F)-ra

"(t) = f(x(t) ésy'(t) = g (y(t)), igy
X(t) = f(x(t) =0=y'(t) — g (y(t)).
<

¢(x) fenndll minden x esetén, igy

Bizonyitds. Mivel x

Tudjuk, hogy f(x)

X(t) = f(x(t) =y () —g ) <y'(t) = f(y(t)).

Ekkor f, x(t) és y(t) teljesitik a 3.5. Tétel feltételeit, ahonnan kapjuk, hogy
x(t) < y(t) minden t € [y, f)-ra. O

Ennek a kovetkezménynek a tobbszori felhasznaldsaval igazoljuk majd
a 3.9. Tételt, ami a dolgozat 6 eredménye.
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3.7. Definicié. Legyen f : U — R" egy U C R" nyilt intervallumon
értelmezett folytonosan differencidlhaté fiiggvény, és legyen ¢(t,xo) az
x' = f(x), x(0) = xo kezdetiérték-probléma megoldédsa. Ekkor az x*
egyensulyi helyzet stabil, ha tetszéleges ¢ > 0 esetén létezik § > 0 ugy,
hogy ha ||xg — x*|| < §, akkor ||¢(t, x9) — x*|| < e minden t > 0 esetén. Ha
ezenfeliil 1étezik o > 0 gy, hogy ||xo — x*|| < o esetén ¢(t,x9) — x*, ha
t — oo, akkor az x* egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabil.

3.8. Definicié. Az x* egyenstlyi helyzet globélisan aszimptotikusan stabil
a D tartoményon, ha lokdlisan stabil és globalisan attraktiv D-n, azaz tet-
szbleges D-beli kezdeti érték esetén x*-hoz konvergédlnak a megoldasok.

Jelolje R a pozitiv, R] pedig a nemnegativ val6s szamok halmazat.

3.9. Tétel (Konvergencia és stabilitds). Legyen D C (R{)*, valamint legyen
(T(tg),C(to), B(to), A(to)) € D. Ekkor a 2. tibldzatban karakterizdlt eqyensii-
lyi helyzetek globdlisan aszimptotikusan stabilak a megadott D tartomdnyokon,
és a megolddsok mindig ezek valamelyikéhez konvergdlnak.

Bizonyitds. Még kordbban feltételeztiik, hogy a kezdeti értékeink nemne-
gativak. Konnyti latni az egyenletrendszerbdl, hogy T(ty) = 0 esetén a
megoldas T(t) = 0, B(tg) = 0 esetén pedig B(t) = 0. Ez azt jelenti, hogy
ez a két fliiggvény mindig O értéket fog felvenni, barhogy is vélasztjuk
meg az egyenletrendszer paramétereit, igy nem tudnak pozitiv értékek-
hez konvergalni. Ha B(tp) = 0, akkor az 1. és 2. esetekben figyelembe kell
venniink .7, el&jelét is, hiszen B(t) = 0 miatt nem létezhet a pozitiv T;,,
és T, | 1étezését .7, elGjele donti el. Az 1. esetben mér korabban megtettﬁk
ezt a szétvélasztast (a) és b) részesetek), a 2. esetben pedig a .#; > 0 és
F3 < 0 feltételekbdl kovetkezik .7, < 0, tehat csak T} = 0 1étezhet.

Mivel T(tp) = 0 vagy B(tg) = 0 esetén a vizsgalt jelenség nem is jon-
ne létre, igy a tovébbiakban feltételezhetjiik, hogy T(ty), B(tp) € R™ és
C(to), A(tp) € Rj,azaza D = R* x Rj x R* x R{ tartomanyon dolgo-
zunk, ami a legérdekesebb. A 2. tdblazatban felsorolt tobbi eset is hason-
16an bizonyithato.

Tekintsiik elészor az antibiotikum-mennyiséget leir6 A(t) fiiggvény-
re vonatkoz6 A’(t) = a — cA(t) egyenletet, ami egy inhomogén lineéris
egyenlet, igy a megoldésa

(CA(tg) —a) e”(o=h) 4 o

Alt) = : ,

amibdl N

t—o0
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Ekkor az egyenletbdl leolvashat6 az egyenstlyi helyzet A komponen-
se: A* = %, és latjuk, hogy A(t) tart A*-hoz, azaz barmely e; > 0 estén
létezik t1, hogy

hat > t;, akkor g—sl < A(t) < §+€1.

Kovetkezoként a B'(t) = rgB(t) (Kg — B(t)) — 6B(t)A(t) egyenletet
nézziik, ami a baktériumpopulacié valtozasat irja le. Legyenek

B(t) = rsB.(t) (Kp — By(t)) - <t>( é)
—rab(t) (Ko = = (2) ) - 1)

Bo(t) = rgBe(t) (Kp — Be(t)) — 0Be(t) (% - s)

—raBi() ((Ka - 2 (2-2)) - B0

A B,(t)-re és B(t)-re vonatkoz6 egyenleteink még mindig logisztikusak
lesznek, ha Kp > % (% +¢), tehat a megoldasaik:

és

B.(f) — B.(to) (KB_—( +e)>
o o)+ (Ko =& (3 +9)) = Bo)) e o Er)mtons”

_ Be(t )(KB—%(?T—E))
)+ ((Ks = £ (5 —e)) Bulto) el# A (E= )ttt

Mivel t > t; esetén B, (1) < B(t) < B (1), igy a kezdeti értékek specidlis
B, (to) = Bg,(to) = _( )Valasztasaval a 3.6. Kovetkezménybdl adodik,
B

hogy B, (t) < B(t) < Be,(t). Vegytlik észre, hogy

lim B, (t) = Kp — Y (%4—81) ,

t—o00 B
illetve 0
.= o
fim B () = K = (G =)



Ebbdl kovetkezik, hogy

0 ra 0 ra
_ 2 (= < limi < 1i <Kp——(=—eq).
Kp s ((7 —|—€1> < htrgglfB(t) < lll’tlls;lp B(t) < Kp . ((7 81)
Mivel ez az egyenl6tlenség tetszbleges €1 > 0 esetén fenndll, igy azt kap-
juk, hogy ha Kp — (fT"‘B > 0, azaz #1 > 0 teljesiil, akkor
Ou

lim B(t) = Ky — — = B;

oo (*) P orp 2
kiilonben pedig

lim B(t) = 0 = B,

t—o0

azaz B(t) konvergdl a 2. tdbldzatban karakterizalt egyensulyi helyzetek B
komponenseinek valamelyikéhez.

A kemoterapids gyogyszer valtozdsat leir6 egyenletet tekintjiik kovet-
kezének: C'(t) = v — uC(t) — AC(t)B(t). A két lehetséges esetet B hatér-
értékére kiilon tekintjiik.

1. B(t) = Bf =0,azaz Ve, > 0 3ty :

hat > tp, akkor — ¢y < B(t) < €.

Legyenek

Celt) = 7 — pCe(t) = ACc(H)e = v — (u+ Ae) Ce(t)
és
Ce(t) =7 = uCe(t) + ACe(t)e = v — (u — Ae) Ce(t)
A C,(t)-re és C¢(t)-re vonatkozo egyenleteink még mindig inhomo-
gén linedrisak, ha u — Ae > 0, tehat a megoldésaik:

(4 + Ae) C,(to) — ) el 0—1) 4 o

o= U+ Ae p
Ce(t) = ((u — Ae) Ce(to) — ) e lto=t) 4 o
o U —Ae .

Mivel t > t; esetén Q;Z(t) < C(t) < dz(t), igy a kezdeti értékek
C,,(t) = Egz(to_) = C(tp) valasztasaval a 3.6. Kovetkezménybdl
C,,(t) < C(t) < Ce,(t) adodik. Vegyiik észre, hogy

(= —2

li =
m & 2 +)&€2’

f oo~ 2
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illetve

e _ T
fim, Cea(t) = n—Aey

Mivel e > 0 tetszbleges volt, igy
. . I . *
tlg(r}oC(t) = Ci.

) B(t)—)Bi“:KB—G—”‘ azaz Ves > 0 dtz:

org’

hat > t3, akkor Kg — 097“ —¢e3 < B(t)
B

O
<KB_0'_7”B+€3.

Ezen korlatok haszndlatéval az 1. esethez hasonléan definidlhatunk
C(t) és C(t) fuggvényeket, majd a 3.6. Kovetkezmény ismételt hasz-

nalatdval ad6dik, hogy ebben az esetben

lim C(t) = i

= .

Lathatjuk, hogy ekkor is a 2. tabldzatban karakterizalt egyenstlyi helyze-
tek C komponenseinek valamelyikéhez tart C(t).

Végiil pedig a tumort leiré T'(t) = rpT(t) (Kr — T(t)) — 6T(t)C(¢)

egyenletet tekintjiik. A kordbban elvégzett, B(t)-re vonatkozé szamolas-
hoz teljesen anal6g modon kapjuk a kovetkezdket.

1. C(t) = Cf = L esetén a K — 27 > 0, azaz %, > 0 esetben kapjuk,

K Hrr
hogy
, OV _ s
i'lL)IIolo T(t) = KT — E = Tz/l,
kiilonben pedig
tlgtglo T(t)=0=T7.
2. C(t) = C3 = —~L—— esetén kovetkezik, hogy ha %3 > 0, akk
(1) 5 ;1+A<KB—U%> esetén kovetkezik, hogy ha .73 akkor
lim T(t) = K o T;
= T— = 2,2,
RO )
kiilonben pedig

lim T(f) = 0 = T}.

t—o0
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Azaz T(t) is minden esetben egy olyan helyre kovergdl, ami egy, a 2. tab-
lazatban karakterizalt egyenstlyi helyzet T komponense.

Kaptuk tehét, hogy mind a négy fiiggvény a 2. tabldzatban karakte-
rizalt egyensulyi helyzetek megfelel6 komponenseihez tart, azaz a meg-
oldasok konvergalnak. A tovdbbiakban az egyenstlyi helyzetek globalis
aszimptotikus stabilitasat vizsgaljuk. Ehhez a konvergenciat a fentiekben
levezettiik, mar csak azt kell igazolnunk, hogy tetsz6leges e-kornyezethez
létezik egy megfelel6 -kornyezet (3.7. Definicid), ezt komponensenként, a
kozrefogo fliggvények haszndlataval fogjuk megtenni. Tekintsiik a pozitiv
By = Kp — (%—t, a tobbi hasonl6 szdmoldsok utan adédik. Legyen e > 0
adott és legyen ¢’ = e7F, ekkor

. _ 0 (o N\ _ ps
}Lrgoﬁs,(t) —KB—g (;—1—8) =B; —¢,
és p
. E5) . 7 ﬁ ! — *
Jim Bui() = Ky — (U s) B; +e.

Legyen 0 < J < ¢ tetsz&leges, valamint B(tg) € (B — 6, B3 + 6). Most te-
kintsiik a rendre a By — ¢ és By + ¢ pontokbdl indulé B,/(t) és By (t) fligg-
vényeket, azaz legyen

B.(ty) = B; — 0 és ES/(to) = B; + 9.

Tudjuk, hogy a logisztikus egyenlet pozitiv egyenstilyi helyzete aszimpto-
tikusan stabil, és a megoldasok monoton médon konvergéalnak hozza. Ez
jelen esetben aztjelenti, hogy a B; — J-b6l indul6 B,/ (t) fliggvény monoton
csokkenve fog B; — e-hoz konvergélni, a B} + 6-bol indulé B, () fiiggvény
pedig monoton névé médon fog B; + e-hoz konvergélni. Azaz mindkét
figgvény a (B} — ¢, B; + ¢) intervallumban fog maradni. Mivel a 3.6. Ko-
vetkezmény feltételei teljesiilnek, kapjuk, hogy By (t) < B(t) < By (t), igy
B(t) szintén a (B; — ¢, B; + ¢) intervallumban marad, amit be akartunk
latni. Ezt a kozrefogést a 4. dbra illusztrélja.

A fennmaradé esetekben az egyenstlyi helyzetek pozitiv komponen-
seinél anal6g médon megmutathatd, hogy a megfelel6 fliggvények ko-
zelr6l inditva kozel is maradnak. Egy 0 komponens, példaul B} esetében
pedig a B.(t) és a konstans 0 fiiggvényeket hasznaljuk kozrefogé fiigg-
vényeknek. Mivel a fiiggvények nem tdvolodnak el a megfelelé kompo-
nensektdl, igy konnyfi latni, hogy a megolddsok is az egyenstlyi helyze-
tek e sugart kornyezetében maradnak. Tehat a korabbiakban karakterizalt
egyensulyi helyzetek globalisan aszimptotikusan stabilak D-n a megfelel6
esetekben. O
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Bi+4 B(t)

By -4
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4. dbra. Globalisan aszimptotikusan stabil egyenstlyi helyzet
egy komponensének viselkedése.

3.10. Megjegyzés (Bifurkaciok). Transzkritikus bifurkcaciénak nevezziik
azt a szitudciét, amikor egy paraméter valtoztatdsa sordn egy stabil és egy
instabil egyenstlyi helyzet ¢sszetaldlkozik, és a kritikus pontban stabi-
litdst cserélnek (magasabb dimenzids rendszereknél valamilyen altérben
torténik mindez) [9].

A mi modelliinkben azokban a pontokban, ahol a kiiszébparaméterek
el6jele megvéltozik, transzkritikus bifurkaciokat figyelhetiink meg. Jellem-
z8en egy egyensuly pozitiv komponense nullava valik a kritikus pontban,
és elGjelet is véltana, ekkor azonban az egyensuly kiviil keriil a biol6gia-
ilag értelmes tartoméanybdl, igy csak a tartomény hatédrdig kovetjiik. Mi-
vel az egyensulyi helyzeteket és stabilitdsukat explicit le tudtuk irni, igy
ezeket a bifurkacidkat is nyomon tudjuk kovetni: mind az egyenstulyok
talalkozasat, mind a stabilitdsvaltasokat.

* Az1.a)és 1.b) esetek kozott, azaz mikor .7, vélt elSjelet. Ha noveljiik
7-t, akkor a pozitiv Ty | csdkkenni fog, amig el nem éri a 0-t. Tehét ha
F» nempozitivva vélik, akkor Ep beleolvad Ep-ba.

* Az 1Db) és 2. esetek kozott, azaz mikor .#3 valt elGjelet. Ha noveljiik
7-t, akkor a pozitiv T3, csdkkenni fog, amig el nem éri a 0-t. Tehét ha
3 nempozitivvd valik, akkor Eceex beleolvad Er-be.
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* A 3. és 4. esetek kozott, azaz mikor %, vélt eldjelet. Ha noveljiik -t,
akkor a pozitiv T; | csokkenni fog, amig el nem éri a 0-t. Tehat ha .7,
nempozitivva valik, akkor Eg beleolvad Ep-ba.

* Az l.a) és 3. esetek kozott, azaz mikor % vélt elGjelet. Ha noveljiik
a-t, akkor a pozitiv B; csokkenni fog, amig el nem éri a 0-t. Ebben
az esetben tehdt ha .#3 nempozitivva valik, akkor két transzkritikus
bifurkdcio torténik egyidejtileg: Ecoex és ET rendre beleolvadnak Ep-
be és Ey-ba.

* A 2. 6és4. esetek kozott, azaz mikor .77 vélt elGjelet. Ha noveljiik a-t,
akkor a pozitiv B; csokkenni fog, amig el nem éri a 0-t. Tehat ha .7
nempozitivva valik, akkor Et beleolvad Ey-ba.

Tehat a kezelésnek a kiiszobértékek elGjelei szerint tényleg négy le-
hetséges kimenetele van, ezeket az 5.-8. abrak szemléltetik, amelyek az
rr=04, Kr =262, 6 =115 u =26, A =2, rg =181, Kg = 1,81,
6 = 1,085, ¢ = 0,7, valamint « € {1,39, 3,06}, v € {1,24, 3,85} pa-
raméterezés mellett késziiltek. Az dbrak bal oldaldn a szines négyzetben
(« € [0,6],7 € [0,6]) a piros pont az aktualis («, ) értéket mutatja.
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5. dbra. A baktériumpopuléci6 és a tumor is taléli. Itt « = 1,39
és vy =1,24.
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6. dbra. A baktériumok talélik, de a tumor kihal. Itt « = 1,39 és
v = 3,85.
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7. dbra. A baktériumok kihalnak, de a tumor taléli. Itt « = 3,06
ésy =1,24.
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8. dbra. A baktériumpopuléci6 és a tumor is kihal. Itt « = 3,06
és v = 3,85.
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4. Illesztés adatpontokra

A [2] cikkben vastagbélrakos sejteket iiltettek be egerek boére ala és
annak novekedését figyelték meg, ennek segitségével teszteljitk a model-
liink egy egyszerfisitett valtozatat. Egy kilenc napos intervallumban mér-
ték a tumor gyarapoddasat, mikozben a leirds szerint a tumort a negye-
dik és a kilencedik nap Gemcitabine gyogyszerrel kezelték, majd az els6
napi mennyiséghez aranyositott relativ tumormennyiséget abrazoltdk az
idd fliggvényében ([2] cikk, 1.B dbra). Viszont a képalairds és a mért ada-
tok egymdsnak ellentmond¢ informéciét szolgéltattak: egyrészt a hetedik-
nyolcadik nap kornyékén indokolatlan csokkenés kovetkezett be a tumor-
mennyiségben, mdsrészt a kilencedik nap utdn mar nem végeztek tobb
mérést. Ha val6ban aznap adtdk volna be a masodik adag kemoterépiét,
akkor tovabbi méréseket kellett volna végezniiik a hatds megfigyeléséhez.
fgy azzal a feltételezéssel éltiink, hogy a masodik gyoégyszeres kezelés mér
a kilencedik nap el6tt megtortént. Az emlitett dbran két adatsor lathato, mi
azzal az esettel foglalkozunk most, mikor nincs kiegészit$ antibiotikumos
kezelés.

T'(t) = rrT(t) (Kp — T(t)) — 0T (£)C(t)
C'(t) = v — uC(t) — AC(£)B(t)
B'(t) = rsB(t) (Kp — B(t))
egyenletrendszeren a kovetkezd néhdny modositast hajtjuk végre. A tu-

mor valtozasat leir6 egyenletiink lényegében ugyanaz marad, csak egy ki-
csit atalakitjuk benne a paramétereket:

T'(t) = rT(t) < — %) — 8T (t)C(¢),

T

ahol r = rrKr. Ezen a viszonylag rovid id6tartamon, antibiotikum hié-
nyaban a baktériumpopuldcié méretét konstansnak feltételezziik, azaz

B'(t) = 0.

Végiil pedig a kisérlethez hasonl6an a kemoterapids gyogyszert most nem
folyamatosan fogjuk adni, hanem a t; és t; id6pontokban adunk be egy-
egy adagot. Igy ezt a két id6pillanatot leszamitva a kemoterapids gyégy-
szer véltozasat a

C'(t) = —puC(t) = AC(t)B(t) = — (u + AB(t)) C(t)
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egyenlet irja le. Mivel B(t) = By konstans, ezért u + AB(t) is, igy bevezet-
hetiink egy 1ij paramétert. Legyen

]/l“‘)\BO

C'(t) = —pBoC(t), ahol ¢ =
By

és ekkor gondolhatunk ¢-re egyfajta kombinalt csokkenési rataként. Tehat
ezeket a moédositdsokat mind eszkozolve a kapott Gj egyenletrendszeriink:

( T'(t) = rT(t) (1 — %;)) — 8T (t)C(t)
C'(t) = —¢BoC(t) ,hat & {t,t2},
\B/(t = 2)

ahol t;" az az id6pillanat, mikor beadjuk a p adag kemoterapids gyogy-
szert, t. pedig a beadést kozvetleniil megel6z6 utols6 pillanat i = 1,2
esetén. Ez egy tigynevezett impulziv differencidlegyenlet-rendszer, ahol
az impulzusok a gyégyszer pillanatszerti beadasdb6l adédnak, ami ug-
rasszerfien megemeli a koncentraciot.

A (2) egyenletrendszer paramétereit a Wolfram Mathematica szoftver
(12.2 verzi6) FindFit eljarasanak segitségével optimalizaltuk. Ez a legki-
sebb négyzetek modszere alapjan keresi a legjobb paramétereket: a meg-
felel6 koordinatakhoz tartoz¢ fliggvényértékeknek az adatpontoktol valé
eltéréseinek négyzetdsszege legyen minimaélis. Mivel nem tudjuk, hogy az
adott napokon a tumormennyiség mérése illetve a kemoterdpias gyogy-
szer beaddsa melyik napszakban (illetve egymdashoz képest mikor) tortént,
ezért a modell illesztésekor a gyogyszerbeadds id6pontja is bizonyos kor-
latok kozott optimalizédlandé paraméter. Tehat az r, K, 6, ¢, t1, to illetve p
paramétereket optimalizaltuk, és els6 korben a kovetkezd feltételezések-
kel éltiink:

* minden paraméter pozitiv,

* a baktériumok konstans mennyisége B(t) = By = 22 egység (ez ¢-
vel skdldzhato, igy igazdbdl lényegtelen a mennyisége),

* a kemoterdpids gyogyszer beaddsdnak id6pontjaira az adatsor valto-
zésa alapjan a korlatok 3,8 < t; < 4,51lletve 6,8 < tp < 7,5.
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Mivel az eljards egy sokdimenzids paramétertérben keres, igy tobbszor
belefutott lokélis minimumokba, amik nem szolgaltattak j6 kozelitéseket.
Ezért tobb kiilonboz feltételezés mellett Gjabb futtatdsokat végeztiink,
melyek koziil a legkisebb hibat az alabbi két extra feltétel mellett kaptuk:

* a tumor esetében a kapacitds Kt > 400 egység,
* egy adagnyi kemoterapids gyogyszer p = 45 egység.

Ebben az esetben az adatpontok és a megfeleld fliggvényértékek kozott a
négyzetes eltérés minddssze 24,7869, amely joval jobb az egyéb illeszté-
seknél, melyek koziil a legjobbak is jellemz&en 50 és 100 kozotti hibdkat
produkéltak. Az adatsor és a legjobb rd illesztett grafikon a 9. dbran 14t-
hat6. Az igy kapott v, K1, d, ¢, t1, t, paramétereket fixdlva még megprobal-
tunk javitani p értékén, de ez az optimalizalds a kiinduldsi 45-0s értéket
adta vissza.

80 -

60 I
— T(t)
® adatsor
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9. dbra. A legjobb illesztett fliggvény. A paraméterek értékei:
r = 0,6867, Kr = 518319, 6 = 0,06312, ¢ = 0,1325, a kezelési
idépontok pedig t; = 3,8 és t, = 7,5 nap.

Hogy realisztikusabbéd tegyiik a modellt, a tumor véaltozdsdra vonat-
koz6 egyenletben a gyogyszerfelszivodasra vonatkozé —o0T(t)C(f) tagot
a Hill-tipusu

(€)™
—O0T(t) ——=F
W e
tagra cseréltiik. Ebben az esetben viszont nem sikeriilt megkozeliteni a
(2) egyenletrendszer altal produkalt legjobb hibat szdmtalan extra feltevés
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mellett sem: jellemz8en két- és haromjegy{i hibdkat kaptunk, melyek ko-
ziil a legjobbak is 50-60 koriil voltak. Ez mutatja, hogy jol allitottuk fel a
modelliinket, a bonyolultabb egyenletek nem feltétlen jelentenek ponto-
sabb, jobb eredményeket.
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5. A modell lehetséges tovabbfejlesztései

5.1. Altalanosabb novekedési rata

Az (1) egyenletrendszer feléllitdsakor kiilonboz6 feltételezésekkel é1-
tink, melyek koziil az egyik az volt, hogy a tumor illetve a baktériumpo-
pulécié novekedését logisztikus egyenlettel modelleztiik. Ehelyett viszont
hasznalhatunk 4ltaldnosabb fiiggvényeket néhany egyszerti — és bioldgia-
ilag reédlis — feltevés mellett, amelyek biztositjak, hogy a kordbbi eredmé-
nyeink igazak maradjanak.

Legyen f(T(t)) a t id6pillanatban a T(¢) tumormérethez tartozé nove-
kedési rata, ekkor a tumort leir6 egyenletiink:

T'(t) = F(T(1)T(H).

Kell, hogy f egy folytonos, monoton csokkend fiiggvény, de ez egy lo-
gikus feltevés, hiszen minél nagyobb a tumor, anndl kevesebb tdpanyag
és erbforrds jut egy tumorsejtnek. Valamint feltessziik azt is, hogy f-nek
van egy pozitiv zérushelye, T°. Ekkor f(T?) lesz a nemtrivialis (hiszen
T = 0 mindig egyenstily) egyenstlyi helyzete els6 komponense, hiszen
T'(t) = f(T°)T(t) = 0, és ez nyilvan akkor is fenndll, ha az f fiiggvény
bonyolultsdga miatt esetleg T” nem explicit kifejezhets. T(t) < T esetén
f(T(t)) pozitiv, tehat a tumor n&, mig T(t) > T esetén f(T(t)) negativ,
igy a tumor csokken, tehat f(T(t)) tényleg f(T°)-ba tart. A baktériumok
esetében hasonl6 feltételekkel definidlhaté a g(B(t)) fiiggvény. Ekkor az
egyenletrendszeriink a kovetkez6képpen modosul:

T'(t) = f(T(t))T(t) — 6T (£)C(t)

C'(t) = v —uC(t) — AC(t)B(t) 3)
B'(t) = g(B(t))B(t) — 0B(t)A(t)

A(t) =a—cA(t).

Az (1) egyenletrendszer esetéhez hasonléan beldthatd, hogy nemnega-
tiv kezdeti értékek esetén a (3) egyenletrendszer megolddsai is nemnega-
tivak és korlatosak lesznek. A 3.3. Tétel és a 3.9. Tétel 4llitasai érvényben
maradnak, azaz az dltaldnosabb f és ¢ fliggvények esetén is az egyenstlyi
helyzetek léteznek és a megoldasok mindig ezek valamelyikéhez konver-
galnak. A bizonyitdsok szinte ugyanugy végigvezethet6ek mindkét eset-
ben. A 3.3. Tétel bizonyitdsdban kihasznéljuk, hogy f és ¢ monoton csok-
kendek és egy pozitiv zérushelyiik van. Tekintsiik példaul azt a 1épést,
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mikor az egyenstlyi helyzet C komponensét, C*-ot visszairjuk a tumorra
vonatkoz6 egyenletiinkbe:

T'(t) = f(T(t))T(t) — 6C*T(t) = T(t) (f(T(t)) —6C"),

ekkor pozitiv T komponensbdl ismét legfeljebb egy lehet az egyenstlyi
helyzetben, hiszen az f-re vonatkoz¢ feltételek miatt f(T(t)) — 6C*-nak is
egy zérushelye van. A konvergencia igazoldsdhoz a 3.9. Tétel bizonyitasa-
hoz hasonléan f és g folytonossaga miatt itt is lehet hasznélni az 6ssze-
hasonlitési elvet (két oldalrél kozrefoghat6 a fiiggvény tetszleges +e-os
verzidkkal) és a 3.6. Kdvetkezményt.

Példak f (és hasonlé médon g) fliggvényekre:
e logisztikus egyenlet: f(T(t)) = rr (Kt — T(t)),

* Richards-féle novekedési modell, ami a logisztikus egy &ltaldnosita-
q
sa: f(T(t)) = rrKr (1 — <%;)) >, ahol g > 0.

* Gompertz-fiiggvény: egy mdsik gyakran haszndlt novekedési mo-
dell, mely esetén a tumor novekedését a T'(t) = rrln (%) T(t)

figgvény irja le, ahonnan f(T(t)) = rrln (%)

5.2. Tovabbi potenciilis altalanositasok

Az (1) egyenletrendszer felallitdsakor azt feltételeztiik, hogy az anti-
biotikum a koncentrédcidjaval egyenesen aranyosan pusztitja a baktériu-
mokat. A valésdgban viszont nem feltétlen linedris 0sszefliggés all fent,
gyakran szigmoid fliggvényeket, mint példaul a Hill-fliggvény, szoktak
hasznélni d6zis-hatas gorbék leirdsdhoz. Ilyenkor az antibiotikum kisebb
koncentracio esetén kevésbé hatékonyan pusztitja a baktériumokat, vala-
mint a gyogyszer hatdsossagdnak van egy maximalis fels6 hatdra, aminél
jobban nem tudja. Ekkor a baktériumpopuldcié valtozasat leir6 fliggvé-
nytlink a kovetkezéképpen médosul:

B'(t) = rpB(t) (Kp — B(t)) — H(A(t))B(t),

ahol H(x) = bian” egy Hill-fliggvény. Viszont ahogy azt a 4. fejezetben
mar emlitettiik, ezek a fliggvények nem minden esetben adnak jobb ered-
ményt.

Az eddigi Osszes egyenletrendszeriink felallitidsanal hallgat6lagosan
azzal a feltételezéssel is éltiink, hogy a baktériumok bar metabolizdljak a
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kemoterapids gyogyszert, de ez érdemben nem noveli a baktériumpopula-
cié novekedési ratajat. A [2] cikkben nem taldltunk erre utalé informéciot,
de természetesen ez a jelenség is el6fordulhat. Ebben az esetben a baktéri-
umpopuldcié valtozasat leir6 egyenletben megjelenik egy Gjabb tag:

BI(t) = raB(t) (Ks — B(£)) — 6B(1) A() + nB(£)C(¢),

ahol feltételezziik, hogy a baktériumok a pillanatnyi kemoterapids gyogy-
szer mennyiségével ardnyosan profitdlnak a gyogyszerbdl, n > 0 pedig
ennek a profitnak a mértékét leiré paraméter.

A differencidlegyenletes modellek megkonstrualasdndl egyenletes tér-
beli eloszlést és teljes elkeveredést feltételeziink mind a tumorsejtek és a
baktériumok, mind a gyoégyszerek esetén. Ez viszont a valésdgban nem
teljesen igy van, ezért a problémét érdemes lehet a térbeliséget figyelembe
vevé modellek segitségével is vizsgalni.

5.3. Iranyitaselméleti megkozelités

Mivel a gyogyszeres beavatkozdsokkal az a célunk, hogy a rendszer
dinamikdjat a paciens szamadra kedvezo irdnyba befolyasoljuk, a jelenséget
érdemes irdnyitaselméleti szempontbdl is vizsgdlni. Ekkor az

{x'(f) = f(x(t)) + Mu(t)
x(0) = xq

rendszerben x(t) = (T(t),C(t), B(t), A(t))T, mig u(t) = (y(t),a(t))7, az-
az az u(t) iranyitasunk a kemoterapids gyogyszer és az antibiotikum ada-
golasabol all dssze, illetve

rrT(t) (Kr — T(t)) = 6T(£)C(t)
—pC(t) = AC(H)B(t)
rgB(t) (Kp — B(t)) — 0B(¢) A(t)
—0A(t)

flx(t) =

és

o O = O
— O O O
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A célunk, hogy a rendszert eljuttassuk egy olyan allapotba, ahol T(f) egy
el6re meghatdrozott kiiszob ald kertil. Konstans u(t) esetén erre teljes va-
laszt adnak a 3. fejezet eredményei, a paciensek esetében azonban az ada-
golas tipikusan id6fiiggd. Emellett az iranyitassal szemben olyan igények
is felmeriilnek, hogy minél rovidebb id6 alatt és minél kevesebb mellékha-
tassal érjiik el a kivant dllapotot. Ilyen tipust problémafelvetés esetén a két
t6 feladat egy megfeleld, u-tol és T-t6l fliggd koltségtiiggvény megkonst-
rualasa, illetve ehhez az optimadlis irdnyitds megtalalasa, amely mellett a
koltség minimalis. Tehat a [to, ] idSintervallumon végzett kezelés esetén a
koltségtiiggvény altalanos alakja

i

P(u(t)) = /t r(x(8), u(t)) di +q(x(f)),
0

ahol az integralos tag fejezi ki a gyogyszerek kdros mellékhatasainak kolt-

ségét, az utolso tag pedig egy végkoltség, ami a tumor méretétdl fligg a

kezelés végén. Az ilyen koltségfiiggvények egyik gyakori formaja

P = [ (0,700 + waa?(0) at + <00,

azaz a kezelés sordn Osszesen felhasznalt gyogyszerek mennyisége w,, és
w, stlyokkal, illetve a kezelés végén a megmarad6 tumor mérete jatszik
benne szerepet. Optimélis irdnyitdsi modszereket Gijabban egyre gyakrab-
ban hasznalnak kiilonb6z6 bioldgiai [4], és kifejezetten rdkkutatdsi [8] prob-
lémakra is, igy ez egy igéretes tovabbi kutatési irdny.

Ahogy a 4. fejezetben tettiik, a gyodgyszerek folytonos adagoldsa he-
lyett beadhatunk bel6liik idénként egy-egy adagot. Ezt id6szakosan, va-
lamilyen rendszer szerint érdemes ilyenkor tenni, példdul a beteg minden
reggel beveszi az antibiotikumot. Ekkor a () és a(t) fliggvényeinket a
kovetkez6 formdban irhatjuk fel:

nc A
y(t) = Y pro(t— 1) és a(t) = ) pio(t— 1),
i=1 k=1

ahol 6(t) a Dirac-delta, t{ és t;' rendre a kemoterdpids gy6gyszer és az anti-
biotikum bevételének id6pontjai, p§ és p; pedig az ezekhez az id6pontok-
hoz tartoz6 dézisok. Ez az irdny tovabbi megfontoldsokat igényel, példdul
hogy milyen id6beli eltoldssal érdemes bevenni az antibiotikumot és a ke-
moterdpids gyodgyszert. Néhdny szimuldci6 lefuttatdsa utan kijelenthetjiik,
hogy ilyen esetben is elérhet a kordbbi négy lehetséges kimenetel, ezek
koziil az egyiket a 10. dbra mutatja.
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10. dbra. Az impulziv modell illusztracidja egy olyan esetben,
amikor a baktériumpopulacié kihal, de a tumor megmarad.

32



6. Sajat eredmények, diszkusszi6

A dolgozatunkat egy kozelmultbeli bioldgiai felfedezés motivélta, mely
szerint bizonyos baktériumok képesek metabolizdlni a kemoterdpids gyogy-
szereket. Igy az adott baktérium jelenléte szabotalja a kezelést, hiszen a
metabolizdlt gyégyszer nem fogja kifejteni a tumorellenes hatdsat. Ezen
probléma kapcsdn a kdvetkezd eredményeket értiik el a dolgozatban.

* Ajelenség leirdsdra konstrudltunk egy Gj matematikai modellt, amely
egy nemlinedris differencidlegyenletrendszer. A modelliink koveti a
tumor, a kemoterapids szer koncentracidja, a baktériumpopulacio,
valamint az antibiotikum koncentréaciéjanak valtozasat, valamint ki-
fejezi az ezen komponensek kozotti interakcidkat.

* Megvizsgdaltuk a rendszer lehetséges dinamikdit. Bevezettiink ha-
rom Osszetett kiiszObparamétert, és megmutattuk, hogy ezek elGje-
lei karakterizaljak az egyenstlyi helyzeteket és a hosszutava visel-
kedést. Négy lehetséges kimenetelt taldltunk, melyeket a tumor il-
letve a baktériumpopulacié kihaldsa vagy perzisztencidja jellemez.
Ezeket explicit lefrtuk és egy bifurkaciés diagramon valamint nume-
rikus megoldéasokkal is szemléltettiik.

* A kiilonboz6 esetek kozotti dtmenetekben megvizsgaltuk a bifurka-
ciok tipusait: szimpla illetve egyidejtileg végbemend transzkritikus
bifurkdciokat figyeltiink meg.

* A négy esethez igazoltuk a megfelel6 egyenstlyi helyzetek globédlis
aszimptotikus stabilitdsat. A bizonyitas {6 eszkdze egy Osszehason-
litasi elv iterativ alkalmazésa volt.

* Egy konkrét, rakos egereken végzett bioldgiai kisérletet reprodukal-
tunk, melyhez a modellegyenleteket impulziv tagokkal egészitettiik
ki. A [2] cikkbdl kinyert adatok alapjdn paraméterbecslést végez-
tink, és egy jo illesztést kaptunk. A kezelések id6pontjait a bioldgiai
publikdciéban nem {rtak le precizen, ezen id6pontokat paramétere-
ként tekintve a modellillesztés soran sikertilt 6ket pontositani.

e Végiil a modell lehetséges altaldnositasait és tovdbbfejlesztéseit tar-
gyaltuk, bizonyos eredményeket ezekre is kiterjesztettiink.

A dolgozatban hasznalt numerikus szdmitdsokat, szimulaciékat a Wolf-
ram Mathematica program 12.2.-es verzidjaval végeztiik. A kédok az aldb-
bi GitHub linken megtekinthet&ek:

https://github.com/annageretovszky/szabotor-GAR.
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