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Kivonat

A dolgozatban iranyitott grafok izomorfia osztalyainak halmazain értelmezett ex : A —
A% alaki leképezések injektivitasat vizsgaljuk rogzitett X iranyitott grafok esetén. Abban
a specialis esetben, amikor X az n cstcsu teljes iranyitott graf (K,), amely a hurokéleket
is tartalmazza, mutatunk egy hatékony algoritmust, amely képes barmely véges iranyi-
tott grafrol eldénteni, hogy izomorf-e A¥7-nel valamely A iranyitott grafra. Az algoritmus
megléte egyuttal bizonyitja az e, leképezés injektivitasat véges irdnyitott grafokat tar-
talmazoé értelmezési tartomanyra.

Amennyiben a fenti leképezést végtelen A grafokra is kiterjesztjiik, az ex, n > 2 esetén
mar nem injektiv, és ez két egyszeri végtelen irdnyitott graffal igazolhato. A dolgozat
masodik részében e két példat felhasznalva megmutatjuk, hogy ha X a K;-t6l kiillénb6z6

véges iranyitott graf, akkor ex nem injektiv.
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1. fejezet
Bevezetés, fogalmak, jelolések

A dolgozat soréan graf alatt minden esetben olyan irdnyitott grafot értiink, amely hurok-
éleket tartalmazhat, de parhuzamos éleket nem. A grafthatvanyozas fogalmat a kovetkezd

definicié értelmében, iranyitott grafokra hasznéljuk.

1.1. definici6é (Graf hatvanya). Legyen A és B két graf. Az A® struktirdn azt a grifot
értjiik, amelynek alaphalmaza AP, azaz az 6sszes B — A leképezés halmaza, élreldciojdt
pedig a kovetkezd mdodon definidljuk: az fi, f» € AP elemekre fi — fy AB-ben pontosan
akkor, ha tetszdleges by, by € B elemekre by — by esetén fi(b1) — fa(by) az A grdafban.

Ez a definici6 némelyik, a grafelmélet teriiletén hasznélt hatvanyfogalomtél ugyan
jelentGsen eltér, viszont a grafok énmagukkal vett direkt szorzatai az [I.1] definicio altal
meghatarozott hatvanyozas speciélis esetei.

Véges relacios strukturakkal, és igy véges iranyitott grafok direkt szorzataval foglalko-
zik Lovasz Laszlo [6] és |7] cikke. El6bbiben igazolja a kivetkezs tételt :

1.2. tétel (Lovasz Laszlo, |6]). Ha A és B véges reldcios struktirdk, és A™ = B"™, akkor

A=B.

Amennyiben a tételben szerepld relacios strukturaknak egyetlen kétvaltozos relaciojuk
van, akkor azok iranyitott grafok. A grafhatvanyozas szempontjabol ez az eredmény azért
jelentds, mert bizonyitja, hogy ha X az n pontt antilanc, akkor véges A és B iranyitott
grafok esetén A* = B*-bol kovetkezik A = B.

1.3. megjegyzés. A fenti tétel bizonyitasa nem algoritmikus. Naiv m6édon ugyan algorit-
mikussa tehetd az altal, hogy a szoba johetd Osszes véges grafnak kiszamoljuk az n-edik
hatvanyat, majd azokat 6sszehasonlitjuk, viszont ez az algoritmus mar nem lenne polinom
idejd.

A [7] cikk, bar nem grafhatvanyozassal foglalkozik, a grafthatvanyozas altalunk vizsgalt

tulajdonsagédhoz nagyon hasonlé tulajdonsagot vizsgél véges relacios strukturdk direkt



szorzatara vonatkozoan. Egészen pontosan azt, hogy ha A, B és C véges relacios struk-
tarak, akkor mely C-k esetén kovetkezik A x C = B x C-bsl A = B. A korabbi [6] cikk
eredménye, hogy ha a C relaci6ja nem irreflexiv, akkor A x C =2 B x C-bdl valoban kovet-
kezik A = B. A [7] cikk pedig teljesen karakterizalja azon C véges relacios strukturakat,
melyekre 1étezik A, B, hogy A 2 B, de A x C = B x C. Ez a karakterizacio véges iranyitott

grafok esetén a kovetkezd tételt jelenti:

1.4. tétel (Lovasz Laszlo, [7]). A C wvéges irdnyitott grafhoz pontosan akkor létezik egy-
mdssal nem izomorf A és B véges irdnyitott grdaf, melyekre A x C =2 B x C, ha létezik

olyan C, homomorf képe C-nek, melyre
C,CC, +...+C,,

ahol 1 < py < ... < p, primszdmok, és minden p; € {p1,...,p.} esetén C,, a p; csucsi

wranyitott kor.

Mig Lovasz Laszlo a kozos C tényezére adott feltételeket, a direkt szorzat kancella-
tivitasat véges grafok és iranyitott grafok esetén mas szemszogbdl is vizsgaltak. Példaul
Richard H. Hammack [4] cikke az A grafra ad olyan feltételeket, melyekbdl tetszéleges B
és C gréafok esetén az A x C = B x C feltételbdl kovetkezik A = B. A szerzé egy évvel
késsbbi [5] cikke pedig irdnyitott grafok esetén vizsgélja szintén az A sziikséges tulajdon-

sagait.

A grafhatvanyozéashoz hasonlé fogalom a rendezett halmazok hatvanyozasa, amelyet
G. Birkhoff vezetett be 1937-es cikkében [2].

1.5. definici6é (Rendezett halmazok hatvanya). Legyen P és Q két rendezett halmaz. A
QF struktirdn azt a rendezett halmazt értjiik, amelynek alaphalmaza a P — @ monoton
leképezések halmaza, és tetszdleges fi, fo: P — Q) monoton leképezésre fi < fo pontosan

akkor, ha minden p € P esetén fi(p) < fa(p) a Q-ban.

Ez a definicio a P és Q rendezett halmazokra, mint iranyitott grafokra, a[1.1] defini-
cioval kaphato QF graf hurokélekkel rendelkezd csiicsai (QF reflexiv része) altal feszitett
részgrafjat adja.

A rendezett halmazok hatvanyozéasara vonatkozoan szintén sok eredmény sziiletett.
Lovasz Laszl10 |6] cikkébdl kovetkezik, hogy ha a kitevs az n pontu antilanc, és A és B véges
rendezett halmazok, akkor emellett a hatvanyfogalom mellett is kdvetkezik A™ = B"™-bgl
A = B. Duffus és Wille |3| véges Gsszefiiggd rendezett halmazok énmagukra vett hatvanyat
vizsgalta, Bergman, McKenzie, Nagy [1| pedig azt az esetet, amikor a kitevében lévé
rendezett halmaz linearisan rendezett. McKenzie 2000-ben [8}|9] igazolta Birkhoff sejtését,

miszerint tetszdleges A, B, P véges rendezett halmazokra AP = BF-bél kivetkezik A =~ B.



Jelen dolgozat f6 kérdése, hogy a grathatvanyozas definici6janak értelmében me-
lyek azok az X véges irdnyitott grafok, amelyekre az X rogzitése utan A* = B*-bsl
kovetkezik A =2 B, abban az esetben, ha A és B is véges iranyitott grafok, illetve akkor,
ha a végesség nem kikotés.

A 2. fejezetben megmutatjuk, hogy ha X az n csucsu teljes iranyitott graf, amely a
hurokéleket is tartalmazza, és A és B is véges, akkor A* = B*-bol kivetkezik A = B.

A 3. fejezetben pedig elhagyjuk az A és B végességére vonatkozo feltételt, és belatjuk,

hogy ha X nem a K;, akkor A* = B*-bsl mar nem kovetkezik A = B.

A G graf gy € G csucsanak ki-halmaza {g2 € G: g1 — go}, melyet Ki(g)-gyel jeloliink.
Hasonloan definialjuk a g; csics be-halmazat: Be(g1) = {g2 € G: g2 — 1}

Teljes iranyitott grafon azt a G = (G, —) grafot értjiik, amelyre —= G?, tehat a
graf tartalmazza az Osszes iranyitott élt, beleértve a hurokéleket is. Az n cstcsu teljes
irdnyitott grafot a tovabbiakban K,-nel jeloljiikk. Specidlisan K; az 1 pontt, egyetlen
hurokélt tartalmazo grafot jeloli.

A G graf csicshalmazéan definialjuk a < ,; relaciot a kévetkez6 modon: Tetszbleges
g1, 92 € G elemekre g; <, g2, ha Ki(g1) C Ki(ga) és Be(g1) € Be(ga). Ez a <, relacio

elérendezés a G halmazon.

1.6. definicié (Cstcsok evivalencidja). A g1, 92 € G csucsokat ekvivalenseknek nevezziik
a G grdfban, ha g1 < b g2 €S go < p g1 1S fenndll.

1.7. jelolés. Ezt az ekvivalenciarelaciot a tovabbiakban ~ ,,;, jeloli, valamint a g € G cstcs
~ np szerinti osztélyat a tovabbiakban [g]-vel jeloljik.

1.8. jeldlés. Legyen a € A. Az AP grafban a konstans a leképezést a-sal jeldljiik.
1.9. allitas. Tetszdleges A, B, és C grdfok esetén teljesiil az (AB)C = ABXC qzonossdg.

Az[1.9] allitas bizonyitasa megtalalhato Lovész Laszlo [6] cikkében.

Az A graf onmagaval vett direkt szorzatat a szokasos modon definidljuk, az AF graf

ko k
alaphalmaza A", és az (a;,, @iy, - - ., @i, ), (@4, Gjys - - -, aj,) € A® elemekre (a;,, a4y, - .., ;) —
(aj,,aj,,...,a;) az AF-ban pontosan akkor, ha minden [ € {1,... k} esetén a;, — aj, az
A-ban.

1.10. megjegyzés. A direkt szorzat definicivjabol lathato, hogy az A* graf megegyezik az

A graf azon B kitevGs hatvanyaval, ahol B a k elemi antilanc.

Legyen X egy rogzitett véges graf. Definiadljuk az ey leképezést grafok izomorfia osz-
talyainak egy halmazan a kovetkezd modon: ex: A — A%,

Az ex leképezést végesen injektivnek nevezziik, ha tetszéleges véges A és B grafokra
A 2 B esetén A* 22 BX. Amennyiben ez a feltétel nem csak véges, de tetszéleges A és B

grafra teljesiil, akkor az ex leképezést teljesen injektivnek nevezziik.



2. fejezet
A teljes grafok véges injektivitasa

2.1. tétel. Legyen X azn ponti teljes irdnyitott grdf. Ekkor ex végesen injektiv, és A*-bdl
A hatékonyan visszafejthetd.

,Hatékonyan visszafejthetén” itt azt értjiik, hogy létezik polinom idejd algoritmus, ami
A*-bol elsallitja A-t.

2.2. lemma. Legyen a € A egy tetszbleges elem, és f € AXn olyan leképezés, melyre
f~Ha) # 0. Ekkor Ki(f) C Ki(a), és Be(f) C Be(a), valamint [f] < nplal.

Bizonyitds. Legyen g € Ki(f) egy tetsz6leges leképezés. Ekkor A¥n-ben f — g, ezért
f értékkészletének tetszéleges elemébdl, igy az a-bol is, vezet A-ban irdnyitott él a g
értékkeészletének minden elemébe. A grathatvanyozas definicioja miatt ekkor a — g az
AE» orafban, tehat g € Ki(a). A be-halmaz esete hasonléan igazolhato.

Vegil Ki(f) C Ki(a) és Be(f) C Be(a) fennallasa miatt [f] < ,,5[a]. O

2.3. lemma. Ha egy [ € A%~ leképezésre [~H(K,) = {ai,...,ar}, ahol ay,...,a; € A,
akkor Ki(f) = N\, Ki(a), és Be(f) = N, Be(a,).

Bizonyitds. Legyen f € A%n egy leképezés, melyre f~1(K,) = {a1,...,a}, ahol ay, ..., a
€ A. A Ki(f) €N, Ki(a,) iranyt tartalmazas az el6z6 lemma kovetkezménye. A mésik
irany igazolasdhoz tegyiik fel, hogy g € ﬂle Ki(a;). Ekkor tetszéleges ¢ € {1,... k}
indexre g € Ki(a;), igy g értékkészletének minden elemébe megy él a,-bdl az A grafban,
tetszoleges i € {1,...,k} esetén. Tehat f értékkészletének minden elemébdl megy él a
g értékkészletének minden elemébe, ezért f — g az A% -ben, és igy g € Ki(f). A be-

halmazok egyenlGsége hasonléan bizonyithato. O]

A2.1] tétel bizonyitasdhoz mutatunk egy algoritmust, amely tetszéleges B véges grafrol
eldonti, hogy B izomorf-e A¥"-nel valamely A-ra, tovdbbé, ha igen, akkor B-bél kivéalaszt

pontokat gy, hogy B-nek a kivalasztott pontok altal feszitett részgrafja izomorf A-val.



Az algoritmus:
Input: B véges graf.
Output: Amennyiben létezik, A véges graf, melyre A% = B, ellenkezd esetben ,nincs

ilyen A”.

1. Ha |B| = m™ valamely m € N szamra, akkor a B cstcsait osztalyozzuk az ~ .
relécio szerint, majd meghatarozzuk a < ,;, relaciot az osztalyok halmazan. Ellenkezé

esetben nem létezik megfelels A graf.

2. Innentdl kezdve B elemeit folyamatosan megeimkézziik. A cimkék (a;,, ..., a;,) ala-
ki formélis sorozatok, ahol minden 7; index 1 és m kozotti. Az egyik, < ,;-re nézve
maximalis osztalybol kivalasztunk egy tetsz6leges pontot, és megcimkézziik a kons-

tans a;-gyel.

3. Ha maradt még cimkézetlen cstics B-ben, akkor ezek koziil valasztunk egy olyat,
amelynél a < ,;, relacié szerint szigortian nagyobb osztalyban mér nincs cimkézet-
len cstics. Cimkézziik meg ezt a pontot a;yi-gyel, ahol ¢ a korabbi lépésekben méar

kiosztott a; alakil, konstans leképezést jelols cimkék szama.

Ezutan kiosztjuk azokat az eddig kiosztatlan cimkéket, amelyek mindegyik kom-
ponense az {ay,...,a;;1} halmazbol kertil ki. Ezen cimkék kiosztasa a kovetkezs

modon, egyesével torténik:

a) Jelolje az éppen kiosztando cimkét (a;,,. .., a;,), ahol minden i; indexre a;; €
€ {ay,...,a1}

b) Meghatéarozzuk azon pontok ekvivalenciaosztalyat B-ben, amelyek ki-halmaza
Njor K i(ai;) és be-halmaza M= Be(a;;). Ha ilyen osztaly nem létezik, vagy
benne mar minden cstcs cimkézett, akkor nem létezik megfelels A graf.

c) Ha az el6z6 lépésben meghatarozott osztéaly létezik, és van benne még cimké-

zetlen csics, akkor ezek koziil egyet megeimkéziink az (a;,, .. ., a;, ) sorozattal.
Ha minden ilyen cimkét sikeriilt kiosztani, akkor ismételjiik meg a 3. lépést.

4. Ha B-ben mar nincs cimkézetlen cstics, akkor az Osszes lehetséges cimke kiosztasra

keriilt. Az a,,...,a, cimkéjd csticsok altal kifeszitett A részgraf lesz az output.

Bizonyitds. (A[R.1] tétel és az algoritmus helyességének bizonyitésa) Tegyiik fel, hogy a B
grafra az algoritmus lefutott, és a kapott A részgraf cstcsai az ay, . .. , a,, konstans cimkéjd

csticsok. Megmutatjuk, hogy ekkor A¥» izomorf B-vel.

Rogzitsiik a K, graf csicsainak egy sorrendjét: x4, ..., z,. Ekkor tetszéleges f: K,, —
A leképezést egyértelmiien meghatéaroz az (f(zy), ..., f(x,)) vektor. Tekintsiik az A¥» és

5



B kozott azt a leképezést, amely az f = (a;,, .. ., a;,, ) € AKn leképezéshez hozzarendeli B
azon csucsat, amelyet az algoritmus az (a;,, ..., a;, ) formalis sorozattal cimkézett meg.

Ez a hozzarendelés nyilvanvaléan bijekcid, hiszen AX7-ben mind az m™ olyan leképe-

zés szerepel, amely a K,-bél az {ai,...,an} halmazba képez, valamint B-ben, mivel az
algoritmus lefutott, az aq, ..., a,, elemekbdl képezhet§ Osszes n hosszi cimke kiosztésra

keriilt, rdadéasul tgy, hogy minden cstcs pontosan egy cimkét kapott.

Ez a hozzarendelés valoban izomorfizmus az A% és a B graf kozott. Ennek bizonyi-
tasdhoz legyen fi, f, € A%n. Tegyiik fel, hogy fi — f» az A¥"-ben. Ekkor tetszéleges
i,j € {1,...,m} indexekre, ha a; € fi(kK,), a; € fo(K,), akkor a; — a; A-ban, tehat B-
ben is. Ezért az fi-hez rendelt B-beli cstics (. ¢ pg, ) Ki(a;) ki-halmaza tartalmazza a;-t
minden a; € fo(K,) esetén. Ez azt is jelenti, hogy az fi képe benne van ﬂﬂefQ(Kn) Be(a;)-
ben, és mivel az fy képe éppen olyan cstcs, amelynek be-halmaza ﬂﬁe Fa(Kn) Be(&), az
f1 képébdl vezet él az fo képébe a B grafban.

Most tegytik fel, hogy fi1 és fp olyanok, hogy fi # f2. Ekkor létezik olyan a;, €
€ f1(Kn) és aj, € fo(Ky), hogy ai, #+ aj, az A-ban, igy B-ben sem. Vagyis az f, képének
Naserxn Ki@) ki-halmaza nem tartalmazza ajy-t, igy fi képe nincs benne Be(ay, )-ben,
tehat nincs benne (), ¢y, k) Be(a;)-ben sem. Mivel ez utébbi az f; képének be-halmaza,
igy kapjuk, hogy f; képébdl nem vezet él fy képébe a B grafban.

Tehat az algoritmus altal meghatarozott A grafra A" = B valoban teljesiil.

Tegyiik fel, hogy B = C%» valamely C grafra, ahol |C| = m. Ekkor |C%"| = m™, tehat
|B| = m™ valoban n-edik hatvany.

A K, graf csticsainak egy sorrendje tovadbbra is legyen z1, ..., xz,. Jelolje a CX» graf
konstans leképezéseit cy, ..., c,. Megmutatjuk, hogy ekkor az algoritmus egyik lépésben
sem akad el, tovabba a kapott A graf izomorf C-vel. Utébbibol pedig azonnal kovetkezik
az ey, leképezés véges injektivitasa, hiszen ha B = (Cﬂf” és B = (C]fn, akkor a kapott A
graf izomorf C;-gyel és Co-vel is, tehat C; = Cs.

Legyen az ¢ leképezés egy izomorfizmus B-bsl C¥»-be. Az ¢ megérzi az ~ ,; osztélyo-
zést, azaz, ha by ~ ., by a B-ben, akkor bjt ~ ,p bot a C¥2-ben. Hasonléan a < ,,; relaciot
is meg6rzi. Emiatt tetsz6leges B-beli, < ,;-re nézve maximalis osztaly képe szintén maxi-
malis osztaly a < ,,; relaciéra a CX -ben.

A . lemma miatt CX%» tetszéleges, < ,,; relaciora nézve maximalis osztalydban van
konstans leképezés. Ezért B-ben barmelyik M maximalis osztalybol véilasztja az algoritmus
az a; cimkéjid pontot, CK» M. osztalyaban lesz egy ¢;, konstans leképezés, ahol 4, az
1...,m indexek valamelyike. Legyen ¢ : B — CX» egy olyan leképezés, amelyet a B
cimkézésével parhuzamosan, pontonként, injektiv modon definialunk. Legyen ¢(a,) == Ciy -

Erdemes megjegyezni, hogy ¢;, ~ al a C¥n-ben.



A kovetkezs allitas pontosan megadja a CX» ~ ., szerinti osztalyaira az egyes oszté-
lyokban 1év6 konstans leképezések szamat.

Legyen L egy osztalya B-nek az ~ ,; reldciora nézve. Ekkor azon B-beli elemek hal-
mazat, amelyek az L-ben vagy a < ,; relaciora nézve L-nél nagyobb osztalyban vannak,
jelélje L 1. Konnyen lathato, hogy (L 1)t = (Lt) 1 a C¥»-ben.

Allitas. Ha L a B egy osztdlya az ~ ,, reldciora nézve, akkor |L 1 | = |(L 1)i| n-edik
hatvany, és (L T)t-ban pontosan {/|(L 1)i| kilonbézd konstans leképezés taldlhato.

Valoban, hiszen a [2.2] lemma miatt, ha f € (L:) 1, akkor minden ¢ € f(K,) esetén
c € (Lt) T. Masrészt a . lemma adja, hogy ha a g € CF» leképezés értékkészletében
megjelend minden elemre a hozzatartozé konstans leképezés (Li) T-ban van, akkor g
ki-halmazanak része az Li-beli elemek ki-halmaza, hasonléan be-halmazanak része az Li-
beli elemek be-halmaza, ezért ¢ az Li-ban, vagy ennél nagyobb osztalyban van, tehét
g € (Le) 1. Emiatt |L T | = |(L 1)¢| = |(Lt) 1 | n-edik hatvany, és (L 71)c-ban pontosan
m kiilonbozé konstans leképezés van.

Az ay cimke kiosztésakor az el6bbi allitas kévetkeztében barmely olyan osztaly ¢ mel-
letti képében, amelyben van még cimkézetlen cstics, és az ilyen osztélyok kozott maximalis,
lesz még konstans leképezés, amely kiilonbozik a ¢;,-t6l. Miutan az algoritmus vélasztott
egy ilyen osztélyt, és megcimkézett benne egy csticsot ap-vel, az osztaly ¢ melletti képében
szereplS valamely c;, # ¢;,, konstans leképezésre legyen o(ag) = Ciy- Szintén megjegyzen-
d6, hogy ci, ~ np agt a C -ben.

Ezutan kiosztésra keriilnek azok a cimkék, n hosszi formélis sorozatok, amelyek csak
az a; ¢s ay elemekbdl épiilnek fel, és nem a konstans sorozatok. A Ki(a,) N Ki(ag) és
Be(a1) N Be(az) halmazok konnyen meghatarozhatok. Mivel ¢ izomorfizmus, rogton ko-
vetkezik, hogy azon elemek halmaza B-ben, amelyek ki- és be-halmaza rendre Ki(a;) N
N Ki(as) és Be(ai) N Be(as), nem iires. Ha iires lenne, akkor az ¢ miatt C*"-ben nem
lehetne olyan cstics, amelynek ki-halmaza Ki(a;t) N Ki(agt) = Ki(ci,) N Ki(ci, ), valamint
be-halmaza Ki(a,t) N Ki(agt) = Be(c;,) N Be(cy,). Viszont C*-ben a lemma szerint
ilyen ki- és be-halmazzal rendelkez§ csticsok léteznek, mégpedig a csak ¢;, és ¢;, értékeket
felvevs Osszes nem konstans leképezés ilyen.

Tehat a keresett ekvivalenciaosztaly valoban létezik a B-ben, és még cimkézetlen csu-
csainak szama legalabb annyi, mint ahany K, — {c;,,¢;, } nem konstans leképezés van
C¥-ben. Ebben az osztalyban az algoritmus egyesével osztja ki a kordbban még nem
kiosztott cimkéket. Az éppen megcimkézett csiicsnak kdzben rogton definialjuk a ¢ mel-
letti képét: ha a cstucs az (ajy,...,aq;,) cimkét kapta, ahol ji,...,7, € {1,2}, akkor
o((aj,...,a;,)) legyen az a Cn-beli leképezés, amely minden [ € {1,...,n} esetén,
x;-hez a ¢; -et rendeli, ha a;, = a1, és ¢;,-t rendeli, ha a;, = ap. Ezutan ¢ tovabbra is in-

jektiv marad. A ¢ leképezés fenti moédon torténd definidlhatosaga mutatja, hogy az Gsszes
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ilyen, csak a; és ao elemekbdl all6 nem konstans cimke kioszthatd. Miutan az Osszes ilyen
cimke kiosztésra keriilt, a B-ben 2" cimkézett cstcs lesz.

Ezutén, ha van még cimkézetlen csics, akkor az az cimke lesz a kovetkezs, amit az
algoritmus kioszt. Az algoritmus a 3. pontjanak elegettevé osztalyok koziil barmelyiket
is valasztja, a korabbi allitas miatt biztosan lesz az adott osztaly ¢ melletti képében egy
konstans leképezés, amely kiilonbozik a ¢;,-t6l és ¢;,-t6l. Miutan az as cimke kiosztasra
keriilt, legyen ¢(as) = ciy, ahol ¢;, a cimke kiosztésakor tekintett osztaly « melletti képének
egyik, a ¢;-t6l és ¢;,-t6l kiilonboz6 konstans leképezése. Az algoritmus ezutdn minden
olyan cimkét kioszt, amely az aq,as,as elemekbdl épiil fel, és korabban még nem lett
kiosztva. Egy-egy cimke kiosztasahoz a keresett cstics be- és ki-halmaza ismét konnyen
megéllapithato, és ilyen ki- és be-halmazzal rendelkezé cstcs 1étezését az ¢ izomorfizmus
a korabbiakhoz hasonléan garantalni fogja a B grafban, hiszen a keresett osztaly az,
amelynek ¢ melletti képében benne vannak azok a K,, — {¢;,, ¢i,, ¢, } leképezések, amelyek
a  hozzarendelésben eddig még nem szerepeltek. Jelolje ismét az éppen kiosztando cimkét
(aj,,...,a;,), ahol ji,...,j, € {1,2,3}. Ekkor a cimkét kapo6 cstcs ¢ melletti képe, a
o((aj,...,a;,)), az a CBn-beli leképezés lesz, amelyre x; — ¢;,, ha a;, = a1, x; — ¢y, ha
a; = ag, €és x; — ¢;y, ha a;, = as. Ily modon definidlva a ¢ tovabbra is injektiv. Igy az
osszes (aj,,...,a;,), Ji,---,Jn € {1,2,3} alaka cimke kioszthat6 a B-ben, és ezzel mar 3"
cimkézett cstucs van a grafban.

A t6bbi konstans cimke, és kozvetleniil utanuk az algoritmus 3. pontjaban leirt cimkék
mindegyike a fentiekhez hasonloan kioszthatd. Az algoritmus végeztével a ¢ leképezés is
bijektivvé vélik, ahol tetszéleges a; konstans cimkéji csicsra ¢(a;) = c¢;; bijekcio a B
konstans cimkéjid csticsai, és a (CK"_ konstans leképezései kozott. Ez_ ap viszont nem csak
bijekcio a konstans cimkéjii csticsok és a konstans leképezések kozott, de izomorfizmus is
az altaluk feszitett részgrafok kozott, mivel ha a; = a B-ben, akkor aje — al C¥n-ben,
és 1gy ajL ~ pp ¢;; valamint ajp ~ Gy miatt ¢;; — Ciy.- Hasonléan, ha a; / a;, akkor
aji CL__lL CK"—be_n, és igy ci; #+ cip- B N
N Tehat az A graf izomorf a CX» konstans leképezései altal feszitett részgrafjaval, ami
nyilvanvaléan izomorf a C graffal. Ezért A = C. Tehat az algoritmus lefut, és az eredmény
izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozott.

A fenti algoritmus futési id6 szempontjabol is hatékony, vagyis a futéasi ideje a B

cstcsszamanak polinomfiiggvényével becsiilhetd. O]

2.4. megjegyzés. Ha a kitevSben szereplé X nem véges, hanem végtelen teljes graf, akkor a
hatvinyalap mar nem fejthets vissza egyértelmten. Példaul legyen A a 2 pontu iires graf,
B pedig a 3 pontt iires graf. Ekkor A* 2 B¥X hiszen mindkét graf a 21X = 31X csticsu

iires graf lesz, de A és B nyilvanvaléan nem izomorfak.



3. fejezet
A teljes injektivitasrol

Korabban lattuk, hogy ha az X kitevs példaul a K,,, és az alap véges, akkor a grafhatvany
ismeretében a hatvanyalap — izomorfia erejéig — egyértelmitien meghatarozhaté. Ebben a
fejezetben megmutatjuk, hogy ha az alap végtelen graf is lehet, akkor tetszéleges X véges
kitev6 esetén, amely nem a K;, megadhato két, egymassal nem izomorf végtelen graf,
amelyek X-edik hatvanyai izomorfak.

E két nem izomorf graf megadasakor fontos szerepet jatszik a kdvetkezs, a fejezet soran

végig A-val illetve B-vel jelolt végtelen graf:

A B
° ° .
ag 4o ag
aq a9 as ay aq a9 as ay

1. dbra. A fejezet soran hasznalt A és B gréafok.

A kovetkezd allitas példat ad olyan X véges iranyitott grafokra, amelyekre az [Il abra

grafjai kozvetleniil igazoljak, hogy ex nem teljesen injektiv.

3.1. allitas. Ha az X véges irdnyitott grdfra teljesiil a kiovetkezd feltételek valamelyike,
akkor A* =2 B ahol A ésB az . abrdn ldthato grafok.

1. X-nek létezik olyan x csicsa, melyre Ki(x) = Be(z) = 0.
2. Az X legalabb két ponti, és

a) ha pontosan eqy olyan 1 csics van X-ben, melyre Ki(xy) = 0, akkor létezik

Tq, tdle kilonbozd csics X-ben, melyre Be(xq) N Be(xg) # 0, és

b) ha pontosan egy olyan x3 csics van X-ben, melyre Be(xs) = 0, akkor létezik

x4, téle kilonbozd csics X-ben, melyre Ki(xs) N Ki(xy) # 0.
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3.2. megjeqyzés. Az allitas 2. pontja rengeteg esetet magaba foglal, tobbek kézott azokat
a grafokat is, amelyekre a kovetkezs feltétel teljesiil:
Az X legaldbb két ponti, és ha létezik x1 csicsa, melyre Ki(x1) = 0, akkor létezik xo,

Ty # 11, melyre Ki(xo) =0, és ha létezik x5 csicsa, melyre Be(x3) = (), akkor létezik x4,

x4 # x3, melyre Be(xy) = .

Az A grafra, ahogy az az abra jeloléseibdl is latszik, érdemes tugy tekinteni, mint a
B feszitett részgrafjara. Ez a szemléletmod azért is hasznos, mert ekkor A* is feszitett
részgraf BX-ben.

A lemmaéban elégséges feltételt fogunk adni arra, hogy az A* és BX grafok kozott

létezzen izomorfizmus.

3.3. lemma. Legyenek fi, fo: X — C leképezések az X és C irdnyitott grifok kozitt. Ha
tetszoleges v € X esetén fi(x) ~ np folx) a C-ben, akkor fi ~ . fo a CX-ben.

Bizonyitds. A CX grafban f; ~ ., fo pontosan akkor, ha Ki(f1) = Ki(fy) és Be(f,) =
= Be(fy). Legyen g; € Ki(f1). Legyen x1, 25 € X olyan csicsok, hogy 1 — 5 az X-ben.
Ekkor fi(z1) — ¢1(x2) a C-ben. Mivel fi(z) ~ . fo(z) minden x € X elemre a C-ben,
tehat Ki(fi(z1)) = Ki(fa(x1)) a C-ben, kapjuk, hogy fo(z1) — ¢1(x2) is fennall. Mivel
71, o tetszoleges X-beli csticsok voltak, ekkor fo — g1 a C*-ben, tehéat ¢, € Ki(fs). Ha
g2 € Ki(fs), akkor hasonlé modon igazolhato, hogy g € Ki(f1), tehat Ki(f1) = Ki(f2).
A Be(f)) = Be(f2) egyenldség szintén hasonlé gondolatmenettel igazolhat6. Ezért, ha
fi(x) ~ up folz) a C grafban tetszoleges z € X-re, akkor f; ~ np f2 a C*-ben. O

3.4. kbvetkezmény. Ha f € BX, melyre f‘l(do) £ (0, akkor létezik olyan f € B, melyre
FWao) =0 (azaz f € AX), és f ~ o [ a B -ben. Példdul a kivetkezd f leképezés ilyen:

ag, ha f(x) = ag,

flx)=9q .
f(z), kilonben.

Tehat, ha az A* grafhoz hozzavessziik a B® azon cstcsait, amelyek az A*-ben még nem
szerepelnek, egészen pontosan azokat az f € BX leképezéseket, melyekre f “ap) # 0, az
11j csticsok minden esetben az A* graf cstcsainak valamely, mar 1étez6 ekvivalenciaoszta-
lyat bovitik.

3.5. lemma. A dllitdsban szerepld A és B grdfok esetén, ha tetszbleges f € AX,
fYag) # O leképezésre az f ekvivalenciaosztdlya AX-ben megszdmldlhatéan végtelen sok

elemet tartalmaz, akkor A* = B*.

Bizonyitds. Mivel X véges, A és B pedig megszamlalhatoan végtelen szamossagi, AX és

B* is megszamlalhatéan végtelen szamossagu.
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Tegyiik fel, hogy A* minden ekvivalenciaosztalya, amely tartalmaz olyan f € AX
leképezést, melyre f~'(ag) # (), megszamlalhatoan végtelen szamossagi. A BX graf AX
részgrafjahoz vegyiik hozza a B* még hidnyzo csiicsait és éleit. A . kovetkezmény miatt
minden ilyen cstics az A* valamely, mar meglévs ekvivalenciaosztalyat béviti. Raadasul
olyan osztalyt, amely megszamlalhatoan végtelen szamossagi. Mivel ilyen BX\ AX-beli
leképezésbdl megszamlalhatoan végtelen sok van, az 0j cstcsok hozzavétele A*-hez a
meglévs ekvivalenciaosztalyok szdmossagan nem valtoztat. Tovabba 1) osztily sem ke-
letkezik. Emiatt minden B*-beli ekvivalenciaosztaly reprezentalhato egy olyan elemével,
amely egyben A*-beli is. Legyen g € AX. Ekkor [g] az A®-ben és a B®-ben azonos szamos-
sagu. Valoban, ha g osztalyaban volt olyan leképezés, amelynek értékkészletében az ag is
szerepel, akkor [g] az A®-ben megszamlalhatéan végtelen szdmossag, és igy BX-ben is. Ha
ilyen leképezés nem volt a g osztalydban, akkor nincs olyan B*-beli cstcs, amely A*-ben
még nem szerepel, és a g-vel ekvivalens lenne, tehat [g] elemei a B* graf esetén is kizarolag
az A*-ben g-vel ekvivalens csticsok. Ezért [g] elemszama ekkor is megegyezik az AX és a
B* graf esetén. Legyen ¢ egy olyan AX — B¥ leképezés, amely tetszdleges g € AX esetén
g A%-beli és B*-beli osztalya kozott bijektiv. Ilyen leképezés definialhato, hiszen belattuk,
hogy tetszéleges g € AX elemre [g] elemszdma A*-ben és B*-ben megegyezik.

Ez a ¢ leképezés egyben izomorfizmus is. Tegyiik fel, hogy fi — f» az A*-ben. Ekkor
o(f1) ~ w f1 68 ©(f2) ~ w fo a BEben. Mivel fi — fo az A®-ben, igy B*-ben is,
tehat ¢(f1) — ¢(f2) a BX-ben. Hasonléan, ha f; 4 f» az A*-ben, akkor B*-ben is, igy
p(f1) 7 (f2) a B -ben. O

Bizonyitds. (A [B.1] allitas bizonyitasa) A 3.5 lemma értelmében elegendé megmutatni,
hogy az allitasban leirt X grafok esetén A*-ben minden ao-t is értékiil felvevs leképezés

osztalya végtelen szamossagu.

1. Tegyiik fel, hogy X-ben van olyan z; cstics, melyre Ki(x;) = Be(x1) = ). Legyen f €
€ AX olyan leképezés, melyre f~1(ag) # (). Vegyiik minden i € N esetén a kovetkezs
leképezést AX-ben:

a;, ha r = xq,

f(x), kiilénben.

fi(z) =

Mivel Ki(z;) = Be(z1) = 0, az f szomszédsaga A*-ben nem fiigg f(z1)-t6l, ahogyan
fi szomszédséga sem fiigg f;(x)-t6l. Tovabba miden méas x € X esetén ezek a leképe-
zések pontonként megegyeznek, igy A*-beli ki-szomszédsaguk és be-szomszédsaguk

is megegyezik, tehat f és f;, i € N ekvivalensek A*-ben.

2. Tegylik fel, hogy X legalabb két cstcsi, és nem 1. esetbeli graf, azaz minden csi-

csdnak be-szomszédsaga vagy ki-szomszédsaga nem iires.
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Legyen f € A olyan leképezés, melyre f~1(ag) # 0. Ekkor harom eset lehetséges:

(1)

(iii)

Ha létezik xzy € X, melyre f(z¢) = ao, és Ki(zg) valamint Be(zg) sem iires
halmaz, akkor mivel aq izolalt cstics A-ban, Ki(f) = Be(f) = (). Ekkor legyen

1 € N esetén f; a kovetkez§ leképezés:

ag, ha x = x,
filz) =

a;, kiilonben.

Az f;, i € N leképezések ekvivalensek f-fel, mivel f;(z) = ao miatt Ki(f;) =
= Be(f;) =0

Tegyiik fel, hogy f nem (i) esetbeli leképezés, de 1étezik xg € X, melyre f(xy) =
= ag, és Ki(zg) = 0, valamint Be(zq) # 0. Ekkor, ha létezik 25 # xg, mely-
re Ki(zy) = (), Be(xq) # 0, végtelen sok f-fel ekvivalens elem lesz A*-ben,
mert Ki(f) nem fiigg f(xo)-tol és f(x9)-t6l, tehat f(xe) valtoztatasa a ki-
szomszédsagra nincs hatassal. Ugyanakkor f(xg) = ao miatt Be(f) = 0, igy
f(z2) valtoztatésa a be-szomszédsagot sem tudja novelni. Tehat a kovetkezd

fi,i € N leképezések f-fel ekvivalensek lesznek:

a;, ha r = x,,

f(z), kiilénben.

filx) =

Ha ilyen xg-tol kiillonb6zd, szintén iires ki-halmazt cstcs nincs az X-ben, de
létezik 2o # x0, melyre Be(xzo) N Be(xy) # 0, akkor az
a;, ha xr = x,

filz) =
f(z), kiilénben

leképezések, azt az i-t leszamitva, melyre f(x2) = a; fennall, azonos ekvivalen-

ciaosztalyban lesznek f-fel.

Ha sem az (i), sem a (ii) esetbeli x helyeken nem vesz fel ay értéket az f
fliggvény, akkor csak olyan xy € X helyen veheti fel, melyre Ki(zg) # 0, de
Be(xg) = (. Ekkor ismét két eset lehetséges. Ha létezik xo-t6l kiillonbozs xo

cstcs, melynek be-halmaza szintén iires, a (ii) esethez hasonloan az

a;, ha r = x,,
filz) =
f(z), kiilénben
1 € Nleképezések ekvivalensek f-fel. Ha ilyen cstcs nincs, akkor 1étezik zo # g,
melyre Ki(zg) N Ki(xg) # 0. Ekkor szintén a (ii) esethez hasonléan az
a;, ha xr = x,

filz) =
f(z), kiilénben
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leképezések, azt az i-t leszamitva, melyre f(z3) = a; fenndll, azonos ekvivalen-

ciaosztélyban lesznek f-fel.

Ezzel megmutattuk, hogy a [3.1] allitasban leirt grafokra az ag-t is értékiil felvevs leképe-
zések ~ . szerinti ekvivalenciaosztalyai A*-ben végtelen sok elemet tartalmaznak, igy a
3.5 lemma miatt A* 2 BX valoban fennall. O]

3.6. megjegyzés. A . allitas masodik pontjaban az a) rész be-halmazok metszetére vo-
natkozo feltétele nem elhanyagolhato. Példaul a2l abran szerepls C grafnak pontosan egy

tires ki-halmazt csucsa van (a ¢1), és Be(c;) N Be(c¢;) = ) minden i € {2,3,4} esetén.

C C3 C4D

2. 4bra.

Megmutathato, hogy erre a C kitevére és a fenti A és B grafokra A® 2 BC.
Legyen G egy iranyitott graf, és definialjuk rajta a kovetkez6 halmazokat:

Gi={9€G:(3heG)(h—g)},

G2 = {g cG: (Elhl,hg c G)(hl — hQ — g)},
G3 = {g eG: (th,hg,hgg < G)(hl — hg — h3 — g)},

azaz (;-ben a G graf azon csucsai szerepelnek, amelyekbe vezet i hosszu irdnyitott séta

valamely G-beli csticsbol. Tovabba legyen
Hy={heG:(3g € G\Gs)(h — g)},

azaz, H, elemei olyan csicsok, amelyeknek 1étezik ki-szomszédja, amibe a G gratban vezet
2 hosszu iranyitott séta, de 3 hosszti mar nem.

Megmutatjuk, hogy a G = AC vélasztassal |H,\G,| = 2, de G = B esetén |H,\G,| =
= 3. Ha A® = BC fennallna, akkor a halmaz elemszdma sziikségképpen egyezne a két
grafra.

El6szor belatjuk, hogy az AC és a BC esetén is a G\ G3 halmaznak egyetlen eleme van,
a konstans az. Legyen G = A®. A g € A“ leképezést jeldlje a (g(c1), g(c2), g(cs), glca))
vektor. Tegyiik fel, hogy g € Go\Gs. Ekkor Be(g) # 0, igy g(c2) = g(c3) = g(cq), és
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g(c1),g(c2) & {ap, ar}. Tegyiik fel, hogy g = (a;, a;, a;, a;), ahol a;, a; & {ap, a1} és a; # a;.
Ekkor Be(g) elemei (x,a;—1,a;_1,a;_1) alaktiak, ahol x € A tetszéleges, és a;,_1 # a;_1.
Utobbi miatt azonban tetszéleges Be(g)-beli elem be-halmaza iires, tehat nem létezhet 2
hosszt irdnyitott séta a g csticsba. Ezért g kizarolag konstans leképezés lehet. Az ag és
a; csticsok be-halmaza iires, az a, be-halmazaban pedig minden cstics 4. (cs-hez tartozo)
koordinataja ay, igy azok be-halmaza iires, tehat ezek a konstans leképezések nincsenek
Ga-ben. Az a;, i > 4 esetén pedig G'3-ban is benne van, hiszen az a; — a; — a3 — ... — a;
mar legalabb 3 hosszt irdnyitott séta. Az as csiicshoz létezik 2 hosszi irdnyitott séta:
a; — az — ag. Indirekt tegyiik fel, hogy 3 hosszi iranyitott séta is létezik hozzé. Ekkor
Be(as)-ban van egy cstics, amihez létezik 2 hosszi iranyitott séta. Lattuk, hogy ez csak ugy
lehetséges, ha ez a cstics konstans leképezés. Viszont Be(as)-ban ay az egyetlen konstans
leképezés, de ez nem Gy-beli. Tehat {as} = G2\Gs.

A G = B® esetén ugyanez a gondolatmenet érvényes, feltéve, hogy ha valamirél feltet-
tiik, hogy nem lehet egyenls ag-val, akkor most azt is fel kell tenni, hogy ag-pal sem lehet
egyenld.

Ezutan mar kénnyen lathato, hogy Be(az)-ban az A® esetén csak fo = (aog, as, as, as)
és f1 = (ay,a9,as,as) az tres be-halmazzal rendelkezd csucs, tehat |H;\G1| = 2, mig

IB%C—ben Hl\Gl = {fo, fl, (do, ag, g, ag)} harom elemt halmaz.

Hasonl6an a b) rész ki-halmazok metszetére vonatkozo feltétele sem hagyhato el, pél-
daul a[3} abra D grafja esetén AP 2 BP.

dy dy

3. abra.
Legyen
Gi={9eG:(3heq@)(g—h),
Go={9€G:(3hi,hy € G)(g— hy — hy)}.

AG = AP grafraa H = {g € G\G, : (3h € G5\G1)(h — g)} halmaz elemszama 1, mig
G = B” esetén 2, igy AP 2 BP. Valoban, G = AP-re, ha h = (h(dy), h(dz), h(d3), h(ds)) €

€ ég\Gl, akkor hy (%, a;,a;, a;) alakd, ahol x € A, a hy elem (a;_1,a;_1,a;_1,a;_1) alak,
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és igy h sziikségképpen (a;_s, a;_2, aj_9, a;_2) alaki, tehat konstans. A konstan leképezé-
sek kozott a; az egyetlen, aminek be-halmaza tires, tehat a ég\Gl—ben csak az a; szere-
pel. Ezért H elemei az a, iires ki-halmazu ki-szomszédai, ilyenbdl pedig csak egy van, az
(ag, az, as, as).

A BP esetén a bizonyitas hasonld, ég\Gl—ben szintén csak az a; szerepel, igy H =

= {(a07 a2, A2, 0'2)7 (&07 g, A2, a2)}-

Bar a [3.1] allitas esetei nem fednek le minden véges grafot, a segitségével belathato a

kovetkezd allitas.

3.7. allitas. Tetszdleges X wvéges irdnyitott grdafhoz, amely nem a Ky, megadhatd olyan

végtelen C, és Cy nem izomorf irdnyitott grdf, melyekre C¥ = Cx.

3.8. lemma. Ha az X véges irdnyitott grdf nem a K, akkor X? teljesiti a . allitas
valamelyik feltételét.

Bizonyitds. Ha X teljesiti a[3.1]allitas 1. feltételét, azaz létezik zq cstcsa, melyre Ki(z1) =
= Be(x1) = 0, akkor (x1, ;) szintén iires ki- és be-halmaz cstics az X2-ben.

Ha X legalabb két csticsi, és benne van egy 1 cstcs, melyre Ki(z;) = (), akkor X%-ben
az (x1,22) (x1,21), (x2, 1) csticsok ki-halmaza is {ires, ahol 25 az X egy tetszoleges, x1-t61
kiilonboz6 csicsa. Valamint, ha van olyan x3 cstics X-ben, amelyre Be(x3) = (), akkor
(r3,14), (x3,23) és (z4,x3), ahol x4 € X szintén egy, az x3-tol kiilonbozs csics X-ben,
olyan csticsok, melyek be-halmaza iires X*-ben. Mivel | X| > 2, az (w1, 23) (71, 21), (72, 21)
csticsok valoban mind kiilonbozéek, igy lesz legalabb 2 csiics, melyek ki-halmaza iires.
Hasonloan (z3,x4), (23, 23) és (x4, 23) is mind kiilonbozsek, igy van legalabb 2 kiilonb6zé
cstics X2-ben, amelynek be-halmaza iires. Ezért az X2 teljesiti a . allitas 2. pontjanak
feltételét.

Ha pedig az X graf legalabb két pontt, és nincs iires be- vagy ki-halmazzal rendelkezd
csticsa, akkor az X2-nek sem lesz, gy X? szintén eleget tesz a. allitas 2. feltételének. [

Bizonyitds. (A allitas bizonyitasa.) A . allitas és a lemma alapjan tetszGleges
X grafra, amely nem a K, teljesiil A 2 BX vagy AX® o B¥*
Ha A* =~ B*, akkor az |1l abra A és B grifja igazolja, hogy ex nem teljesen injektiv.
Az A =~ B¥ izomorfiabdl a grafhatvanyozas . azonossagat felhasznalva kapjuk,
hogy (A¥)* = (B*)*. Igy, ha AX 2 B akkor az A* és a B olyan nem izomorf grafok,

amelyek X-edik hatvanya izomorf, tehat ex ekkor sem teljesen injektiv. O
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Sajat eredmények

Megoldott kérdések:

1. A grafhatvanyozas[I.1] definici6ja értelmében, ha X az n csticsu teljes iranyitott graf,
akkor tetszéleges A és B véges irdnyitott grafok esetén kovetkezik-e AX =2 BX-bsl
A=B.

2. A grathatvanyozas injektivitasanak vizsgalata abban az esetben, ha a kitevs véges

irdnyitott graf, de a hatvanyalap végtelen iranyitott graf is lehet.
Alkalmazott moédszer:

1. A fenti 1. kérdés megvalaszolasahoz egy algoritmus megadésa, amely rogzitett n ese-
tén A¥ bl izomorfia erejéig egyértelmiien meghatarozza az A grafot. Az algoritmus

az A graf csticsai ki- és be-halmazanak vizsgalatan alapszik.
Eredmények:

1. Ha a kitev$ az n csucsu teljes iranyitott graf (K,,), akkor tetszéleges véges A és B
irdnyitott grafok esetén AK» = BXn b6l kovetkezik A = B.

2. Tetszbleges X véges iranyitott grathoz, amely nem a K;, megadhato6 olyan végtelen

C, és Cy nem izomorf irdnyitott graf, melyekre C¥ = C5.

3. Az 1. eredményt bizonyit6 algoritmus.
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Szakdolgozat eltérés

Matematikus mesterszakos diplomamunkam cime: A grafhatvanyozas algebrai és kombi-
natorikai tulajdonsagai.

A TDK dolgozatban szerepls, véges teljes grafokra vonatkozo 2. rész eredménye (2.1
tétel) hivatkozas szintjén jelenik meg a diplomamunkidban, n = 2 esetén. A végtelen
grafokra vonatkozo 3. rész eredménye egyaltalan nem jelenik meg benne.

A diplomamunkam legnagyobb részét egy cikkfeldolgozés teszi ki. A cikk egy algebrai
tétel és annak bizonyitasa. A bizonyitas eszkozként hasznalja a grafhatvanyozast, valamint
egy annal altalanosabb, szintén iranyitott grafokbol iranyitott grafokat definialo fogalmat,
az ugynevezett élformulat. A feldolgozott cikk: Gyenizse G., Mardti M., Zddori L., Cong-
ruence permutability is prime, Proc. Amer. Math. Soc. 150 (6), (2022), 2733-2739.

A diplomamunka bevezetGje a grafhatvanyozés ezen altalanositasaval, annak tulajdon-
sagaival foglalkozik.

A masodik fejezet a grafthatvanyozas injektivitasaval foglalkozik, viszont kizardlag 2
csucsu kitevsk és véges hatvanyalapok esetén. A TDK dolgozat 2 csticsu teljes grafra vo-
natkoz6 eredménye . tétel, n = 2) itt jelenik meg, a TDK dolgozatra torténd hivatkozas
formajaban.

Ugyanebben a fejezetben szerepel egy, a [2.1] tételhez hasonlé allitas, amely a graf-
hatvanyozas injektivitasat mondja ki, két masik 2 cstcsu kitevére. Az allitas bizonyitésa
szintén egy cimkézd algoritmus, viszont ez a cimkekiosztas menetében és a cstcsok oszta-

lyozasanak modjaban eltér a TDK dolgozatban 1évé algoritmustol.
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