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1. fejezet
Biologiai motivacio

A sebgydgyulasi folyamatok kritikus szerepet tdltenek be az egészségiink megdrzésében,
a sériilések illetve a miitétek utdni regeneracidban. Ezek a folyamatok kiemelt orvostudo-
madnyi jelentséggel birnak, melyet hdrom 6 pontba lehet 6sszefoglalni.

El6szor is, a sebgydgyulési folyamatok szorosan dsszekapcsolédnak az immunrend-
szer miikodésével. Amikor egy személy sériilést szenved, az immunrendszer azonnal be-
kapcsolddik a sebgydgyuldsi folyamatba, hogy megvédje a testet a fert6z€ésektdl és mas
karos hatdsoktdl. A gyulladédsos fazis sordn sejtek és immunfaktorok aktivdlédnak, hogy
megtisztitsdk a sériilt teriiletet és elpusztitsdk a kdrosité anyagokat. Ezutdan a prolifera-
cios fazisban 1j szovetek képzddnek, amelyek helyredllitjdk a sériilt teriiletet. Végiil a
remodellezési fazis sordn a szovetek dtalakulnak és er6sodnek, hogy visszanyerjék erede-
ti dllapotukat.

Misodszor, a sebgydgyuldsi folyamatok segitik a sebészeti beavatkozasok utdni gyo-
gyuldst és a sebek zart sebészi kezelését. Az orvosok és sebészek aktivan igyekeznek
elsegiteni a sebgydgyulast és minimalizdlni a hegesedést. A megfelel sebgydgyulds el-
engedhetetlen a miitéti beavatkozdsok utdni gyorsabb felépiiléshez €s a komplikdciok mi-
nimalizdldsdhoz. Az orvosi gyakorlatban alkalmazott sebgy6gyuldsi technikdk és terapidk
célja, hogy tdmogassédk és optimalizdljak ezt a folyamatot.

Harmadszor, a sebgydgyulési folyamatok megértése fontos szerepet jatszik a kronikus
sebek és sebgydgyuldsi zavarok kezelésében. Ezek gyakran silyos egészségiigyi problé-
madkat okozhatnak, és jelentds negativ hatdssal lehetnek az életmindségre.

A sebgydgyuldsi folyamatok orvosi jelentdsége tehdt kiterjed az akut sériilésektdl
kezdve egészen a kronikus sebek kezeléséig, és hozzdjarul az emberek egészségének és
jOlétének javitdsdhoz. Az orvosok és kutatdk folyamatosan dolgoznak azon, hogy minél
jobban megértsék ezeket a folyamatokat és hatékony kezelési mddszereket fejlesszenek
ki.

A fehérvérsejtek feladata, hogy védekezzenek a fertozéssel szemben és tisztitsdk a
sebet. Ebben a fazisban a legfontosabb az elhalt és nekrotikus szovetek eltdvolitasa, vala-
mint a tisztulds elGsegitése, a gydgyuldst hatraltaté baktériumok és toxinok eltavolitasa.
A sebmérettdl fiiggben ez a fazis néhany 6ratél akar harom napig is eltarthat.

A sebgyogyulds tehat egy rendkiviil komplex folyamat. Ennek elsé 1€pése a sériilés
észlelése, és a fehérvérsejteknek a seb helyszinére irdnyitdsa, hogy ott ellathassdk felada-
tukat. Mindezt egy rendkiviil bonyolult jelzérendszer biztositja, amelynek szdmos kom-
ponense van. Jelen dolgozat témdja ezek koziil az ATP (adenozin-trifoszfat) hulldmok
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kialakuldsdnak és terjedésének vizsgalata. Kimutattdk, hogy a sejtek mechanikus sebzé-
sekor ATP szabadul fel [32], valamint hogy az ATP szerepet jatszik a szovet regeneracio-
jéban [18], valamint a sériilést kovets szisztematikus sebgydgyulasi reakcid kivaltdsaban
[19].

A hamsejtek sebesiilés helyétdl mér tobb milliméter tdvolsdgban is képesek érzékelni
a sériilést, masodperceken beliil. A megsériilt sejtek citoplazmdjaban taldlhaté molekuldk,
koztiikk az ATP is a sejtek kozti térbe iiriilnek, ami kemotaxist és kemokin termelést okoz.
Az ilyen médon a sejttérbe keriilt molekuldkat "damage associated molecular patterns"
(DAMPs)-nak, nevezik. Némelyik DAMP viselkedhet 6nmagédban is migréacids jelként,
de a legtobb indirekt médon jarul hozza a kemotaxishoz. Az ATP pontos szerepe nem is-
mert, lehet, hogy csak DAMP-ként funkciondl, lehet hogy stress signal-ként illetve egyéb
mechanizmus is elképzelhetS. Az ATP sejthartyan keresztiili dtaramlasaban a Ca®" is sze-
repet jatszik [5].

Zebrahal larvak farokuszonyédnak hdmsejtjetit gyakran vizsgaljak a sebgydgyulds meg-
értése céljabol, mivel egy vékony, dtlatsz6 dupla rétegli hamszovetet alkotnak. Ez lehetd-
vé teszi az intravitdlis mikroszkdpia hasznélatit ennek segitésével nagy felbontds mellett
megfigyelhetSk az egyes sejtek és biologiai folyamatok az €16 allatokban [7].

A Magyar Molekuldris Medicina Kivdlosdgi Kozpont Enyedi Balazs vezette HCEMM-
SU Inflammatory Signaling kutatécsoportjdban laboratoriumi kisérletek soran a vildgon
egyediildllo felvételek késziiltek sejtek és szovetek sériilését kovetd bioldgiai folyama-
tokrol. A kutatdsunk célja ezen felvételek matematikai elemzése, bioldgiai paraméterek
becslése, és bioldgiai hipotézisek vizsgdlata matematikai modellezés segitségével. A seb-
gyogyulds sordn fontos szerepe van az ATP nevili molekuldnak, melynek hulldmszer( ter-
jedésérol késziiltek nagy felbontast videdk. A terjedés pontos mechanizmusa még sza-
mos ponton feltdratlan. Osszehasonlitisképpen Ca*" szigndl hulldmszer(i terjedésérdl is
késziiltek felvételek, bar ezek mogott masfajta bioldgiai mechanizmus all.

A kutatds sordn sziikségiink volt a felvétel alapjan a folyamat kezdd térbeli és id6beli
pozicidjanak a meghatdrozasdra, a hattérzaj eltdvolitidsdra, valamint a sejttér homogeniza-
lasara. Ezekhez algoritmusokat fejlesztettiink, igy a felvételeket matematikailag értelmez-
hetd, kvantitativ tér-id6 dinamik4va alakitottuk. Meghatdroztuk a hulldmfront terjedési
sebességét, vizsgaltuk a teljes intenzitds és a maximdlis intenzitds dinamik4djat atlagtér-
modellek illesztésén keresztiil. A térbeli terjedés vizsgalatihoz tobbféle alternativ ma-
tematikai modellt allitottunk fel reakcid-diffizié tipusd parcidlis differencidlegyenletek
formdjaban. Kiilonos matematikai nehézséget okoz a nem-folytonos peremfeltétel, ami
a kisérleti konfiguraciébol adédik. A paraméterbecsléseket tobblépcsds optimalizalds se-
gitségével végeztiikk. Végezetiil osszehasonlitottuk, hogy a kiilonb6z6 bioldgiai héttér-
folyamatokat feltételezd modellek koziil melyik mennyire pontosan irta le a kisérletben
tapasztaltakat.



2. fejezet

Mikroszkopos felvételek

A HCEMM kutatécsoportjaban szdmos digitdlis mikroszkopos felvételt készitettek zeb-
rahal sejteken végzett kisérletekrSl, melyben az ATP molekuldk (illetve néhdny felvételen
kalcium ionok) terjedését vizsgaltak hamsejtek kozott. Kutatdsunkhoz ezeket a felvétele-
ket hasznéltuk. A mikroszképpal rovid id6n beliil, dtlagosan 0.3 masodpercenként tobb
kép is késziilt, igy egyfajta videdn lathatok a sejtek a molekuldk beadds el6tti pillanatt6l
a vegyiiletek lebomlédsdig. A folyamat dtlagosan 105 képkocka alatt megy végbe. Kétféle
molekuldt vizsgaltak a sejtek kozott: ATP-t, errdl hét kiilonbozd vided késziilt, valamint
a Ca®"-t, amir6l harom, tehat 6sszesen 10 felvétel 4ll rendelkezésre. A Ca®T-ndl minden
esetben a felvétel bal-fels6 sarkandl sebezték meg a sejteket, az ATP-nél négyszer ugyan-
ennél a sarokndl, hdromszor kozépen. A sebzés egy a felvételeken is 1dthaté nagyon kicsi
pont szer( tartomédnyon tortént.

2.1. dbra. Két ATP és egy Ca®" felvétel egy-egy képkockdja. Mivel csak egy csatornat
hasznalunk, egy képkocka valgjaban csak egy sziirkedrnyalatos kép, mi ezt a latvanyosabb
megjelenités miatt kék €s sarga kozti szineket valasztottunk.

A felvételek 1024 x 1024-es felbontdssal €s eltérd (42 és 201 kozotti) képkocka szam-
mal rendelkeznek. A Ca”" esetében 1 csatorna 4ll rendelkezésre az ATP-nél kettS, azon-
ban az egyiken az intenzitasértékek a folyamat sordn nem véltoznak, igy mindkét esetben
csak egy csatorndt haszndlunk. (A digitdlis képeknél kiilonb6zd csatorndk a kiilonbdzo
mért értékek intenzitdsait tartalmazzak, példaul egy RGB képnél a harom alapszint mér-
jiik, igy ez haromcsatornds, mig egy sziirkedrnyalatos kép egycsatornds.) A szdmunkra
érdekes csatorna az éppen vizsgélt molekula sejtplazmaban mért koncentracidjat mutat-
ja. A sejt kozti terekhez emiatt az alacsonyabb intenzitdsértékek tartoznak, azonban sejten
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beliil a sejtmag és egyéb sejtszervecskék helyén is kevesebb a sejtplazma, igy a felvétel ott
is sotétebb. Az adatok nd2 kiterjesztést dllomanyokként allnak rendelkezésre, ezt a for-
matumot mikroszkdp felvételek veszteségmentes taroldsara fejlesztették ki. A 2.1 dbran
példat lathatunk harom kiilonboz6 felvétel harom kiillonb6z6 képkockdjéra.

A felvételeket tehat egy haromdimenzids tombként tudjuk kezelni, ehhez vezessiink
be néhany jelolést:

o [ ¢ Rlenx 10201024 5 mert adatokat tartalmazé tomb, ahol t.nq az utolsé képkocka
indexe;

o [, c RI24x1024 5 felvétel t-edik képkockajat jelenti (t = 1,2, ..., tena);

o Fy;; € Rjeloli a t-edik képkocka (i, j) koordindtdjan taldlhato értéket, tehdt:
thi’j - (Ft)i,j'



3. fejezet

Kisérleti eredmények kvantitativ
adatokka alakitasa

3.1. Hattérzaj Kisziirése

A sebzés el6tt sem nulla a megfigyelt ATP mennyiség, ezért a konnyebb elemzés érde-
kében szeretnénk a kezdeti molekulamennyiséget kisz{irni. Els6 1épésben meghatarozzuk
a kezddképkockdt, aminek sorszdmat ¢, jeloli, ez alatt az elsd olyan képkockat értjiik,
amin sejtplazmdban kimutathat6 a megnovekedett ATP. Az ATP novekedését konnyen
mérhetjiik pixelenként, az el6z6 harom képkocka azonos koordinétdja intenzitasértékei-
nek atlagét alapul véve. A teljes F; képkockara vonatkozé novekedést a képkockét felépitd
pixelekhez tartoz6 pixelenkénti novekedések négyzetes 6sszegébdl szamitjuk. Majd va-
lasszunk egy k£ > 1 kiiszobszamot, és megkeressiik az els6 olyan ¢ képkockdt, aminek
az ATP novekedése legaldbb k-szorosa a kozvetlen el6z6 képkocka ATP novekedésének.
Végiil F}-t fogjuk a kezdSképkockanak nevezni. Kisérleti uton azt tapasztaltuk, hogy a
k = 1.15 értéket mellett az algoritmus a felvételek megfelel képkockdit jelolte meg. A
tstare meghatdrozasa formalisan:

2

2
t—1 t—2
ttart = mtin Z Fiij— % Z Fg’m > k- Z Fi 145 — % Z Fz,z',j

Vi,j t=t-3 Vi,j t=t—4
A kezdbképkockat felhasznalva az alabbi médon tavolitjuk el a hétteret:

1 tstart— 1
Crij=TFii; — 3 E F;, ; minden ¢, 1, j-re.

t=tsarn—3
Ekkor C' a hattér nélkiili adatokat tartalmazza, az ['-hez hasonl6 jelolésekkel :
o (O € Rlenax1024x1024 55 olt4volitott hittert adatokat tartalmazé tomb ;

o C, c RIW24x1024 57 eltavolitott hatter(i felvétel t-edik képkockdjat jelenti
(t=1,2,... tena);

e C,,;jeloli a C t-edik képkockajanak (7, j) koordindtdjan taldlhato értéket.
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3.2. Kezdopont meghatarozasa

A folyamat kezdShelye, S = (i,j) € R? alatt azt a pontot értjiik ahol a sejtsériilés be-
kovetkezett. Ennek a meghatdrozédsa bonyolultabb, mivel ezen a ponton a 1ézer hatdsara
eltinik a sejtplazma, igy a mikroszkép nem tudja pontosan detektdlni, hogy kezdetben
hol novekedett meg a koncentracid. Ezért meg kell varnunk hogy a bejuttatott molekuldk
atterjedjenek a kornyezd sejtekre, majd csak ez utdn tudjuk megbecsiilni a kezdSpontot.

A kezd6képkocka utani képkockan, C; . 1-en, az 6sszefiiggd komponenseket kihasz-
néalva hatarozzuk meg S-t. Els6 1épéseben egy Gauss simitést hajtunk végre, majd kiiszo-
bolés segitségével kijeloljikk a hattérnél nagyobb intenzitdssal rendelkezd pixeleket igy
egy fekete-fehér képet allitunk el6. A Gauss simitds 1ényegében csak egy diszkrét kon-
voldcidt jelent Cy 11 €és egy Gaussgorbe kozott. A fekete-fehér képen végrehajtunk egy
morfoldgiai sziirést és megkeressiik a legnagyobb 0sszefiiggd komponenst. Egy lehetd-
ség, hogy S értékének ennek a komponensnek a centroidjat valasztjuk. Mivel a 1ézer
elpusztitja a sejteket, a legnagyobb komponens belsejében lesz legalabb egy viszonylag
nagy lyuk. Egy madsik lehet6ség, hogy S legyen a legnagyobb belsd lyuk centroidja. A
modszer egymast kovetd 1épéseit a 3.1 dbra mutatja.

3.1. dbra. Az 6sszefiiggd komponenseken alapulé médszerek 1€pései.

Egyszer(ibb médszereket is kiprobéltunk S meghatarozdsara. Az egyik az F' felvétel
toare + 1 képkockdjanak azt a pixelét vdlasztja ami legjobban kiilonbozik a hattértdl, tehat
S = max(; j) Cy i, By masik a Cy ., képkocka silyozott centroidjat. Az algorit-
musok Osszehasonlitdsat a 3.2 dbran lathatjuk.
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legnagyobb kilonbség
HEE 0sszefliggé komponensek (belsd)
HEEm osszefuggdé komponensek (kilsé)
B sulyozott centroid

3.2. dbra. A kiilonb6z6 kezdd pontmeghatdrozé moédszerek Osszehasonlitisa az ATP-
kozep-018 felvételen.

3.3. Homogenizalas

A homogenizélés 1ényege, hogy a mikroszkdpos felvételeken a sejtek dltal alkotott inho-
mogén teret szeretnénk megsziintetni, kiegyenliteni. Erre azért van sziikség, mert ezéltal
a folyamat konnyebben modellezhetévé valik, illetve a késdbbiekben hasznalt differen-
cidlegyenletek homogén teret feltételeznek. A homogenizalt felvétel, A kiszamitdsahoz
kihasznaljuk, hogy a felszabadult molekula a kezdSpontt6] minden irdnyba hasonl6 sebes-
séggel terjed szét. Innen adédik az otlet, hogy tekintsiik C'-t, majd S koriili koncentrikus,
paronként diszjunkt korgytirtik { Ay}, , mentén aggregiljuk az intenzitdsértékeket kép-
kockanként. Tobb aggregator fiiggvényt is kiprobaltunk, melyek koziil a legjobb a median

volt. Eszerint:
A ={(0,5) 1k <d((i,5),5) <k+1} 7
F[t,k = Med ({Cy;; | (i,7) € Ax}) minden ¢, k-ra

Ht,i,j = ﬁt,{d((i,j),S)J minden t, i,j-re.

A szokasos jeloléseket hasznaltuk ismét:

v

° ﬁt,k € R A t-edik képkocka k-adik korgytrijéhez tartozé intenzitasértéket jeloli;

o [ € Rlenx1024x1024 5 homogenizalt adatok 3 dimenzids tombijét jelenti;

H,, jjeloli a H t-edik képkockdjdnak (i, j) koordinatdjan taldlhato értéket;

o d:R? x R? — R az euklideszi tdvolsdg fiiggvény;

|- | az egészrész fuggvény.



4. fejezet

Megfigyelések

4.1. Koncentrikus heterogenitas

Az intenzitdsértékek a kezddponttdl kifelé haladva, az egyes korgylrlik mentén gyak-
ran monotonitdst valtanak, azaz vildgosabb és sotétebb gylrik valtjdk egymadst. Ezt a
jelenséget koncentrikus heterogenitdsnak neveztiik el és szeretnénk csokkenteni, mivel
a vizsgélt parcidlis differencidlegyenletek megoldasaiban a terjedd hullimfrontok nem
mutatnak gyirGis szerkezetet. Azt tapasztaltuk, hogy ha a homogenizélds sordn rosszabb
kezd&pont meghatdroz6 algoritmust valasztunk, vagy medidn helyett atlagot haszndlunk
"rosszabbodik" a jelenség. Homogenizalasra és az ebbdl szdrmazé koncentrikus hetero-

genitdsra példat a 4.1 dbran lathatunk.

4.1. dbra. Az egyik mérés két képkockdja a homogenizdlds el6tt és utan.

A jelenséget a sejtszerkezetébdl kovetkez6en nem tudjuk teljesen megsziintetni, mivel
bizonyos teriileteken egyéltalan nem taldlhatok sejtek, mashol pedig tdl sirtin helyezked-
nek el. Viszont a koncentrikus heterogenitds kialakuldsdnak mérséklésére a homogeniz4-
14s tovéabbfejlesztése adna lehetdséget. Az algoritmus egy lehetséges javitasa lenne, ha
az els6 1épés eldtt minden sejtet egy ponttal helyettesitenénk, melynek intenzitdsértéke
megegyezik az adott sejt atlagos intenzitdsértékével, majd a pontokra egy kell6en sima
felszint illesztenénk és ezen a felszinen hajtandnk végre a homogenizélds tobbi 1épését.
Ekkor viszont sejtszegmentdldsra lenne sziikségiink, a legpontosabb eljardsok természe-
tesen (konvolucids) neurdlis hdldkra épiilnek [1, 16]. Ehhez azonban nem 4ll rendelkezé-
stinkre elegendd adat (csak 10 felvételiink van, és a neuronhdldk 1ényegesen tobb példat
igényelnek, valamint ezeknél a mdédszereknél gyakran sziikséges a tanité adatok cimké-
z€se, azaz az egyes sejteket alkotd pixelek kijelolése a tanitds el6tt). A klasszikus kép-
feldolgoz6 mddszerek koziil, a Watershed algoritmust hasznaljadk még erre a célra [2, 6]
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ezt altalaban akkor alkalmazzdk ha a sejtek jol elkiiloniilnek, az egymashoz kozeli sejtek
alig érintkeznek. A feladatot tovdbb neheziti, hogy a felvételeken a sejtek elmozdulhat-
nak, illetve a kezdeti megsebesitéskor el is tlinnek, igy bar probalkoztunk a képfeldolgozé
algoritmusok moédositasaval, végiil nem alkalmaztunk sejtszegmentalast.

4.2. Hullamfront

A koncentrikus heterogenitas ellenére a hullamfront j6l azonosithaté volt.
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4.2. abra. A homogenizalt mérések sugdrmenti profilja és a terjedés sebessége.

A felvételeken az ATP hullim a kezdSponttol szétterjed és H adott idSben egy S
kozponti A, korgytrijén talalhato értékek definicié szerint megegyeznek. Tehat az ada-
tokat dbrazolhatjuk két dimenzidban, ahol az (¢, r) ponthoz rendeljiik a ¢-edik képkocka
A,-adik gyftrtjéhez tartoz6 intenzitdsértéket. A modszer egy masik (vizudlisabb) meg-
fogalmazdsa, hogy a kezddpont és a tdle legtavolabbi sarok kozti szakasz menti intenzi-
tasértékeket egymds mellé helyezziik, ahogy a 4.2 dbrén is lathat6. Az adatoknak ezt a
kétdimenzids formdjat az RTP matrixszal jeloljiik késobb.

Majd RTP-t haszndlva meghatarozzuk, hogy az egyes id6pontokban milyen messzire
terjedt el a molekula, ehhez minden id6pillanatban megkeressiik a kezdéponttdl legtavo-
labbi olyan pontot, ami vildgosabb a hattérnél. Ezeket a pontokat az dbrdn piros-, illetve
narancsszinekkel jeloltiik, annak megfelelen, hogy az adott képkocka a kezdeti terjedés-
ben részt vesz vagy sem. A piros pontokra egy egyenest illesztettiink, aminek a mere-
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dekségével becslést adtunk a terjedési sebességre. Tehdt egy nagyon egyszerdi modelliink
van: mt + b, ahol m és b a paraméterek ¢ pedig az adott képkockat jeloli. A 4.1 tdblazat
magas R? értékei is megerdsitik, hogy megfeleld a modelliink azaz az ATP egyenletes
sebességgel terjedt szét. Az R? érték azt mutatja meg, hogy a modell mennyire illeszke-
dik jol az adatokhoz az egyszerii dtlaghoz képest. A magasabb értékek jobb illeszkedést
jelentenek, az 1-es érték pedig a tokéletes illeszkedést.

Felvétel Hullam terjedés mt + b Exponencilis csokkenés qe (1~ Tm)
m b R? a b R?
Ca2-sarok-006 25.40 —84.22 0.92 0.41 0.75 0.97
Ca2-sarok-007 25.25 —104.71 0.77 0.23 0.09 0.85
Ca2-sarok-008 15.62 —71.73 0.60 0.02 0.01 0.26
ATP-kozep-010 36.43  —28.75 0.96 0.15 0.01 0.97
ATP-kozep-017 50.52 —216.75 0.95 0.07 0.03 0.97
ATP-kozep-018 49.34 —152.85 0.96 0.10 0.02 0.97
ATP-sarok-001 15.71 140.25 0.91 0.10 0.01 0.98
ATP-sarok-002 18.93 114.90 0.89 0.07 0.01 0.98
ATP-sarok-003 33.07  —=75.45 0.97 0.14 0.01 0.99
ATP-sarok-004 36.38 —112.80 0.94 0.12 0.01 0.98

4.1. tablazat. A hullam terjedését jellemzo linedris és az ATP lebomlést jellemzd expo-
nenciélis fiiggvények paraméterei és R? értékei.

4.3. Teljes intenzitas és maximalis intenzitas dinamikaja

1.0 —— ATP-kozep-017
ATP-kozep-018
—— ATP-sarok-002

—— ATP-sarok-003

—— ATP-kozep-017 1.04 /
ATP-kozep-018
—— ATP-sarok-002

0.8 —— ATP-sarok-003 0.8

o
o

0.6 q

intenzitas
intenzitas

I
>

0.4

0.2

0.0 1 % 0.0 4
0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
képkocka képkocka

0.2 1

4.3. dbra. A maximélis intenzitds (bal oldalon) és a teljes intenzitds id6beli valtozasa
kiillonb6z6 felvételeken.

A felvétel elején felszabadul6 extra ATP mennyiség egy 1d6 utdn lebomlik. Vizsgal-
juk meg a felvétel sordn az egyes képkockdk Osszesitett intenzitds mennyiségét. Majd
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illessziink hozza egy exponencidlisan csokkend fiiggvényt, amit eltoltunk, dgy, hogy az
a maximadlis intenzitdshoz tartozé képkockandl legyen egy: ae *(~Tmx) A 4.1 tablazat
exponencidlis csokkenéshez tartozé R? oszlopa is megerdsiti, hogy fiiggvényiink j6l mo-
dellezi a folyamatot.

Az 4bran a képkockankénti maximadlis intenzitdsérték is lathaté. Ez a legtobb eset-
ben nem sokkal a kezd6 képkocka utdn veszi fel a maximumadt. Néha azonban tobb sejt
egymds felett helyezkedik el, példaul a 4.3 abran az ATP-kozep-003 esetében, ekkor a
felvételen ezek intenzitasértéke 6sszeadodik, ami egy fényesebb pontot eredményez.
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S. fejezet

Atlagtér modellek

Intenzitds atlagok képkockanként (ATP-kozep-017)

0.38 A — c(t)
® mért adatok
0.37
(%]
G 0.36
N
C
3
£
0.35 1
0.34 1
09%0¢0¢0
0 10 20 30 40
képkocka

5.1. dbra. Az étlagos intenzitasok €s a hozzdjuk illesztett modell.

Tekintsiik, a képkockankénti intenzitdsok atlagat, az 5.1 4bran. Lathatd, hogy az atla-
gok, az ATP beaddsanak pillanataban, ami ¢ = ¢, kezdtek el novekedni, de ez a noveke-
dés egyre lassul, mindez 7, ideig tart, majd az atlagok csokkenni kezdenek, a csokkenés
is hasonlé médon egyre lassul. A viselkedést a megfeleld intervallumokon az aldbbi ko-
zonséges differencidlegyenletekkel irhatjuk le:

/(t) o — /LC(t) ha tstart S t < tstart + Tmax
C =
- ﬂc(t) ha tstart + Tmax S t

Itt a kovetkez6 jeloléseket hasznéltuk:

e c: R — Regy tiddpillanathoz az akkor mért 4tlag intenzitast rendeli,
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e o, 11 € R paraméterek fejezik ki az ATP felszabadulast, illetve a lebomlasi ratat.

Tudjuk tovabba, hogy a bejutott extra ATP mennyiség ty..-ban 0 és azt is szeret-
nénk, hogy c folytonos legyen, ezért adédik a kdvetkezd két 6sszekapcesolt kezdetiérték-
probléma.

Az ATP felszabadulas fazisaban, tg . < t < tgar + L max 1dOintervallumon

c(t) = a = pe(t),

C(tstart) — 0

Ennek az inhomogén linedris egyenletnek a megoldasa

ct)y=—(1- e’“(t’ts‘*‘")) :

Q
[
specidlisan ¢(tgur + Thnax) = % (1 — e‘“Tm“). At = tyan + Tmax 1dOpont utdn mar csak a
lebomlds marad, igy ¢ > g + Tmax €5€tén

c (t) = —[,I,C(t),

aminek megoldasa
ot) = S(1 — e )il tuan—Tiw)
I
A megoldasaikat Osszesitve, illetve korrigdlva a ¢, elotti dtlagos héttérintenzitds ér-
tékkel (c¢) kapjuk az alabbi részenként definialt, fliggvényt, amit az 5.1 abran is megte-
kinthetiink :

(1 - eiu(titsml)) +c ha tstart S t < tsta.rt + Tmax

c(t) =

(1 _ e—HTmax)e—ﬂ(t—tstm—Tmax) + E ha tstart + TmaX S t

SRRl e

Kiilonboz6 felvételek esetében, a paraméterbecslést a legkisebb négyzetek modszeré-
vel végeztiik, a paramétereket, illetve R2-et az 5.1 tabldzat tartalmazza.
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Felvétel o U R?

Ca2-sarok-006 0.0766 0.0153 0.9706
Ca2-sarok-007 0.1052 0.0087 0.8936
Ca2-sarok-008 0.0137 0.0035 0.2706
ATP-kozep-010 0.0239 0.0073 0.8488
ATP-kozep-017 0.0287 0.0048 0.9703
ATP-kozep-018 0.0275 0.0069 0.8701
ATP-sarok-001 0.0111 0.0021 0.9254
ATP-sarok-002 0.0130 0.0023 0.8939
ATP-sarok-003 0.0123 0.0035 0.9202
ATP-sarok-004 0.0105 0.0034 0.8939

5.1. tdbldzat. Az o, i és R? értékei kiilonbozs felvételeknél



6. fejezet

Diffazios térbeli modellek

A diffuzids tér a felvételekkel ellentétben folytonos Hogy modelleket allithassunk fel ve-
zessiink be egy uj fiiggvényt, c(t,z,y) : Ry x Q@ — R, ahol Q C R Ez a t id6 és
(z,y) € Q pozicié harmasokhoz rendeli az adott helyen taldlhat6 molekulakoncentracié
mennyiséget. Olyan parcidlis differencidlegyenleteket (PDE-ket) fogunk vizsgalni, me-
lyek, a molekuldk koncentracidjanak id6 szerinti valtozdsara és térbeli diffuzidjara adnak
meg Osszefiiggéseket, azaz ilyen édltaldnos alaktak:

¢ =F (Vicc). (6.1)
Az alabbi jeloléseket alkalmaztuk :

e ¢; a c fiiggvény id6 szerinti derivdltja. A parcidlis derivéltakat az alabbi médon
S alE T - e, Oc
fogjuk jeldlni: c¢ := 56
e Vica Laplace operator, ami V2c = cyp + cyy két térbeli dimenzi6 esetében.

A peremfeltételek jellemzGen Dirichlet-: ¢(t,z,y) = ®(z,y), ha (z,y) € 0f, ahol
Oc

0€2 jeloli a tartomany hatdrét ; vagy Neumann-tipusdak: ££(¢, z,y) = V(z,y), ha (z,y) €
€ 0. Itt On a normadlis irdnyu derivaltat jeloli, ami azt jelenti, hogy az ért€k véltozasat
a tartomdny hatdrdra mer6leges irdnyban vizsgéljuk. A problémdénk kiilonlegessége, hogy
az ATP felszabaduldsi szakaszban mds Neumann-feltételt fogunk haszndlni, mint a le-
bomldsi fizisban. Igy a peremfeltételben szerepld ¥ a mi esetiinkben id6fiiggd lesz.

A Laplace operétorra intuitivan tekinthetiink, tgy, mint a koncentracié adott & pont
koriili r sugaru kornyezetben vett atlaga és a pontbeli értéke kozti kiilonbségre. Az ope-
rator és az atlag kapcsolatdnak precizebb leirdsa a (6.2) egyenletben talalhatd, ennek bi-

zonyitdsa [23]-ban olvashaté.

—:l A
Vol(B,(z)) fBT(@ c(z) dx — c(2)
2 >

Vie(3) = ahogy r — 0. (6.2)

,
A haszndlt jelolések :
e B,.(Z) az 2 pont koriili  sugari gdmb,

e Vol(-) a térfogat.
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6.1. Linearis diffizio
Tekintsiik a csak diffiziot tartalmazé egyenletet:
a=D- -V (6.3)

Ez az egyik legismertebb PDE, a hovezetés egyenlete (6.3) egyenlet, ezt eredetileg arra
talaltak ki, hogy modellezzék egy testben a hé terjedését. Egy adott pont hdmérsékle-
te az id6 eldrehaladtaval, a kornyezete atlag homérsékletéhez tart, a valtozas irdnyat és
sebességét a Laplace operdtor altal kapjuk. Fizikdban minden anyagnak van egy ré jel-
lemzd hokapacitdsa, amit az egyenletben a D (> 0) paraméter jelol. Az egyenletnek sok
alkalmazdsa ismert a kézenfekvd fizikai alkalmazdsoktdl egészen a pénziigyekig [9].

A (6.3) egyenleten lathatd, hogy lokélis minimumokban ¢; pozitiv, illetve maximu-
mokban negativ, igy a megoldasfiiggvény értéke az id6 elteltével ezekben a pontokban
nd, illetve csokken azaz a megoldds egy linedris fiiggvényhez fog tartani. Ha Neumann
peremfeltételeket valasztunk (ennek a fizikai jelentése, hogy a test és kornyezet kozott
nincs hécserélddés) akkor a hatarfiiggvény egy konstans fiiggvény lesz. Kiilonbozd pe-
remfeltételek melletti viselkedésre példat a 6.1 dbran lathatunk. Vegyiik észre, hogy az
1d6 el6rehaladtdval minden pontban a fiiggvény értéke kozelebb keriil a pont koriili dtlag-
hoz, igy V?c abszoliit értékben egyre csokken, azaz a megolddsban kialakulé hulldmfront
sebessége egyre lassul.

1.6 1 — t=0.00 | 1.6
— t=0.07
— t=015 | 14/
— =022
t=0.30
t=0.38
t=0.45

1.4+
1.24 1.2
1.04 1.04

© 0.8 © 0.8

0.6 0.6 4
0.4 0.4

0.2 0.2

0.0 0.0

6.1. dbra. Az egydimenzids hdegyenlet megoldasfiiggvényei a [0, 1] intervallumon kiilon-
boz6 id6pillanatokban a ¢ = 0.00-val jelolt kezdetiértékek mellett. Baloldalon Dirichlet
peremfeltételeket valasztottunk, melyek értéke a kezdetiérték adott végpontbeli értéke,
jobboldalon Neumann peremfeltételeket hasznéltunk.

Az egyenlet megolddsdban megfigyelhetd hullimjelenség a sejtekrdl késziilt felvéte-
leken is l4tszik. Fontos eltérés azonban, hogy a hdegyenletben, a folyamat sordn a testben
1évd Osszesitett energiamennyiség (Neumann peremfeltételek mellett) dllandd, a bioldgiai
folyamat esetében azonban a sejtek lebontjak a molekuldkat, ezért az egyenletet kiegészi-
tettiik egy lebomldsért felels taggal:

¢ =D -V — puc. (6.4)

Természetesen csak akkor beszélhetiink lebomlasrol, ha ;o > 0.
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6.2. Fisher-KPP egyenlet

A (6.4) egyenlet stabil egyensulyi helyzetben van, ha ¢ = 0, ami bioldgiailag nem helytal-
16, mert a sejtplazma alapesetben is tartalmazhat ATP-t. Azaz azt szeretnék, ha a konstans
nulldn kiviil lenne egy mdsik egyensulyi helyzet is. Ezt elérhetjiik, ha a lebomlasért felelds
tagot mddositjuk a kdvetkezé mddon:

=D -Ve+tac(A—c) (6.5)

Az egyenlet stabilitdsa miatt természetesen D > 0 és o > 0, illetve mivel az ATP
mennyiség nem lehet negativ ezért A > 0.

A (6.5) egyenlet Fisher-KPP egyenletként is ismert, a nevét Fisherr6l és harom szovjet
matematikusrdl (Kolmogorov, Petrovsky és Piskunov) kapta, akik egymastdl fiiggetleniil,
kozel egyszerre fedezték fel. Eredetileg populdciddinamikdban és invaziv fajok elterje-
désének modellezésére hasznéltdk, modositott valtozataival a populdcié kihalasat is lehet
vizsgdlni [11]. Sok teriileten alkalmazzdk példaul a Parkinson-kor kialakuldsandl szerepet
jatszo6 kartékony fehérjék terjedésénél is [28].

A Fisher-KPP egyenlet, ha a kezdetiérték az egyensulyi pontokkal megegyezd értékd
konstansfiiggvények (c = 0 vagy ¢ = \), akkor az id6ben eldrehaladva is konstans marad
a megoldés, nem alakul ki hullimfront [14]. Az is latszik, hogy egy pozitiv konstans
kezdetiértéket a ¢ = A\ egyensulyi helyzet vonzani fogja.

t=0.00

1.6 A o

1.4~

1.2 A

1.0~

v 0.8 1

0.6 A

0.4 A

0.2 1

0.0 A1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

6.2. abra. Az egydimenzids Fisher egyenlet megoldasfiiggvényei [0, 1] intervallumon kii-
16nb6z6 idGpillanatokban a ¢ = 0.00-val jelolt kezdetiértékek mellett, Neumann perem-
feltételek haszndlataval. Az dbran A\ = 1.57.
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Egyetlen térbeli dimenzid esetén, ha a kezdetiérték 0-t6l egy adott £(> 0) pontig 1 len-
ne, majd z utdn 0, akkor (Neumann peremfeltételek) mellett ki fog alakulni a hulldimfront
€s elkezd jobbra haladni. Ez a jobbra mozgds a 6.2 abrén is lathaté. A kialakuldsa utan
a hulldimfront alakja nem vdltozik, igy a megoldésfiiggvények igy néznek ki: c(t,z) =
= Ci(x — kt), k € R. Ezt visszahelyettesitve a (6.5) egyenletbe, kapjuk:

—kC| = DC — aCy (A — CY).

Vezessiink be egy tj fiiggvényt C := (7, ekkor:

¢ =G (6.6)
Cy =—kC,—20,(A—0y).

//'i'\i A RARS L\ N / /
@.ﬂ“’/(r;\,\;\, SRS Ly ,>}\)}«/{/" ‘
\ A <) | . \ .
k\\A\\\“\\///,//[/ »/// //{\\ v A

6.3. dbra. Az egydimenzids Fisher egyenlet fazisdiagramja a (6.6) egyenletek alapjdn. A
paraméterek értékei: k = D = o = A = 1. A két egyensilyi pontot (C,Cy) = (0,0),
illetve (1,0) fekete korok jelzik, sziirke szinnel van feltiintetve a (0.9999,0) és a (0, 0)
kozti at, ami az 6sszekotd heteroklinikus palyat kozeliti.

A 6.3 dbra fazis diagramjardl latszik, hogy a kiilonb6z6 £ hulldm sebességekhez 1€-
tezik egy egyedi, jobbra haladé hulldmfront az eredeti egyenlet megoldasterében, ami
Osszekoti ¢ = 1-et ¢ = 0-val. Fisher-nek koszonhetSen azt is tudjuk, hogy a hulldm-
front pontosan akkor monoton csékkend, ha k > 2v/aD. Kiilonb6z8 monotonitdsokra is
lathatunk példat a 6.3 dbran. A mikroszképos felvételeken nem figyeltiink meg oszcilla-
ciot, vagyis monoton csokkend hullimfrontokat szeretnénk, szerencsére a 4.1 tdblazatban
kiszamolt terjedési sebességek nagyobbak voltak a megfeleld k-ndl.
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6.3. Nemlinearis diffazio

A felvételeken megmaradnak gyakran a lokdlis maximumok "nem simulnak ki". Hogy
ezt modellezni tudjuk médositsunk a (6.4) egyenleten. A V2c egyiitthat6jat kell c-t3l fiig-
gbvé tenni, azonban figyelve arra, hogy az 4j egyiitthaté minden c-re pozitiv maradjon.
Egy lehetdség a szigmoid gorbe linedris transzformaltjait haszndlni. A szigmoid gérbének
sok alkalmazasa ismert, példaul neuralis hal6kban, a ReLU mellett az egyik elterjedtebb
aktivécios fliggvény, a ChatGPT alapjdul szolgélé transzformer architektira bizonyos ré-
szeiben [4] is megtaldlhat6. Végiil az egyenlet a kovetkez6képpen médosul :

_ v
1 4 eB-De

Nemlinearis diffuziét alkalmaznak biologiai folyamatokndl, példaul populaciodina-
mikaban [14], képfeldolgozadsban [15] és pénziigyekben [31].

A (6.7) egyenletbdl latszik, hogy VZc 4j egyiitthatéja 0 €s v kozott van és szigori-
an monoton, tehat az idében el6rehaladva a megoldasfiiggvények hatarértéke hasonléan
viselkedik a (6.4) egyenletnél tapasztaltakhoz. A 6.4 dbran l4thatd, hogy a nagyobb c
értékek lassabban konvergalnak.

Cy Vic— . (6.7)

1.6 A — t=0.00

— t=0.15

1.4 - — t=0.30

— t=0.45

124 t=0.60

t=0.75

t=0.90
1.0
v 0.8 1
0.6 1
0.4
0.2 1
0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

6.4. abra. A (6.7) egyenlet megoldasfiiggvényei, kiilonbozd iddpillanatokban a ¢ = 0.00
kezdetiértékbdl kiindulva, a [0, 1] intervallumon. Az egyenlet megoldasa sordn Neumann
peremfeltételeket hasznaltunk.
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6.4. Kombinalt modellek

A nemlinedris diffizié jol megbrzi a lokélis csicsokat, a Fischer egyenlet pedig képes
egyenletes sebességgel terjedd hulldimokat modellezni, ezért kombindltuk a kettdt a ko-
vetkez szerint:

=0 (D1 Vie—ac(A—c)) +(1—9) (ﬁvzc_/w) 6.8)

ahol ¢ € [0,1] egy homotdpids paraméter: ¢ = 0 esetén a nemlinedris diffizié egyenletét
kapjuk lebomléssal, ¢ = 1 esetén a Fisher-KPP egyenletet, 0 < ¢ < 1 esetén pedig
egy kevert modellt. A kordbbi egyenletek egyéb kombindcidira nincs sziikség, hiszen ha
a nemlinedris diffizié paramétereit igy valasztjuk meg: 5 =0, Dy = 0és~v =2D (D a
héegyenletbdl jon), akkor pontosan a (6.4) egyenletet kapjuk.
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7. fejezet

Modellillesztés és paraméterbecslés

A modellillesztéshez fontos, hogy meg tudjuk oldani az differencidlegyenleteket. Bar né-
hany targyalt PDE-nek bizonyos paraméterértékekre ismertek az analitikus megolddsai,
mi az Osszes egyenletet numerikusan oldottuk meg. Ez kézenfekvd volt, hiszen a mért kez-
detiértékek diszkrétek, illetve a vizsgalt numerikus eljarasok elsd 1épése is a tér diszkre-
tizdlasa. Ezért, ha ekvidisztdnsan valasztottuk meg a numerikus médszer celldit, konnyen
bedllithatjuk a mért adatokat kezd6értékeknek.

7.1. Numerikus modszerek

Az egyenleteket el6re Euler és Runge-Kutta 45 mddszerekkel oldottuk meg térbeli di-
menzidra visszavezetve a [t*un, tenq] 1d6- és [0, L] térbeli intervallumokon. A dimenzié
csokkentésrdl valamint L és t* . értékekrdl a késdbbiekben lesz szo.

A moddszerek bemenetként varnak egy c;-re rendezett egyenletet, a kezdetiértéket és
a peremfeltételeket. Az ilyen input harmasokat [IVBCP-nek nevezziik. Mindkét eljards a
térbeli derivéltakat centrdlis masodrendl véges differencidkkal kozeliti, ¢;-t pedig az el-
sorendd eldre differenciahdnyadossal. Azaz az [10]-alapjan az Euler médszert hasznédlva
a modositott hGegyenletet (a (6.4) egyenlet) egy dimenzidban a kdvetkezOképpen kozelit-
juk:

(n+1) (n) (n) (n) (n)
G T4 _pShaT 26" G w)

A7 (Ax)2 pe;
A jeloléseink az alabbiak :

n)

° cg. a diszkretizalt tér j-edik celldjanak értékét jeloli az n-edik iterdcidban;

L
e 5 =0,1,..., s 2R, a késObbieckben R + 1-et az IVBCP felbontasanak is
x
nevezziik;
Tn - t* I . ey
en=201,..., % az iteraciok;

Az (> 0) egy cella hosszit jelenti;

At (> 0) az id6beli 1épés nagysaga.
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A fenti egyenlGséget dtrendezve c§”+1)—re:
(1) _ DAL () o )
Cj = W ( i1 2Cj + Cj+1) — Cj (At/L — 1) . (71)

Természetesen a tartomény szélein, a peremfeltételektd] fliggben mashogy kell eljar-
nunk. Ha tudjuk minden ¢-re, hogy c(t,0) = go(t), és c(t, L) = g.(t), azaz Dirichlet-
feltételiink van:

c(()n) = go(n) és cgg = gr(n).

Neumann feltétel esetében pedig a derivdltat ismerjiik a hatdron: ¢, (t,0) = ko(t) és

c.(t, L) = ki (t), ezeket szintén centrélis véges differencidkkal kozelitjiik :

(n) (n) (n) (n)

G~ 4 ©r+1 ~ CR-1
— =k = =f :
2Ax o(n) © 2Ax r(n)
Innen kapjuk, hogy:
c(_nl) = an) — 2Azky(n) és cg}gﬂ = cg;;g + 2Azkp(n).

Ezeket visszahelyettesitve a (7.1) egyenletbe :

n DAt / oy .
Cé +1) — Z(Ax)2 (Cg ) Cé ) Axk;(n)) . Cg ) (At,u . 1)
n DAt n n n
i =220 (il — i+ Ank(n)) = ) (At~ 1),
(Ax)

A (7.1) egyenlet jobb oldalan az n-edik iteraciot végrehajtva csak At nem ismert, ennek
a megvalasztdsa kritikus fontossdgu: ha tdl nagy, a médszer nem stabil, azaz az egymast
kovetd iteracidkban az addig 0sszegytilt hiba ndvekedni fog. Szerencsére Neumann sta-
bilitasi elemzéssel meghatdarozhatjuk At maximalis értékét, [13] alapjan elsd 1épésként
tegyiik fel, hogy az n-edik iterdcié minden celldjdban a hiba abszolut értékben egy volt,
majd nézziik meg, hogy milyen A¢-k esetén marad egy alatt. Azaz:

‘ DAt
(Az)®

vagy ekvivalensen

(eik(foz) - 2€ikx + eik(atJrAz)) . eikac (At/L - 1)’ < 1’

, DAt , . .
ezkx |:(Ax)2 (ezkAx + e—zkAx o 2) + 1 — Atﬂ:| ‘ <1
i0 —i0\ 2 2i0 —2i0
— -2
Felhaszndlva, hogy sin® § = i _c e .
21 —4
DA A
'—4(M; sin2 k; +1— Aty| <1,
4D kAx 4D
At [ —— -sin? —= + )—1'<‘At<—+ )—1‘<1.
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Innen kapjuk, hogy:

4D

Ezért tehat 9 AD
At < 0 ha Q3 +u > 0.
W + (A$)

Hasonlé médon a tobbi egyenletet is diszkretizdlhatjuk, illetve megvizsgalhatd, hogy
milyen At-k esetében lesz az algoritmus numerikusan stabil. A paraméterek értékeinek
meghatdrozasat optimalizalas segitségével végezziik, hogy ne a numerikus hibat optima-
lizaljuk, ehhez At-t egységesen kellGen kicsire allitottuk.

A Runge-Kutta 45 médszert az [33]-ben taldlhaté implementédcid alapjan ismertetjiik.
Els6 1épésként a megoldani kivant parcidlis differencidlegyenletnek csak a jobb oldalat
diszkretizaljuk, majd az igy kapott kozonséges differencidlegyenleten mar tudjuk az exp-

licit RK-45 eljarast alkalmazni. Ez azt jelenti, hogy

t,x — Ax) — 2¢(t,x) + c(t, x + Ax)
(Az)*

c(t,x) = DC( — pc(t, ).

Majd tekintsiik a kdvetkez6 Euler 1épéseket:

al™ = At - ¢y(n, cg-n));

J

n At n 1 n
B9 = e+ S+ ot
’)/]( ) :At~ct(n—|—7,c§- ) +§ﬁ]( ));

3\ = At - ci(n + At +47).

Itt ajn), B](-”), ](-n) és 5§n) a c§")—hez hasonléan n-edig iterdcioban jelentik az adott
racsokhoz tartozé j-edig cella értékét.

Végiil az 4j iteracié meghdtazasdhoz vegyiik ezek stlyozott dtlagat:

D) _ of” + 26" + 27" + 5" L™
J 6 J
Az explicit Euler-mddszer stabilitdsi elemzése sordn kapott At mellett természetesen
ez az eljards is stabil lesz, hiszen csak négy eldre Euler 1€pés stlyozott dtlagat vessziik
€s a hiba mindegyikben kell6en alacsony. Persze azt is tudjuk hogy az iterdciok alatt
Osszegy(ils hiba O(At*) szemben az Euler médszernél tapasztalt O(At)-vel, igy az Euler
moddszer stabilitdsdra adott feltétel itt valgjaban tul szigoru.

7.2. Peremfeltételek problémaja

Az egyenletek numerikus megoldasdhoz sziikséges 1d0 egyenesen ardnyos a diszkretizalt
tér pontjainak szdmaval. A felvételeink 1024 x 1024-es felbontdsuak, ez til sok szamitas-
hoz és emiatt hosszu futdsi id6hoz vezet. Ezért csokkenteni szeretnénk a pontok szamat. A
homogenizalasi eljards definicié szerint a kezdSpont koriili szimmetriat eredményez, igy
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egy sugar mentén a kezdSponttdl kelld, ky (> 0) tdvolsdgra, a sugarra merdleges rovid
szakaszok mentén a homogenizélt értékek azonosak azaz:

ld(S,(i,7))] = |d(S,(i+¢€7)] minden |e] < f(ko) esetén.
Az alabbi jeloléseket alkalmaztuk :
e S akezd6pont,
e d: R x R? — R az euklideszi tdvolsagfiiggvény,
e c € R apré eltérés az elsé indexben,

e | | alefelé kerekités, ami itt egy adott tdvolsdghoz a hozzd tartozé A; korgytrd
szamat adja.

Erre példat a 7.1 4bran is lathatunk. Ezt a tulajdonsdgot ki tudjuk haszndlni, ha a teret
csak a sugdr mentén diszkretizaljuk és alul valamint feliil periodikus peremfeltételeket
haszndlunk. Az 4dbra nem teljesen pontos, val6jaban azt a sugarat véalasztjuk ki ami a kez-
d6pont és a tble legtdvolabbi sarokpont k6zott van, mivel ennek a sugdrnak a leghosszabb
a felvételen lathat6 ky utdni része, ezt az értéket jeloljik R-rel. Az R hossz 724 — kg és
1449 — ko kozott lehet, tehat a varhat6 futdsi id6t ezredére csokkentettiik. Az egyenlet
térbeli kiterjedése R-el ardnyos azért L-t R + ro-nak vdlasztottuk.

7.1. abra. Egy homogenizalt felvétel egyik képkockdja. Pirossal kijeloltiik az egyik su-
gar menti szakasz koriili tartomdnyt, amire ré is kozelitettiink. A rdkozelitett részen kis
négyzetek szimbolizéljdk a diszkretizalt tér egyes celldit. Lathatd, hogy az azonos szini
egymds alatti kis négyzetekben az értékek kozel megegyeznek. Baloldalon halvany szin
mutatja a felvétel szélein tdlterjedd ATP modellezéséhez felvett extra tartoményt.
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A 7.1 abra azt is mutatja, hogy a homogenizélds kozéppontjanak kozvetlen kornye-
zetében az intenzitdsértékek alacsonyabbak a hattér intenzitdsandl, ez azért van mert a
folyamat elején az itt taldlhat6 sejtek megsemmisiilnek, igy az itt mért ATP mennyiség
lecsokken. Ez a jelenség bioldgiai motivacidt ad arra, hogy miért csak a ky pont utdni
értékeket hasznaljuk.

Az ATP hullam valéjaban a felvételek széleinél nem 4ll meg, hogy ezt modellezni tud-
juk a diszkretizalt sugar menti szakasz kezddponttdl tdvolabbi végére helyezziink R darab
Ujabb cellét és ezekben az 1j pontokban legyen a kezdetiérték felvétel hattérértékeinek az
atlaga. A7.1 dbrana 0,1,..., R celldk fekete, az R + 1, R + 2, ..., 2R cellék sziirke kis
négyzetekkel vannak jelolve. A kezddponttdl tdvolabbi szélen Neumann peremfeltételt
valasztottunk, azaz itt mar nem tud eltlinni az ATP.

Az IVBCP elédllitdsdhoz mar csak a kezd6pont fel6li oldalhoz tartoz6 peremfelté-
telt & a 0,1, ..., R celldkban hasznalt kezdetiértéket kell meghataroznunk. A cgo), 1=
= 0,1,..., R értékek a homogenizélt felvétel egy adott képkockdjanak sugar menti ér-
tékei lesznek Annak megfelelen, hogy a folyamat melyik fazisit / fazisait szeretnénk
vizsgdlni, két lehetdséget vizsgéltunk.

Ha csak a lebomlasi fazis érdekel minket, akkor elegend6 a T}, €s az ezt kovet6 kép-
kockakkal foglalkozni. Ekkor kezdetiértékeket a T1,.x képkoca adati alapjan szamolunk és
baloldalon Dirichlet feltételt valasztottunk, aminek az értéke az itteni kezdetiérték, azaz:
Vt > Thax © ¢(t,0) = RTPr, k-

Ha a teljes folyamatot szeretnénk vizsgélni, szamoljunk kezdetiértékeket a ¢,y képko-
ca alapjan, mivel ekkor sebezték meg a sejteket. A kisérlet felépitése miatt ekkor a sebbdl
Thax 1deig dramlik be az ATP, ezt koveti a lebomlasi fazis. Ezt gy modelleztiik, hogy
id6fiiggd Neumann peremfeltételt valasztottunk, ami 77,,x el6tt pozitiv, utdna O:

A
C(t 0) _ 5(Tmax—tstart+1) ha tsta.rt S t S Tmaxa .
’ 0 hat > Thu.

Itt

o A aty, képkoca leghosszabb sugar menti r utdni pontjai és 7},,x képkoca ugyan-
ilyen pontjai kozott vett pontonkénti kiilonbség 0sszege ;

e ¢ anormalizalasi faktor, az értéke minden IVBCP esetében meggyezik. Ugy vélasz-
tottunk meg, hogy a lebomldas nélkiili diffizids egyenlet megoldasfiiggvénye alatti
teriilet a 7}, utdni képkockdan a legkdzelebb legyen a mért adatok alatti teriilet-
hez. Vagyis ¢ biztositja, hogy a modelliinkben is ugyanannyi ATP dramoljon be a
baloldalon, mint a kisérlet soran.

7.3. Optimalizalas

Hogy az egyes kezdetiérték-problémak paramétereit a mért adatokhoz tudjuk illeszteni,
definidljunk egy hibafiiggvényt sugar menti profil RTP és az IVBCP megoldésa kozott.
Vilaszthatunk példaul egy négyzetes hibafiiggvényt:

R tend
L(RTP,IVBCP,X) = Y ~ Y} (RTP,, — solver(IVBCP, X), ).

r=ro t:t;‘ti\n
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A képletben az aldbbi jeloléseket hasznaltuk :
e [ ahibafiiggvény,

o RTP ¢ RUF+m0)x(tena—tiant1) 3 guodr menti mért adatokat tartalmazé 2D tomb,

solver egy fiiggvény, ami adott [VBCP X paraméterek melletti problémahoz a meg-
felel6 id6pillanatokban mintavételezett numerikus megoldast rendeli RTP-hez ha-
sonld matrixként,

X IVBCP-beli PDE paraméterértékeinek tombje,

o (*

e @ vizsgalt fazisnak megfelelen g vagy 1 iax.

A feladatunk a differencidlegyenlet azon paramétereinek megkeresése amire a legkisebb
lesz a hibafiiggvény értéke, azaz:

min £(RTP, IVBCP, X).

Némelyik vizsgélt optimalizalési eljards miikodéséhez elengedhetetlen, hogy az X-
beli paraméterek korldtosak legyenek. Mar a differencidlegyenletek is adnak korlatozdso-
kat, de ezeket kiegészitettiik tovdbbi mesterséges megszoritdsokkal.

Tobb optimalizalasi eljdrast is kiprébdltunk. Kett a Newton iterdcion alapszik, ezek a
Levenberg-Marquardt (mésik nevén leastsq) [8] és az SLSQP [3]. Az els6ben a hibafiigg-
vénynek négyzetesnek kell lennie, a mdsodikban elegendd ha csak kétszer differencidl-
haté. Az £ derivaltjait nem haszndl6 eljarasok koziil megnéztiik Powell [25] algoritmust,
ami csak iterativan egymds utdn Brent keresési eljardsat haszndlva probdélja bedllitani a
paraméter értékeket. Végiil a szimplex mddszeren alapul6 COBYLA [24] optimalizal6t
is alkalmaztuk. Legjobbnak a Levenberg-Marquardt eljards bizonyult, ami nem meglepd,
hiszen ennek volt a legtobb elvarasa a célfliggvénnyel szemben, az egyes optimalizalok
Osszehasonlitdst a 7.1 tdblazat tartalmazza.

Optimalizalé sziikséges iteraciéd  atlagos négyzetes hiba
Levenberg-Marquardt 26 0.0013
SLSQP 70 0.0033
COBYLA 316 0.0013
Powell 399 0.0013

7.1. tdblazat. Kiilonbdz6 optimalizalo eljarasok 0sszehasonlitdsa, a Fisher egyenlet para-
métereinek illesztése sordn, egy Ca”" felvételhez

Természetesen £ konvexitdsardl nem tudunk semmit, igy az optimalizalok valészind-
leg csak lokélis optimumokba jutottak el, ez magyardzza a 7.1 tablazatbeli kiillonbségeket
a hibafiiggvényben. Azonkiviil, hogy ugyanazon a pontbdl inditott eltér6 eljardsok mas-
hova konvergélnak, adott eljaras kiilonb6z6 pontokbdl inditva szintén konvergalhat eltérd
hatarértékekhez, ami ugyancsak arra utal, hogy az eljarasok altalaban nem taldlnak glo-
balis optimumot. A legjobb paraméterek megtaldldsdhoz tehat a keresési térbdl bizonyos
tdvolsdgonként mintavételezni kéne pontokat, majd ezen pontok mindegyikébdl futtatni
az optimalizal6 algoritmust, azonban ez a keresési tér nagysdga miatt nem praktikus.
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7.4. Iterativan novekvo felbontas

A 7.1 tablazat ez egyik leggyorsabban konvergdlé IVBCP adatait mutatja, valgjaban egy
atlagos probléma megoldasa 112 iteracidt igényelne a Levenberg-Marquardt optimaliza-
16t haszndlva. Mindegyik optimalizaldsi iterdcioban numerikusan meg kell oldanunk a
differencidlegyenletet, ami az egységesen kellGen kicsinek valasztott At mellett 3 milli6
numerikus iteraciot jelent. Természetesen az egyes numerikus iterdciokban 2R cella ér-
téket kell meghatdroznunk, ami varhatéan optimalizélési iterdcionként 6.5 millidrd cella
értékének meghatarozasat jelenti. Egy cella értéket kb. 300-900 CPU utasitasbol tudjuk
kiszamolni, tehdt optimalizélési iterdcionként Osszesen 1.95 x 102 CPU utasitasra van
sziikség, ami egy 4 GHz-es processzor esetében 8 percet vesz igénybe. Ez az elméleti
futasi 1d6 kozel azonos az altalunk tapasztaltakkal. Négy egyenlet paramétereit szeret-
nénk meghatarozni, tiz kiilonbozd felvétel alapjan szdmolva kezdetiértéket, attél fliggéen
hogy a folyamat mely szakaszaira vagyunk kivancsiak kétféle peremfeltételiink lehet, az-
az 6sszesen 80 IVBCP-n az optimalizal6 varhatdan kozel 50 napig futna.

Az 50 napos futdsi id6 nyilvén tdl hosszu, de szerencsére, a leastsq optimalizalé ha egy
lokalis optimumhely k6zelébdl indul, akkor kevés iterdci6 alatt képes ehhez az optimum-
helyhez konvergélni. Innen adddik az otlet, hogy el6szor kevés cellat hasznalva oldjuk
meg az egyenletet, majd optimalizdljunk. Ha optimumba jutottunk, noveljiik a felbontést
€s optimalizaljunk Ujra az el6z6 optimumhelybdl indulva. A felbontds noveléseknél fi-
gyeljiink, hogy a térbeli kiterjedés (L értéke) ne véltozzon. Egy technikai aprosag, hogy
a felbontas novelés helyett, valojdban mindig a legnagyobb felbontdst mintavételezziik
Ujra linedris vagy kobos spline interpoldcidkkal. A 7.2 tablazatban l4thatunk példat az
4j algoritmusra, vegyiik észre, hogy a "dragabb", nagyobb felbontdsok kevesebb iterici-
6t igényelnek. A gyakorlatban a médszer 1 magos CPU-ra vetitve 7.5 napos futdsi id6t
eredményezett.

Felbontas (R) iteracio mse D « A

40 26 0.0012 0.0408 0.1220 0.3217
80 14 0.0013 0.3405 0.1176 0.3207
160 9 0.0012 0.0970 0.1220 0.3210
320 9 0.0012 0.0721 0.1216 0.3211
640 9 0.0013 0.0499 0.1217 0.3212
707 5 0.0013 0.0512 0.1216 0.3211

7.2. téblazat. A (6.5) egyenlet optimalizdlt paraméterei iterativan ndvekvd felbontds al-
kalmazasa mellett.

Az iterativ optimalizdlas egy mellékhatdsa, hogy képes a direkt optimalizalasnal jobb
optimumokat taldlni. Ez azért lehetséges, mivel a kisebb felbontdsok mellett simabb a
célfiiggvény feliilete, igy alacsonyabb eséllyel "ragad be" az optimalizild. A direkt és az
iterativ optimalizalds Osszehasonlitdsat mutatja be a 7.3 tablazat, a szdmitasi 1d0 korldtos-
sdg miatt a direkt modszert csak paraméterfiiggd At-k mellett futtattuk. Paraméterfiiggd
At-nél a Neumann stabilitasi elemzést elvégezve minél nagyobb olyan értéket valasztot-
tunk At¢-nek ami mellett stabil marad. A tdblazat mutatja, hogy az iterativ mddszer éltala-
ban pontosabb a direkt médszernél, illetve az optimalizalas soran konstans At hasznalata
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javasolt.
Felvétel iterativ modszer iterativ modszer direkt modszer
fix At valtozd At véltozd At
Ca2-sarok-006 0.0358 0.0371 0.0443
Ca2-sarok-007 0.0093 0.0097 0.0098
Ca2-sarok-008 0.1768 0.1771 0.1768
ATP-kozep-010 0.0446 0.0851 0.0447
ATP-kozep-017 0.0040 0.0042 0.0042
ATP-kozep-018 0.0025 0.0026 0.0026
ATP-sarok-001 0.0452 0.0452 0.0452
ATP-sarok-002 0.0657 0.0678 0.0683
ATP-sarok-003 0.1278 0.1277 0.1328
ATP-sarok-004 0.0354 0.0354 0.0354

7.3. tdblazat. A (6.4) egyenlet kiilonb6z6 mddszerek altal talalt optimumbeli hibéi

7.5. Illesztett adatok

A 7.4 tablazat tartalmazza a kiilonboz6 diffizios térbeli modellek az optimalisnak vélt pa-
raméterek melletti 6sszehasonlitasait a mért adatokkal. Optimalizdlas sordn a (6.8) egyen-
letben a ¢ paraméter csak a [0.1,0.9] intervallumbdl vehetett fel értékeket. Valamint eb-
ben, illetve a (6.7) egyenletben szerepl6 [ is csak olyan értékeket vehetett fel, hogy a
szigmoid fiiggvény ne tolddjon el nagyon az origétdl. Tehat a lokélis optimumokon kiviil
a paraméterekre vonatkozé korldtozasok is magyarazzak, hogy miért nem mindig a (6.8)

egyenlet volt a legjobb.

Felvétel Liferédléasi diff. Fisher egyenlet Nem linedris diff. Kombinalt
Ca2-sarok-006 0.7749 0.8021 0.7652 0.8246
Ca2-sarok-007 0.6842 0.7736 0.7009 0.7822
Ca2-sarok-008 -1.9015 0.4995 -1.6988 0.898
ATP-kozep-010 -0.088 0.4235 0.5012 0.4992
ATP-kozep-017 0.8057 0.8892 0.8051 0.9367
ATP-kozep-018 0.9456 0.9641 0.9459 0.9726
ATP-sarok-001 0.4847 0.4745 0.5077 0.2237
ATP-sarok-002 0.3603 0.3792 0.3445 0.3786
ATP-sarok-003 0.0331 0.0997 0.0146 0.0855
ATP-sarok-004 0.6339 0.526 0.5943 0.628

7.4. tablazat. A (6.4) Az adott felvételekhez illesztett diffizids térbeli modellek R? ér-
tékeinek Osszehasonlitdsa. Az egyenletek csak a folyamat lebomlési fazisat modellezik,

tehat Dirichlet peremfeltételeket hasznaltunk.
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Mért adatok
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7.2. abra. A Ca2-sarok-006 felvétel elsé negyven képkockdjahoz illesztett egyenletek

megolddsai kiillonb6z6 idépontokban. Csak a folyamat lebomlasi fazisat modelleztiik.
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7.3. dbra. A Ca2-sarok-007 felvételhez illesztett egyenletek megoldésai kiilonbozé id6-

pontokban. Az egyenletek csak a folyamat lebomldasi fazisat modellezik.
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7.5. dbra. A Ca2-sarok-007 felvételhez optimalizalt egyenletek megolddsai. A folyamat
lebomlési €s keletkezési fazisat is modelleztiik.
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8. fejezet

Kitekintés

8.1. Osszevetés a kalcium hullimokkal

A Ca®" kisebb az ATP-nél, ezért konnyebben tud 4tjutni a sejthartydn, igy kevesebb idé
telik el akozott, hogy megjelenik a sejt kornyezetében az anyag €s hogy lathatd lesz a
mikroszkdpos felvételeken a sejtplazmdban. A citoplazmaban az ATP méasodpercek alatt
bomlik le, a Ca®" ezzel szemben milliszekundumok alatt eltinhet a sejtplazmabél. Ez az
eltérs viselkedés az 4tlagtér modellek esetében is megfigyelhets, példaul Ca*" felvéte-
lekhez éltaldban kisebb R? értékek tartoznak, ahogy a 8.1 tdbldzat is mutatja.

Felvétel R?
Front sebesség Logisztikus gorbe Exponencidlis csokkenés

Ca2-sarok-006 0.9221 0.9706 0.9663
Ca2-sarok-007 0.7730 0.8936 0.8495
Ca2-sarok-008 0.5989 0.2706 0.2628
ATP-sarok-001 0.9149 0.9254 0.9842
ATP-sarok-002 0.8935 0.8939 0.9769
ATP-sarok-003 0.9661 0.9202 0.9948
ATP-sarok-004 0.9435 0.8939 0.9779
ATP-kozep-010 0.9582 0.8488 0.9709
ATP-kozep-017 0.9549 0.9703 0.9716
ATP-kozep-018 0.9643 0.8701 0.9706

8.1. tablazat. Kiilonbozo felvételek illeszkedése az atlagtér modellekre

A diffuziés térbeli modellek koziil kettd, a (6.4) és a (6.7) egyenletekkel leirt lineéris
és nem linedris diffizi6 rendelkezik konnyen interpretdlhaté lebomlasért felelSs, p para-
méterrel. A 8.2 tablazat alapjan 1 értéke pozitiv a Ca®*-rél késziilt felvételeknél, negativ
azon ATP mérések esetében ahol a sejteket a megfigyelési tér kozepénél sebezték meg és
kozel nulla a tobbi felvételnél. Az 6sszességében negativ ATP atlag arra utalhat, hogy a
folyamat soran a sejtek termelik ezt a molekulat. Ez vdlaszt ad a bioldgusok 4ltal felvetett
egyik kérdésre, azt azonban tartsuk szem el6tt, hogy a modellillesztésiink jelenleg nem
tokéletes, illetve hogy csak 10 felvételt vizsgaltunk.
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Felvétel Linedris diffizi6 Nem linedris diffizi6 A két modell atlaga
Ca2-sarok-006 0.0026 0.0026 0.0026
Ca2-sarok-007 0.0008 0.0008 0.0008
Ca2-sarok-008 0.0043 0.0026 0.0034
Ca2-sarok-dtlag 0.0026 0.0020 0.0023
ATP-kozep-010 -0.0190 -0.0189 -0.0190
ATP-kozep-017 -0.0009 -0.0013 -0.0011
ATP-kozep-018 -0.0012 -0.0013 -0.0013
ATP-kozep-dtlag -0.0071 -0.0072 -0.0071
ATP-sarok-001 -0.0003 -0.0002 -0.0002
ATP-sarok-002 0.0010 0.0008 0.0009
ATP-sarok-003 0.0003 0.0003 0.0003
ATP-sarok-004 0.0002 0.0002 0.0002
ATP-sarok-dtlag 0.0003 0.0003 0.0003

8.2. tablazat. A (6.4) és a (6.7) egyenletek kiilonboz6 i paraméterértékeinek dsszehason-

/////

8.2. Tovabbi fejlesztési lehetoségek

A novekvd felbontdst optimalizal6 jelenleg a felbontasok kozott "elfelejti” a tippelt Hes-
se és Jacobi métrixokat, ezek djraszdmoldsa pdr iterdcidt igénybe vesz. Az dtméretezés
sordn hasznalt interpoldcidk a métrixokra val6 hatdsanak analizisével tovabb javithat6 az
algoritmus.

A bal oldali Neumann peremfeltételek jelenleg csak szakaszonként definiélt konstans
fliggvények. Egyéb fiiggvényeket is érdemes lehet megvizsgalni, esetleg az djabb fiigg-
vények is tartalmazhatnak optimalizdlandé paramétereket.

Az MSE-n kiviil més hibafiiggvényeket is ki lehet prébalni, példaul Huber vagy Log-
Cosh veszteség fiiggvényeket, ezek differencidlhaté fiiggvényekkel kozelitik az atlagos
abszolut hibét, kevésbé érzékenyek a kiugréértékekre mint az MSE. Illetve sulyozott at-
lagokkal elérhetjiik, hogy a felvétel bizonyos részei nagyobb hatédssal legyenek a hibara.

Prébalkoztunk sejtdetekcidval javitani a homogenizaldson. Bar a kiilonallo sejtek szeg-
mentdldsa nem volt sikeres, kiprébalhatnank kiilonb6z6 moédszereket a sejtek és sejt kozti
terek detektdlasara. Ennek segitségével lehetséges a homogenizalé eljards tovabbfejlesz-
tése. Illetve, ha csak részlegesen képesek lennék sejteket detektalni, médosithatnank ugy
az algoritmust, hogy egy sejthez tartoz6 minden pixel adott korgylirlibe essen (tehat a
korgytirtik nem daraboljak szét a sejteket).

Elképzelhetd, hogy az ATP dinamikdja til komplex, igy nem {irhat6 le az altalunk
vizsgdlt egyenletekkel. A SINDy algoritmust az adatok alapjdn dinamikus rendszerek au-
tomatikus el6allitaséra talaltdk ki. Az eljaras lényege, hogy a mért adatokat potencidlisan
leir6 bazisfiiggvényeknek vessziik egy lineéris kombindcidjat figyelve arra hogy csak né-
hany domindns bazis fliggvényt valasszunk. A mddszernek tobb alkalmazésa is van, pl.:
bioldgiai hal6zatok metabolizmuséanak vizsgélatdban.

36



9. fejezet

Osszegzés, sajat eredmények

A bioldgiai kisérletekben megfigyelt ATP hullimok modellezése kapcsan az aldbbi sajat
eredmények sziilettek.

— Algoritmusokat fejlesztettiink a felvételek kezdé képkockdjanak és pozicidjanak
meghatdrozdsara.

— Kvantifikaltuk a felvételeket, és megalkottunk egy homogenizalé eljardst, amivel
attérhetiink a sejttérbdl a diffizios térbe.

— Megmértiik az ATP hullamfront terjedésének sebességét €s bemutattuk, hogy a mo-
lekuldk egyenletes sebességgel terjednek szét, illetve egy id6 utdn exponencidlisan
lebomlanak.

— Az atlagtér modelliink jOl illeszkedett a folyamat két fazisdhoz, ezek az ATP felsza-
baduldsa majd lebomlésa.

— A homogenizélds szimmetridjit kihasznéltuk a probléma egy térbeli dimenzidra va-
16 visszavezetéséhez, ami jelentdsen alacsonyabb szamitasi igényld numerikus meg-
oldast tett lehetdvé.

— A homogenizalt adatokhoz parcidlis differencidlegyenleteket illesztettiink, ahol id6-
fliggd Neumann peremfeltételeket alkalmaztunk a folyamat két fazisanak egyiittes
modellezésére.

— Az optimalizéléds sordn egy iterativan novekvd felbontdson alapul6 eljarast alkal-
maztunk, ami nemcsak a futdsi id6t csokkentette, hanem a taldlt optimumokon is
javitott.

— A felvételekhez illesztett linedris és nemlinedris diffizios, illetve Fisher-KPP egyen-
letek paraméterbecslései alapjan azt tapasztaltuk, hogy ezek a klasszikus modellek
nem képesek jol megragadni az ATP terjedésének térbeli mintdzatait.

Osszeségében a felvételeket sikeresen kvantifikdltuk matematikai modellezésre alkalmas
alakba. A folyamat globadlis jellemz6i koziil sikeriilt j6l megragadni a teljes ATP-mennyiség
dinamikdjat, valamint a hulldmfront sebességét. A részletesebb térbeli mintdzatot azonban
az alkalmazott modellek nem tudtak reprodukélni, ehhez tovdbbi kutatdsok sziikségesek.
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9.1. Alkalmazott technolégiak

Az IVBCP-k megoldasahoz és az egyenletek paraméterillesztéséhez programot fejlesztet-
tiink Python 3.12 nyelven, amely elérhet6 a GitHub-on. Sok sziikséges funkciét a Python
nyelv alapbdl nem tdmogat, ezeket kiils6 konyvtarak segitségével érhetjiik el, példaul .nd2
fajlok beolvasasdhoz az nd2 [17] konyvtarat hasznaljuk. A PDE-ek implementécidjdhoz
a py-pde [33] biztosit keretrendszert, ezek numerikus megolddsdhoz a NumPy-t [22] és a
Numba-t [21] vettiik igénybe. Interpoldld és optimalizald algoritmusokat a SciPy [29] és
az Imfit [20] biztositott. A scikit-image [30] tartalmazta a hasznalt képfeldolgozé eljarasok
megvalGsitdsait. Abrak készitéséhez a Matplotlib-et [12] hasznéltuk, néhény dbranak in-
teraktiv megvaldsitdsa is elérhetd Jupyter Notebook-ok formdjaban, ehhez az IPyWidgets
[27] és az IPython [26] csomagok kellettek. A Fisher-KPP egyenlet fazisportréja Wolfram
Mathematica-ban késziilt.
A Python program elérhet6 itt: https://github.com/00I0/H-CEMM.
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