Varga Tamas Napok 2015. november 7.

Szabo Zsanett

Kutatasunk korabbi részében tobb mint 1200 kérdéivet és még annal is tobb dolgozatot toltettiink ki
kilonboz6 iskolatipusok kilonbozé évfolyamos didkjaival. Ezekben a legalapvet6bb szamelméleti
fogalmak ismeretét probaltuk feltérképezni a diakok kérében. (Csanyi Petra - Pozsonyi Eniké - Szabo
Zsanett, 2014), (Csanyi Petra - Fabian Kata - Pozsonyi Eniké - Szabd Zsanett, 2014) A kérdéivek
kiértékelése és a dolgozatok kijavitasa utan megallapitottuk, hogy a tanuldk korosztalytdl fiiggetlentil
nem emlékeznek a szamelméleti alapfogalmakra, és nem tudjak megoldani az azokkal kapcsolatos
legegyszertbb feladatokat sem.

Most nézzink meg harmat a dolgozatok feladatai kézil: a szamelmélet alaptételével, a legnagyobb
k6z6s osztoval és a legkisebb kozos tobbszordssel kapesolatosakat.

Bontsd fel primek szorzatara a
kovetkezo szamot: 420

Mennyi 1320 es 504
legnagyobb kézés osztéja?

1%

Mennyi a 8 és a 12 legkisebb : o
k6zos tobbszorose? 97%

Mindharom feladat jo: 30%
3. dia

A 3. dian az els6 oszlopban lathaté szazalékok azt jelentik, hogy a didkok hany szazaléka tudna ilyen
jellegt feladatokat megoldani a sajat bevallasuk, vagyis a kérdéivek eredményei alapjan. A masodik
oszlopban pedig azt lathatjuk, hogy a didkok hany szazaléka oldotta meg ténylegesen jol ezeket a
feladatokat a dolgozatokban. Lathatd, hogy jelentés kilénbség van a diakok vélt és valds tudasa
kozott. Azzal, hogy csak a tanulék 72%-a tud felbontani egy szamot primek szorzatara, azzal még
elégedettek is lehetnénk, hiszen el6fordulhat, hogy a felbontis soran elszimolnak valamit. A
legnagyobb k6z0s osztéval és a legkisebb kozos tobbszordssel kapesolatos feladatok esetén viszont
igazan megdobbentd a vélt és valds tudas kozotti kilonbség. A tanuldk 46, illetve 54 szazaléka tudta
megoldani ezeket a feladatokat.

Nézzik meg, hogy mit is kérdeztiink ezekben a feladatokban. A harmadik feladatnal a 8 és a 12
legkisebb ko6z6s tobbszorosét kellett kiszamolniuk a tanuldknak. Igen a 8-ét és a 12-ét, amit
probalkozassal is gyorsan megkaphatnanak, hiszen 8|12 - 2. Mindharom feladatot csupan a tanulok
30%-a oldotta meg hibatlanul.
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Arra voltunk kivancsiak, hogy mi lehet a rossz eredmények oka. A valasz keresése kézben megnéztiik
a matematika tankonyveket, hiszen az all a tanuldk és a tanarok rendelkezésére is. Az 5. dian lathato
10 tankonyvben vizsgaltuk meg a szamelmélet alaptételével, a legnagyobb ké6zos osztéval és a
legkisebb koz6s tobbszorossel foglalkozé oldalakat.
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Ezek ko6zott a tankonyvek kozott egy olyan van, amiben helyesen van kimondva a szamelmélet
alaptétele, és egy olyan, amiben helyesen szerepel a legnagyobb kézos oszté meghatarozasanak
modszere. Bz két kilonbozé konyvet jelent. Nézzik meg, hogy mik azok a hibak, amik a
tankonyvekben szerepelnek.

A szamelmélet témakorben fontos fogalom a primszam. A tankényvekben ezt ugy definialjak, hogy
WAzok a szdmok, amiknek pontosan két osztgiuk van.” BEzzel nincs is baj, ha nem beszéliink negativ
osztokrol. A tankonyvek tébbsége az oszthatdsagot természetes szamokra definialja, igy ez nem okoz
gondot. Viszont kérdéses, hogy ilyen esetben az a|b — ¢ oszthatdsigi tulajdonsignal miért nem irnak
semmilyen feltételt b és ¢ értékére. A b — ¢ mindig pozitiv?

A szamelmélet alaptétele a tankonyvek szerint: ,,Bammely dsszetett szam felbonthatd primszamok sgorzatdra

és ez a felbontds a tényez0k sorrendjétdl eltekintve egyértelmi.” Bz igaz. De ez nem a szamelmélet alaptétele.
Ezek alapjan mi lehet a primszamok primtényez6s felbontasa? Es mi a helyzet az 1-gyel?

Mivel magyarazhatjuk, hogy a tankonyvekben igy szerepel ez a tétel, milyen érveket lehet emellett
telhozni? (Errdl tanarokat és tankonyvszerzSket kérdeztiink meg.) Az egyik érv az, hogy a tanulok igy
is értik, igy is tudjak, hogy mi a primszamok primtényezés felbontasa, vagy ha mégsem, akkor a tanar
ugyis hozzamondja, kiegésziti a tételt. Egy masik érv az volt, hogy a didkok nem tudjak megjegyezni,
hogy kivéve az 1. Az Osszetett szamot lehet, hogy jobban meg tudjak jegyezni, de a fels6bb
évfolyamokon — az érettségi Gsszefoglalotdl eltekintve — nem keril el t6bbszor az Gsszetett szam
fogalma.

Egy harmadik, az el6z6eknél jobban atgondolt érv az, hogy kézépiskolaban nem 1étezik egytényezbs
szorzat, hiszen az Gsszezavarna a tanuldkat. Az érv hallatan felmerilt benntnk a kérdés, hogy mi a
helyzet a al, az 1!, illetve a p%* esetével, amikor a szdmok primtényezSs felbontasat irjuk fel
altalanosan és nem tesziink semmilyen megkotést a értékére? Erre azt a valaszt kaptuk, hogy ez a
permanencia-elv miatt van igy, és az al, illetve az 1! kiilon keriilnek definidlasra. Ezek utan mar csak
az a kérdés, hogy a szamelmélet alaptételénél miért nem alkalmazzuk a permanencia-elvet?
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Térjink at a legnagyobb ko6z6s oszté meghatarozasanak modszerére. A tankonyvekben a 8. dian
lathaté megfogalmazas szerepel:

Primszam:

Azokat a szamokat, amiknek pontosan két osztdja
van primszamoknak nevezziik.

Negativ osztok?

Szamelmélet alaptétele:

Barmely dsszetett szam felbonthatd primszamok szorzatara,
és ez a felbontas a tényezék sorrendjétél eltekintve egyértelmdi.

Primszamok? Az 17

Legnagyobb kozos oszto:
A legnagyobb k6z0s osztd a primtényezGs felbontashdl

el6allithato, ha a kozos primtényezéket az eléforduld
legkisebb hatvanyon 6sszeszorozzuk. (7, 21)=2

(10, 33)=7

8. dia

Vagyis venniink kell a két szam primtényezds felbontasat, majd a primfelbontasban szereplé k6zos
primtényez8ket az el6forduld legkisebb hatvanyon és ezeket kell Osszeszoroznunk. Ezek alapjan
hogyan szamolhatnank ki a 10 és 33 legnagyobb ko6z6s osztéjat? Vegyik a primtényezss
felbontasokat: 10 =2-5 és 33 =3-11. A primtényezds felbontis elkészitése a kozos
primtényezSket kellene venniink, de azok nincsenck, ezért a 10-nek és a 33-nak nincs legnagyobb
k6z6s osztdja. Nézzik, hogy mi a helyzet a 7 és a 21 legnagyobb k6z0s osztéjaval. A 21 primtényezds
felbontasa 3 -+ 7, a 7 prim, {gy annak a tankonyvi tétel szerint nincs primtényez6s felbontasa, Tehat a
tankonyvi legnagyobb kozos oszté meghatarozasi modszer szerint a 7-nek és a 21-nek sincs
legnagyobb ko6z6s osztdja.

Nézzik meg, hogy ha a tankonyvekben szereplé szamelmélet alaptételét hasznaljuk, akkor hogyan
lehetne helyesen leirni a legnagyobb k6z6s oszté meghatarozasanak modszerét. Ez a 9. dian lathato.

Haa = 1, akkor (a, b) = 1.

Ha b = 1, akkor (a,b) = 1.

Ha a prim és a|b, akkor (a, b) = a.

Ha a prim és atb, akkor (a, b) = 1.

Ha b prim és b|a, akkor (a,b) = b.

Ha b prim és bta, akkor (a, b) = 1.

Ha a és b is 6sszetett szam, akkor vegyiik a két szam
primtényez@s felbontasat:

- ha nincs kdzds primtényezéjik, akkor (a,b) = 1.

- havan legalabb egy koz6s primtényezéjiik, akkor
a kozos primtényezdket az el6forduld legkisebb

hatvanyon 6sszeszorozzuk.

9. dia
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Kulon kellene targyalni azt az esetet, amikor az a = 1 és azt, amikor b = 1, mivel az 1-nek nincs
primtényezés felbontasa. Kiilon eset lenne az, amikor az a prim. Ilyenbdl kett6 van, az egyik, amikor
a|b, a masik pedig, amikor a  b. Lehetne a b is prim, ami Gjabb két esetet jelent, mert lehet, hogy
bla és lehet, hogy b t a. Miutan ezt a hat esetet megtargyaltuk, ratérhetiink a hetedikre, amikor a és
b is Gsszetett szam, igy meg tudjuk tenni a tankényvek dltal leirt meghatarozasi moédszer elsé 1épését,
és vehetjik a két szam primtényezbs felbontasat. Viszont ennek az esetnek két része van. Az egyik
az, amikor nincs k6z0s tényez, a masik pedig az, amikor van. A tankényvekben lefrt meghatarozasi
modszer csupan a 7. eset b) részével foglalkozik.

Legkisebb k6z6s tobbszorosnél hasonldan kellene eljarnunk az esetek felirasakor. Ha a tanulok a
szamelmélet alaptételénél nem tudnak megjegyezni azt, hogy kivéve az 1, akkor ezeket az eseteket
meg tudjak jegyezni?

Megkérdeztink néhany tankonyvszerz6ét arrdl, hogy mit gondolnak errdl a kérdéskorrol. Kozulik
négyen (dr. Csatar Katalin, Fried Katalin, dr. Ger6ces Laszlo és Orosz Gyula) engedélyt is adtak arra,
hogy ismertessiik a véleményiiket.

Dr. Gerées Laszlo tanar Gr azt mondta, hogy palyafutasa soran nem érzékelte, hogy ez problémat
okozna a tanuloknak. Feladatok kapcsan ugyis el6jonnek ezek a kérdések, és akkor tisztazasra
keriilnek ezek a kérdések, hozzamondjak a tanarok, hogy mi a helyzet ezekkel az esetekkel. Azt is
hozzatette még, hogy a szorzas egy kétvaltozos mivelet és a diakokat 6sszezavarna az egytényezos
szorzat, épp Ugy, mint az egytagu Osszeg. Azzal a széfordulattal is élt, hogy ,.gyerekeket tanitunk, nem
matematikat”, ezért nem szabad tdlzottan a precizitasra tOrekedni.

Dr. Csatar Katalin tanarné azt mondta, hogy egyszertbb, ha igy mondjuk ki a tételt. O nem szokott
meghatarozasi moédszert mondani a legnagyobb k6zos osztéonal, hanem példakon keresztil szokta
megtanitani diakjainak, hogy hogyan kell legnagyobb k6z6s osztot szamolni. Azzal is érvelt, hogy az
egytényezGs szorzat nem létezik a kozépiskolasok szamara. Amikor rakérdeztiink a korabban mar
emlitett a® és 1! esetére, akkor a permanencia-elvvel magyarazta ezeket és azt monda, hogy ezek
kilon kertilnek definialasra. Azt a kérdést még nem beszéltitk meg a tanarnével, hogy a szamelmélet
alaptételénél miért nem alkalmazhatjuk a permanencia-elvet.

Orosz Gyula tanar arral tobb részletben beszélgettiink. Els6 beszélgetéstinkkor, mikor megkérdeztiik,
hogy miért {gy mondjak ki a tankonyvek a szamelmélet alaptételét, akkor az kérdezte, hogy ez miért
baj, majd gondolkodasi id6t kért. Masodik beszélgetésink alkalmaval azt mondta, hogy az
egytényezOs szorzat miatt van ez igy, hiszen a tanulok szamara egytényezds szorzat nem létezik.
Megkértik arra is, hogy adjon mdédszert a legnagyobb k6z6s oszté meghatarozasara, ekkor ismét id6t
kért. Harmadik beszélgetésiink alkalmaval azt mondta, hogy igazunk van, és valoéban jobb lenne, ha a
tankonyvekben precizebben szerepelne a szamelmélet alaptétele.

Fried Katalin tanarné 7-8. osztalyban csak elmondana a szamelmélet alaptételét és a legnagyobb kozos
osztoval kapcesolatos tudnivalokat és csak 9. osztalyban mondana ki a tételt és a meghatarozasi
modszert, de akkor pontosan.

A tankonyvszerzokkel vald beszélgetések végkifejlete az volt, hogy meg kell talalni az egyensulyt az
érthetdség és a matematikai precizitas kozott. Vasarhelyi Fva tanarnd és Vancsé Odén tanar ar
szavaival élve , engedmeényeket kell tenniink a matematikai s3abatossag rovdsira a tanulok fejlettségi szintiétdl
figgden az érthetdség javdra”. A tankonyvszerzok végil egyetértettek abban, hogy jobb lenne, ha a
tankonyvekben a szamelmélet alaptételét kiegészitenénk azzal, hogy ,a primsgdamok primtényeds
Jfelbontdsa onmaga”. Fried Katalin és Orosz Gyula azonban azt is hozzatették, hogy a tankonyvek
modositasa nagyon hosszu folyamat, ami tébb évig is eltarthat.
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Most utazzunk el egy kicsit Kanadaba, legalabb gondolatban. Ott is végeztek egy szamelmélettel
kapcsolatos kutatast (Rina Zazkis - Peter Liljedahl, 2004), amiben végz&s matematika tanar szakos
hallgatoknak kellett megoldaniuk a 13. didn lathaté két feladatot.

! kanadai felmérés

Prim a 151 - 1572

Oszthaté 63-mala 3°- 52.7?

13. dia

A kérdések nagyon egyszertinek tinnek, de nézziik az eredményeket. A 14. dian a hibas megoldasok
szamat lathatjuk.

Hibds valaszok szama

a szorzat prim-e? osztja-e a 637

119-bsl 42¢12  21-bél 16

Magyar  64-bsl 3+5 64-bél 1

14. dia

A 119 megkérdezett végz6s matematika tanar szakos kanadai hallgatobdl 42-en valaszoltak azt, hogy
a szorzat ptim. Ennek gyakori magyarazata volt, hogy prim - prim = prim. Volt olyan hallgaté is,
aki kiszamolta, hogy mennyi 151 - 157, majd ésszeadta a kapott szam szamjegyeit. Igy 19-et kapott.
Az altala ismert oszthatdsagi szabalyok szerint megallapitotta, hogy a 19 nem oszthat6 2-vel, 3-mal és
5-tel sem, ezért prim, igy a szorzas elvégzésével kapott szam is prim. A 42 hallgaté mellett volt 12
olyan hallgat6 is, akik bar azt mondtak, hogy a szorzat nem prim, de rosszul indokoltak. Voltak
olyanok, akik Osszeszoroztak a két szamot, majd elkezdtek osztokat keresni. Ha nem voltak eléggé
kitartéak, akkor a 42 hallgatdé kozé keriltek, akik szerint a szorzat prim, viszont ha kitartéan
probalgattak az osztokat, akkor megtalaltak a 151-et, igy a 12 hallgat6 kozé kertlhettek.

Ezek az eredmények igazan megdébbentéek voltak szamunkra, ezért 64 magyarorszagi els6éves
matematika szakos hallgatéval is megoldattuk ezeket a feladatokat. Kozilik 3 hallgaté mondta azt,
hogy a szotrzat ptim, 6k a prim - prim = prim indoklast alkalmaztik. A megkérdezettek kozott 5
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olyan hallgaté volt, akik szerint a szorzat ugyan nem prim, de a kanadaiakhoz hasonl6éan rosszul
indokoltak.

A masodik feladat esetében a 21 megkérdezett kanadai hallgaté kézil 16-an valaszoltak rosszul a
kérdésre. A j6 megoldok pedig ugy indokoltak, hogy kiszamoltak a szorzatot és elosztottak 63-mal.
Keveseknek jutott esszébe, hogy a 63-at irjak fel primek szorzataként, és ugy oldjak meg a feladatot.
A 64 magyarorszagi hallgaté kozott 1 olyan volt, aki rossz valaszt adott erre a kérdésre.

Osszességében elmondhatjuk, hogy nalunk ebben a kérdésben jobb a helyzet, mint Kanadéban, de
amikor egy mély szakadékban vagyunk, akkor mar nem igazan szamit, hogy milyen magas a fal, ha
sehogy sem tudunk kimdszni.
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