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Tartalmi kivonat

A tanuldasi hatdas figyelembevétele koltségelemzésnél és termékszerkezet vizsgalatnal

Mindennapi életiinkben is tapasztaljuk, hogy minél tobbszor végziink el egy
feladatot, annal rovidebb ido alatt tudjuk azt végrehajtani. Az alapfolyamat
megtanulasaval és begyakorlasaval csokken a feladat elvégzéséhez sziikséges fajlagos
ido. Ezt a tanulasi folyamatot egy degressziv fiiggvény irja le, melynek gyakorlati
jelentoségét az 1950-es évek ota kutatjak.

Ha nagy az él6 munka aranya a gépi munka aranyaval szemben, akkor figyelembe
kell venni a tanulasi hatast a koltségszamitasnal és kapacitastervezésnél. Kiilonosen
igaz ez a gyartas kezdeti szakaszaban, amikor a tanulasi hatas fokozottan
érvényesiil. TDK dolgozatomban a tanulasi hatas figyelembevételének lehetoségét
vizsgaltam koltségelemzésnél és termékszerkezet optimalizalasnal.

Az Arbevétel-Koltség-Fedezet-Nyereség- (AKFN) modell egy jol ismert menedzseri
eszkoz, mely a vallalat koltség- és arbevétel fiiggvényeit, és a kozottiikk 1évo
kapcsolatot hatarozza meg. E modell segitségével vizsgalhato a koltségek, termelt és
eladott mennyiségek, valamint az eladasi arak valtozasanak hatisa az eredményre.
A hagyominyos AKFN-elemzésnél linearis koltség- és arbevétel-fiiggvényeket
hasznalnak.

A tanulasi hatast figyelembe vevo koltségfiiggvény a fajlagos gyartasi idé csokkenése
és ezaltal a fajlagos gyartasi koltség csokkenése miatt degressziv. A valtozo koltségek
csokkenése révén csokken az 6sszkoltség, emiatt csokken a kritikus mennyiség és né
a nyereség. Ennek vizsgalatira elkészitettem egy nemlinearis AKFN modellt.

Termékszerkezet meghatarozasnal a tanulasi hatast figyelembe vevo
eréforraskorlatok és célfiiggvények nemlinearis optimalizalasi problémahoz
vezetnek, amely gyakorlati méretii feladatoknal csak nehezen oldhaté meg. TDK
dolgozatomban készitettem egy eljarast, mely a tanulasi hatast figyelembe vevé
fiiggvényeket linearizalja. A linearizalt modell eredménye jol kozeliti a nemlinearis
feladat megoldasat, és lehetové teszi az érzékenységvizsgalati eredmények szamitasat
és felhasznalasat.

KULCSSZAVAK: tanulasi gorbe, koltségelemezés, termékszerkezet




Abstract

The application of learning curve at cost calculation and product mix analysis

It is a general experience that if a task is performed repeatedly the unit performance
time is decreasing. By learning and practicing a task or a process the production
time per unit decreases. This learning process can be described by a degressive
learning curve function. The shape and application of this curve is subject of
researches since the 1950-ies.

In production processes, where the rate of human-paced labor is much higher than
machine-paced labor the learning effect is worth considering by costing and capacity
planning. Unit operation time decrease is especially important in the initial phase of
production when the effect of learning is substantial. In this study | examined the
possibility of taking the learning effect into consideration in cost analysis and in
product mix optimization.

Cost-volume-profit (CVP) analysis is a well-known managerial tool that attempts to
specify a firm’s cost and revenue functions, and the resulting profit. CVP models are
used to examine the effects of quantity change on profit. Traditional CVP analysis
applies linear cost and revenue functions.

When the learning effect is considered, the cost function becomes degressive in
shape because the production time per unit decreases and the production cost per
unit decreases as well. The decrease of variable cost causes the decrease of total cost,
consequently, break-even quantity decreases and profit increases. To examine the
effect of learning on profit, a non-linear CVP model is presented.

If learning effect is considered at product mix optimization, nonlinear resource
limits and nonlinear objective functions must be applied. The resulting nonlinear
optimization problem is difficult to solve in case of practical size problems. In this
work an approximation procedure is presented which linearises the nonlinear
functions. The result of this new linear model approximates properly the solution of
the nonlinear problem and makes the application of sensitivity analysis results
possible.

KEYWORDS: learning curve, cost analysis, product mix
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1. BEVEZETES

Mindennapi ¢életlinkben is tapasztaljuk, hogy minél tobbszor végziink el egy feladatot,
anndl rovidebb id6 alatt késziiliink el vele. Megtanuljuk a feladat elvégzéséhez sziikséges
alapfolyamatot, majd begyakoroljuk azt, esetleg kidolgozunk egy hatékonyabb eljarast,

ami megkonnyiti a dolgunkat és megkiméli az idoénket.

Ez a tanulasi folyamat véllalati szinten is jelen van. Termelés gazdasagtani
kérdéseknél, ahol magas az ¢16 munka aranya, a tanulasi hatas a fajlagos gyartasi ido
csokkenésén keresztiil jelentkezik. Ez két dolgot jelent. Egyrészt a gyartott mennyiség
novekedésével csokken a fajlagos gyartasi koltség. Masrészt kozvetetten nd az egy

iddszakra juté kapacitas, mert azonos id6 alatt tobbet tudunk gyartani.

Az Arbevétel-Koltség-Fedezet-Nyereség- (AKFN) struktiranal a tanuldsi hatds a
proporcionalis koltségekben okoz valtozast, €s ezen keresztiil kihat a fedezetre, illetve a
nyereségre is.

Ha a tanuldsi hatast figyelembe vessziik termékszerkezet optimalizaldsanal,
megfigyelhetjiik, hogy adott gépdra (és megfeleld mennyiségii alapanyag) rendelkezésre
allasa esetén tervezetten tobbet tudunk gyartani, amit a termékek fajlagos gyartasi

idejének csokkenése okoz.

A dolgozatomban ezt a két témakort vizsgaltam meg részletesebben.



2. TORTENELMI ELOZMENY

A tanulasi gorbe jelenséggel kapcsolatban elészor Wright publikalt tudomanyos
értékli megallapitasokat 1936-os cikkében (Wright, 1936), de figyelmet igazan csak a
Masodik Vilaghdbort idején kapott, amikor a kormanyzati beszallitok a hébortban
felhasznalni kivant hajok ¢és repiilogépek megépitésével kapcsolatos id6- és
koltségsziikségletek elérejelzéséhez kerestek modszereket. (Yelle, 1979).

A repiilogépek gyartasanal azt tapasztaltdk, hogy az egy repiilogép megépitéséhez
sziikséges emberi munkadrak szama allando iitemben csokkent a gyartott mennyiség
fliggvényében. Ez a folyamatos javulas annyira altalanos volt a repiilégépiparban, hogy a
haboru idején mar természetszeri elvarassa valt a repiilogépek tomeggyartasanal, és a
teljesitéseket is ennek alapjan tervezték. (Hirschmann, 1964).

Noha a tanuldsi gorbe jelenségét a repiildgépiparon kiviil tobb iparagban is
megallapitottak, mégsem volt olyan széles korben elfogadott, s helyette tovabbra is

azonos szintll teljesitményt és allandd koltséget feltételezd eldrejelzésekkel szdmoltak.

(Hirschmann, 1964)



3. A TANULASI GORBE KARAKTERISZTIKAJA

A jelentések szerint a 1égieré ohidi Wright-Patterson bazisanak parancsnoka figyelt
meg elGszor tanulasi mintakat gyartasi miveleteknél 1925-ben. (Reguero, 1957) A
kovetkezd évek soran késziilt repilildgépek Osszeszerelésével foglalkozo tanulmanyok
jellegzetes mintat mutattak: a negyedik géphez sziikséges kdzvetlen munka csak a 80%-a
volt a masodik gép elkészitésé¢hez sziikséges munkanak; a nyolcadik géppel a negyedik
gép elkészitési idejének 80%-a alatt lettek készen; a szazadik repiilogép elkészitéséhez
sziikséges 1d6 pedig az 6tvenedik gép elkészitési idejének csupan 80%-at tette ki, és igy
tovabb. Ennélfogva a repiillégépek 0Osszeszerelésének tanulasi ratajat 80%-osnak

allapitottak meg a gyartott mennyiség duplajara emelése esetén (Hirschmann, 1964).

Szamos matematikai modellt hasznaltak, annak leirasara, hogy a dolgozoknak
kevesebb iddre van sziikségiik egy komplex feladat elvégzéséhez, miutan jartassagot és
tapasztalatot szereztek a munkahoz kapcsolédo készségekben. Ezeket a modelleket
tipikusan tanulasi gérbe modelleknek hivjuk, noha a puszta tanulason kiviil sok mas
tényezo is felelds lehet a megfigyelt id6- és koltségesokkenésért. A termelés noveléséhez
kapcsolodo fajlagos termelési id6 csokkenés kifejezheté az utolsd vagy Q-adik darab
elkészitési idejének csokkenésével, vagy a Q-adik darab kumulalt atlagos idejének a
csokkenésével (Mclintyre, 1977).

A tanuldsi gorbét kétféle idomodell segitségével szoktdk definidlni. A fajlagos ido
(unit time) modell esetében a Q-adik darab elkészitéséhez sziikséges id6t mérik, és ezt
abrazoljak, illetve ezzel szdmolnak. Az aggregadlt atlagos fajlagos id6 (cumulative
average hours per unit) modellnél viszont a Q-adik darabig elkészitett 6sszes darab (Q-t
is beleértve) elkészitéséhez sziikséges Osszes 1ddt elosztjak Q-val (= atlagos fajlagos idd),

¢s ezzel az idOvel szamolnak (Conway €s Schultz, 1959).

3.1. Fajlagos idé modell (Unit Time- vagy Marginal Time Model)
Ebben az esetben a tanulasi gérbe a kovetkez6 matematikai fliggvénnyel irhato le
(Yelle, 1979; Conway ¢€s Schultz, 1959; Koltai, 2006):

YQ:a‘Qb b<0 1)

ahol:



Q — az elvégzett feladat mennyisége (példaul legyartott termékek szdma, feldolgozott

tigyiratok szama, kiszolgalt vevok szédma stb.),
Yo — a feladat Q-adik végrehajtasahoz sziikséges ido,
a — a feladat els6 végrehajtasahoz sziikséges id6, vagyis a = Y.

InL . .
b= IIOL; = 2 tanulasi index, a végrehajtott feladatok szamanak novekedésével
0g n

Osszefliggd iddcsokkenést leird paraméter,

L — tanulasi rata,

(1-L) —javulasi arany.

A gyakorlati életben inkabb a tanulasi rata hasznalata terjedt el, amely azt fejezi ki,
hogy megdupldzva a végrehajtott feladatok szamat, hdnyad részére csokken a fajlagos

végrehajtasi id6. A tanulasi rata a kovetkezd Osszefiiggés alapjan szamolhato (Koltai,
2006):

Yo a-[2QP .,
L= Yo  aJ[QP =2 2

A tanulési rata segitségével a tanulasi hatas 0 és 1 kozott mérhetd, illetve szokas

megadni szazalékos formdban is.

Az 1. dbran harom tanulasi gorbét latunk. A hozzajuk tartozo tanulési hatas rendre
70%, 80%, illetve 90%. Mindharom esetben az elsé darab elkészitéséhez sziikséges 1d6
10 id6egység volt.

Megfigyelhetd, hogy 70%-o0s tanulédsi rata esetén a fajlagos i1ddsziikséglet nagyobb

titemben csokken, mint 90%-os tanulési rata esetén, vagyis nagyobb mértékii a tanulas.
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1. abra A tanulési gorbe eltérd tanulasi ratak esetén
Forras: sajat

A tanulasi rata meghatarozdsa a gyakorlatban kétféle modon torténhet. Egyszeriibb
esetben megmérik, becslik vagy szamoljak egy feladat elsé és z-edik végrehajtasi idejét, s
az igy kapott Y; és Y, értékekbdl kiszamitjak a, b, valamint L értékeit. Mivel azonban a
két mérés alapjan szadmitott tanulasi rata pontatlan, a gyakorlatban tobb darab eldallitasi
idejét mérik, mely a kovetkezd adatsort adja: [Q;Yg], Q = 1, ..., M; ahol M a — nem
feltétleniil egymast kovetd — munkadarabok Osszes szama (Koltai, 2006). A [Q;Yq]
pontokat logaritmusskalan abrazolva, azok idedlis esetben egy egyenes mentén

helyezkednek el, ugyanis:

Ln{Y}=Ln{a} + b -Ln {Q} 3)

A mért adatokat logaritmus skalan dbrazolva és a pontokra lineéris regresszioval egy
egyenest illesztve megkaphatjuk a és b becsiilt értékeit, a b segitségével pedig

meghatarozhato a tanulasi rata (L) becsiilt értéke. (Koltai, 2006)

Mig linedris koordinatarendszerben az eldallitott mennyiség €s a fajlagos végrehajtasi
1d6 kapcsolata egy gorbét ad eredményiil, mely gyors kezdeti csokkenés utan késobb
lassabban csokken (mint ahogy az az 1. abran is lathato), addig mindez logaritmikus
skalan abrazolva egy negativ meredekségli egyenes (Id. 2. 4bra), ami egy allando
csOkkenési aranyt fejez ki. Egy ilyen linearis kapcsolatot konnyebb megrajzolni és

elérejelzési célokra hasznalni (Hirschmann, 1964).



Tanulasi gorbe logaritmikus skalan
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2. abra A tanulasi gorbe logaritmikus skalan eltér6 tanulasi ratdk esetén

Forras: Yelle (1979) alapjan sajat

Noha a tanulasi gorbék igen eltéréek lehetnek a termékek kiilonbozé mértékil
Osszetettsége miatt, a meredekségiikben megfigyeltek emberi és gépi munka aranya
szerinti jellegzetességeket. Ahol nagyobb az emberi munka ardnya, ott a tanulasi
gorbének is nagyobb a meredeksége, mivel a tanulds alapvetéen emberekhez kotédod
fogalom (Hirschmann, 1964). A repiil6gépek kiilonbozo tipusainal példaul, ahol az 6sszes

végrehajtandd munka haromnegyed része emberi munka (szerelés), a tanuldsi goérbe

rendre 80%-os volt a vizsgalt esetekben.

A tanulasi rata és a gépi munka ardnyanak kapcsolatat az 1. tablazat szemlélteti

(Yelle, 1979):

1. tdblazat A tanulasi rata és a gépi munka aranyanak kapcsolata

Gépi munka aranya Tanulasi Fejlodési
(0sszes munka rata arany
szazalékaban) L 1-L

25% 80% 20%
50% 85% 15%
75% 90% 10%

Forras: Yelle (1979) / Labor Learning vs. Machine Learning alfejezet

(A tanulasi gorbe meredeksége megadhato fejlédési (javulasi) arannyal is, aminek

értéke 1-L.)




A tanulasi gérbe nem csak egy egyén teljesitményét irhatja le, hanem egy csoportét,
szervezeti egységekét, illetve egy egész vallalatét is. A csoport sokszor nem is csak
azokbol az emberekbdl all, akik kozvetleniil, fizikailag eléallitanak egy terméket, hanem
azokbol is, akik a hattérben a folyamatban rejt6zd javitasi lehetdségeket folyamatosan
keresik, és munkajukkal segitik hatékonyabba tenni az egyes miiveleteket, vagy az egész
folyamatot (Hirschmann, 1964). Emellett fontos azt is latni, hogy az egyéni vagy
csoportos emberi tanulason tal a technoldgiai fejlodés is egyfajta tanulas (Hirschmann,

1964).

A tanulési gorbe logaritmikus skalan sem ad mindig folytonos egyenest. Lehetnek

benne szakadasok, torések, példaul aszerint, hogy:
e torténtek-e a terméken (kisebb) valtoztatasok,
o atkoltoztették-e a részleget egy masik helyre,
e tortént-e hosszabb idejli karbantartas miatti leallas,
e valtozott-e a csoportosszetétel.

Nem sokkal a miivelet Ujrakezdése utan, amikor az emberek megtanultdk kezelni a
valtozast, a tanulasi gorbe gyorsan csokken, mignem eléri a régi meredekséget

(Hirschmann, 1964).

3.2. Kumulalt tanulasi gorbe
A tanuldsi hatds kovetkeztében egy termék els@ szdz darabjanak az eldallitasa
nyilvanvaléan nem ugyanakkora kapacitast kot le, mint a masodik szaz darab elkészitése.
Ezt a kapacitdsszdmitasnal feltétleniil figyelembe kell venni. A tanuldsi hatast is
figyelembevevd kapacitdsigény meghatarozasat teszi lehetévé a kumulalt tanuldsi gorbe.
Egy adott Q mennyiség legyartasahoz a tanulasi hatast is figyelembe vevé Osszes id6 a

kovetkezd modon szamithato:

Q
=Y, +Y, +..+Y,=a-"+a- 2 +..+a-Q" =a- ) i 4)

i=1

T

0sszes

Az Osszefiiggésbol lathato, hogy a Q mennyiség legyartasahoz sziikséges Osszes id6
az elsé darab elkészitéséhez sziikséges id6 (a) és az els6 Q egész szam b-edik

hatvanyanak 6sszege segitségével szamolhato. (Koltai, 2006)



A kumulalt tanulasi gorbét 0,7-es, 0,8-as és 0,9-es tanulasi rata mellett a 3. abra

szemlélteti:
Kumulalt tanulasi gorbe
8000
7000 //
6000
0 / Sum Y (x) [0,7]
2 5000 — Sum atlY (x) [0,7]
@ 4000
N / SumY (x) [0,8]
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O 2000 ’
1000
0 . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500
Osszes eldallitott mennyiség

3. abra Kumulalt tanulasi gorbe 0,7-es, 0,8-as és 0,9-es tanulasi rata esetén
Forras: sajat

A kumulalt tanulasi gorbénél nem szamit, hogy a fajlagos id6 modellt vagy az
aggregalt atlagos fajlagos 1d6 modellt hasznaljuk. Nem 1ényeges tehat, hogy az egyes
darabok elkészitési idejét Osszegezzik, vagy az Osszes elkészitési id0 egy egységre jutd
idejét, azaz az atlagos 1ddt vessziik alapul és ezzel szdmolva Osszegezziik az idoket, mert

a kettd ugyanazt az eredményt adja.

3.3. Aggregalt atlagos fajlagos id6 modell (Cumulative Average Hours
Per Unit Model, vagy Average-Time model)

Az aggregalt atlagos fajlagos idé modell (vagy atlagos-idé modell) azt feltételezi,
hogy az aggregalt atlagos fajlagos idé 1-L értékkel csokken minden egyes alkalommal,
amikor a termelés megduplazodik. Masként megfogalmazva a kumulalt atlagos fajlagos

id6 a termelés megkétszerezése el6tti idonek L szazaléka (Mclntyre, 1977).

Az aggregalt (vagy kumulalt) atlagos 1d6 a kovetkezoképpen hatarozhaté meg
(Conway ¢és Schultz, 1959):

Mo
<

(®)

<
I
T




ahol:

Y, — az els6tdl a Q-adikig gyartott mennyiség atlagos fajlagos ideje.

Y; — a feladat i-edik végrehajtasahoz sziikséges id6.

Az (5) osszefliggésbe behelyettesitve a fajlagos id6é (1) egyenletét a kovetkezd
Osszefiiggést kapjuk (Conway €s Schultz, 1959):

va SH R
YQ:%ZI :62| b<0 (6)

Mivel ez az 0sszegzés Q nagy értékeinél nehezen szamolhato, kényelmesebb az

Osszeget egy integrallal kozeliteni (Conway és Schultz, 1959), tehat:

. Yl E l+b_ E 1+b
Yo~ Qu+b) {(“2) (2) } )

Az aggregalt atlagos logaritmikus skalan abrazolt gorbe aszimptotikusan parhuzamos

a logaritmikus skalan abrazolt fajlagos id6 gorbével, ezért nagy Q (>100) értékek esetén a

kovetkezd egyszerli kapcsolat hasznalhat6 (Conway €s Schultz, 1959):

va Yl b
YQ ~ m Q (8)

A 4. abra a fajlagos és aggregalt atlagos gorbéket mutatja logaritmikus skalan a 2.

abrahoz tartoz6 adatokkal 80%-o0s tanulasi hatas mellett.



Tanulasi gorbe linearis fajlagos id6 gorbével
(log skalan)
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Hoallitott mennyiség

4. dbra Logaritmikus skéalan abrazolt tanulasi gorbe linearis fajlagos id6 gorbével
Forras: Conway és Schultz (1959) alapjan sajat

Az abran jol lathato, hogy az aggregalt atlagos fajlagos id6t abrazolo gorbe (dtlY(X)
[0,8]) végig a fajlagos id6 egyenese (Y(X) [0,8]) folott halad az atlagolas simitd hatasanak
kovetkeztében.

Sokan gondoljak ugy, hogy az aggregalt atlagos fajlagos id6 valtozasara igaz a

fajlagos iddre feltételezett exponencialis csokkenés (Conway és Schultz, 1959), tehat:
Yo=a-Q"=Y,-Q" b<0 9)

Ebben az esetben a fajlagos id6t a kovetkezoképpen kapjuk meg (Conway és Schultz,
1959):

Yo =Q¥, - (Q-1V,, =Y,[Q" —(Q-1)"*] (10)

Ez logaritmikus skalan nem egy lineéris kapcsolat, de aszimptotikusan parhuzamos a
logaritmikus skalan abrazolt aggregalt atlagos fajlagos id6 gorbével. Nagy Q (>20)

értékek esetén a kovetkezd egyszerli kapcsolat hasznalhat6 (Conway €s Schultz, 1959):

Yo ~Yo(@+b) =Y, -Q°(1+b) (11)
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Az 5. abra az aggregalt atlagos fajlagos id6 (d#/Y(x) [0,8]) és a fajlagos id6 (Y(X)
[0,8]) gorbéket mutatja a 2. dbrahoz tartoz6 adatokkal 80%-os tanulasi hatas mellett a
(11) formulat hasznalva. Megfigyelhet6, hogy a fajlagos id6 ebben az esetben is

alacsonyabb, mint az aggregalt atlagos fajlagos 1do.

Tanulasi gorbe linearis aggregalt atlagos fajlagos idé
gorbével (log skalan)

10
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Eléallitott mennyiség

5. abra Logaritmus skalan dbrazolt tanulasi gorbe linearis aggregalt atlagos fajlagos id6 gorbével
Forras: Conway és Schultz (1959) alapjan sajat

Az aggregalt atlagos fajlagos id6 modell elébbi, (9)-es egyenletben lathaté alakja
(amit a fajlagos id6 modellnél is hasznalunk) a kovetkezOképpen szarmaztathatd
(Mclntyre, 1977): minden alkalommal, amikor a kumulalt termelés megkétszerezodik, az
atlagos fajlagos id6 a megel6z6 atlagos fajlagos id6 L%-ara csokken. Ez a folyamat
egyszerlien leirhato az alabbi egyenlettel, ahol m azt jeloli, hogy a termelés hanyszor

kétszerezddott meg, tehat

Y =a-L" (12)

A kumulalt termelés (Q) a kovetkezoképpen fejezhetd ki:

Q=2" (13)
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A (13)-as egyenletet m-re megoldva és (12)-be behelyettesitve a kovetkezod
Osszefiiggést kapjuk:

Y_ —a- LIogQ/IogZ (14)

A (14)-es egyenlet mindkét oldalanak a logaritmusat véve:

logY =loga+ (logQ/log2)-log L (15)

b-t behelyettesitve logL / log2 helyére, a kovetkezd egyenletet kapjuk:

logY =loga+b-logQ (16)

Végiil, a logaritmus fliggvény szigorut monotonitasa miatt az egyenletet atalakitva a

tanulasi gorbének a korabban ismertetett alakjahoz jutunk:

Y=a-Q"=Y,-Q" (17)

Az aggregilt atlagos fajlagos id6 modellben L kizarolag a 0,5 < L < 1 tartoméanyba
eshet, ugyanis L =1 esetén nincs tanulas, L = 0,5 esetén pedig az 6sszes id6 ugyanannyi
marad, mig a termelés tovabbra is kétszerezOdik, ami nyilvanvaldéan képtelenség

(Mclntyre, 1977).

Mivel egyik modell tamogat6i sem tudjak allaspontjukat logikai ton aldtdmasztani,
¢s a tapasztalatok sem igazoljak egyik alternativa fels6bbrendiiségét sem, igy leginkabb a
szamitasi kényelem donti el, hogy melyik modellt hasznaljak a gyakorlatban. Mivel a két
gorbe nagy gyartasi mennyiségeknél parhuzamos, a kiilonbség csak a termelés kezdo
szakaszaban fontos, ezért sok alkalmazasnidl nem lényeges, hogy melyik gorbe

hasznalatat valasztjuk (Conway és Schultz, 1959).
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3.4. A tanulasi gorbe gyakorlati alkalmazasanak korlatai
A tanulasi gorbe gyakorlati alkalmazasanak természetesen vannak korlatai. Ezek

kozil a legjelentdsebbek (Koltai, 2006):
e Nehéz megbecsiilni az els6 darab elkészitésének idejét.

e Kérdés, hogy ami igaz egyetlen munkasnak egy gépnél tapasztalhatd tanulasara,
az milyen mértékben vetithetd ki egy egész szervezeti egységre, példaul egy

szerelOsorra.

e Régebben gyartott termék soran felhalmozodott ,tanulas” milyen mértékben

vehet6 figyelembe késobb, ha kdzben mast is gyartottunk.

Mindezek ellenére az 1930-as években népszeriivé valt tanulasi gorbe Gjabban ismét
elétérbe keriil. Ennek egyik oka, hogy a vevdorientalt gyartd- és kiszolgalorendszereknél
egyre gyakoribb a kis sorozati gyartas. A tanuladsi gorbe alakjabodl lathatd, hogy éppen a
kezdeti szakaszban (uj termék kis sorozatii gyartasa) van jelent6sége a tanulasnak.
Tovabba, az egyre komplexebbé vald termékek ¢&s szolgaltatasok eldallitdsakor
kétségtelen szerepe van a tanulasi hatdsnak. Osszefoglalva tehat megallapithatjuk, hogy
ott, ahol az emberi és szervezeti tanulas hatasa feltételezhetd, a tanulasi hatas
figyelembevételével a rendelkezésre allo kapacitasrol pontosabb kép kaphatd, mint annak
elhanyagolasakor. (Koltai, 2006)
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4. AR-KOLTSEG-FEDEZET-NYERESEG- (AKFN) STRUKTURA

A koltség-volumen-eredmény-elemzés egyik f6 célkitlizése, hogy a termelt
mennyis€¢g megvaltozdsanak az eredményre és a koltségszerkezetre gyakorolt hatdsat

kimutassa. (Kovesi (szerk.), 2007)

A vallalati eredményt az arbevétel (4) és az dsszes koltség (Ks) kiilonbsége adja. Ha
az eredmény eldjele pozitiv, nyereségrol (N), ha negativ, veszteségrol beszéliink. Ezen
elemzés soran a koltségeket a reagdlas szerint szétbontjuk, igy az arbevételbdl kiilon
levonjuk az dsszes proporcionalis koltséget (K,;), azaz a termelt mennyiséggel aranyosan
valtozo koltségeket, majd levonjuk az 6sszes fix koltséget (Kz), a vallalat kiépitettségére
jellemzd, a termeléstdl filiggetleniil fellépd koltségeket. Eredményiil ugyanazt a
nyereséget kapjuk, mint az 0sszes koltség levonasa utan, de most mar meg tudjuk itélni,
hogy a vallalati eredmény hogyan fiigg a termelési mennyiség megvaltozasatol. Az igy
felépitett gazdasagi szamitast nevezziik Arbevétel-Koltség-Fedezet-Nyereség- (AKFN)-
strukturanak, ahol a fedezet (F) az arbevétel és az Osszes proporcionalis koltség
kiilsnbsége (F = 4-K,;). (Kovesi (szerk.), 2007)

Az AKFN-struktarat grafikusan a 6. abra szemlélteti.

A, Ktg.
[Ft/év]

Fedezeti

pont \\\\\\\.

Krs

4

Qi Qtény Termelt mennyiség [db]

6. abra AKFN-struktura abrazolasa
Forras: Kovesi (szerk.) (2007)
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A koltségek (Ks = Ki + K,5) egyenese a fix koltségbdl indul, és a fajlagos
proporcionalis koltség meredekségével nd. Az arbevétel az origobdl indul, és a termék
egységaranak megfelelé meredekséggel nd. Ha nyereséget akarunk, akkor az arbevétel
egyenesének meredekebben kell ndnie, mint a koltségek egyenesének, azaz a terméket
magasabb egységaron kell eladni, mint a fajlagos (egy termékre esd) proporciondlis
koltség. Hogy legyen mibdl kifizetni a fix koltségeket, a fedezetnek pozitivnak kell
lennie. Az 4bran bejelolt fedezeti pontban az arbevétel éppen megegyezik a koltségekkel,
azaz a nyereség ott éppen nulla. A fedezeti pont eldtt az arbevétel kisebb, mint az 6sszes
koltség, tehat veszteséges a termelés, a fedezeti pont utdn azonban mar nyereségrol
beszélhetiink. A fedezeti pontban a nyereség nulla, tehat a fedezettomeg éppen fedezi a
fix koltségeket. Innen ered a ,,fedezet” elnevezés: amig el nem érjik a fedezeti pontot,
addig a fedezet a fix koltségeket fedezi, felette pedig mar nyereséget képez. (Kovesi
(szerk.), 2007)

A fedezeti ponthoz tartozé termelési volument kritikus termelési volumennek (Qyrit)
nevezziik. Minden tevékenységnél fontos tudni, hogy az éppen aktualis ,,munkapont”, a
ténylegesen termelt mennyiség (Qqny) hol helyezkedik el a kritikus termelési volumenhez
képest, milyen pozitiv, vagy negativ tavolsagra fekszik a fedezeti ponttdl.

A vallalat gazdasagi sajatossagait jol mutatja az AKFN-struktira, segitségével
elemezhetjiik a termékmennyiség valtozadsanak hatdsat a nyereségre. (Kovesi (szerk.),
2007) A hagyomanyos AKFN-elemzésnél linedris koltség- és arbevétel fiiggvényeket
alkalmaznak. A linearis koltségfliggvények hasznalata tobbek kozott azt feltételezi, hogy
a vallalat emberi erdforrdsa vagy egy homogén csoport, vagy allandé oOsszetételll
homogén alcsoportok Osszessége, és a teljes termelt mennyiség linedrisan valtozik a

latszolag felcserélhetd munkaegységek novekedésével vagy csokkenésével (Mclintyre,

1977).

4.1. A tanulasi gorbe alkalmazasa az AKFN-struktiraban
Amikor a gyartasban 1 termék vagy konstrukcid jelenik meg, amely munkaigényes
és Osszetett dolgozoi készséget igényel, a tanulas fontos tényezévé valik, és a korabbi
feltételezések, melyek igazak voltak a hagyomanyos, linearis AFKN-modellnél, mar nem
fogadhatok el. Még bevezetett termékeknél sem igazolhatdo a linearitas, ha magas a
fluktuacio ¢€s az Osszetett munkafeladatokat meg kell tanulniuk az 10j dolgozodknak

(Mclntyre, 1977).
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Az AKFN-elemzésnél a tanulasi gorbe modellek hasznosak lehetnek fiiggetleniil
attol, hogy egy vallalat projekt- vagy iddszakos rendszerben miikodik. Projektek esetén,
ahol meghatarozott szamu terméket gyartanak, a tanulasi gorbe segitségségével javitani
lehet a projekt profitjara, illetve a fedezeti ponthoz tartozd mennyiségre vonatkozé
becsléseket. Olyan esetekben, ahol az eladas meghatdrozatlan hosszu idészakon keresztiil
folytatodik, az 0j termékek esetén a tanulasi gorbe hasznalata pontosithatja az idszaki
nyereségre ¢és fedezeti pontra vonatkozd becsléseket a tanuldsi folyamat alatt és utan
(Mclntyre, 1977). Noha mindketté iranyvonal fontos, a dolgozatomban elsGsorban az
idészakos rendszerben végzett tevékenységek AKFN strukturajanak vizsgalataval

foglalkozom.

4.2. Tanulasi gorbe hasznilata az idészaki AFKN-elemzés
finomitasahoz

A tovabbiakban valtozatlanul érvényesek az AKFN-elemzés szokasos feltevései,
azzal a kiegészitéssel, hogy a koltségfiiggvényeket (az 6sszes proporcionalis koltséget €s
ezaltal az Osszes koltséget) nemlinedrisnak tételezziik fel. A nemlinearitds oka a tanulasi
hatas. Egy olyan terméknél tehat, amelynél feltételezziik a korabban megismert Y = a-Qb

tanulasi gorbét, az els6 iddszakra vonatkozd nyereség-egyenlet a kovetkezoképpen irhato
fel:

N=A-K, Ky = A=K, =K, — Ko (18)
N=p-Q-r-Q-c-Y-Q-K, (19)
ahol:
N — a nyereseég,
A — az arbevétel,
K,s — az 6sszes proporcionalis koltség,
Kss — az Osszes fix koltség,
Koiin — az 0Osszes proporciondlis koltség [linedris figgvénnyel leirhato része

(esetiinkben példaul a kdzvetlen anyagkoltség),
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Kpnemiin — az 0sszes proporciondlis koltség nemlinedris fliiggvénnyel leirhatd része
(esetiinkben a munkaidével kapcsolatos koltségek). A tanulasi hatds ezen a tagon

keresztiil érvényesiil.
p — egysegar,
r — fajlagos kozvetlen anyagkoltség,
¢ — munkaid6 egységnyi koltsége,

Q — elvégzett feladat mennyisége (pl. legyartott termékek szama),

Y — az elsotdl a Q-adikig gyartott sszes termék esetén az atlagos fajlagos gyartasi
ido.

Y -t helyére a (9) Osszefiiggést irva, a kovetkez6 egyenlethez jutunk:

N=p-Q-r-Q-c-a-Q"" -K, (20)

ahol:
a — a feladat els6 végrehajtasdhoz sziikséges 1d0,

b= logL = InL a tanulési index, vagy tanulasi faktor, a végrehajtott feladatok

szamanak novekedésével 0sszefliggd idocsokkenést leird paraméter,
L — tanulasi rata.

A (20)-as egyenletben szerepld b tanulasi index olyan tényez6, amely az id6
mulasaval (termelési mennyiség névekedésével) allandé munkaerdt feltételezve csdkkenti
az atlagos termelési koltséget. A (20)-as egyenletben a fajlagos atlagos gyartasi id6
allando iitemben csokken, ami arra utal, hogy a munkdnal alkalmazott emberi csoport
egylittesen, egy egységként fejlodik, és halad a tanulasi gérbe mentén (Mclntyre, 1977).

A kovetkezO fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy a tanulasi hatas hogyan hat a
proporciondlis koltségre €s ezzel az Osszes koltségre, tovabba hogyan befolyasolja a
fedezeti pontot és a nyereség mértékét. Elemezziik tehat a tanulasi rata valtoztatdsanak az

AFKN-struktirara gyakorolt hatsat.
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4.3. Nemlinearis koltségfiiggvényii AKFN-struktira szemléltetése
Szemléltetésiil tekintslink egy vallalatot (,,A” vallalat), amely adott id6szakban 400 db
terméket gyart (Q = 400 db) 0,25 eFt-os egységar mellett (p = 0,25 eFt/db).

A 2. tablazat a korabbi jeloléseket felhasznalva a 7. és 8. abrahoz tartozo alapadatokat
mutatja. Vizsgaljuk meg, hogy kiilonb6z6 tanulasi hatasokat feltételezve hogyan valtozik

a kritikus mennyiség és ezaltal a nyereség mértéke.

2. tablazat Alapadatok

1 2 3 4 5
Q [do] | 400 400 400 400 400
p [eFt] | 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25

ac | [eFy | 0,15 0,15 0,15 0,15 0,15
r [eFt] | 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05
L [ 1 0,95 0,9 0,8 0,7

Forras: sajat

A 7. és 8. abrakon jol lathato, hogy ha van tanuldsi hatas, az Gsszes koltség (a
proporcionalis koltség csokkenése miatt) jelentdsen csokken. Minél kisebb a tanulasi rata
értéke, vagyis minél nagyobb a tanulds mértéke, anndl nagyobb mértékben csokken az

Osszes koltség.

110 < A
100 —— Kf
— 1K1
90 [1]
® 1Fp[l
80 ®  Atény
L4
:‘%’, 70 ® Ko tény [1]
(7] - "
2 6o 2.K6[0,95]
X ® 2.Fp[0,95]
2 0 — 3K8[0,9]
>
g 40 ® 3Fp[09]
< 4 —— 4K3[0,8]
® 4Fp[0,8]
20 5.K8 [0,7]
10 5.Fp [0,7]
0 1.N
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 3.N
Termelt mennyiség

7. abra AFKN-strukttra (p = 0,25 eFt/db)
Forras: sajat
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A kinagyitott abran (8. abra) az is jol latszik, hogy ha nincsen tanulas, vagyis L = 1,

akkor a valtozo koltség fliggvény linearitasa miatt az Osszes koltség fliggvény linedris (ez

felel meg a kordbban ismertetett hagyomanyos modellnek), viszont ha L < 1, tehat van

valamilyen mértékii tanulds, akkor a valtozd koltség fliggvény, €s igy az Osszes koltség

fliggvény is degressziv.

35
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—— 2.K&[0,95]
® 2Fp[0,95]
——3.K5[0,9]
® 3Fp[0,9]
——4.K5[0,8]
® 4.Fp[0,8]
5.K6[0,7]
5.Fp [0,7]
1.N
3.N

Termelt mennyiség

8. abra AFKN-struktura kinagyitott kezdeti résszel (p = 0,25 eFt/db)
Forras: sajat

3. tablazat AKFN-struktira

1 2 3 4 5
A [eFt | 100 100 100 100 100
Kps | [eFt] 80 58,51 | 44,13 | 28,72 | 22,75
F [eFt] 20 41,49 | 5587 | 71,28 | 77,25

Ko | [eFt] 10 10 10 10 10
N [eFt] 10 31,49 | 4587 | 6128 | 67,25

Forras: sajat

4. tablazat Fedezeti ponthoz tartozo kritikus mennyiség és arbevétel

1 2 3 4 5
Qurit [db] 200 106 81 62 55
A | [eF] 50 26,5 20,25 15,5 13,75

Forras: sajat

A 8. dbran is latszik és a 3. tablazat és 4. tablazatokbdl is kiolvashato, hogy a tanulasi

hatds miatti koltségesokkenés kovetkeztében jelentdsen csokken a fedezeti

ponthoz
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tartozo kritikus mennyiség, ¢és vele egyiitt az arbevétel kritikus szintje is, ezaltal
tobbszorosére nd a nyereség. Fontos tehat figyelembe venni az AKFN elemzésnél a
tanulasi hatast, mert lényegesen befolyasolja az eredményt és az AKFN vizsgalatokra

épiild vezetdi dontéseket.
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5. TERMEKOSSZETETEL OPTIMALIZALAS

A termelékosszetétel optimalizalasi modelleknél a tanuldsi hatas befolyasolja a
gyartott mennyiség kapacitasigényét, valamint a gyartdsi koltséget. Ezek

figyelembevételének lehetdségét vizsgaljuk a kdvetkezo fejezetben.

5.1. A termékszerkezet optimalizalasa linearis termeléstervezési
modell esetén

Tekintsiik az alabbi nagyon egyszeri termékdsszetétel meghatarozasi feladatot,
amelynél egyetlen idészakban kell eldonteni, hogy a gyartott két termékbdl mekkora
mennyiség késziiljon (Koltai, 2006). Célunk, hogy az Gsszes legyartott termék hozama,
melyet a termékek fajlagos fedezetével mériink, a lehetd legnagyobb legyen. Az 1-es
termék fajlagos fedezete 180 Ft/db, gyartott mennyisége X; > 0. A 2-es termék fajlagos
fedezete 290 Ft/db, gyartott mennyisége X, > 0.

Az Osszes fajlagos fedezetet maximalizald célfiiggvény a kovetkezoképpen irhato fel:

Max(180X, +290X,) (21)

Mindkét termék gyartasahoz két er6forrasra van sziikség. A termékek egy darabjanak
gyartasdhoz sziikséges erdforrasigényt géporaban mérjiik. Az erdforrasokra vonatkozo

eréforraskorlat egyenletek a kovetkezok:

Xl + X2 <1200 (22)

X, +2X, < 1600 (23)

Tovabbi korlatot jelent az egyes termékekbdl kotelezden gyartandd minimalis €s
eladhatd maximalis mennyiség. Az 5. tablazat ,Piaci korlatok™ részének adatait

felhasznalva a kovetkez0 tovabbi négy feltételt fogalmazhatjuk meg:

X, 2200 (24)

X, < 2000 (25)
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X, >100 (26)

X, < 2000 (27)

A fenti két valtozot és - a nemnegativitasi feltételeket is figyelembe véve - hat
feltételt tartalmazo termeléstervezési feladat linearis, optimalis megoldasat az X; = 800
db/idészak és X, = 400 db/idészak értékek adjak. A célfliggvény optimalis értéke a
kovetkezOképpen szamolhatd: 180 - 800 + 290 - 400 = 260 000 Ft/idoészak. Az
alapadatokat az 5. tablazat foglalja ossze. A feladat optimalis megoldasat pedig a 9. abra

szemlélteti.

5. tablazat Kétvaltozos linearis termeléstervezési modell bemeneti adatai

Termékadatok: Tear_nlt;em Tear_nzt?kz
A T

Elsé db gyartasi ideje (a) [gépdra) 2 3

Munkaidé egységkoltsége (c) [Ft] 500 333,33
Termék-eréforras matrix (gé/1.db): | a; (g6/1.db) | a, (g6/1.db) | E; (go6/idészak)
Er6forras1 (E1) 1 1 1200
Er6forras2 (E2) 1 2 1600
Piaci korlatok (dblidészak): (b délszak) (b d>é2szak)

Minimalis mennyiség (Xmin) 200 100

Maximalis mennyiség (Xmax) 2000 2000
Célfuggvényegyutthatok (Ft/1.db):

Fajlagos fedezet (f) [Ft/elsé db] | 180 290,01

Forras: sajat
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Linearis modell

1200
1000 N [ X1min
N X1max
800 X2min
NN X2max|
—E1
600 —E2
Célfgv

400

200

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

9. abra Kétvaltozods linearis termeléstervezési modell grafikus abrazolasa
Forras: sajat

A bevonalkazott teriilet jeloli a feladat megengedett, minden korlatozo feltételt
kielégitd megolddsainak halmazat. Ezen pontok koziil kell kivalasztani azt (vagy azokat),

amelyhez tartoz6 gyartand6é mennyiségek maximalizaljak a célfiiggvényt.

A feladat a kovetkezoképpen irhato fel altalanosan:

Maxzn: fi-x = Maxzn:(pi - —a;-C) X = Maxzn“(wi —a, -C) X (28)

i=1 i=1

Zau - X < Ej (29)

ahol:

fi —az i termék fajlagos fedezete, vagyis az ar és a proporcionalis koltség kiillonbsége,
ami linearis esetben: fi=p;-ri-ai- ¢i=w;-a; * G,

pi —az i termék egységara,

ri —az i termék kozvetlen anyagkoltsége,

w; — az i termék kozvetlen anyagkdltséggel csokkentett egységara,

a — gyartasi id6, ezen beliil: a; — az | termék gyartasi ideje, valamint a;; — az i termék
gyartasi ideje a j er6forrason,
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Ci —az i termék egységnyi idejére eso (bér)koltség,
Xi — az 1 termékbdl gyartott mennyiség, X; > 0,

Ej —a j er6forras kapacitésa.

5.2. A termékszerkezet optimalizalasa a tanuldsi hatas
figyelembevételével

Ha a célfiiggvénynél és az erdforraskorlatoknal figyelembe vessziik az idének a
mennyiségtdl fliggd valtozasat, vagyis a tanulasi hatast, akkor a kovetkezd

egyenletrendszerhez jutunk:

Célfiiggvény:
Max(z ox ~3rx z{ o D -
i=1 i=1 i=1 k=
'V'aXLi WiX; = Zn:{ci 8 i k" D (31)
i=1 i=1 k=0
Feltételek:
;aij;‘kb"’ < Ej (32)
Ahol:

I - termékindex (i=1,..., n)

J - erbforrasok indexe (j = 1,..., J)

Xi -az itermékbdl gyartott mennyiség, Xi > 0

k - aztjelzi, hogy az i termékbdl hanyadik gyartott darabrél van sz6 (k =0,..., X;)
bij - az i termék tanuldsi rataja a j eréforrason

Ci -azitermék egységnyi idejére es6 (bér)koltség

a; - azitermék els6é darabjanak Gsszes gyartasi ideje

ajj - az i termék els6 darabjanak gyartasi ideje a j eréforrason.
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J
Nyilvanvalo, hogy Zaij =a,.

i1
E; - a] eréforras kapacitasa.

A kumulalt tanuldsi gorbe szummadjat az egyszeriibb szamithatdésag érdekében

integrallal kozelitjiik:
X; X X " b;+1
Yk = k= | k| =] = (33)
=) 5 b, +1 , B+l b, +1

A (33) kozelitd képletet beirva a (31) célfiiggvénybe és a (32) kapacitasfeltételekbe a

kovetkezd nemlinedris optimalizasasi problémat kapjuk:

i=1

Celfiiggvény:
Max Zn:WiXi _izn:[ciaixibﬁl] (34)
i1 b, +14=3
Feltételek:
l n a Xbij+l < E
b 12N <E) (35)
ij

A (34) és (35) egyenletekbdl lathatd, hogy mig az arbevétel linearis, addig a
proporciondlis koltség munkaiddvel, illetve bérkoltséggek Osszefiiggd része ¢€s a
kapacitasfelhasznalds nemlinearisak. Vagyis a tanuldsi hatas figyelembevételével a

feladat eqy nemlinedris optimalizalasi problémahoz vezet.

Az 5. tdblazat adatait alapul véve, 95%-os tanulési rata mellett a linedris fliggvények

grafikus abrazolasa a 10. dbra szerint modosul.

Az er6forraskorlatok képe az origdtdl nézve konvexszé valnak a tanulasi hatas
kovetkeztében. Ennek oka az, hogyha csak egyik vagy csak masik terméket gyartjuk,
akkor a gyartott termék atlagos fajlagos gyartasi ideje joval alacsonyabb, mintha
mindketté termékbdl sokat, aranylag egyenld meértékben gyartunk. Utdbbi esetben
ugyanis a tanulasi hatasbol adodo fajlagos gyartasi id6 csokkenésének mértéke kisebb,

vagyis az atlagos fajlagos gyartasi id6 magasabb lesz az egyes termékek esetében.

25



Ezzel szemben a két termékre esé fajlagos fedezet akkor a legkedvezdbb
(legmagasabb), ha a két termék fajlagos gyartasi koltsége, atlagos fajlagos gyartési ideje
egylittesen a lehetd legalacsonyabb, ezért a célfiiggvény konkav.

A 10. abran jol lathaté, hogy a tanulasi hatds figyelembevételével megndtt a
megengedett megoldasok halmaza (bevonalkazott teriilet), vagyis az egyes termékekbdl
tobbet tudunk gyartani adott feltételek mellett a linearis modellhez képest. Az optimalis
termékszerkezet (800;400)-r01 koriilbelil (1260;595)-re valtozott. Ez azonban csak
grafikusan sejthetd, az erdforraskorlatok elhelyezkedésébdl a célfiiggvény manualis
eltolasa révén becsiilhetd, ugyanis az Excel Solver ebben a nemlinearis esetben nem tud

optimumot szamolni, mert a fliggvények nem konvergélnak az optimalis értékhez.

Tanulas (nemlin)

600 A AT ‘__X \\\\\\

400 Fo==ofrr e T - -

200 A A R A A A A A A PI
oL i . N

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600

2200 X1min
2000 X1max
1800 X2min
X2max
1600
3 —E1
1400
—E2
1200 1=/ Celigy
|
1000 \ Célfigv
4 \ (800:400)
800

10. abra Kétvaltozds nemlinearis termeléstervezési modell grafikus abrazolasa
Forras: sajat

5.3. Nemlinearis eréforraskorlatok kozelitése linearissal
Mivel a fenti nemlineéris feladat nem oldhaté meg hagyoméanyos optimalizalasi
modszerekkel, ugyanakkor sem az eréforraskorlatok sem a célfiiggvény gorbiiltsége nem
jelentds mértékii, megoldast jelenthet ezen fliggvények linedris kozelitése. Ez egy 0j

linearis programozasi feladat megfogalmazasat jelenti.
A linedris kozelitéshez hasznaljuk az atlagos fajlagos gyartasi idéket (a").
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Az eljaras menete a kovetkezo:
e Adjunk felsé becslést xi-re ugy, hogy a lehetséges felsé korlatok koziil (piaci- és

er6forraskorlatok) a legkisebbet vesszik (X™ ), az also hatart pedig vegyiik

nullanak (x™" = 0). (Id. 11. abra)

/

X N

AN
_ \yx e \

— _/
~

11. 4bra X; és X, also és felso becslése
Forras: sajat

e Az alsé és felsd hatar kozott keressiik meg az atlagos integralkdzepet (Xij(aau)),

melynek értéke a kovetkezOképpen szamolhato Ki:

1 ey
X; () = i Lk dk (36)
1 Y e
X;j (aétl) :X_W‘[kb" lﬁ (37)
b; +1
Xi o 38
Xi(Qa) = =~ (38)
X; -(bij +1)
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Az xij(as) azt az értéket jelenti, amellyel a megfelelé a-t (els darab gyartasi idejét)

atl

megszorozva megkapjuk az atlagos fajlagos gyartasi idét (a;" ). A megfeleld a a

célfiiggvény esetében az i termék elsé darabjanak eldallitasahoz sziikséges id6. Tehat az i
termékbdl gyartott elsd munkadarabnak az egyes és kettes er6forrason egyiittesen eltoltott
ideje. Az er6forraskorlatok esetében az i termékbdl gyartott els6 munkadarabnak a j

er6forrason eltoltott ideje ajj, tehat:

atl

a; =ay - X;(ay) (39)

Ennek kovetkeztében a célfiiggvény és az erdforraskorlatok az alabbiak szerint

modosulnak:

Célfiiggvény:

: J X

winge )

Ma{i(fié" X )] (42)

Feltételek (E):

n X-Qﬁl
a; '%'Xi <E;
iZl: : X '(bij +1) : (43)
s
Z_I:aij‘ % < E; (44)
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E1l (lin-tan)
2000 .
\ ———— X1min
1800 A
X1lmax
1600 A .
xX2min
1400 -+ X2max
1200 - E1
1000 + — E1(tan)
X’ T — E1 atl
400 A
200 A
O T T T T T T T T
0 200 400 600 800 X1 1400 1600 1800 2000

12. abra Nemlinearis eréforraskorlat becslése atlagos integralkdzéppel
Forras: sajat

A 12. abran lathat6, hogy a tanuldsi hatast figyelembe vevd nemlinearis feladat
atlagos fajlagos gyartasi idokkel valo linearis kozelitése az erdforraskorlat nagy részén
fels6 becslést ad a gyarthatdé mennyiségekre vonatkozoan (a 12. abran az ,,E1 datl” egyenes
majdnem végig az ,,E1(tan)” gorbe folott halad). Ez azt jelenti, hogy ennyit biztosan nem

tudunk gyartani adott tanulasi rata és meghatarozott feltételek esetén.

Erre a problémara a kdvetkezd megoldast javasoljuk: az ,,E] atl” egyenest toljuk el az
»E1 atl” egyenessel parhuzamosan lefelé ugy, hogy az ,,E1(tan)” gorbét alulrdl érintse,
vagyis athaladjon a gorbe minimumpontjan. Esetiinkben tehat az (x;’, X2”) ponton kell
athaladnia az egynesenek, amint azt a 13. abra szemlélteti. A masik eréforraskorlat
esetében is hasonloan jarjunk el, majd az igy keletkezett, minimalisan és maximalisan
gyartandd6 mennyiségekre vonatkozd korlatokat is figyelembe vevé megoldastérben

keressiik meg a linearizalt célfliggvény optimumat.
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E1 (lin-tan)(alulrél)
2000 )
— X1min
1800 \ X1max
1600 - X2min
1400 - X2max
—E1
1200 A
\ —— E1(tan)
1000 — E1atl
Xo' ] —El
400 -+
200 -
0 T T T y T T T
0 200 400 600 800 X1 1400 1600 1800 2000

13. abra Nemlinearis er6forraskorlat linearis alsé becslése

Ez a megoldas tobb szempontbol is jo. Egyrészt a feladat linedris marad, ezért
hagyomanyos moddszerekkel megoldhatd. Masrészt figyelembe veszi a tanuldsi hatést,

ugyanakkor alsé becslést ad, tehat az igy kapott termékmennyiségek legyarthatoak.

Az eljaras matematikai leirasa:

A tanulési hatést is figyelembe vevd j er6forraskorlat képlete két termékre (E;™ ):

b +1 by +1
lJ X 2]

a ——+a,  -———<E,
Yopy 41 Y by 41 (45)

E}a” Xo-re rendezve:

byj+1 b, ;+1
a; X" b, +1|™
X, =|| E; ——— |- 2 (46)
b, +1 a,;
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Xo-re rendezett E}a” (a tanulasi hatast figyelembe vevé nemlinearis | er6forraskorlat

gorbéjének) X; szerinti derivaltja:

bj+1 Y\ \b,;+1
dx, ;b b2j+1. Ay Xy 217

=Tyt E, -8 47
dx, &, | ay " ob;+1 (47

Xp-re rendezett Ef‘" (vagyis a fels6 becslést add erdforraskorlat egyenesének xp-re

rendezett alakja):

Xy =— atl Xt (48)

Tegyiik egyenlévé E™ derivaltjat és EM meredekségét. Ebbdl az dsszefliggésbol

megkapjuk x; -t, az E}a” minimumahoz tartozé Xj-es értéket.

b+l \ \b,;+1 atl
R TINN e TR I Ve SR | IR Y — %' (49)

1 i - atl

a,; a,; b +1 aj);

X1 -t E® -ba behelyettesitve megkapjuk X, -t.
i Y gKapj

1

1 b1'+l b, +1

a,; -(x,)™ b, +1|™
%'=||E - == |, (50)

: b; +1 a,;

X' és X' az E}a“ minimumahoz tartozd koordinatdk, ahovd a linearizalt

eréforraskorlatot (E") el akarjuk tolni. x;"—t és x,"—t E{"-ba beirva megkapjuk E;—t, a
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J er6forrasnak azt a maximalis értékét, amely mellett az Ef“ egyenes végig kisebb-
egyenld, mint az E;" gorbe.

atl 1

Ej'=af] - x+ag) - X, (51)

Eft' képletébe E; helyére E; -t beirva megkapjuk az (X;’, Xo’) érintépontba eltolt E?“’

egyenes képletét (abran E1°):

Ej'=af - x +ay) X (52)

A hagyoményos lineédris modell €s tanulasi hatast figyelembe vevo linearizalt modell
Osszehasonlitasat két termék esetén, az 5. tablazat adatait felhasznalva, L = 0,95-06s

tanulasi rata mellett a 14. abra szemlélteti.

Az abran jol lathatd a megnovekedett megoldastér, €s leolvashatd akar grafikusan is
az optimalis megoldas. Eredeti mintapéldank, a tanuldsi hatast is figyelembe vevd, de

linearizalt feltételek és célfliggvény esetén a kdvetkezOképpen irhato fel:

Linearizalt er6forraskorlatok:

A, 0,617X, +0,637X, <1151,901 (53)

Eil: 0,617X, +1,274X, <1529,881 (54)
Piaci korlatok:

200 < X, <2000 (55)

100 < X, < 2000 (56)

32



Linearizalt célfiiggvény:

CF”: Max(563,47X, +65319X,) (57)

A feladat optimalis megoldasa a kovetkez6: x; = 1255,28 db, x, = 593,55 db.
A célfiiggvény optimalis értéke a kovetkezéképpen szamolhato:
563,47[Ft/db] - 1255,28[db] + 653,19[Ft/db] - 593,55[db] = 1 095 012 [Ft/id6szak]

Ezen értékek a 14. abran is jol lathatoak.

Osszesitett (lin és atl(alulrél))

2000
1800 -
1600 -

1400 -

1200 -

1000 -
800 1
600
400 -

200 -+

0 — =
T T T T ™ T T~ T T T T

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600

14. abra Hagyomanyos linearis modell és tanulasi hatast figyelembe vev linearizalt modell
Osszehasonlitasa két termék esetén
Forras: sajat
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6. NEHANY MEGJEGYZES A DOLGOZATBAN BEMUTATOTT
MODELLEKKEL KAPCSOLATBAN
A tanulasi hatas termelésmenedzsmentben 1id6csokkenéshez kapcsolodd fogalom, egy
feladat elvégzéséhez sziikséges id6 csokkenését veszi figyelembe az elvégzett feladat
mennyiségnovekedésének fliggvényében. A tanulasi hatds figyelembevétele miatt
jelentkezd koltségesokkenés tehat a fajlagos raforditott munkaidd csokkenésén, ezaltal a
fajlagos bérkoltség csokkenésén keresztiil ragadhaté meg. Vagyis a fenti modellek egyike
sem foglalkozik mindséggel kapcsolatos kérdésekkel vagy selejtarannyal, selejtarany

csOkkenéssel.

A bemutatott modellek tobb egyszertsitést tartalmaznak: feltételezik, hogy a vizsgalt
idészak alatt az azonos termék minden darabjat azonos aron értékesitik, valamit a
termékhez sziikséges alapanyagokat azonos aron szerzik be. Tovabba a modellek
feltételezik azt is, hogy az azonos idGegységre vetitett bérkoltség is valtozatlan marad a
vizsgalt id6szakban. A modellek tehat nem szdmolnak proporcionalis vagy novekmény
jellegli arkedvezménnyel, illetve taloraval és az azzal jar6 tobbletkdltséggel. A

kovetkezOkben részletesen vizsgaljuk néhany kozelités hatasat az eredményre.

6.1. Eltérés a Mclntyre és a dolgozatban szereplé modellek kozott
E. V. Mclntyre cikkében szerepld nemlinearis AKFN-modell (Mclntyre, 1977) a

kovetkezOképpen irhato le:

N=A-K,-Ky=pQ-cY -Q-K, (58)

A dolgozatomban szerepld nemlinearis AKFN-modell ((18) és (19) dsszefiiggések) a
kovetkezd:
N=A-K,-K,=A-K

) fo -K -K fo (59)

p,lin p,nemlin 0

N=p-Q-r-Q-c-Y -Q-K, (60)

Mint lathaté, E. V. MclIntyre cikkével szemben, a dolgozatomban két részre
bontottam az Gsszes proporcionalis koltséget: eqy linedris és egy nemlinedaris részre. A
linearis rész jelenti az idével nem Osszefiiggd proporcionalis koltségeket, példaul a

kozvetlen anyagkoltséget. Noha elképzelhetd, hogy a gyartds folyaman a fajlagos
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kozvetlen anyagkoltség valamilyen mértékben csokken, pl. a tapasztalatszerzéssel jard
,biztonsagi rahagyas” csOkkenése miatt, de ezt a csokkenést a dolgozatomban

elhanyagolhatonak veszem, emiatt a kozvetlen anyagkoltséget linearisnak tekintem.

Az 0Osszes proporcionalis koltség nemlinedris részét a bérkoltség adja. A tanulasi
hatas miatt a fajlagos gyartasi id6 a mennyiség novekedésével csokken, ezért a fajlagos
bérkdltség nemlinedris, degressziv fliggvény.

Az 0sszes proporcionalis koltség a kozvetlen anyagkoltség és a bérkoltség

fliggvényének 0sszegébdl adodik, vagyis a bérkoltséghez hasonldan szintén degressziv.

Ez a megkiilonboztetés azokndl a gyartasi folyamatokndl kiilondsen fontos és nagy

jelentéségli, ahol az anyagkoltség nem elhanyagolhatd a bérkoltséghez képest.

6.2. A szumma kozelitése integrallal a kumulalt tanulasi gorbe
leirasanal
Az 5.2. fejezetben a kumulalt tanulasi gorbe szummajat integrallal kozelitettiik a (33)

képlet szerint:

X; b +1

by in bl | L b ) _ L1 pemals _ X7 (61)
B -Pracclgipe] gk

Mivel a nemlineédris termékszerkezet optimalizalasi modellen ezt a kozelitést
hasznalom, ezért fontos megvizsgalni a kozelités okozta torzitas jelentdségét. A
szummaval €s integrallal szamolt értékek kozotti kiillonbség szemléltetésére elkészitettem
a 15. abrat, melyen a kumulalt végrehajtasi 1d6 lathaté a gyartott mennyiség
figgvényében L = 0,95; L = 0,9 és L = 0,85 tanulasi ratdk esetén. Az abran lathato, hogy a
szummads alak és az integralos kozelités kozotti kiilonbség csekély. Minél nagyobb a
tanulds mértéke, vagyis minél kisebb az L, annal nagyobb a kettd kozotti kiilonbség,
ugyanakkor ez a kiilonbség a gyartott mennyiség novekedésével folyamatosan csokken,
ami a 6. tablazatban szamszertien is megfigyelhetd.

A 6. tablazat a gyartott mennyiséget (X), a fajlagos végrehajtasi id6t (Y(x) [L]), a
kumulalt végrehajtasi idét (Sum Y(x) [L]), a kumulalt végrehajtasi id6 integralos
kozelitését (Int 0—x [L]), valamint utobbi kettd kdzotti szazalékos eltérést mutatja adott L
tanulasi rata esetén. A tdblazatbol kiolvashatd, hogy a szdzalékos eltérés kezdetben

gyorsan csOkken és viszonylag hamar, kis mennyiségnél elér egy elfogadhat6 hibahatart
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(pl. L = 0,85 esetén a szazalékos eltérés a 17. darab esetében mar 5% alatt van), majd még

tovabb csokken. A valdsagban ennél sokkal nagyobb mennyiségeket gyartanak. Nagy

mennyiségek esetén a szummas ¢és integralos alak kozotti eltérés mar valdban

elhanyagolhato, vagyis az integralos alak jo kozelitést ad, ezért alkalmas arra, hogy a

nemlinearis termékszerkezet optimalizalasi modellben ezt hasznaljuk.

Y(x) [gépora]
160

Kumulalt végrehajtasi id6

140 A

120 -

100 ~

80 -

60 -

40 4

20 ~

Sum Y(x) [0,95]
Int 0->x[0,95]
Sum Y(x) [0,9]
Int 0->x[0,9]
Sum Y(x) [0,85]
Int 0->x [0,85]

20

40

60

80

100

Gyartott
mennyiség
x [db]

15. abra A kumulalt tanulasi gérbe szummajanak és integralos kozelitésének dsszehasonlitasa

Forras: sajat
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6. tablazat A kumulalt tanulasi gorbe szummajanak

és integralos kozelitésének osszehasonlitasa
Forras: sajat

L =0,95; b =-0,074;

a =2 [gépora]

L =0,90; b =-0,152;

a=2[gépora]

L =0,85; b =- 0,234,

a=2[gépora]

d(intO- d(intO- d(intO-

vx) | Sum | Int s(um)/ vx) | Sum | Int s(um)/ v(x) | Sum | Int s(um)/

X No,05] | YOX) | 0% | g sl po.e] | YO0 | 0% | umx [ j0.85] | YX) | 0% | g
[0,95] | [0,95] | "1 [0.9] | 0,91 | “J00 [0,85] [0,85] | “100

[db]| [go] | [g9d] | [go] | [%] | [96] | [9d] | [go6] | [%] | [9d] | [9d] | [go] | [%]
o[ 0,00] 0,00 000] ####| 000 000 000 ####| 000 000] 0,00] #uuk

1 2,00] 2,00] 2.16| 7.99| 200 200 236| 17.92| 2,00] 2,00] 2,61| 30,63

ol 1,90] 390 410] 522 1,80 3.80| 425 11,72| 1,70 3.70| 44| 20,04

3| 184 5,74| 597 400| 1,69 549] 599 901| 1,55 525| 6,06| 1548

4| 181] 755| 780 329| 1,62 711| 7.64] 7.44| 145 6,69| 7,55| 12,85

5| 1,78] 932| 959] 281| 157| 8,68 9.23| 639 1,37 806| 896| 11,10

6| 1,75 11,08] 11,35| 2.47| 1,52| 10,20] 10,78| 564| 1,31| 9.38|10,30| 984

7| 1,73] 12,81] 13,09] 2.21| 1.49] 11,69] 12,28| 507| 1,27] 1064 11,59| 8,88

8| 1,71| 1a52] 1481 201| 1,46] 13,15] 13,75| 462| 1,3| 11,87| 12,84| 8,12

o| 1,70 16,22] 16,52] 184| 1,43] 1458] 1520] 4.25| 1,19] 13,07| 14,05 7,50

10| 1,69]17,91] 1821 1,71| 1,41] 15.99] 16,62| 3,95| 1,17| 14.23| 15,23| 6,99
11| 1,67] 19,58] 19,00| 1,59| 1,39 17.38] 18,02| 3.69| 1,14| 1537 16,38| 6,55
12| 1,66] 21,25| 21,56| 1,49| 1,37 18.75] 19,40| 3.47| 1,12| 16,49 17,51| 6,18
13| 1,65] 22,90| 23,22| 1,40| 1,35 20,10] 20,76| 3,27| 1,10] 17,58] 18,61| 585
14| 1,65| 24,55| 24,87| 1,33| 1,34 21,44| 22,11| 3,10| 1,08] 18,66] 19,70 556
15| 1,64] 26,18| 26,51| 1.26| 1,33 22,77 2344| 2,95 1,06] 19,72| 2077| 531
16| 1,63| 27,81| 28,15 1,20| 1,31 24.08| 24,76| 2,82 1,04] 20,77 21,82| 5,08
17| 1,62] 29.43] 29,77| 1,15| 1,30| 25,38 26,06| 2,70| 1,03| 21,80 22.86| 4,87
18| 1,61] 31,05] 31,39| 1,10| 1,29] 26,67| 27,36| 2,59| 1,02| 22,81] 23,88| 4,68
10| 1,61] 32,66| 33,00] 1,05 1,28]| 27,95| 28,64| 2,49| 1,00| 23,81] 2489| 451
20| 1.60| 34,26] 34,61| 1,01| 1,27| 29.22| 20,92| 2.40| 0,99 24,80 2589| 4.36
21| 1,60] 35,86] 36,21| 098] 1,26] 30.47| 31,18| 2.31| 0,98| 25,78 26,87| 4,21
22| 1,59] 37,45] 37,80] 094| 1,25| 31,72| 32,43| 2.24| 0,97 26,75]| 27,84| 4,08
23| 1,59] 39,03] 39,39| 0,91| 1,24 32,97| 33.68| 2.17| 0,96 27,71| 28,81| 3,96
24| 1,58] 40,61] 40,97 088| 1,23] 34,20] 34,92| 2,10 0,95| 28,66 29,76| 3,84
25| 1,58| 42,19| 4255| 085| 1,23| 35.43| 36,15| 2,04| 0,94] 29,60 30,71| 3.73
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7. OSSZEFOGLALAS

» TDK dolgozatomban a tanulasi hatas figyelembevételének lehetdségét vizsgaltam

koltségelemzési és termékszerkezetvizsgalati problémaknal.

* A dolgozat elsé részében Osszefoglaltam a tanuldsi gorbével kapcsolatos
alapismereteket, bemutattam az alapfogalmakat, ezutan ismertettem AKFN-struktirdhoz

kapcsolodo alapokat.

« A hagyoméanyos AFKN-modell szamitisainal linearis koltség és arbevétel
figgvényeket hasznalnak. Ez részben leegyszeriisiti a szamitasokat, masrészt, ha a
dolgozatban emlitett feltételek nem allnak fenn, akkor jo kozelitést ad. Ha azonban
figyelembe vessziik a tanulasi hatast is, akkor a koltséggorbék a linearissal szemben
degresszivek, és az igy kapott eredmények jelentdsen eltérhetnek a linearis modell
értékeitdl, kiilondsen nagy mennyiségek gyartasakor.

* TDK dolgozatom kapcsan azt vizsgaltam meg, hogy kiilonb6z6 tanulasi ratak
esetén mekkora a linedris €s a nemlinedris modellek eltérése és ez milyen menedzsment
kovetkeztetések levonasat teszi sziikségessé. A vizSgalatokhoz Excelben modellt
készitettem, melynek segitségével szamitdsokat végeztem. Az eredményeket tablazatokba
szerkesztettem ¢€s abrakon szemléltettem. Az abrdk segitségével megallapithato, hogy
minél nagyobb a tanulasi hatds, vagyis minél kisebb a tanuldsi rata értéke, annal
alacsonyabb a koltségfiiggvények (proporcionalis- €s ezaltal az 6sszes koltség fliggvény)
érteke. Mar 95%-os tanulasi rata esetén is jelentdsen csokkentek a koltségek abban az

esetben, ahol a proporcionalis koltségek aranya joval meghaladta a fix koltségek aranyat.

+ TDK dolgozatomban megvizsgaltam, tovabba azt is, hogy hogyan alakul a
hagyomanyos, linearis termékszerkezet optimalizalasi modell, ha figyelembe vessziik a
tanulasi hatast. Megallapitottam, hogy a tanulasi hatds figyelembevétele olyan
nemlinearis problémara vezet (konvex eréforraskorlat és konkav célfiiggvény) amely a
nemlinearis optimalizalas modszereivel is csak nehezen oldhatdo meg. Kidolgoztam ezért
egy olyan modszert, mely ezeket a nemlinedris fliggvényeket linearizalja. Ennek
eredményeképpen felirhatd egy 0j linedris feladat, mely alulrdl kozeliti a tanulési hatast is
figyelembe vevd gorbéket, lehetdvé téve ezzel a feladat megoldasat, linedris

programozassal, tovabba az érzékenységvizsgalati eredmények értelmezését is.

* A TDK dolgozatomban a nemlinearis termékszerkezet optimalizalasi problémanak

a megoldasa kapta a f6 hangstlyt. A kutatds tovabbi iranya lehet a tanulasi gorbe
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stacionarius allapotat is figyelembe vevd elemzések kidolgozasa, valamint a linearizalt
termékosszetételi  faladat  érzékenységvizsgalati  eredményeinek  értelmezése és

érvényességének meghatarozasa.
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