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EzUton szeretnék kdszonetet mondani konzulensgibneRagi Katalinnak és Dr.
Bojtar Imrének, hogy e dolgozat megsziletésébergitsegemre voltak. Mindketten
segitkészen alltak rendelkezésemre barmilyen problémpcsém, azs szakmai

tanacsaik nélkulozhetetlen alapot nyujtottak a nanmlelvégzéséhez.
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1. Bevezetés

A TDK dolgozatomban ovalis alaprajzu falazott be#ittokkal foglalkoztam. Kevésbé ismeretes,
hogy a gombkupola mellett nem kis szamban épultidgkiilonfélébb ovalis alaprajzzal rendeléez
ovalis kupolak is. Viragkorukat a reneszansz ésrakk idején élték, a két leghiresebb émiéster
Giovanni Lorenzo Bernini, akinek egyik legjelés¢bb munkaja a Sant’Andrea al Quirinale templom,
illetve Francesco Borromini volt, aki a San Carle ®Quattro Fontane templom megépitésével nyerte
el hirnevét. A tanulmany dlgészében az ovalis kupolak kialakulasatstigkeét, épitészettorténetét —
beleértve a kulénbdzépitési modok kialakuldsat is - foglaltam 6ssze.

A falazott szerkezetek habarccsal vagy anélkilgigsirett, kulonallo, diszkrét elemek egyittese,
mechanikai vizsgalatuk igen komplex feladat, esgyy kilon blokkban foglalkoztam a lehetséges
vizsgalati modszerek bemutatasaval. Ezek a moddsaemetinuummechanikai, diszkrét felépii¢s
esetleg a keit 6tvozesebl keletke®y modelleket alkalmaznak. Mindegyik esetben kitéri@madott
vizsgalati médszer éhyeire, hatranyaira, korlataira, illetve alkalmaz#ddakat mutattam be. A DEM
(diszkrét elemek modszere) egy kulon fejezetet kapsz a kédbbi vizsgalatokat ezzel a médszerrel
végeztem el, s a mdédszer adta I6kégek feltarasahoz, az eredmények értékelésehegedlgetetien
a modszer alapos ismerete.

A dolgozat utolsé része az Onalléan veégzett viadgkkal foglalkozik. Az ovalis kupolak
parametrizalt matematikai feltletének definidlas@nuegy olyan 6sszetett algoritmust irtam Matlab
segitségével, mely a fellletetoed meghatarozott métetepitelemekkel fedi le. Kilonés gondot
forditottam arra, hogy a geometriai modell a |éhktgjobban tikrézze a valésagot. A Matlab
koérnyezetben irt algoritmus nem csak az egyesédpinek koordinatait szamolja ki, hanem a
vizsgalatokhoz hasznalt 3DEC diszkrét elemes proboa input file-t general. Kilén megadhatd,
hogy allvannyal vagy anélkiul toérténépitési modot akarunk-e szimulalni, s azt meregyva
deformalhatd blokkokkal kivanjuk-e tenni. A vizsgtalk © célja a kilonbdZ geometriai kialakitasu
ovalis kupolak azon minimalis falvastagsagainak ma¢fyozasa volt, melyre a kupola sajat 6énsulya
alatt még nem omlik 6ssze. Ezt a #dlsiekben a mar megléwoltozatok biztonsaganak megitélésére
hasznalhatjuk. Gombkupola esetére a képlékenysé&gtamatikai tétele segitségével megkiséreltem
levezetni a szakirodalomban ismeretes, de — tudmmészerint - még csak statikai modszerrel
meghatarozott elméleti értéket. Az 6sszetett faklleendelke# ovalis kupoladk esetén mar diszkreét
elemes szimul4ciét alkalmaztam. A gémbkupolara ismlenéleti eredmény szerint kalibralni tudtam
a diszkrét elemes modellt, illetve a mérethatasgaiatat is elvégeztem. A vizsgalatokat mind merev,
mind deformalhaté elemekkel, valés, mért anyagjettikkel is megcsinaltam, majd az eredményeket
tablazatos formaban, illetve grafikonon kdzoéltem.viksgalatok targyat képezte még barmely, a
gombkupolatél eltér mechanikai viselkedés feltardsa is : példaul aatmmbk eloszlasanak, a
kulonb6s kialakitasok 6sszeomlasi mechanizmusanak, az @sdas soran kialakuld csuklosorok
helyének, valamint a repedéskép kialakulasanalgalata.
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2. Az ovalis kupola kialakulasa, torténete

Ebben a pontban az ovalis kupolak fogalmat, épit&azénetét, kialakitasuknak, épitésiknek
jellemzit, illetve a vizsgalhatdé mechanikai jelletiket szerethém megismertetni.

2.1.Az ovdlis kupola fogalma

Ovdlis kupolardl akkor beszélink, ha alaprajzilértioen vagy valamely fuUgtpges metszetben
ovalis profillal rendelkezik a boltozat. Az ,,ovdlisz6 a latin ,ovum” {ojas) szobdl ered, jeldlve ezzel
egy gorbe, illetve egfeliilet valamely metszeténelakjat (1}.

Az ovalist gyakran dsszetévesztik az ellipszisael| egy matematikailag pontosan leirt gbrbe, az
ovdlis ezzel szemben joval altalanosabb gorbe .|&me€pitési gyakorlatban alkalmazott ovalisok a
kovetked kozos tulajdonsaggal rendelkeznek (2) :

« konvex, zart gorbek,

« differencialhatoak, folytonosak, nem meidmnek magukba,
¢ minimum egy szimmetriatengelyuk van,

« specidlis esetik az ellipszis.

A rajzi és épitési gyakorlatban ezeket a gorbékedszerint tobb kilonbézsugari és kdzépponta
koriv illesztésével alkottak/alkotjak meg, a véglegorbéknek nem volt pontos matematikai leirasa,
flggvénye. A koriveket ugy illesztették, hogy desktési pontokban azonos édwel kapcsolodjanak
egymashoz, igy téve folytonossa a gorbét. A feintale szerint tehat az ilyen ovalis barmely pontja
egy koriven fekszik, bizonyos szakaszokon a gothiglg allando, szemben az ellipszissel, ahol a
kortol eltérs altalanos esetben, a gorbilet pontrdl pontra vikitéz 1. abranlathato, hogy a gorbileti
sugarak megfelélmegvalasztasa esetén az ilyen ovélis gorbe aliglté matematikailag pontos, az
eredeti gorbével azonos kis é€s nagy tengelyekketlalged ellipszistl. Az eltérés meértéke
természetesen fligg az aranyoktél, az alkalmazekt $ugaratdl sth. Az ilyen koriveidbdsszeallitott
ovalisoknak minimum neégy kézéppontja van, azaz mmimh négy korivBl allithatbak ossze.
Megjegyezzilk, hogy ez a leggyakrabban alkalmafditas, bar néhany esetbeiferdul Iényegesen
tobb ivi®l illesztett gorbe is, lasd példaul (2)-t.

._:;_.f" wt"%.\
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1.4bra4 korivhil illesztett ovalis, eredeti ovalist (kék) legjolibldzelit ellipszis (piros)

Mér emlitettik, hogy vannak matematikailag pontossint ovalis gorbék is, mint példaul az
ellipszis. A kdvetkedekben néhany ilyenmatematikailag pontos valtozag#eretnék bemutatni.

! A tovabbiakban (1) formatum az egyes hivatkozasgkiformatum a képletek sorszamozasat jeldli.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jézsef



T 7G 1782 . .
Epitémérndki Kar MUEBGVETEM Tartoszerkezetek Mechanikdaja Tanszék

A Descartes-féle ovéalis René Descdrtgakotasa”, § 1637-benkezdett el foglalkozni ezzed
témaval, optikai problémak kapcsan. Apvalisa a kovetkéztulajdonsagokkal bilegyenP ésQ fix
pont a sikban, illetve jelolj@(P,S) ésd(Q,S) azS pontP-t6l ésQ-tdl 1évs tavolsagat. Legyem ésa
tetsdleges valos szam. Ekkor a Descartes-féle ovalen@ypontok halmaza, melyek kielégitik a :

d(P,S) + md(Q,S) = a 2.1)

egyenbséget. Descartes-féle ovdlis parnak nevezzik &&goontok halmazat, melyek a fenti
egyenbség tovabbi harom variacioja kdzul pontonkéntdtkielégitenek :

d(P,S) + md(Q,S) = taésd(P,S) — md(Q,S) = ta (2.2)
egyenbsegekél van szé. A fenti egyefiségek megoldasat felirhatjuk polinominalis alakisan
[(1 — m®)(x? + y?) + 2m?cx + a® — m?c?]? = 4a?(x?* + y?), (2.3)

aholx, y koordinataparok egyenként a fent emlitett négy elggegldl kettét kielégitenek, illetve ahol
c a két fokuszpontR,Q) kozaotti tavolsagot jeldli.

A Descartes-féle ovalisok néhany specialis esetdl)pegyenbségbenm = 1 ésa > d(P,Q)
esetén ellipszist kapunk a jol ismert formulavahzaz ellipszis barmely pontjat vizsgalva a gogs
Q-tdl val6 tavolsagainak dsszege allandé.ahla= a / d(P, Q) , akkor egy Pascal-féle gorbetpunk
ilyen alakzat példaul a kardioid is. hla = —1és0 < a < d(P,Q), hiperbolakat kapunk, melyek
nyilvanvaléan nem zart gorbék (3). Par esetet tathkaa2.abran

Descartes-féle ovalisok

06+

05+

— Ellipszis (m=1.00 c=0.50 a=1.50)
Pascal limacon (m=alc ¢=0.50 a=1.50)

— Hiperbola (m=-1.00 c=0.50 a=0.15)

150 Hiperbola (m=-1.00 c=0.50 a=0.35)

o — Hiperbola (m=-1.00 ¢=0.50 a=0.45)
1 1 1 f 1 1 \ 1 1

2.4braDescartes-féle ovalisok

Valamivel ké$bb, 1680-ban Giovanni Domenico Casswizsgalta a réla elnevezett Cassini-féle
ovalisokat. Az @lz6 jeldlésformat alkalmazva a Cassini-féle ovalisaol$ pontok halmaza, melyek
kielégitik a kdvetked egyenbséget :

d(P,S) * d(Q,S) = b2 (2.4)

Lathatd, hogy ez esetben nem a tavolsagok dsstegem azok szorzatét tekintjik konstansnak. Ha a
két fokuszpontot az origéra szimmetrikus@na, 0) és (a, 0) koordindtapontokba helyezzik el, az
egyenbség a kovetkeképp is felirhatd

’ René Descartes (1596— 1650) francia filozofus, ésmatkutaté és matematikus.
* Giovanni Domenico Cassini (1625— 1712) olasz szaasia francia csillagasz.
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[(x — a)? + y?][(x + a)? + y?] = b*. (2.5)

A gorbe alakja az = b/a aranytol figg. He > 1, a gorbe folytonos, mind a két fokuszpontot
korbezéarja. Hae < 1 , akkor két kulonalldo hurkot kapunk, melyek kulkialon zarjak korbe a
hozzajuk kozelebb Iévfékuszpontot. A két eset kozotti hatar az= 1 eset, amikor egy folytonos
gorbét, egy fektetett nyolcast kapunk. Az dsszes ledzil a legspecialisabb, amikeor— 0, azaz a

két fokuszpont egybe esik, vagyis— oo, ekkor a kapott gorbe egyenlete dggugari kornek felel
meg (3). Cassini-féle ovalisokat lathatun®.abran.

ib=0.6a, 0.8, a, 1.2a, 1.4a, 1.6a)
3.4braCassini-féle ovalisok (3)

A XIX. szdzadban a francia matematikus, Gabriel &anolt az, aki altalanositotta az ellipszis
egyenletét. Ezeket a gorbéket nevezzik szuperaBiglanek. Legaltalanosabb felirasuk a kdveikez

lx /al™ + ly/b]* = 1, (2.6)

aholm,npozitiv valés szamok. Lathatd, hogy imen= 2, akkor az ellipszis jol ismert egyenletéhez
jutunk. A4.abrannéhany ilyen szuperellipszist latunk (4).

<i»-}{|||@-1—}{1|{if-}l

05 _ 05

— St

4.abraSzuperellipszisek (4)

A fenti példak az ovalisok soksfiséget mutatjadk. Természetesen ezek kozlul az épitési
gyakorlatban csak azokkal talalkozunk, melyek tldagagai megegyeznek a masodik bekezdésben
felsoroltakkal. Latni fogjuk, hogy éfeg a szuperellipszisek komdbakadnak példak megépult
boltozatokra, de inkdbb alaprajzi értelemben, oakk — természetesen torténeti okokbol adédoan -

* Gabriel Léon Jean Baptiste Lamé (1795 —1870) francia matematikus.
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nem a pontos matematikai leirast kovetve, csuptritiwn alapon, hasonlé formakat Iétrehozva. A
legtbbb esetben a legéiek emlitett, korivekll kapcsolt valtozattal talalkozhatunk, hisz akkarib
sem a megfelélmatematikai felkésziltség, sem a pontos matemaikhék kivitelezését megenged
szaktudas nem allt rendelkezésre, kériveket visaonél egyszébben lehetett kiizni.

Attérve a haromdimenziés elemzésre, ovoidnak neilezz ovalis tulajdonsagokkal rendelkez
fellleteket. Ezeket legegys#bben ugy kapjuk meg, ha valamely szimmetrikus gvgbrbét egy
szimmetriatengelye koril megforgatunld kapott forgasfelllet konvex, minden pontjaban a
gombkupolakra is jellenten pozitiv Gauss-féle szorzatgorbileteket kapurekEa fellletek tehéat
elliptikus feltletek (5).

2.2.Epitészettorténeti attekintés

Az ovalis, mint épitészeti forma, mar az Okori kaécioknal megjelent. Ebben a pontban az
okortol kezdve szeretném bemutatni ddpgsét, alkalmazasi lelisegét — nem csak falazott kupolak
esetén - napjainkig bezarolag.

2.2.1. A kezdetek

A legkorabbi ismert ovalis alaprajzu, ovalis ketesztszei épiletek még matematikailag
meghatarozott forma nélkil épulltek, az emberek zaglisn megprobaltak lefedni a teret a
leghatékonyabb mddon. A legrégebbi ismert ilyenlgtpti melyet i.e. 4000 koril épitettek falazassal
(5.abrg, a mai Torbkorszag tertletén fedezték fel (1). Apitéstechnologia egys#ervolt.
Szabalytalan formaju vizszintesigitket épitettek a téglakbdl, kovelbegymas tetejére, konzolosan
befelé haladva, mig végul legfelll az épitmény éssm zarddott. A diyiik kozotti kapcesolati felllet
vizszintes volt. Ma ezt alboltozatnak, alkupolahakuk. Egy ilyen tipusu kupolat mutat i.e. 1258-b
az 5.4bra Ezek a Kkunyhok — eltéfen a koradbban készilt épitmények tobbgggétmar nem
ideiglenes célra épultek, hanem a letelepedés kéxetenyeként alakultak ki. Hasonlo jelenséggel
taldlkozhatunk Eurépa nyugati részein is, példadrfyolorszagban nem egy ilyen széraz falazassal
épult kunyho all a mai napig is, évezredeket t@€h).

ML s
P

5.abraToérokorszag teruletén talalskunyhok (balra) (1), az Atreusok sirkamraja Mukeere (jobbra) (7)

2.2.2. Mezopotamia és Egyiptom

A boltiv alkalmazéasa, felfedezése sokkal dkds kbvetkezett be, mint az alkupolaké. Azdéels
boltiveket i.e. 3500 kdrnyékén épitették EgyiptosnMezopotamia tertletén, hogy allando lefedést
biztositsanak a halotti siremlékek szamara (8) BEginte durva téglakbdl épitettek iveket, az
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atboltozédés hataséat alkalmazva nyildsathidal&sibb rgjottek, hogy az iv sokkal hatékonyabban
dolgozik, ha a kdveket méretre faragjak, illetvela megfelel pozicibban egymashoz illesztik, s ily
maodon a nyomasvonal mentén aétdevezethetik az alapozasig, illetve a teherhdeddzatra, mely
az ivet tartja.g.abra

6.4braA boltiv miikddési elvg1)

Két évezred alatt sokféle boltiv tipus létezett szgyre, nem volt kitlintetett alakétsa mai
értelemben vett etalon, az ék alaku kovidldpitett koriv boltozat fefidésének, kitlintetett szerepének
sincs nyoma (8) (9). Alapv&n a dongaboltozatokat épités kdzbeni alatAmasktiagsaz zsaluzassal
épitették, de néhany esetben el lehetett hagynallsanyzatot, mégpedig ugy, hogy a boltozat
hossztengelyére mideges egyik végén falazat volt, melyre épitéskaddn dontotték ra az egyes
boltiveket, igy azok egymasra térben tamaszkodviaordidak maradtak aldtdmasztas nélkdl is
(7.4bra).

7 ; ,
,;,,f,,i,:,r,r,:,l,i,:
i~

GRUNDRI 55,

7.abraAllvannyal és allvany nélkil épilt kunyhok Mezopwiaban (1)

A sirkamrék lefedésére minimalis méreteket alkabalazigy az el boltozattipusok tAmaszkoze
nem haladta meg az egy-két métert. Az akkorivépésterek ,erzesty’ épitettek. Kilonboé formakat
alkalmaztak, melyeket rendre finomitottak tapastéék alapjan. Nem is meglép hogy ezért
talalkozunk az 6kori épitészetben olyan sads-sokféle- ovalis boltozattal. Ha belegondolunk, hogy
egy boltozat, boltiv stabilitasat tisztan geometviasgélatokkalis kimutathatjuk, belathatd, hogy a
tamaszvonalat sokkal jobban koveti az ovalis format a koriv, igy tehat — szerencsésen eltalalt
ovalis alak esetén — azobbi biztonsagosabbnak mondhaté ugyanazon vastagséigtt, mint az
utébbi.
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Mikdzben az i.e. masodik évezredben egyre nagyafitpzatok épiiltek — pl. a Ramess€um
mezgazdasagi épuletei mar 5 méteres fesztavval reextelk — felmerilt az igény a szabvanyos
formakra, mellyel megkesdhetett a tomeges felhasznéalas. Az egyiptomialkkatnaazott geometria
mesterei voltak, igy ed&eént 6k fogalmaztak meg pontos, k#heth geometriat az altaluk gyakran
alkalmazott ovdlis alakra. A 3-4-5 oldalaranyokke#ndelked derékszdd haromszog elvét
alkalmaztak, ez az ovalis egyskarsapokkal és zsinorokkal kivitelezbetl0). Az elvet a8.abra
mutatja. Az ovalis indul6 és érk&pontjdhoz egy-egy csapot Utlir&dd a 8c abrgt Egy 8 és egy 5
egyseég sugaru zsinort a két csaphoz (A és A’ gait)nk, majd egymashozdsitjik 6ket agy, hogy
az 5 egységnyi zsindrt a 8 egységnyi zsinorra kogtinak legfsitésédl 5 egységnyi tavolsagra.
Ezutan a kiindulé pontbdl a hosszabb kotél végBtafoatosan feszitve tartva meghuzhatjuk az ivet.
igy tehat egy-egy szakaszon, ahol a révidebbik slgihyed 8 egység sugaru koriviink, ahol a két 5
egysegnyi szal feszul, 3 egység sugaru korivirk les

8. abraEgyiptomi ovalis iv kitizése zsindrokkal (10)

Nem csak az ébb emlitett mddon lehet Kizni egy boltozatot. A &miivesek gyakran a kapcsolédé
falakra vazoltak fel az épitetichlakot, amit folyamatosan valtoztattak, mig a rekd§ format meg
nem kaptak (1). Ezt a format véglegesiteni is letheA mester a vazlathoz egy vizszintes vonalat
hazott, s megfeléltavolsagokra, a vizszintes vonal megiektamra valo osztasaval lemérte az egyes
magassagokat, igy a boltozat &aéls aranyosan reprodukalhatd volt. llyen rajzokéiltiak i.e. 3000-
2700, a Ill. dinasztfauralkodaséanak idejélr a szakkarai 1épés piramisok mellett.q.4brg) Néhany
elmélet szerint az egyiptomiak mar ellipszis al@kltozatokat is épitettek, bar ez elég valbiem,
hisz mai tudomasunk szerint ék€nt a gorégok irtak le matematikailag pontosandebét az i.e.
negyedik szadzadban. Az elméletek nem alaptalanak.all egyiptomi 3-4-5 tipusu ovalist egy
derékszog koordinatarendszerben szerkesztjuk fel, akkor lwondinatai maximum 1-2 %-ban térnek
el az ovalishoz legjobban illeszkedllipszistl, mely hibat az épitési pontatlansagok érzékellezteé
tesznek.

> A Ramasseum Il. Ramszesz faraé emlékére emelt ceneglyittes Egyiptomban, Luxor varosanak Thebaninev
temetkezési helyén

® Az 6egyiptomi lll. dinasztia az Obirodalom korankézdete. Ez az uralkodéhdz alapozta meg az egy&mastom
kulturalis és gazdasagi rendszerét.
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9. abraOvalisok rajzi kitizése (1)

2.2.3. A gorog vilag és a Romai Birodalom

A go6rogok elédleges épttanyaga a & volt, ezért elszeretettel alkalmaztak ék alakura faragott
kovekkdl epalt, kivetel nélkil félkér alaku valddi boltiket. A legtobb példat alkalmazasukra azonban
csak masodlagos épitményeknél lathatunk: csatoéhakaroskapuknal. Néhany konzolosan épult
alboltozatnal megjelennek ovalis formak, de olyamdszeres alkalmazast nem talalunk, mint a
téglaépitészettel bliszkélkedh&gyiptom vagy Mezopotamia esetében (11) (12).

2

- ¢ ——

10.4braAz amfiteatrumok rekonstruélt geometrigd8) 11.abraSt. Gereon temp. (fent), a rémabel(lent) (1)

Eurdépaban az ovalist a ROmai Birodalom amfiteatinalealkalmaztak, ezen épuletek jellefan
ilyen alaprajzzal épultek (13)1Q. abrg. Ettl eltekintve az ovalis formak, ovalis kupolak nem
terjedtek el a rémaiaknak a tokéletesség szimbolumanak a gombét, illeteerdralizalt formakat
tekintették, igy kupolaik is talnyomorészt gombklgko Nehany kivételt azért talalunk: feltételezések
szerint (14) a kolni St. Gereon templom kdzépgolcszOglei tere egy régi ovalis alaprajza romai
épulet alapjain all 1. abrg. Masik ilyen példa egy dhid az olaszorszagi Narnibad?2( abrg,
melynek lejbs vonalvezetését két, egymasba kapcsolt, kildhls@gari negyed koriv segitségével
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alkotott ovalissal tudték kovetni. A fentiek alapj@mondhatd, hogy az ovélis formak nem jellemzik a
Rdémai Birodalom épitészetét, azonban kilonlegestéigkkéent talalhatunk néhany példat rajuk.

SR

12.abraNarnii hid (15) 13.abraSanto Tomas de Olla (16)
2.2.4. Kbzépkor

A legtobb kdzépkori kupola centralizalt elrenddzéazaz kor alaprajzu, feltelitg a romai
befolyas miatt. A roman stilust templomok legtobbjgonatkozik ez az allitas, am itt is akadnak
kivételek. A X. szazadi spanyol Santo Tomas de @haplom példaul egg,00x5,50 méteres ovalisra
szerkesztett nyolcsztgupola, melyet patké alaku boltivek hatarolnak) ((I3.abrg.

Franciaorszagban René Chappuis az 1970-es évekbwmritk kutatast végzett a boltozatok
formajaval kapcsolatban. Kézel 400 olyan roman tempt vizsgalt meg Franciaorszag déli részén,
melyekben megjelennek ovalis kupoldk vagy boltozarzek kézil 130 kupola volt ovalis alaprajzu,
segitségukkel Chappuis osztalyokba sorolta a kidzinbvalis formakat (17)14. abrg. Ez jelends
épitészettorténeti felfedezés volt, hisz igyolednt mutatta ki a reneszansz ovalis kupolainak
elézmeényeit. Az ovalis formak mas szerepbsmmegjelentek a roman boltozatokban, mégpedig a
keresztboltozat metszésvonalaként.

K 0

14.abraChappuis osztalyozasa (17)

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jézsef
13



aYAYS
Epitémérnoki Kar

Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

2.2.5. Gotika

A gotikus épitészetre az épités egysgiése jellemiz Ez tettenérhét példaul az egyik
jellegzetesebb gotikus épitészeti forma, a kerelipttat szerkesztésébeh keresztboltozatok bordait
mindig koriv alakura szerkesztették, mivel egyshbr volt ezt kitizni, mintsem két egymasba
metssdo felllet metszésvonalanak pontos helyét kiszaméking. Ezutan a bordak kozé elkészitették
a falazast, mellyel elkésziilt a teljes boltozdfis abrg. Az egyszeisités tehat abban allt, hogy nem a
felilet alakja, hanem az éeb definidlt torésélek szabtak meg a boltozat atakiEz az eljaras
feltehebtleg a bizanci épitészetben jelent megsedr azzal a kiulonbséggel, hogy a metszésvonalakat
nem e6sitették meg kiloén bordakkal, mint azt Nyugat-E@tigmn tették (18).

15. dbraGotikus boltozat épitésének mddija (18)

A kései goétikdbandleg Anglia, Németorszag és Spanyolorszag egyesirésregjelentek az ovalis
bordakkal efsitett egyedi alaku boltozatok. Az @ldokumentalt bizonyitékot az ovalis alkalmazasara
eb®Bl az idbbsl a kdzépkori épiletek rajzainak leggazdagablijtggnénye, a Wiener Sammlung
tartalmazza (19) (20). A rajzokbdl kideril, hogemngegyszdr modjat talaltdk a németek az ovalis
kiszerkesztésénelegy vizszintes szakaszt megfélezamu részre (pl. 3, esetleg 4 részre) osztunk, a
két szél§ pont altal megrajzolhatjuk a szé&leeszek korivéet. A két korivet szimmetrikusan rgjdo
balrdl és jobbrél, majd ahol ez a két koriv megéddiz a pont tetéieges, a tervézvalasztja meg, hogy
meddig hldzza az ivet -, azokbol a pontokbdl a stmgtatasaként egy-egy vonalat huzunk, melyek
igy a szimmetriatengelyen fognak 0sszentaisz s melyek igy a kézéfisszakasz korivét, annak
kozéppontjat, illetve sugarat ki is jeloliklq. abrg Az abra azt magyarazza, hogy ily modon
ugyanahhoz a hossztengelyhez és kisebbik sugarletedléges szamu kilénb6z ovalis
szerkeszthét Spanyolorszagban az ovalis iveket gyakran alkatdla a 15-16. szazadi goétikaban
féleg egyhazi és civil éplletek kapuzataban, illetlaezsony boltozatok meregibordajaként, melyek
altalaban a templomi korus alatt helyezkedtek gly Eyen alacsony ivelésboltozatot lathatunk a
17.abran

dha

W
A

16. abraOvalis szerkesztése a német iskola szerint (20)
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17.abraA toledoi San Juan de los Reyes templom boltogta

A 16. szdzad elejér sza&rmaznak olyan feljegyzések, mely szerint i&temnasféle geometriai
modszer is ovalis rajzolasara. &lizben a Leonardo Da Vinci nevéhez koth€odex Atlanticus
(1510) cintt miiben jelentek meg leirva ezek a madszerek (21)smeritté Durer nterweisung der
Messung”cimi kbnyve tettel525-ben. Az eljaras Iényege, hogy adott tamasekézmagassagra kell
egy olyan ivet szerkeszteni, mely ugyanilyen magais nydjtasabdl keletkezik. &zor a félkort egy
1:2 aranyu téglalapba rajzoljuk, majd a téglalagd alldalat 12 egyforma részre osztjuk. Ezutan egy
azonos magassagu, de a megéelémaszkozre illeszkédéglalapot rajzolunk, s ugyanigy 12 egyenl
részre osztjuk. A 12 osztas soran félgges egyeneseket hizunk minden osztopontba, rhajcaek
elmetszik a félkort, azokbdl a pontokbdl vizszintesalakat huzunk. Ahol ezek a vizszintes vonalak a
velik megfeled fliggsleges vonalakkal elmetszik egymas az (] téglaldgil, ott lesznek a nyuijtott
koriv, azaz az ovélis pontjal§. abrg. Természetesen ez az ovalis egyben ellipszideigzt Durer
nem tudta, vagy legaldbbis nem emlitette. Nem tpdntosan, hogy eredetileg Leonardo vagy Direr
Otlete volt-e a fent emlitett modszer, vagy csakldori épibmesterek tapasztalatait €s technikait irtak
le.
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18.4braA Durer-féle ovélis szerkesztése (1)

Erdekes megemliteni, hogy ugyanez a modszer megjedpanyol épitészeti ésoflaragod
értekezésekben is, melyeket a XVI. szazad masettbén Hernan Ruiz (1545) (22), Ginés Martinez
de Aranda (23) és Alonso de Vandelvira (24) irtakegrégebbi ilyen munkaz ugynevezett Libro de
arquitectura, mely Herman Ruiz munk@jat dicsérkéirat 1545 és 1562 kozott irddott és tartalmazza
Vitruvius Pollio ,De architectura” cith miivének el§ kotetét is, melyet szamos geometriai probléma
rajzi megoldasa, daragas, tampillér tervezés, klasszikus szabalypktegnplomtervezési témak
kovetnek. Hernan Ruiz olyan rajzokat is mellékaehyiEben, melyeken Diirer megoldasahoz hasonlo
modszert lathatunk, &m Ruiz megoldasa vetitésessmeéeh alapszik, mellyel a nyujtdsokat ferde
tengelyi vetitdsikokkal éri el. Az alabbi harom rajzonl9abrg lathatd, hogy semmiféle
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instrukciokkal nem lattdk el azokat, ami azt faltéti, hogy a kor épimesterei tisztaban voltak
ezekkel a szerkesztési eljarasokkal.

= ¥ — Y " & - — ]

19.4braRuiz kézirataban megjelent rajzok a vetitése mGdslz2)

Martinez de Aranda spanyol épitész a XVI. szazagéweéalkotott. 1590-ben irta értekezését a
kofaragas mveészetésl (23), melyben Iényegében a Direr- és a Ruiz-déi@is ivek szerkesztésnek
eljarasat mutatja be. Vandelvira 1580-ban csakt@éges mddszéit ir, de 6 se fiz hozz4 elegerid
informaciot, vagy leirast a rajzokon kivil, melygkntén az akkoridmives mesterek felkésztltségét
valoszirisiti.

Részletesebb leirast ovalis szerkesztés#rilibert De L'Orme kdnyveiben talalhatunk, eZEk61-
ben (25) és 1567-ben (26) jelentek meg. Két métspetat be, melyek tobbé-kevésbé a fentebb
emlitett két eljarason alapszanak. Kimondja, hodieresett gorbe, azaz az elnyujtott félkér - mint
tudjuk: ellipszis -, és igy nem rajzolhatd fel pmsdan kord segitségével, mint a korivakhillesztett
ovalis. Megmutatja azt is, hogyan lehet egy adotitipan a gorbe lokalis gorbiletét megallapitany, ig
az oda ilb kovet kifaragni. A megoldas igen egydzen beillesztendl ké helyének kézelében a gorbén
vegyunk fel harom pontot, ezek sorban A-B-C. Ezttkossuk meg az AB és BC szakaszt, mindkét
szakaszra allitsunk szakaszfélemellegest, majd ezek metszéspontja meg is adja azCAgBnton
atmerd kor kozéppontjat, mely kor kdzdlieg a B pont simuld kére.

2.2.6. A reneszansz és barokk

Lathattuk, hogy ovdlis formakat mar a kései goétd@bs sok alkalommal hasznaltak. Azt is
lathattuk, hogy &miives mesterek kulonféle technikakat fejlesztettelbgy barmely tamaszkozre és
magassagra ovalist szerkesszenek félkorok nyGphséagy zsugoritasival. Az ovalis tehat nem a
reneszansz talalmanya, de itt teljesedett ki jékmmt, itt alkalmaztak az épitészek arra, hogy Uj
térformalast valdsitsanak meg a templomépitésben.

Ugy tinik, hogy az ovalis alkalmazasa kilonbomiivészeti iranyzatokban mar a Cinquecento
kezdetén megmutatkozott. Panofsky szerint Michabngl$ munkdja, Il. Gyula papa sirkamraja is
ovalis bel$ térrel készult (27). Ugydinazt allitotta, hogy Correggio volt az &lgesb, illetve Gian
Maria Falconetto az elsszobrasz, akik ovalist alkalmaztak kompozici6jukl§a8). Pélerin (1521)
egyik kdnyvének lapjain két ovalist tartalmazd rggzmegjelenik: egy reneszansz ovalis boltozatu
kapu, valamint egy ovalis kere2q.abrg (29). Az ovalis formak szinesebbé tették @&veket, ezért
elészeretettel alkalmaztaiket.
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20. abraPélerin kényvének illusztracidi (29)

A leghiresebb épitészek, akik az ovalist tartotiaklj épitészeti formanak, az olasz Baldassare
Peruzzi, Sebastiano Serlio és Giacomo Vignola kolReruzzi volt az, aki é6zor gondolta, hogy
elénydsen alkalmazza az ovalis forma jellegzetessétaéla utan tanait, elveit tanitvanya Serlio vitte
tovabb, aki a legjelefisebb befolyassal birt az ovalis, mint épitészetntoelterjesztésében a kései
reneszansz és baroklbkben. Geometriarol sz6l6 kbnyvénekéeldtetében (1545) ovalisokrol kilén
szot ejt (30). Kijelenti, hogy lehetséges oval@itiféle modon is szerkeszteni, majd néegy kulétboz
eljarast vazol fel{1.4brg. Ezeket a valtozatokat ki majdnem mindegyik ezen témaval foglalkoz6
kényvben fellelhetjuk. Az épimesterek, épitészek tudtak, hogy az ovalis gorlagidsidinak szama
végtelen, mégis a Serlio-féle négy alaptipust ra&anlegtobbszor.

P i

21.4braSerlio négy ajanlott ovalis szerkesztési moédszade (

Serlio egy Ujabb kitzési mddszert is javasolt. A ki kertész-mddszernek emlegetett eljarassal
ellipszist lehetett szerkeszteni a fokuszpontoldbeert csapok €s egy zsinér segitségével. A zsinor
hosszabb kellett, hogy legyen, mint a két fokuszpévolsaga. A zsinort ezutdn megfeszitve barmely
pontban a fokuszpontoktdl léwavolsagok 6sszege, vagyis a zsinor hossza kanstanegy ellipszist
kapunk @2a.abrg. Késbb Serlio egy Ujabb megoldassal allh:etét koncentrikus félkort rajzolunk,
majd felosztjuk egyefil szogekre a koér sugaraival. Ahol a sugarak metazikagyobbik kort, ott
flggdleges vonalakat, ahol a sugarak elmetszik a kikdtit ott vizszintes vonalakat rajzolunk, majd
az 0sszetartozo fuglpges és vizszintes vonalak metszéspontja adjaais gpontjait, ami, mint Ruiz
eljarasa esetén, itt is ellipszis les2l§.abrg
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22.4braSerlio javaslatai ovalis szerkesztésére (30)

Amikor Serlio az ovalisok kiizéséél, szerkesztésér szolé részt is belefoglalta kdnyvébe, nem
csak geometriai problémaként kezelte azt, hanelmeéstartotta mestere, Peruzzi torekvéseit is, hogy
egy Ujfajta templomot alkosson meg. Epitészeti kéngk V. kotetében, melyet 1547-ben irt (31),
tobb templom-variacié kozott megjelenik egy ovéksnplom is 23.4brg. Ez a terv oriasi hatast
gyakorolt az épitészetre a reneszanszbd, as barokkban is. Ez az ovalis alkalmazasaban
merfoldkdonek tekinthet : olyan jelensséget kapott ezzel az ovalis, mint épitészeti fommat azebtt
soha. Ebben az éthen a kort is felllmulta néps#sege, pedig a kor az antik korok éta a geometriai
tokéletesség jelképe volt.

23. abraSerlio ovélis templomanak tervei (31)

Peruzzi és Serlio lefektette az elméleti alapollat,Vignola volt az, aki 66z6r gyakorlatban is
kamatoztatta ezt a tudast, s megépitette d@zmiélis templomot, a Sant’/Andrea-t Via Flaminiaban
(1550-1554) 24.4brg. Korabban, 1547-ben, Vignola mar megtervezett dggat alacsony
nyilmagassagu ovalis boltivekke254brg. Az ovalis boltivek alkalmazasa a hidak esetéhe
munkaja nyoman valt gyakoriva a XVIII. szdzad eatej@erronet hasonld, de policentrikus ovalis
boltivii hidakat épitett, s valt réluk hiressé a XVIIl. z@d masodik felében.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata
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25. abraVignola ovdlis boltiv hidjanak tervei (1)

Serlio és Vignola utan az ovalis kupolak gyorsaargdtek, de nem csak Olaszorszagban, hanem
Spanyolorszag, Franciaorszag és Kozép-Eurdpa gelendszén is. Fontos megemliteni, hogy
Vandelvira kézirata adtaragas mvészetél (1575) hat kilonféle ovélis kupola rajzat tartama. A
barokk legjobb épitészei leleményességiiket hagknatt immar nem kor alaprajzu terek miatt fellép
probléméak megoldaséara. Egyik leghiresebb épitésitasz Giovanni Lorenzo Bernini (1598 — 1680)
volt, akinek egyik legjeledsebb munkaja a Sant’Andrea al Quirinale templ@®dbrg. Az épulet
ovdlis alaprajza nem teljesen koveti Serlio modellffinom valtozas mutatkozik a bélgér
kialakitasaban. Mégis Bernini ovalisat klasszikksmeevezhetjiik. Ugy, mint Serlio terveiben, a
keresztmetszet profilja megegyezik az alaprajzéasafelilet agy alakul ki, mintha az alaprajzot
megforgattuk volna a hossztengely kora@lz.@brg

26.abraSant’Andrea al Quirinale kupolaja belil(32)
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27. abraSant’Andrea al Quirinale keresztmetszete és alapi@3)

A kor masik hires épitésze a svajci szarmazasutatiéban tevékenykédFrancesco Borromini,
eredetileg Francesco Castelli (1599 —1667). Egyikikaja a San Carlo alle Quattro Fontane (1663)
mar egy komplikéltabb alaprajzi kialakitast vazell Az alaprajzi ovalis alakja megvaltozik a kupola
alapjanal 28.4brg. Ez az ovalis eléggé eltér az akkoriban alkalrttazzokasos formaktol.
Kétségtelen, hogy Borromini fesziltséget akarterelia bel§ térben, ezért alkalmazta ezt a furcsa
megoldast. A barokk otletességet és hatarokat semeti miivészetét jellemzi, hogy ezen ovalisok
egyike sem hasonlit a Serlio altal lefektetett fapakhoz.

28.abraSan Carlo alle Quattro Fontane kupolajanak terveegepilt képe belidt (34)

A 18. szazadban az elméleti és gyakorlati megold&sadtek szétvalni. Attol, hogy elméletben
ismertek egy moddszert, még nem biztos, hogy aztyakaglatban is alkalmaztakgleg, ha az
korilményesen volt csak megoldhato. A kdrivek atleddsa rendkivil megkdnnyitette a gyakorlati
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kivitelezést, ez is lehet az oka annak, hogy barniBe és Borromini ismerték az ellipszis
szerkesztésének maodjat, mégis kokildrzerkesztettek ovalis templomi formakat. Ha betetplunk,
hogy az ellipszisnek pontrdl pontra valtozik a dibebe, arra a megallapitasra juthatunk, hogy ez
esetben minden egyes kdvet egyedire kell faragsti és rajzi bizonyitékok vannak ra, hogy a legtéb
templom koérivekBl szerkesztett ovalisokkal éplt, gondoljunk csdielgebb emlitett Sant’Andrea és
Carlo alle Quattro Fontane templomok rajzaira. Rarégyik legnagyobb ilyen kupolaju (36 x 25 m)
temploma, a Santuario di Vicofort@9.abrg sem ellipszis formaval készilt, bar kivételestelse
léteznek. llyen a spanyol épitész, Plo y Camin mjmkl757) (35), mely esetében fa mintaivekkel
ellipszis, ellipszoid kupolat alkotott meg.

29.4braSantuario di Vicoforte (36)

2.2.7. A klasszicizmustdl napjainkig
A barokk mivészet meglehésen egyéni mdédon kezeltejtdényegesen atformalta a klasszikus

formékat. A XVIIl. szazad végén az épitészek Ugaantik mivészet Ujjaélesztéséen faradoztak. Mar
nem elégedtek meg kiéskorok kozvetitésével, hanem az eredeti, Okorio&@&okbol meritettek.
Felkutattdk, felmérték és lerajzoltdk a még meglédmai és gordg éplleteket. 22.3.pontban
lathattuk, hogy ezen korok imészete, épitészete csak kivételes esetekben alk@naz altalanos
ovalis forméakat (37).

Ez az épitészeti megkozelités napjainkban is éeg@ngsakigy, mint azt a romaiak épitészeténél
lathattuk, az ovalis kupoladkat a mai napéddnt kozépuletek, stadionok, sportcsarnokok lef@aes
alkalmazzak, felszinre juttatva a mai épitészelrtalan kreativitasat3Q.abrg. A reneszanszban és
féleg a barokkban a szakrdlis épitészetben tért igerta a modern kori templomoknal viszonylag
ritkan jelenik csak meg. Természetesen a jelen &mitészetében élsorban mar nem falazott
szerkezetként talalkozunk ovalis kupoldkkal. A nmrodeszerkezetek a vasbeton héjak, acél
racsfellletek, fa lécracs héjak, légsatrak stb.azZedt ovalis kupolat példaul egyes kulonleges
lakdéplletekben talalhatunk.
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30.abra ,The Egg” nfivészeti kdzpont, Peking (2007) (38) és a Mansugatiary, Chicago (2011) (39)

2.3. Falazott kupolak kitiizése és kivitelezése

Ebben a pontban szeretném bemutatni, hogy aénépsterek szadmara milyen lebstgek, milyen
ismert technikak alltak rendelkezésre egy ovahpmaljzu falazott kupola geometriajanak definialasar
kitizésére, megépitésére.

A kupolak altalaban tengelyszimmetrikusak, azazamwilyen forgasfellletként kezelldek. Egy
kupola allvanyzat nélkil is megépithetizszintes girikbdl, hiszen minden egyes @i zardsakor az
addig kész felulet térben teherhordova valik. Azesly koveket a gyt zarasaig egyszéen
hatrahorgonyozzak, vagy megtamasztjak valamilyedano Az épitéshez azonban mégis szilkség van
egy konnyi allvanyzatra, de nem a terhek hordasa miatt, hant@rbeli alak kijel6lésére. Néha ezeket
falazatbdl ebre megépitették, mint térbeli bordarendszert, 92Uk 16\ teret falaztak ki. Gyakran
vasgyiriikkel alkalmaztak, mely merevitette az alakzatote@daig a habarcs megszilardult (1).

Az ovalis kupoldk geometrigja sokkal komplexebbntmaz egyszér gémbkupolaé, melynek
forgdsszimmetria tengelye a kdzponti fagges tengelye. A modern épitész vagy meérndk atonna
matematikai transzformaciokban gondolkodik: forgat&ltolas, affin transzforméacidok stb. Egy
épitésznek minden egyes paramétert meg kell viaisgahely a bels fellletet meghatarozza: a kis és
nagy tengelyek aranya az alaprajzon, a tamaszkéznésgassag aranya keresztmetszeti értelemben, a
keresztmetszeti forma stb. Minden egyes paramétarefiigg egymassal valamilyen modon. Ezutan at
kell gondolnia, hogyan is épul majd meg a kupotgyan hatarozzak meg a kiefelllet geometrigjat
a térben, melyhez azéélb emlitett vezét allvanyzatokat hasznalhatjdk majd. Ha a kupdélasképul,
kulon figyelmet kell szentelra kovek faragasara. Mindezeket egyutt kezelve famégsabb szempont
a gazdasagossag lehet.

A felllet definidlasanak egyszemaddja, ha azt az alaprajzi ovalis gorbe kis vaggyntengelye
korali megforgatasavaforgasfeliletként hozzuk Iétre. Mindkét esetbeiorgastengelyre méleges
keresztmetszetek korivek lesznek. A vézaétlvanyzatot, vezéiveket a gyakorlatban mindig a
kisebbik tengellyel parhuzamosan - a kisebb nyith&laldsa érdekében — helyezik el.

Forgassuk meg az alaprajzi gorbéisebr a hossztengely koril! Ekkor a révidebbik teiygée
parhuzamos keresztmetszetek, tehat a mit geometrigja rendre kilonkbHnagysagu korivek. A
vezebiv sugaranak hosszat megadja a dzdielyében az alaprajzi gorbén a hossztengjelgtmeért
meleges tavolsdg. Nagyon sok barokk templom ilyenngetaaval épilt, pl. a San Andrea del
Quirinale is.

A masik eset, ha a rovidebbik tengely korl tokémiforgatas. Ekkor a hossztengellyel parhuzamos
keresztmetszetek lesznek koérivek, a rovidebbik ekye) parhuzamosak pedig ovalis gorbék. A
vezebivek megeépitéséhez tudnunk kell az iv helyén atisokéresztmetszet pontos alakjat. Sajnos

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jézsef
22



T AT o Wassanaae

N\ R i
MUEGYETEM 1782

Epitémérnoki Kar

Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

ezek a keresztmetszetek csak specialis esetbenkeraanfellilet ellipszoid — aranyosak egymashoz,
ezért a vezéiveket mind egyedire kellene késziteni. Mar entlitethogy a gyakorlatban alkalmazott
ovalis kupola, illetve a hozza legjobban illeszkesllipszoid — példaul, ha az alapraj felett dév
magassagokat hasonlitjuk 6ssze — csak par szaaalé&mek el egymastol. Az épitési pontatlansag
ezt a kilonbséget teljesen elfedi, ezért kizel@dslk vezétivek alakjat a gyakorlatban a mesterek
aranyosnak feltételezték egymassal, tehat a &esdt alakjat az alaprajzi gérbéhez hasonlé gorbék
adtak. Igy épiilt a Sant’Andrea Via Flaminia éstash Cesarean Library kupolaja 81 (abrg.

,—-‘i Laimpads v. kis kupola

Kupola

2
~~ Tambur v. dob

el £
n— o € T D P —— —r=

31.abraA bécsi Cesarean Library rajzai (40) 32.abraA kupola részei (41)

Az ovélkupola ugyanazokbdl a szerkezeti résékeldpil fel, mint a gombkupola3@.abrg. A
kupolat gyakran a vele megegyealaprajzi keresztmetsZetamburra vagy mas néven dobra Ultették
fel. A dobot egyszdrfalnyilasokkal torték at vagy oszlopsorra helykziletve annak terheit térbel
boltozattal, a csegellyel is le lehetett vezetkikoe nagyobb teret engedve az atjarhatéosagnak. Az
ablakokat, felulvilagitokat a dobban vagy a kupttején, azt attérve helyezték el (41). Az kupola
attorése statikai gondokat nem szil, hisz &fgigirisorok minden esetben stabilak a nagirgyeés
meridian irAnyl nyomoOék miatt. llyen attérés esetén a kupola tetejéredsearint még egy
ugynevezett lampast vagy kis kupolat is épitenek.

2.4.Falazott kupoldk mechanikai vizsgéalata

A falazott szerkezetek a legrégebbi torténelmi taliltrendelked szerkezetek, mégis
tudasanyagunk ezek mechanikaiikiidésésl viszonylag kicsi, ha azt nézzik, hogy a modern
épivanyagokkal kapcsolatban (acél, vasbeton) mennyenstiink van. A mai napig igen sok kutato
foglalkozik ezért ezzel a témaval.

A falazott szerkezet semmiképp sem mondhaté homagétrop szerkezetnek. A falazéelemek
anyaga valamilyen dzet - marvany, mésak granit, homokk — vagy égetett agyagtégla volt. Az
alkalmazott Kzetek néhany fontosabb mechanikai tulajdonsagéatiawazl. tablazat

Egyiranyu nyomoszilardsag | Surlédasi sz6g| Rugalmassagi modulus | Poisson-tényez6| Térfogatsiirliség
(N/mm’) () (GPa) (-) (kg/m’)
Granit 70-280 34-37 40-70 2600
Marvany 50-180 36-43 50-100 0.2-0.3 2600-2900
Homokké 50-100 29-39 5-100 2000-2600
Mészké 20-200 23-28 20-70 2000-2900

1.tablazatKézetek mehanikai tulajdonsagai
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Az égetett agyagtégldk esetén is hasonlé valtogafos mutatnak a kiulénb&zmechanikai
jellemzsk. Elsfordul 1-2, de akar 100 N/mfmegyiranyl nyomdszilardsagi tégla falazéelem is
Mindenesetre mind & mind tégla falazat esetén a nyomasi szilards&n ignagas lehet,
altalanossagban pedig elmondhatdé, hogy a gyakaratebforduld kupolaméretek esetében a
kialakulé nyomofesziltségek rendszerint meg senelkilz a falaz6anyag teherbirasat. A surlodasi
sz0g mind tégla, minddzetek esetén 30° koruli értek A kdoveket, téglakdidiccsal vagy egyszien
szaraz kotéssel illesztették egyméashoz. A habahezdaldan hidraulikus kéanyagbdl készilt,
huzészilardsaga igen kicsi, 0.2-0.8 N/frkariili érték.

A 18.sz4zadtol az anyagok szilardsagara vonatkozi@seket végeztek, igény volt a mechanika
gyakorlatban valo alkalmazasara. A kovek szilardealg mérését &zor a parizsi Panthéon
épitésenél alkalmaztak a 18. szazad masodik feléhebh8. és 19. szézadra teljesedett ki az az
ismeretanyag, mely altal a falazott boltozatok &taeus elmélete kialakult. A klasszikus elmélet)(42
tobb feltételezéssel is él. Az elemek kozotti sidkd — a korulbeltl 30° suarlédasi szoég nagy
nyomoebtvel parosulva - elég nagy ahhoz, hogy a megcsuseszélye ne éalljon fenn, a
nyomoszilardsaghoz képest pedig ele@gend kicsi nyoméfesziltség keletkezik egy altalanos
elrendezés és terhelds boltozatban ahhoz, hogy torés ne lépjen fel. Réldaromai Szent Péter
bazilika oszlopainak labanal a nyoméfesziiltségkériiem haladja meg a 1,7 N/min(43).

Osszességében tehat a falazott szerkezet kompetatogén, viszonylag nagy nyomoszilardsaggal
és minimdlis huzészilardsadggal rendelkezik, a mesgds veszélye pedig elhanyagolhatéan kicsi.
Ezek a megallapitasok mar ismertek voltak a 18s¥@zadban a falazott boltozatok hagyomanyos
elméletében. Az elméletet Jacques Heyman rendsegd), Ujitotta meg, melynek feltételezései a
falazott boltozatok mechanikai viselkedésére igpeetkedek voltak :

» elcsuszas nem johet létre az elemek kozott,
» ahuzoészilardsag elhanyagolhatoan kicsi,
* anyomoszilardsag végtelen nagy.

Az utolso pont szerint a boltozat tonkremenetela hehet szilardsagi probléma. Az elmélet az uan.
nyomasvonal illetve nyomasfelllet meghatarozasapsaik. A teher hatasara a keresztmetszetekben
felleps fesziltségeloszlasok eke@reje szikségsZen nyomas, illetve minden érintkezési fellleten
az ered tamadaspontja a keresztmetszeten belll kell, Hegyen. E feltételeknek a falazat
hazészilardsaganak hianya miatt kell fennallnia.aHamadaspontokat dsszekdtjiik, akkor megkapjuk
a nyomasvonalat két-, illetve nyomasfellletet hationenziés esetben (példaul boltozatok esetén).
Ha a nyoméasfelllet megfeteszamua pontban, illetve valamilyen vonal menténtéa szerkezet kiids
vagy bel$ fellletét, azaz elegeticdzamu felnyilas, s igy csuklo vagy csuklosor dl&kahhoz, hogy
a szerkezet kinematikailag hatarozatlavadiék, akkor az adott teherelrendezésre a boltozat
stabil, nem teherbird. Ahhoz, hogy ez ne térténpegy, megfeldl vastagsagot kell biztositanunk, tehat
a teherbiras probléméja visszavezéttgetometriai problémara.

A 18. szazadban, a rugalmassagtarbdéisének hatasara rugalmas alapon probaltak meghaitar
nyomasvonalat, nyomasfeliletet. Bizonyos korlimé&ny@zott, bizonyos feltételek mellett ez
lehetséges is. Ha példaul egy boltivet rugalmas@inyak tekintiink, a tdmaszokat pedig végtelen
merevnek é€s mozdulatlannak, akkor egy statikailatfrbzatlan szerkezetet kapunk, és az anyagi
viselkedés ismeretében ez a feladat megoldhatd. albs&gban azonban a tamaszok sosem
mozdulatlanok, fontos jellegzetessége a boltozatoknhogy a kialakuld6 nyomasvonal ill.
nyomasfelllet geometridja igen érzékeny a tamasgéasumkra, kicsiny stllyedések is jelésen
megvaltoztathatjdk a bélerjatékot (43) (44).

A masik megkdzelitési mod — mely az emlitett protdé megkerili - a képlékeny analizis, mely
nem az aktualis allapotot, hanem az 6sszeomlasdiapitat vizsgalja. Coulomb (45) volt az, aki
elészor also és fefskorlatokkal vizsgalta falazott szerkezetek, batok lehetséges tonkremeneteli
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modjait. Kooharian (1953) mutatta meg &ént, hogy a képlékenységtan alapelvei miként
alkalmazhat6ak falazott boltozatokra; Heyman pealifentebb emlitett mechanikai tulajdonsagok
egyszeiisitését bevezette, és a hatarallapot-vizsgalaidseerbe foglalta falazott szerkezetekre (44).

A képlékenységtan statikai és kinematikai tétel(gsd Godzev (1938) and Drucker, Prager és
Greenberg (1952) munkait, valamint (46)-t) alkalhtpuk a torési hataréllapot vizsgalatara. Tegyuk
fel, hogy a boltozatra ugynevezett aranyos teherdrmaz a teher elrendezése, iranya valtozatldn, az
csak az ugynevezeth teherintenzitas paraméterrel jellemezhetjik, a@anyosan novelhetjik vagy
csokkenthetjik a terhet. A kovetkdden a toréshez tartozd teherintenzitast jelOljik-vel.
Nyilvanvalé, hogy a toréshez tartozd és a ténylegekatokét intenzitas aranya adja a torési
biztonsagot. A statikai tétel kimondja, hogy a tefigintenzitasa nagyobb, mint barmelyik statikailag
elérhet teherintenzitas(m,), vagy legfeljebb egyeél vele : m, > m,. Statikailag elérhét
teherintenzitasrol beszélink, ha az adott tehearegyensulyi egyenletek illetve a folyasi feltékele
kielégulnek. A kinematikai tétel kimondja, hogy aehér tdééintenzitasa kisebb, mint barmelyik
kinematikailag elégséges teherintenzitds,), vagy legfeliebb egyeél vele : m, < m,.
Kinematikailag elégséges teherintenzitasrol beskéltia a teher elegeten nagy ahhoz, hogy a
testet, illetve szerkezetet az adott mechanizmuiiigamatosan mozgasban tartsa. Az unicitas tétele
azt mondja ki, hogy a legnagyobb statikailag elérhiherintenzitds megegyezik a legkisebb
kinematikailag elérhétteherintenzitassal. A tételaltkovetkezik, hogy a té@intenzitas a legnagyobb
statikailag elérhét teherintenzitassal, illetve a legkisebb kinemal@gpelégséges teherintenzitassal
egyenb (33.4brg.

A

m

mk

ms
mt

a kinematikailag lehetséges
terhek valtozdsa

-
a statfikailag megengedett
terhek vé@ltozéasa

33.4braAz unicitas tétele

Falazott szerkezetre a statikai és kinematikai médsa kovetkedképp alkalmazhatjuk. A statikai
modszer (a szakirodalomban gyakran ,lower boundrdma”) szerint, ha a jelenlegi teherre csupan
egyensulyi megfontolasokkal — azaz a kinematikaargsgegyenleteket métive — talalunk legalabb
egy, statikailag elérhétersrendszert — értve itt statikailag elémet hogy a nyomésvonal vagy
nyomasfelllet a szerkezeten bellil marad -, akkseeaxkezet torési teherintenzitasa a jelenleginél
nagyobb, azaz a szerkezet biztonsagos. A kinemati&dszer szerint, ha a jelenlegi teherhez talalunk
legaldbb egy olyan mechanizmust — csukldkat, csaktikat beiktatva kinematikailag hatarozatlanna
téve a szerkezetet - , melynek kialakulasa soraimaazdulé szerkezetotencidlis energidja cstkken,
akkor a jelenlegteherszint biztosan a térési teherintenzitas feimti, a szerkezet nem képes a terhet
viselni. Ha nem az adott teherszint biztonsagadsdgnem a torési teherintenzitds mértekét akarjuk
meghatarozni, akkor a két modszerben néhany vatagmraméterrel jellemezzik a terhelést, majd
statikai esetben maximumot, kinematikai esetbenmumot keresunk.
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Ezeket az elveket alkalmazza J. Heyman &ltal félaszerkezetekre kidolgozott ,Masonry Limit
Analyzis” neui elmélet is. A modszer hatranya, hogy a tonkrensdinetechanizmust — hasonloéan a
duktilis anyagok, példaul acél képlékeny viselkéék vizsgalatakor - csak a csukldk, csuklosorok,
tehat az elemek kozti elfordulas kialakulasabanedsiernem veszi figyelembe az elemek kozti
elcsiszéas, azaz a rideg toréshez hasonlo tonkrésliemsd leheiségét. A hatarallapot-analizisen
alapulo ujabb programokba mar ezt a |16béget is beépitettek.

A két legismertebb ilyen modszert alkalmaz6 programArchiM (47) és aring2.0 (48). Az
ArchieM szoftver a statikai (az irodalomban gyakrower bound theorem”) modszert alkalmazza.
Barmely teheresetre megmutatja a lehetséges nyomdsy, nyomasfeliletet. Ha az teljesen a
szerkezeten belll halad, akkor az adott teherreeekazet biztonsagos. Ezzel ellentétben a ring2.0
matematikai optimalizacidés eljarassal dolgozik. Adott teherelrendezés teherintenzitasat addig
noveli, mig meg nem taldlja a torési allapotot. igy a szoftver a biztonsag régzamanak
kimutatasara is alkalmas. Ang2.0 véges surlédast alkalmaz, igy a megcsuszast ielieadetjik
vele. A kereskedelmi szoftvereken kivil szamos ilagz gyartott programmal is talalkozhatunk.
Szép példa Hughes és tars. altal Microsoft Excklideen létrehozott program, mely ivek torési
mechanizmusat keresi meg adott teherre (49).

Térbeli boltozatok, igy a kupolak statikai médszzerinti vizsgalata a biztonsag javara vald
kozelitéssel visszavezethieboltivek vizsgalatara, ha megfélebzeleteléssel egymassal szemben
O0sszetdmaszkodod szeleteket emeliink ki, majd azmMttvként vizsgaljuk. Ha minden egyes ilyen
boltiv vizsgalata soran azt taléljuk, hogy a nyowoasl a keresztmetszeten belll van, akkor a teljes
kupola is egyben biztonsagos. Ez a moddszer nagdwedhet a biztonsag javara. Statikailag
sokszorosan hatarozatlan szerkditetlévén sz0, a szeletelés geometriai modja jékart
befolyasolhatja az eredménytsirdulhat, hogy a valasztott szeletelési mddszamtekapjuk, hogy
valamelyik szelet nem stabil, igy nem stabilnakhe§lik a boltozatot, amely pedig masfajta
szeleteléssel stabilnak bizonyulhat. A statikaieltéértelmében a boltozat biztonsagosnak
bizonyulasahoz elegeticegyetlen olyan szeletelési modot taldlnunk, anesigtén a nyomasvonal a
szeleten belil halad. Bouguer (1734) és Frezie3{L{50) alkalmazta ezt a technikabsd6r. Huerta
(2004) megmutatta, hogy ez a technika ugyanigylrakkazhat6 ovalis alaprajzu kupolakra &l(@brg
(51)

34.4braSzeleteléses technika gomb- és ovalis kupolara (51) 35.ébraNy0mésvdnai affin?anszforméci(’)ja (52)

A szeleteléses technikaval, mivel igy egy8zeilonalld boltiveket vizsgalunk, a kupoléakra is
kimutathatd az a minimdlis, kritikus falvastagsdgsq Couplet vizsgalatait), melyre onsulyt
feltételezve a kupola még éppen stabil marad, agakor éppen kialakul a csuklésoros mechanizmus.
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Ezt a legkbnnyebben az egyszgeometria miatt gdmbkupolara lehet levezetni. egefglgbmbre ez
az értek a kozépsugdy2 % —a. Jeldljik a meridian széget—val, melynek kezél értéke0 a kupola
tetspontjanal, illetve m/2 a kupola alsé pereménél. Ha nem teljes félgéimbnhanem csak
gombslvedil beszéliink, akkor a minimalisan szikséges falgasig értéke rohamosan csokken a
kezdd a meridian sz6g csokkenésével — azaz egyre kisehtbgjiveg részt metszink le a teljes
gombkupolardl -, illetve egy elméleti hatarértékrut vastagsag elméletileg - legalabbis végtelgg na
nyomoszilardsag esetén - nullara is véhez a hatarszog 51.8°. A membranelmélet szeren ezdg
felett nem alakul ki hizas a kupoladban (44). A midlis vastagsagnak persze hatart szab az, hogy
valdjaban nem végtelen nagy a nyomoszilardsagyéll@ horpadasi ellendllast is biztositani kell.
Ovdlis kupolak geometrigjdnak valtozatossaga reiatt t nem  konny  &ltalanositani, a
vizsgalataimban mégis szeretnék majd valamilyereti@ztetést levonni ezzel kapcsolatban.

Rankine (1858) (52) megmutatta, hogy onsuly esetéalazott szerkezetek stabilitasa, illetve
biztonsaga nem valtozik meg affin transzformaciacan. @5.abrg A nyomasvonal, illetve a
nyomasfellilet tehat egyitt valtozik a transzforrmbaal. A biztonsagot definialhatjuk, mint az aktgali
teherelrendezéshez tartozd6 minimalis vastagsag éktaalis vastagsag aranyat. Ha példaul kétszer
vastagabb a kupolank a szikségesnél, akkor a bagomébsszama kett. Affin transzformacid
példaul, ha a gombot ellipszoidda torzitjuk, s ek az eredeti gdbmb biztonsaga megbelalt,
akkor az ellipszoid kupolaé is az lesét az onsulyra vonatkozd geometriai biztonsagidgszamuk is
megegyezik Forditva gondolkozva, ha megengedhetjik, hogy aiokupolat a vele legjobban
illeszked ellipszoiddal helyettesitsiik, azaz a két felllakjanak eltérése olyan minimdlis, hogy az
epitési bizonytalansag elfedi azt, akkor a biztgnsdegitélését visszavezethetjik a gdmbkupola
vizsgalatara. Persze ez csak onsulyra vonatkozilgltélanos korilmények kozott leggyakrabban az
onsuly a mértékado teher.

A fenti vizsgalatok altalanossagban a kupolak bizéganak megitélését szolgaljak. A kupolak
erdjatékaban rendkivili fontos szerepet jatszik ataadasztas, ami lehet a dob, vagy barmilyen mas
fal, pillér az épuleten belll. Ezeknek a szerkdaetk nem csak a leadddo fiddeges terhet, hanem a
vizszintes reakciokat is biztonsaggal viselnitk.kel

A karosodasok leggyakoribb oka éppen ezen szedezrrbzgasaibodl, elégtelen teherviseléséb
adodik. A peremek helyzete, a peremfeltételek ravidknagy mértékben befolyasoljak a fentebb
emlitett nyomasfelllet alakjat, tamaszmozgasra oagdrzékeny a megoldas. Ha példaul a kifelé
mutato vizszintes reakciok hatasara az alatamageiikezet kimozdul a helyi@dy a kupola csak ugy
tudja kdvetni a meghosszabbodott peremet, ha banm@masfelilet megvaltozik, egyes helyeken a
boltozat megreped és ugymond  kiterpeszkedik’. Békkkifolydlag fontos vizsgalni a
tamaszreakciok alakulaséat, hogy az alatamasztkesztet megfelében lehessen méretezni, vagy
megléb szerkezetnél biztonsagat kimutatni, illetve aztémasztd szerkezet rugalmas mivoltat,
elmozdul6 képességét is figyelembe kell venni.

A megléw, seérilt falazott kupolak felllvizsgalatakor degesen a repedéskép az, amit
elemeznink kell, hiszen igen sokat elarul adjabékkal, hluzoéfesziltségek, huzasok helyével,
sullyedések kialakulasaval kapcsolatban. A repdgdéfietve azok kialakulasa, a felrepedés utani
erGjatéek nem csak felllvizsgalatkor, de a teher n®é&ke val6 mechanikai valaszoedjelzésekor,
megebsités ebtt, illetve hasonld kupolak épitésedtelis hasznos informacio lehet. Gondoljunk csak
arra, hogy ha egy ilyen épilet mellett foldalatteget fognak épiteni, az &llagmegovas céljabdl
mennyire fontos az ilyen @lejelzés.

A kupolakra igen jellemz a meridian irAnyu repedéskép, mely dir§iranyd huzoeskbdl ered.
Mivel a falazott kupola huzoszilardsaggal kvazi nemndelkezik, ez a repedés mindenképp kialakul
teljes gobmbkupola és elliptikus kupola esetén36.4brg, ha ezt kilon nem &tzik meg. Ez a
jelenség mar régen ismeretes volt.
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Original iron
circular ring
(1732)

Modern post-
tensioning ring=JT
(1987) ;

36.abraSantuario di Vicoforte repedésképe (53) 37. abraSzent Péter Bazilika &sit5 rendszere (53)

Példaként emlithetjik a Michelangelo altal tervezeiajd halala utan Della Porta altal befejezett
vatikanvéarosi Szent Péter Bazilikat. Mar az épsd@san megjelentek meridian iranyu repedések, ezért
Della Porta a kupola alapkorének kozelében 60-70&tmésji esits vaslaneabroncsozast épittetett
be. A kupola repedéseiddel tovabb bttek, tobbszor is felllvizsgalatra szorult. 17431&48 kdzott
Poleni és Vanvitelli foglalkoztak a kupola allapeaé Poleni a fentebb emlitett szeleteléses
modszerrel kimutatta, hogy bar a kupola repedezattnem befolyasolja a teherbirast, mert az
egymassal szemben allo, egymasnak tamaszkodoekz&i@bn-kiloén biztonsagosak, azaz a kupola
biztonsagos. Ezen fellilvizsgalatok soran a repédélsen azonban tovabbi vaslancokat épitettek be,
igy azok atmétje osszesen mar elérte a 207°¢mAz utolsé megdisitésre 1987-ben keriilt sor, mely
soran mar feszitudakat alkalmaztak, igy hatékonyabban kezelve a@bl@mat (53). Erdekes
megemliteni, hogy a bazilika mellett &&v Bernini munkajat dicsér tér ovalis alaprajzzal
buszkélkedik.

Az az elméleti kozelités, hogy az égiemek nyomoszilardsaga végtelen nagy, nem lefegas
arra, hogy ne vizsgaljuk meg a szilardsagi biztgasésleg azért is, mert az ddmuldsaval dleg a
kovek, de a téglak allagromlasa, szilardsagcsoldeesebekdvetkezik. Ezért fontos, hogy a biztonsag
kimutatasa ne meruljon ki nyomasfelllet vizsgalatava mértékadd helyeken fontos legalabb
kozelivleg ismerni az ott iikdds feszlltségeket is.

A fentiek alapjan kupolak ellénzése esetén tehat a kovetkezsgalatokat kell elvégezni:

» anyomasfelilet meghatarozasa

* lead6do6 tamaszék nagysaganak és iranyanak meghatarozasa

* rugalmas alatamaszta$gtékot befolydsol6 hatasanak meghatarozasa
» huzasok, huzoéfesziltségek helyének és mértékénghatérozasa

» elorejelzés esetén repedéskép megjésolasa

* meglé repedéskép esetén a mechanikai viselkedés vissaikitetése
» aszerkezetben léwmértékado fesziltségek meghatarozasa

* a biztonsag kimutatasa

A kovetkedekben a fenti pontok elméleti vizsgalati médszezeibzeretnék eszkdzt adni az olvaso
szamara.
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3. A falazott ovalis kupolak vizsgalatanak modszerei

Statikai szempontbdl a falazott ovalkupola gorbenald, ketés gorbilettel rendelkéz
fellletszerkezetnek, héjszerkezetnek tekirdth@4). A fellletek vizsgalatahoz elengedhetetlen a
geometriai alapok ismerete, ezédszor a kupolak feluletének differencidlgeometridjdvapcsolatos
alapvet tudnivaldkat fogjuk attekinteni.

Méar emlitettiik, hogy a falazat kordntsem homogémem is folytonos, hanem kulénallo blokkok,
elemek egyuttdolgozd egyittese. Egy ilyen komplezeriezetet két alapviet modellezési
megkdzelitéssel vizsgalhatunk. Az egyik a helyétidsontinuum alkalmazésa, a mésik pedig az un.
diszkrét elemes eljaras. A két eljarast szokas mads mikroszirt analizisnek is nevezni. Az éls
eljaras természetesenéerkozelités, de megfetelhomogenizaciés technikaval elérhetjik, hogy az
eredeti szerkezet és a helyettediontinuum globalis mechanikai viselkedése a kehegktdzelebb
essék egymashoz. A diszkrét elemes modellezés jésaletesebb képet ad a viselkedieszért is
nevezzuk mikreszinfi analizisnek. A geometriai ismeiietutan erél a két modellezési
megkdzelitésmodrol lesz sz6. A tovabbiakban részédtben kiemelem majd a Ketkodzotti
kulonbséget, valamint a két modszer tvozesénahkdsdgeit.

3.1. A falazott kupolak feltletének differencialgeometraja

A falazott ovélkupolak a legtobb esetben altaldhéfalakkal rendelkeznek, nincsen példaul a
gombkupolanal olyan &ydsen kihasznalhato alaprajzi forgasszimmetriddukdvetkedkben éppen
ezért altalanos héjalakkal mutatjuk be a geomeidarefliggéseket.

A felllletszerkezeteket egyetlen végtelen vékonyiéttel, azok kozépfeluletével jellemezzik, igy a
felilet pontjait két osztalyba soroljuk: azon pdntmalmaza, melyek a kdzépfelileten, illetve azok,
amelyeknema kozépfellleten helyezkednek el.

A kozépfelulet leirhaté olyarP pontok halmazaként, melyeket egyenként meghat&wgy
folytonosan differencidlhatdo(u, v) vektor fliggvény. Ittr(u,v) P pont helyzetvektora aa,v
paraméterek flggveényében egy télsges, alre rogzitett térbeli referencia koordinatarendseerb
(0 x1,x2,x3). A kovetkedekben index jeldli valamely véltozo szerinti palisiaderivaltat, azaz
legyenr; (u,v); i =u,vaz el$, illetve a masodik paraméter szerinti derivaltelEa derivaltak
geometriai értelemben a felllet azon két ériaktorat adjak & pontban, melyek kilén-kulon az
u = konst.és v = konst. paraméterekhez tartoznak. A két vektor tehat beanea fellleP ponthoz
tartozo eérinksikjaban. Ennek tudataban a két derivalt vekteri@rorzata(TFH : rx71, #

0 barmelyu, v értékpéarra) ar(u, v) helyvektorral jellemzetP pontban €6 normalvektort adja meg.
igy tehat az egységnyi normalvektol @ontban :

TuXTy
n=———

(3.1)

|ryxry|”

Ha a referencia koordinatarendszer derékisAdgscartes-féle koordinatarendszer, akkor az egyes
koordinatak, azaz az(u,v) helyvektor elemeu,v paraméterek fuggvényéberx; = x;(u,v) , ahol
i = 1,2,3. Afelllet figgvényét ezen koordinatak szerint aditatjuk explicit moédon :
x3 = xg(xl,xZ) ’ (32)

illetve implicit modon is :
F(xq, x5, %3) = x3(x1,%) —x3 =0. (3.3)

Az implicit alak ebnye, hogy gradiensét képezve a fellleti normalggéiényét kapjuk meg a
referencia koordinatak fiiggvényében. Az egységagimlvektor tehat :
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__ grad(F)

- ’ 3.4
lgrad(F)| (34)

OF (x1,%2,x3) OF(x1,%2,X3) OF(x1,X2,X3)

grad(F) = [ PP R T e o ] = [x31, x32,-1]. (3.5)

Ebben a derékszégkoordinatarendszerben legyen a paraméterazeésx; és v = x,, ekkor a
helyzetvektorr(x,, x5, x5(x1, x;)) alakba irhatd at, melynek parcialis derivaltjai :

T,l = t1 = [1,0, X3’1] , (36)
r’z = tz = [0,1, X3‘2] . (37)

A derivaltak értékeit & pont koordinataiban értelmezezeket a vektorokat R pontban a felllet
koordinatatengelyekkel parhuzamos émwakktorainak nevezzik. Az altalanos paraméterezéshez
hasonléan a vektoridlis szorzat, mely csak iramgidgaban tér el grad(F) szerinti megoldastol :

i j k
1‘1 X rz = tl X tz = 1 0 x3,1 = [_x3,1 y x3‘2 ) 1 ] . (38)
0 1 x3,

A felllet normalisainak ismeretében az altalancan rkdzépfelileten Iév pontok koordinatait
(helyzetvektorat), vagyiR(u, v) — t is meghatarozhatjuk :

R(w,v) =r(u,v) + 1 *n(u,v), (3.9)

ahol—-h/2 < A2 < h/2, illetveh a héj vastagsaga.

Most definialjuk a felllet sikmetszeteinek gorbétetVizsgaljunk egy tetgteges P pontot a
fellleten. Ezen a ponton keresztil metsszik etetggleges sikkal a fellletet, ekkor a metszésvonal
mentén egy altalanos gorbét kapunk. A gorbe gomdiilezen P pontban tobbféleképpen
definialhatjuk. Ha a gérbe egy kicsidy hosszusagu szakaszanak két végpontjahoz huzdtikerih
ads szakasz két végpontjahoz huzott normalisok altzhtieszogenid — val jeloljik, a gorbuletet a

. AB
k = hmAS_)OE (3.10)
kifejezés adja. A gorbllet egy mésik értelmezésisza gorbéhez a vizsgalt pontban simulé koér
sugaranak reciproka:

1
k= L (3.11)

Altalanos definicié szerint a gorbiletetAa ivhossz és ad egységkorre leképezetts' képének
hanyadosa adja. Ha a gorbe paraméteres egyemtatd,iskkor a gorbuletre vonatkozé dsszefliggés :

G
k=—"1Y
[1+£(0)?]2
Eddig altalanos sikmetszetékbeszéltiink. A legtdbb esetben nekiink a fellletmddmetszeteinek
gorbiletére van szikségink. A normalmetszetepantban felvehét érinto- és normalvektorok altal
kifeszitett sik és a felllet metszetvonala adjasikr-tétele szerint egy normalmetszet és az azt

kijelolé sik érintvektoranak tengelye korik szodi elforgatasaval kapott masik sik metszete —
altalanos metszet - kozotti 6sszefiiggést a kdvétképlet adja :

(3.12)

kn
sin (a)’

(3.13)

a:

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jézsef
30



ALY - Sieum;ggg s Wiies s

MUEGYETEM 1782

Epitémérndki Kar Tartészerkezetek Mechanikaja Tanszék

ahol k,, a normalmetszetk, az altalanos metszet gorbuletei,pedig az altalanos metszet és az
erintésik altal bezart sz6g. Lathatd, hogy a normalmesdegkisebb gorbllétmetszet, az ériasik
.metszete” pedig a végtelenhez tart.

Mivel érintdovektor minden olyan vektor, mely az étisikban fekszik, végtelen sok
normalmetszetink lehet az adéttpontban. Euler-tétele szerint ezen metszetek gétdilikozott
talalunk egy minimumot és egy maximumot. Ezt a d@touletet hivjuk égorbileteknek, iranyukat
pedig ®Hgorblleti iranyoknak. Hasonléan a feszlltségi vadgkvaltozasi allapot leirdsdhoz, a
gorbileteket is jellemezhetjik Mohr-kérokkel. AZzéiiségekhez hasonloan itt is tenzorba foglalhatjuk
a gorbuleteket, am szikségunk lesz a nyirofeszigedéanalog mennyiségre. Ez nem mas, mint a
felllet elcsavarodasa. A tenzor elemei tehat :

k= l:‘( ];f"l. (3.14)
né n

Amelyik iranyban ak;, elemek elinnek, ott a §atlo elemei lesznek &dorbuletek, a hozza tartozo

irany, illetve a rd méiteges irany pedig as§orbileti iranyok. Fontos mennyiségek még a gotblile

tenzor invariansai. Az egyik az atlaggoérbilet, malyenzor nyomanak atlaga, a masik a tenzor

determindnsa, melyet szorzatgorbiletnek is nevezhiaka tenzor éppen @dgorblleti iranyokat

jellemzi, a determinansa (azaz a szorzatgorb(bggre a kétdgorbilet szorzata.

Hasonlbéan a gorbe gorbuletének definiciéjahoz ldelésetén is kiragadhatunk egy téteges, a
fellletre szerkesztett idomot, melyhez hozzareradgtik egy gombi képet, melyet a fellleti idom
peremén koérbefuttatott normalisokkal parhuzamosligirgarak rajzolnak ki az egységgomb fellletén.
A gombi kép ebjeles teriletét a fellleti idom térszogének nevkzaéle A . Gauss vizsgalatai szerint
ha egy fellleti pont kéré zsugoritott tétleges alakd idomra vonatkozoan elvégezzik a térésday
terlilet hAnyadosara a

hataratmenetet, eredményil a fellleti idom alakjéiiggetlen, csak a pont helgétfliggé értéket
kapunk, amely megegyezik a felllet itteni szorzdigtietével:

K = det(k) =k, x k, . (3.16)

A K mennyiséget hivjuk Gauss-féle szorzatgorbiletmakllyel a fellletek osztalyozaséat is
elvégezhetjik. A Gauss-gorbilet a felilet egy @njgllemzi. Parabolikus a pont, hé& =0,
hiperbolikus, hak < 0 és elliptikus, ha > 0. Ha egy fellulet minden pontja azonosan parabaglikus
hiperbolikus vagy elliptikus, akkor a teljes felile is eszerint osztalyozzuk. Az eddigieket
részletesebben a (55) (56) (57)vakben talaljuk.

A tovabbiakban szikségink lesz a fellletel6 €B88) és masodik (59) fundamentalis alakjara,
melyeket a fent leirtak ismeretében konnyealithatunk. Az el§ fundamentalis alak két
érintdvektor — legyerv és w- skalaris szorzatat jelenti, jele Legyen a parametrizalt felule{u, v),
ekkor :

I(v,w) = (v,w) (3.17)
Itt v-t és w-taz r,, és r, erinbvektorok linearis kombinacidjaként vesszik fel:
I(a*ry,+b*7,,cxry+dx1,) =ac(r,,r,)+ (ad + bc)(ry,,r,) + bd(r,,r,) =
Eac + F(ad + bc) + G(bad),
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E F g1 Y12
I(v,w =vT[ ]w=v [ ] 3.18
( ) F G 921 Y22 (3.18)

911 912]

= . 3.19
9 [921 922 (3.19)

A fenti kifejezésben az @lfundamentalis tenzor elemejf; = r; *r; , i = 1,2 szerint, a két érit
vektor skaléris szorzatai adjak.

A masodik fundamentalis alak jeld. Gauss foglakozott a témaval 6stor. A felllet
paraméterezése megvalaszthatdé ugy, hogy barfgipntban az explicit médon megadott felllet
fuggveny fuggvenyértéke és &lparcialis derivaltjainak értéke Ripontban elinjon. llyen médon a
Taylor-sorba fejtésnél kiesnek a konstans és limedlemek, kvadratikus alakhoz jutunk, ahol a
magasabb reridelemeket elhagyjuk. Felirasa a kbvetkhkezppen torténik :

II = L xdu® + 2M * dudv + N * dv?. (3.20)
A masodik fundamentalis tenzor :
L My_[h h12]
h=|, Wl [h21 hyy)” (3.21)

Itt h a masodik fundamentalis tenzor, melynek elemeai(@zv) fliggvény — kvadratikus leirAsmaodrol
lévén sz0 — masodik parcialis derivaltjaival allrimszefliggésben a kovetkenddon :

L=r,,*n, M=rg ,sn, N=r,*xn. (3.22)

Az elss és masodik fundamentalis alak, illetve azok tesinak, tenzorelemeinek ismeretében egy
sor geometriai problémat tudunk egyszar leirni. llyen példaul a feluleten fakwgorbe elemi
hosszanak négyzete :

ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?. (3.23)

A fellletent paraméterrel jellemzett(u(t), v(t)) gorbénélt paraméter szerinti integralassal a teljes
gorbe hossza meghatarozhat&at{} szakaszon a kévetkémaodon :

e e @

A felllet elemien kicsiny, alaprajzbadu, dv szakaszok altal meghatarozott paralelogramma
terletédl tudjuk, hogy nagysagat éppen a paralelogrammallafgjait adé két vektor vektorialis
szorzatabol keletkézvektor hossza fogja adni :

= |ryxr,|dudv = \[(r v, )r,r,)—(r,r,)2dudv = VEG — F2dudv . (3.25)

Lathatd, hogy az elsfundamentdlis alak tenzoranak determinansa tdtalaagyokjel alatt, azaz a
tenzor determinansa megadja a vetuleti és feliddiletek aranyanak négyzetét.

A fentebb targyalt Gauss-féle gorblletet is defira§uk az el§ és méasodik fundamentélis
tenzorok elemeinek segitségével :
__det(h) _ LN-M?
" det(g) EG-F2'

(3.26)

Héjszerkezetek vizsgalatakor gyakran alkalmazunhildi koordinatarendszert. Fellleti
koordinatarendszernek nevezzik a fellletre fektététiranyl vonalsereg metszéspontjaiba allitott
felileti normdlisok iranyaival térbelivé tett koamétarendszert. Ezen koordinatarendszénygis
tulajdonsaga mas koordinatarendszerekhez képest,igp automatikusan elkilénilnek a héj sikjaban
lévé, és a héjra méleges iranyok. llyen modon az ezekbefikidd fesziltségek, alakvaltozasok is
majd kbnnyebben vizsgalhatéak a k&bbiekben. Tovabbi éhy, hogy a szerkezet alakvaltozasait a
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kozépfellilet pontjaival mozg6é koordinatarendszerbdrjuk le, igy az 0©sszefliggések
egyszeifisddhetnek. Gondoljunk csak a Kirchoff-Love hipatéazon feltételezésére, hogy a fellletre
meSleges iranyban a fajlagos alakvaltozasok hataggielinen kivil lehet hagyni. Ez azt jelenti,
hogy az azonos normalison &pontok a deformalt allapotban is ugyanolyan tdestnek egymastol,
mint kezdetben. Ez a tavolsag a fellleti koordirétdszer harmadik, fellletre ndéFges
koordinatatengelyén mérlietazaz ezen koordinatak ilyen esetben allandoafelieti koordinatak
hatranya viszont, hogy sokkal nehezebben paraméitieselik a felllet.

Mivel kétszeresen gorbilt felUletékrbeszéliink, a kébbi vizsgalatokhoz szikségink lesz a
felllet kezdeti gorblleti tenzorara. Ez a felUlési egy referencia koordinatarendszer — rendszerint
derékszofy Descartes-féle globalis koordinatarendszer — kbképcsolatként értelmezliet

Legyen a deformdlatlan, fellleti koordinatarendszgrz gorbe tengelyekkel jel6lt ortogonalis
rendszer, a referencia koordinatarendszer pediggéahélis derékszdga,b,c egyenes tengelyekkel
jelolt rendszer. A deformalatlan rendszer egysétprak rendre :j,,j.,j;. A referencia
koordinatarendszer egységvektorai pedig renéyei , i, .

A felllet paraméterezését ismertnek tekintjik. Bélynpontban igy ismert a pont helyvektoranak
flggvénye a valasztott paraméterek fliggvényébendbt@mn ezt a paraméterezast fliggvényében
adtuk meg. Most itt ezen paraméterek a fellletirtima@tarendszek,y tengelyei altal torténik. A
fellleti koordinatarendszer pontrdl pontra valtodigy egy pontban a koordinata egységvektora nem
mas, mint a felllet két azon énektora, mely a fellletk,y koordinatatengelyekkel parhuzamos.
Lathattuk, hogy ezt a két vektort a helyvektioés v,esetiinkbernx és yparaméterek szerinti parcialis
derivaltak adjak. A helyvektor mos{x, y) vektor fliggvény. A bazisvektorok kdzotti kapcsotat

J1 r;{ iy
J=Txig = J2| = Ty * |ip|. (3.25)
Js (rex ry)T Lc

Itt aT ortogonalis transzformacios tenzor sorait a heédiomex és yszerinti derivaltjainak, illetve ezen
vektorok vektorialis szorzatanak transzponaltj@liljuk dssze.

A K kezdeti gorbileti tenzor a feluleti koordinatarerefs egységvektorai és azok valtozasa,
derivaltjai kdzott teremt kapcsolatot, definici@snt :

aj ,
T =K9xj, (3.26)
aj .
é =KJx*j. (3.27)
A kovetkedket felhasznalva :
Am - m - m - jn . Ojm - Ajn .
;_x]m = a]_y]m =0 z?]_x]n = _6]_x m z?]_y]n = _z?]_y]m (3.28)
a kezdeti gorbuleti tenzorok :
Jix*J1 Jix*Jz Jix*J3 0 kg —k?
K? =2x*j1 Jax*J2 Jax*Js|=|-k? 0 —k&]|, (3.29)
Jax*J1 Jax*J2 Jax*J3 kS k2, 0
Jiy *J1 Jiy*J2 Jiy *J3 0 kg —kg;
K) =\|J2y*J1 Joy*J2 Jay*iz|=|-k) 0 —k¥], (3.30)

Jsy *J1 Jsy*J2 Jsy*J3 kd, k2 0
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ahol k? , k2, k2, az x tengelyre,k? , k2 , k2, hasonléan ay tengelyre vonatkozo hajlitasi, spiralis és
csavarasi gorbuletek. Abban az esetbentha k2 = k2, = k2, = 0, akkorx és ytengelyek éppen
fégorbiileti tengelyek,k? és k9 pedig ®gorbiiletek. Erdemes megjegyezni, hogy héjaknal és
lemezeknéloj /0z mindig zérus, hisz az egyenes vonaltengely mefleges a fellletre. A kezdeti
gorbiletek szamitaséara a részleteket lasd (60)-ban.

A fentiekben ismertettik azokat az alagvéisszefliggéseket, fogalmakat, valtozokat, melyek a
késbbiekben segitségiinkre lehetnek. A tovabbiakbanégzérkezetek mechanikai targyalasat
végezzik el.

3.2.Kontinuummechanikai vizsgalatok

A kontinuummechanika legfontosabb alapfeltevésenagy a vizsgalt testet — lehet szilard anyag,
de folyadék is — kontinuum-szamossagu pontok hadmelz tekintjik. Ezen ponthalmazhoz térben és
idében folytonos fliggvényeket rendelhetiink, melyekkglzsgalt test minden mechanikai jellgijez
— tdmeg, fesziltségallapot stb. - leirhaté. Geadmietagy szilardsagi diszkontinuitast — repedést,
lyukat, zarvanyt stb. — csak véges szamban engeahi@gka test belsejében vagy annak peremén, igy
még a kontinuummechanika szokasos eljarasavalhefzeharad a probléma.

A kontinuummechanika tibeli folyamatokat vizsgal. Az elméletben a hangsa#gn van, hogy az
idében lejatszd6do folyamatok soran a ponthalmaz elesheielativ helyzete allanddan valtozik, — pl.
egy szilard test deformalodik — de a ponthalmaygaimlatos, szakadas nélkili, s teljesen kitolti az
altala elfoglalt teret (61) (62).

Ennek tudataban mar tudjuk, hogy milyen korlatainak az elméletnek. Nem modellezhetiink vele
olyan problémakat, ahol szakadas, progressziv td@setkezik be, de vizsgalhatjuk annak
kialakulasanak ézmeényeit, példaul az gatékot, a kialakulédeformaciokat. Az elmélet kivaléan
alkalmas rugalmas testek feszlltségi és deformacuissgalatara. Kontinuummechanikai
vizsgalatokkal megjosolhatjuk a falazott kupola bgilis viselkedését, igy példaul a mértékado
tamaszatket és mértékadd feszlltségeket, illetve azok helpé mértékadd huzoéfesziltségek
helyeinek tudataban a repedések kialakulasanakeihadyvizsgalhatéak, am pont a folytonossagi
feltétel miatt a tovabbi, repedés utani feszllteégéleddés és alakvaltozdsok kévethetetlenek.

A kovetkedekben néhany elméleti modellt szeretnék bemutatniikuummechanikai vizsgalatok
elvégzésére.

3.2.1. Membranelmélet

A membranelmélet szerint a héj térbeli alakja dldtan a héj kozépfellleténikddo tarcsaszer
igénybevételekkel, nyomatékmentesen viseli a terhdksetiinkben a héj alakja egészen altalanos is
lehet — pl. nem forgasszimmetrikus — ezért az aitad membranelmélettel vizsgalhatd a probléma,
melynek kidolgozasa A. Pucher nevéh&tlik (1934) (57).

Az emlitett tarcsaszérigénybevételek a fellleti metszetier melyek sorra a két koordinatatengely
menti normal, illetve a csusztato metszétew, , N, ,N,, . Vezessik be a vetileti metszékert:

n., My, Ny, Melyek a fellleti metszetéh alaprajzi vetuletén fajlagositott metszéierLegyen a
felilet figgvenyez = z(x,y) , ekkor a két érendszer k6zotti kapcsolat :

1423
Ny = Ny /_1+ij:' (3.31)
n, = N, [ 3.32
y = Tz (3.32)

Ny = Ny . (3.33)
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A fellletre hat6é dfk egyensulyat harom vetileti egyenlettel irhatjek melytdl a két vizszintes
vetlletre vonatkoz6 egyenlet a tarcsaknal mar isralkra hozhatd, egyszem csak a fellleti
vizszintes diket kell fajlagositani alaprajzi vetiletre :

"’a’;" a”"y +pVEG—FZ=0, (3.34)
Inyx aﬂ — 2 _
2+ 5+ pyVEG —F7 =0. (3.35)

A fliggoleges vetlleti egyensulynél mar figyelembe kellnienfelllet alakjat is, hiszen éppen ezért
képes a szerkezet membran teherviselésre. Askéges vetlleti egyensuly :

ZyxNy + 2ZyyNyyy + ZyyMy, = {—p, + prz + pyzy} VEG — F?2. (3.36)

Ezutan Pucher egy remek otlettel egysgitette a differencidlegyenletet. Bevezetett eby
feszlltségfliggvényt a kovetkemaodon :

2
= 37‘5 — [ py VEG — FZ dx, (3.37)
— [py VEG - F2 dy, (3.38)
R
My = =g (3.39)

A vizszintes vetlleti egyenletbe behelyettesittagakat az egyenlet azonnal teljesul, a filgges
vetileti egyenletnél pedig a metszékekifejezésében Iévterhet tartalmazé tagokat atrendezhetjik az
egyenlet jobb oldalara :

0%z 0°® 0%z 0°® 0%z0%0

— 2 =
d0x? dy? axay dx0y + dy? dx?
(P +pe St py S VEG —F2 + 52 [ p VEG — F2 dx + 2% fpy VEG —F2 dy . (3.40)

Ez az altalanos terheifésnembranhéjak Pucher-féle differenmalegyenlete:h@u tiszteletére a
feszlltségfuiggvenyt Pucher-féle fesziltségfiiggvékya nevezik. Ha a fellletre csak fistgpges eb
hat, akkor az egyenlet a kovetk&epp egyszdisddik, bevezetve a Karman-féle héjoperatort :

02% 02xx 02% 92xx 02% 02xx
Prxx) = 0x2 9y? B 0xdy 0xdy  0y? ox2 '’ (3.41)
P(z,®) = —p,VEG — F2. (3.44)

" Erdekes lehet itt megemliteni a Prandtl-féle ceisiafeladatnal ismeretes membran analégiat (98y. ik membran
fellletére mefleges teher viselésére csak alakjanak megvaltozt#sa képes. Ekkor & lehajlasfliiggvény adja az Uj,
kétszer gorbult alakot. Ha konstans huséenikodtetiink a membran peremén, akkor homogén fesgdlispotba kertil,
azazn, = n, = nésn,, = 0. Ekkor, ha az = w helyettesitéssel élink, a Pucher-fele differeaggnlet a kovetkez
alaku lesz flugdleges teher esetén :

o%w o%w _ _ﬁ_z
m m = ' (342)
mely a csavaras ismeretes differencialegyenletivalog :
9%, o
o T = 2Gk . (3.43)

Az analdgia segitségével dsszetett keresztmetsosilkarasi fesziiltségéllapota vizsgélhatd példaapmanbuborékok
segitségével. Részletekért lasd (94)-t vagy (95)-t.
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Ebben az esetben egy masik feltétel is megfogalaiézBarmely zart gorbe mentén, azaz példaul
barmely vizszintes metszet mentén a tilgges peremék vonalmenti integralja meg kell egyezzen a
fuggoleges kil teher vonal altal kdrbezart tertleti integraljaval

6 (G2Z+22%) 4| pdA=0. (3.45)

at2 an ' anot ot

A Pucher-féle differencialegyenlet egyensulyi edgerhisz csak az ék vetileti egyensulyat irja
le, az alakvaltozasok kompatibilithsat nem hasmRalfel. Ha a megtamasztasokbol adoédoé
peremfeltételek olyanok, hogy a differencialegysm& matematikailag hatérozott megoldasa van,
akkor maga a héj is statikailag hatarozodjaeku.

A héj membran teherviseléséhez elengedhetetlen gfefe megtdmasztas kialakitasa. Ha a
megtamasztasokkal nem tudjuk elérni, hogy a hsiligeénybevételek elhanyagolhatéak legyenek, a
membranelmélet feltevései nem lesznek valdésak. Atémeasztast ugy kell kialakitani, hogy az
pontosan a peremen leadddé katdsvonaldba essen, valamint a perem alakvédivorésakadalyozza
meg. Teljes ovalkupola esetén a felllet meredekagmremnél éppen flugigges, igy elegeréd ha a
kupolat vizszintes, sik fellletre fektetjik ra. Aadakvaltozasokat eméletileg példaul disg
csuklosorral engedhetjik megiglf €s sugar irAnyban egyarant. A valdosagban a perekieora
nyomoebk mikodnek, hogy a feltamaszkodasi fellleterbléurlédas ezt a mozgast éppen gatolja, igy
bizonyos, hogy a perem kdérnyékén hajlitasi elméletizsgalhaté csak az&@aték. Gondoljunk csak
bele, hogy membranelmélet szerint a vastagsag mekbidstans a fesziltségallapot egy-egy
keresztmetszetben, igy az efeelbk éppen a kozépfellileten vannak. Ha ez igy lenniglaott
boltozatok efjatékandl ismertetett csuklésoros mechanizmus sedakolna ki, hisz a nyomasfelilet
sosem érné el a héj kdlsragy bel$ feliletét. A membranteherviselés teljesen tehak akkor
alakulhat ki, ha adott terhelésre, példaul dnsugyraoltozat alakja éppen a nyomasfellletet koveti.
Példanak okaért gyakran épitettek ilyen alaku doolj@zatokat.

A megtdmasztasok tehat valésagos korilmények kéodem engedik meg a tokéletes membran
teherviselést, de mivel azégaték csak a perem kis kérnyezetében modosul, gkaeld metszeték,
tamaszatk helye, nagysagrendje azért mégamithatd. A peremnél fell&€psuarlodas, a gatolt
alakvaltozasokat csak hajlitasi elmélettel vizsatltk, igy lehetséges az, hogy a nyomasfelllet aem
kozépfellleten halad, illetve etitkifolyolag a tamaszérferdén is leadddhat, igy vizszintes reakciét is
keltve az alatdmasztd szerkezeten. A tovabbiakbdrajiiasi elmélet alapvétdsszefiiggéseit is
szeretném bemutatni.

3.2.2. Vékony héjak hajlitasi elmélete

A vékony héjak hajlitdsi elmélete abban kilénbéimembranelmélétt, hogy ebben az esetben
mar lemezszér igénybevételekkel, hajlitd- és csavaronyomatékbkilatve a felliletre meieges
nyirdssal is szamolunk.

Vékony héjon olyan héjat értiink, amelynastagsaga valamely globalis méretéhez, altalalbe) a
legkisebb gorbileti sugarahoz mérten elhanyagoliizt@kkor tehét meg, ha a vastagsag ezen sugar
koralbelll huszadanal kisebb. Ebben az esetberehiiik, hogy a nyirasi alakvaltozasok
elhanyagolhatéak a nyomatékok okozta alakvaltozésoképest. Fajlagos nyirdeitt is keletkezik,
de azt a nyomatékbol szarmaztatjuk, nem fuggetlennyiség. Ezt az elméletet gyakran Kirchoff-
Love-féle héjelméletnek is nevezik.

A feluletek differencialgeometridjanak bemutatas@sraertettik a kezdeti gorbuleti tenzor elemeit.
Vizsgaljunk most egy allanddvastagsagu héjat melynek egy téteges pontjanak eltolédasvektora :

U = uyj; + Uy, +uzjz = (u+260,)j; + (v —2z60,)j, +wjs. (3.46)
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A képletbenu, vésw a deformalatlan koordinatarendszer harom koordieatgelye mentén létrejév
eltolédasok értékep,,0, pedig a deformalédott allapothoz tartozd két elfbds A kezdeti
gorbuletek miatt ezek az elfordulasok most nemmsaanak kozvetlenil a kdzépfellletre Gleges,
azaz aw eltolodas fiiggvény derivaltjabol. Kis elmozduladoKaltételezve az elfordulasok a
kovetkedek :

0, =w, —ukd, —vkj, (3.47)
0, = —w, + uk{ + vk, . (3.48)
Az alakvaltozasok az eltolédasok és elfordulasolergtében, azok derivaltjaibol képezve :
811 = (;_Z jl = u‘x - k(s)v + k:(l)W + Z(ez’x + kgel), (349)
ou .
€22 =5, J2=Vy+ ku + k3w + z(—6,,, + k36,), (3.50)
_ ou . ou . _ 0 0 0 0 0
€12 =5 J2 + % J1=uy + v — kv +ksu+ kgw + 2(92,3, — 01+ ki0, + k592), (3.51)
€33 =0, &3 =2(kg:10; —ki6;) , &3 =2(k36, — k&,6,) . (3.52)

A fentiekben feltételeztik &2, = k2, = k2/2 egyenbséget, ami a linearis héjelmélet sima és
deformalatlan felUleteire igaz. A keresztiranylragi deforméacidokat a vékony héjak elméletében
elhanyagoljuk, ezért ez esetbep;, = £,53 = 0. Az anyagmodell egyenlete az alakvaltozasokbdl :

011 Uy — kv + kiw 0,5 + k26,
02| =D vy, + kdu + kJw +z —0,, + k90, . (353)
012 Uy + v, — kv + kdu + kdw Oz — 01, + k36, + k206,

Az igénybeveételek az anyagmodélib

v Uy — kv + kdw
N; vy, + ku + k3w
N, _u, +v, — kv + kQu + kKdw
Sl=D| > ¥ TS ™1, (3.54)
M; O, + k20,
IA‘;’Z —0,,, + k26,
e | 6y, — 01, + k36, + k26,
h h
[Ny No Nl = [*lo11 022 012]dz , [My My Mg]l = [*z [0y, 022 012]dz.  (355)
2 2

A héj mozgasegyenleteit megkapjuk a Hamilton-elasznalva. Az elv kimondja, hogy ha az
id6évaltozd szerint integraljuk a kinetikus energia @&steljes potencialis energia variacidinak
kulonbségét, minden esetben zérust kell, hogy kéqju

[, (8K — 811, + 8T, )dt = 0. (3.56)
A kinetikus energia variacioja az elmozdulas detj@é&s variacidja alapjan :
6K = — [[ pii SudzdA, (3.57)
a bel$ potencidlis energia variacidja az alakvaltozasaréeidja alapjan :
8Ty, = [[ (0118811 + 022885, + 01,8€1,)dz dA (3.58)
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A levezetést meblzve a mozgasegyenletek :

Nyx + Ngy — k§N, — k2Ng + kY Qq + k2,Q, = Iyii + 1,0, (3.59)
Nex + Ny — k§Ng + kIN; + k1 Q1 + k3Q, = Io¥ — 1,6, , (3.60)
Qux + Qzy — kIN; — k9N, + kgNg = IoW (3.61)

—M,,, — Mg, — k§Mg — kM, + Q, = L,O, — I, (3.62)
My, + Mg, — kM, — kMg — Q, = 1,6, + Lii . (3.63)

Mint emlitettik a keresztiranyl nyir@r nem flggetlenek, a negyedik és 6todik egyetletb
fejezhebek ki :

Q1 = _Izéz - Ilu + Ml,x + M6,y - kgMz - k(5)M6 y (364)
QZ = Izél - Il'i]‘ + MZ,y + M6,x + k2M6 + kng . (365)

A mechanikai alapegyenletek ismeretében a haszoébgot kell megvizsgalnunk. A
membranelméletnél lattuk, hogy nagyon specialisiilkdények kozott és akkor is csak globalis
viselkedés, éfjatek meghatarozasara alkalmas. A vékony héjakletsménnél tovabb lép, s a hajlitasi
hatasokat, illetve a keresztirAnyl nyirast is \afisg igy egy komplexebb &aték, s a valodi
nyomasfelllet kozelit meghatarozasara alkalmas. A héj vastagsagabdl aridvetkeztetésre
jutottunk, hogy a nyirasi alakvaltozasok elhanyhgtilak. Pontosabb vizsgalatra a mérsékelten vastag
héjak hajlitasi elméletét alkalmazhatjuk.

3.2.3. Mérsékelten vastag héjak hajlitasi elmélete

Ez az elmélet a vékony héjak hajlitasi elmétdtébban tér el, hogy a nyirasi deformécié hat&sat i
figyelembe veszi. Vizsgaljuk ismét a héj egy téksges pontjanak eltolodasvektorat :

U =i +Upfp +usjz = (w+ 20, + gys)js + (v — 201 + gya)jz + wis (3.66)
ez esetbery, ésys a héjban nyiras hatdsara bekovetkeffordulasok,g pedig a nyirasi torzulas
fluggvénye. Ag nyirasi torzulasi figgvény a vastagsag menténérg nyirasi deformacioé valtozasat.
Gyakori eset, hogy ezt a fuggvényt linearisnak zisdel, ekkor linearis nyirasi torzulasrél és az
ugynevezett Reissner-Mindlin-féle héjmodéllbeszélink. Az alakvaltozasok a kovetkelz :

ou .

&y = ﬁ ji=wux— kv + kdw + z(05, + k201) + g(vsx + k2va) (3.67)
ou .

€20 = 5o Jo = Uy + KU+ k3w + 2(=01,y + K020+ g(vay + Kiys) (3.68)

812 == u'y + v,x - kgv + kgu + kgW + Z(gz'y - Hl,x + k291 + kggz)

+9(Vax +Vsy + ksvs — kva) , (3.69)
£33 =0, €13 = 0g,¥s — g(kiys + kg1va) , €23 = gz¥a — g(kdys + k3va) . (3.70)
A feszlltségek és alakvaltozasok kapcsolata :
011 VS,X - k(s))/4
[022 = Dpqji| [A] +z[B] + g Vay + K2Vs : (3.71)
012

Yax +Vsy + kSys — kv,
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k9 k2
013 Vs] _ [ 1¥s+ 61]/4]}’ (3.72)

(723] = Duyir {gz Va4 kd,ys + kdy,
ahol A és B a vékony héjaknal bemutatott anyagegyenletbenepberelss két vektor. Az

igénybevételek szempontjdbdl a¥,,N,, Ng, M;,M,, Mg a vékony héjnél ismertetett maodon
szamolhato, tovabbi igénybevételek pedig :

m, Vsx — ksVa
[mZ = 5hajl Vay + k3Vs , (3.73)
e Vax + Vsy + k3vs — kv,

q1 Vs

qz ~ Ya
sp| T P | kDys + kgiva| (3.74)

S2 kezVs + k3va
h h
[my my; mel = [*hg oy 022 012]dz, [q1 q2] = [*19; [013 023]dz, (3.75)
2 2
h
[s1 s2]= f_zgg [013 033]dz . (3.76)
2
Ismét a Hamilton-elvet alkalmazva, a levezetéseialbzve a mozgasegyenletek :

Nl,x + N6,y - ngz - ng6 + k:(l)Ql + kngz = Iou + Iléz f (377)
N6,x + NZ,_’V - k2N6 + ngl + kngl + ngz = Iov - Ilél y (378)
Qux + Qzy — kYN; — k3N, + kgNg = Igw (3.79)
_MZ,y - M6,x - k2M6 - kng + QZ - Izél - Il'i]‘ f (380)
Ml,x + M6,y - kz(L)MZ - kgM6 - Ql == Izéz + Ilﬁ f (381)
m6‘x + mz‘y + k(s)ml + k2m6 - qz + kglsl + kgSZ = 15‘}./'4 + 131] - I4_é1 y (381)
ml,x + mﬁ,y - kgmz - kgmﬁ - ql + k?sl + kgzsz = 15]75 + 13‘[1 - I4é2 . (383)

Lathatod, hogy az ebsharom vetiileti, illetve a harmadik és negyedikmgtéki egyenlet valtozatlan a
vékony héjak elméletéhez képest. Két Ujabb egyiémkevan azonban, igy 6sszesen hét egysiiletb
ketts — a negyedik és o6tbdik — szolgal@ és Q, nyiréelbk, a maradek o6t pedig sorra azv,w
elmozdulasok, valamint, és y elforduldsok meghatarozasata.és Q, jelen esetben az egységnyi
hosszra gskeresztiranyu nyirGérintenzitast jelenti :

h

[Q1 Q2] = [ [015 023]dz, (3.84)

2

azaz geometriai atlagként kell kezelni, mjgés q, energiaértelrta atlagot jelent. Ha Reissner-
Mindlin-féle linearis nyirasi torzulasrol beszélimkkor a két érték megegyezik.

Ebben a modellben mar figyelembe vettlik a nyiragrnacio hatasat, legyen a torzulasi figgvény
akér linearis vagy akar teljesen altalanos alalijégis ezek a modellek feltételezik, hogy a héj
fellletére mefleges iranyban nem kovetkeznek be alakvaltozastdsziltségallapot is csak sikbeli.
Ha térbeli feszlltségéllapotot szeretnénk vizsgakkor a vastag héjak elméletét kell alkalmaznunk.
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3.2.4. Vastag héjak elmélete

Ez az elmélet, mint azt &b mar emlitettik, figyelembe veszi a héj kozépétéire mesleges
normalfesziltségeket is. Ez azért lehet fontos,t fedazott szerkezeteknél 6&nyagoknal, égetett
agyag téglanal a térbeli feszlltségallapot sordapke f6 huzofesziltségek teszik tonkre az anyagot,
nem pedig a nagy nyomofesziltség. A térbeli feseghllapot lehéséget nyajt  kilonbdz
feszlltségcsucsok, illetve keresztiranyu fesziudkégzsgalatara is.

A vizsgalatokat mindenképp valamilyen kozelljarassal tudjuk elvégezni. A modellezést a
végeselemes technika bemutatasakor targyaljuk)ddedként annyit elmondhatunk, hogy 3D-s test
modellel, vagy abbdl szarmaztatott vastag héj meldakzsgaldédhatunk.

Az eddigiekben azon mechanikai modeltgkr irtam, melyekkel falazott kupolak
kontinuummechanikai vizsgalata elvégeshetA hajlitott héjak itt bemutatott 0Osszefliggéseit
részletesebben az -ban talalhatja meg az olvash iEpdellek matematikai megoldasi modszerei igen
sokfélék lehetnek. A kovetkékben a mechanikdban leggyakrabban alkalmazott keteliks
megoldasi mbédszert, a véges differenciak és a v&lgesek modszerét mutatom be.

3.2.5. Véges differenciak médszere

A véges differenciak modszere diszkrét pontokbétjaaelso a megoldast. Ezen diszkrét pontokat a
tartomanyon belll szabalyos vagy szabalytalan eadszerre illesztve kapjuk meg. A megoldas a
differencialegyenletet kozvetlenil oldja meg, maligaigy, hogy az egyenletben szeéephrcialis
derivaltakat véges differencidkkal kozelitjuk (§84).

Az egyszeiiség kedveéeért tekintsik egy egyvaltozés flggveny Ioresorat, melyet x +
Ax illetve x — Ax pontokban vizsgalunk :

2 n
foo+00) = £ + L2 a0 +1 L2 a2 + o+ 222 A+ (3.85)
d 1d 1)t gan
fla—ax) = f@) ~ LD (ax) + 12D (axyz -~ ELLTD (pyyn (3.86)

A véges differenciékat ilyen sorozatokbdl szarmihztiguk. Ha példaul elhanyagoljuk a masodfoku,
illetve magasabb refidagokat és a két egyenletet kivonjuk egymasbdipall kovetkedt kapjuk :

fx+Ax)— f(x—Ax)
2(Ax)

_df(x) 2
=" 0(Ax*) (3.87)

ahol az0(Ax?) a hibat jeldli, mely jelen esetben a felvett rasgptavolsag négyzetével aranyos.
Ha az el§ derivalt értékeit méar ismertnek tekintjik, mérlcéamrmad, illetve anndl magasabb neénd
tagok elhagyasaval a masodik derivaltra vonatkdzektést kapjuk meg :

— — 2
flx+Ax) ZAfx(;c)+f(x Ax) d f(x)_I_O(sz)

Lehetségunk van tbbb pontra is kiterjeszteni a vizsgaiit Taylor-sorat, ekkor annyi egyenletiink
lesz, ahany pontra Kkiterjesztettik azt. A megéelegok elhanyagolasaval az egyenletrendszert
megoldva szintén a derivaltak kdzelitéséhez jutiédaul 6t pont bevonasaval azéeés masodik
derivalt :

(3.88)

f(x—2Ax)—8 f(x—Ax)+8 f(x+Ax)—f (x+2Ax) df(x)
12(Ax)

+ 0(Ax*Y) (3.89)

—f(x=2A%)+16 f(x—Ax)—30f(x)—16 f(x+Ax)—f(x+2Ax) dzf(x)
12(Ax?)

+ 0(Ax*) (3.90)
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Lathato, hogy tébb és tébb pont bevonaséaval egagasabb fokon fligg y
hiba a lépéskoét, azaz egynél kisebb szam esetén a hiba egyrainok
csokken.

Tobbvaltozés esetben a derivaltak szamitasa hasomdistenik, annyi
a kilonbség, hogy itt tobb lé@itsen szamitjuk azt. Példaul szabaly«
racsot feltételezvg38.abrg vegyes derivalt esetén 68kor az egyik
racsiranyban kiszamitjuk az 6sszes sziikséges Ee&ér racspontokban (O
melyek a masik iranyhoz szikségesek lesznek, magk &iindulo
adatként a masik racsirany egyenletébe irva szatbithteljes derivalt. 38.4bra

Szabalyos racsok esetén gyakori az ugynevezegsiperatorok alkalmazéasa. A csillagoperator
egy olyan szimbdlum, melynek a kozépsemét a vizsgalt pontra allitva megmutatja, haderesett
derivalt — parcialis, vegyes, élsragy magasabb retid- kozeitésében a koérnyepontokban |é§
értékeket milyen sdllyal vegyuk figyelembe. A fekiben mar bemutatott éls derivalt

csillagoperatora két vizsgélt pont ese;&i-%cs (=101), hiszen ekkor a vizsgalt pont 0, aéttd 1€\ -

1, a kdved pontban 1% érték 1 sullyal szerepel az egy&sdgben. Néhany fontosabb csillag operator
Ax = Ay = A szabalyos racson (64) :

] 1 0? 1 03 1
a—z[—l 0o 1], E—A—Z[l -2 ﬂ’ﬁ_ﬁ[_l 2 0 -2 1],
52 L 1 0 -1 L 1 53 L -1 0 1
axayzm 0 0 0 A=A_21 -4 1 ’axayzzm 2 0 =2,
-1 0 1 1 -1 0 1
A 1 -10 1
a=m—1 4- 0 —4 1 y
-1 0 1
1
Iz e ]
AA=—=]1 -8 20 -8 1]}. (3.92)
A4-
l 2 -8 2
1

El6fordulhat olyan eset is, példaul éppen az ovaliprajzu falazott kupolak esetében, hogy a
vizsgalt tartomanyt nem tudjuk szabalyos racsrastghni, szabalytalan racson kell dolgozzunk, mely
altalanos poligonokbdl allhat. llyen esetben eggldali poligonon belll szamithatd és yiranyu
parcialis derivaltak értékei (65) :

af 1

7 = 7 Zm=1fmAYm , (3.92)
af 1
ay ~ 2 Zm=1fnlXm . (3.93)

A fentiekben a szummézas a hatarol6 oldallapokraatkozik, aholf,, az oldallapoz tartoz6 két
csomopontban szamitott figgvenyérték atlafygm,, és Ax,, a csomopontokx és ykoordinatainak
kulonbségeA pedig a poligon teriletét jeldli. Az élslerivaltak ismeretében a mar bemutatott modon
szarmaztathat6éak a magasabb teterivaltak is.

Mivel a differencidlegyenletnek a tartomany mindeontjdban teljestlnie kell, ezért mindegyik
diszkrét pontban felirhatjuk a differencialegyenleéges differencidkkal valé kozelitését. A
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szerkezetépitésbenstrdulé problémakat leird differencidlegyenletekegtobb esetben a keresett
fuggvények lineéaris alakjat tartalmazzak, (gondolpl. a Pucher-féle differencialegyenletre, ahol a
feszlltségfiggvény minden esetbensalendben szerepel). Ha a keresett flggvényértékegeX
vektorba soroljuk, az egyes egyenletekben széréphgvenyértekek egydtthatdit pedig edy
egyutthatomatrixba rendezzilk, ahol minden sor éggpontban felirt egyenletnek felel meg, akkor
egy A = X = b linearis egyenletrendszerhez jutunk. Ennek birtosm egyérteliih megoldasa, hisa

db racspontban keressik a flggvényértékeket, semyikite egy egyenletet tudunk felirni. Ak
egyutthatomatrix altalaban savos szerkigzbtsz az egyes racspontokban felirt egyenleteldsark
néhany szomszédos racspont szerepel.

Az egyenletrendszer megoldasaval megkapjuk a kerddggveny (pl. fesziltségfiiggveny)
flggvényértékeit az altalunk valasztott diszkréhtpban. Ezek#l a megfeleb egyenletekben Iév
derivaltak véges differenciakkal tortekozelitésével szamithatéak a szarmaztatott medgsis (pl. a
metszetaik a feszlltségfiggvenyl).

3.2.6. Véges elemek moddszere

A végeselemes moédszer - szemben a véges diffekentdéiszerével — a mechanikai problémak
kapcsan felmerdl differencialegyenleteket nem kodzvetlenil, hanenergetikai, illetve variacios
elvekre épitve oldja meg. A mdédszer ma mar a mératdpképzettség része, ezért nem kivanok
foglalkozni az alapvét 6sszefliggésekkel (részletekert lasd (62)-t éstj66inkabb a modszer altal
alkalmazhat6 elemtipusokat (67), az altaluk reprtieatd mechanikai modelleket mutatnam be.

A kétszer gorbiilt fellletek geometrigjat kovethegigyenes vonalakbdl 6sszedllitott poliederrel, de
akar a geometriat egészen pontosan megkdzegtitbilt elemekkel is. Nyilvan utébbi pontosabb
megoldast fog eredményezni, hisz magasabb fokszatomokkal kozelitjuk a megoldast, am az
els) valtozat is elegerign pontos lehet az elemméret megtalkicsire vételével.

A membranelmélet vizsgalatahoz nem alkalmazhatgykzefi sikbeli feszlltségallapotu elemeket
— pl. ANSYS esetén a PLANE elemek -, hisz ezemelanek minden csomdpontjanak egy sikban kell
lennie, mivel ezek ugynevezett 2D-s elemek. Csuipn sikbeli elemekkel lefedhetjik ugyan
fellletet, az elemek éleinél azonban torés keldtkett pedig az egyik elerira masikra atadodo &r
nem csak az elem sikjabasdsomponenssel bir, igy ez kezelhetetlenné teszlemet. Membran
teherviselés esetén is céldzegvalodi” héj elemet kell alkalmaznunk. Az ANSYSqagramban ilyen
tarcsa hatas vizsgalatara is alkalmas elemek gdell&HELL28 és a SHELL41 elem. A falazott
boltozatok membran teherviselése igefisekdzelités, ha mar valamilyen szoftvert alkalmézan
modellezéshez, ez a megkdzelités nem igazan djanlot

A vékony és mérsékelten vastag héj modellezéséneénzalkalmazhatunk sik, linearis vagy akar
gorbult, kvadratikus héj elemeket is. Sik geomgtrilem az ANSYS programban a 4 csomopontu
SHELL63 és SHELL181, gorbilt elemek a 8 csomOpo8HIELL150 és SHELL281. Lineéris
analizisre a SHELL63 és SHELL150, nemlineéaris amak pedig a SHELL181 és SHELL281
ajanlott, melyek linearis, Reissner-Mindlin-féleirégi torzulast is magukban foglalnaR9(abrg

@

Trianguisr Option
{nct recommended) J

39.4abraLinearis és kvadratikus héjelemek (67)
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A mérsékelten vastag héjak modellezésére test élefbszelapitott” héjelemmel is lefdsEglnk
van @0.abrg (66). Jeldljuk a tényleges szerkezet fellletéagdhages fellleti koordinatatengelgt—
val. Ekkor a¢ = 0 menti felllet, azaz a kdzépfelilet mentén mestag@t definialunk, ez lesz a
referenciafelilet. A tengely menti vonalakat szalaknak, a szalakhasztett egységvektorokat
direktoroknak nevezzik. Ezzel az elemmel a ReisBhedlin-féle linearis nyirasi torzulast is
kezelhetjik, ehhez azonban az eredeti térfogateddst és fels fellletén segédpontokat kell
definialnunk, melyeket paronként dsszekotve kinteailk a referenciafellleten a mesterpontokat. A
vastagsag mentén tehat legaldbb két segédpontdt definialni. Az elemkhez alkalmazott
bazisfuggvények Lagrange-tipusuak. Az ilyen tipam ebnye, hogy gyorsabb vellik az analizis,
mint a hagyomanyos térfogatelemekkel, valamintsagsag mentén az anyagi valtozasok (vagy akar
vasalasok) konyebben kovetbiet

O
O O R
T O T O/O >?
x = PN (EN) B /
— / )

. /@
o« * 'f/O’ /

@ Mesterpont II\})"__ —’O—-—ﬁ_ﬁ Cé-’ij—d

O Segédpont

40.4braTérfogatelembl atalakitott héjelem (66)

Vastag héjakat térfogatelemekel - ANSYS esetén 8Qipusi elemekkel — is modellezhetiink
(41.abrg. Ezekre az elemekre jellefizhogy csomoépontonként csak harom szabadsagfokkaés z
iranyu eltolédassal rendelkeznek. Az ANSYS programlb SHELL elemekhez hasonléan lineéris,
illetve magasabb foku kvadratikus térfogatelemeknisgtalalhatéak. A legegyst#ibb a SOLID45
nyolc csomoépontq, linearis altalanos elem. Kvaluatitetraéder elem a 10 csomopontu SOLID187,
kvadratikus téglatest elem pedig a 20 csomopontli3@5 és SOLID186 elemek.

Element coordinate M

system (shown for

KEYOPT(4) = 1) ‘\
z

41.4abraLinearis és kvadratikus térfogatelemek (67)

Mivel ennél a modellezési mbdszernél is kontinuumikiezelink egy inhomogén, anizotrop
szerkezetet, ezért nagyon fontos a mechanikanjetle helyes felvétele. Biztositanunk kell, hogy a
valddi szerkezet és annak modellje globalis értbkmazonosan viselkedjen.

A szakirodalom t6bb five foglalkozik térbeli boltozatok véges elemes emsdvel, érdekes, hogy
még ovalis kupola viselkedésének vizsgalataralidh@unk egy-két példat. Majd latni fogjuk, hogy
mas modszereket — pl. DEM - még nem igazan tegtsktki ilyen kupolak vizsgalatara.

Takayoshi és tars. (53) a Santuario di VicoforésqR9.abrg felllvizsgalatat végezték, s keresték
a lehetséges medgmitési leheiségeket. Ehhez éls kozelittsben COSMOS 2.5 programmal
dolgoztak, melyben 10 csomoépontu test elemeketralkatak linearisan rugalmas anyagmodellel. A
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masodik, pontositott modell mar ANSYS 6.0 prograrmrkészilt, mely mar 20 csomdépontu
SOLID95, illetve SHEL93 elemet tartalmazott, de ngzn linearisan rugalmas anyagmodellt
feltételeztek bennedR.abrg

42 .abraA Santuario di Vicoforte véges elemes modelljei

Mindkét modell az épllet globalds 6gtékanak megismerésére, makrogzintizsgélatara
torekedett, hisz a kontinuum vizsgalatok korlat#i engedték meg. Az analizis soran tendenciakat, a
repedések lehetséges helyeit, &iesziltségeket, fesziltségkoncentracidkat, leadidadaszearket
vizsgaltak. A hazasisfeszultségek helyei a valésaghdzrhodon kirajzoltak a repedések helyeit.

Amint mar emlitetttik, ilyen tipusu analizisre a tonum alapl modellek teljesen megfékdt. A
mikro szinti viselkedés, az esetleges mechanizmusok kialalndas@altozatainak, az egyes kdvek
megcsuszasanak leiségének megismerése azonban csak részletesebbrdisakm vizsgalatokkal
hajthatd vegre.

3.3. Diszkrét felépitédi modellek

Ebben a pontban olyan vizsgalati modszereket sgdeebemutatni, melyek nem helyettésit
kontinuumot alkalmazé modelleken alapulnak, hanenfialazat pontosabb vizsgalatara diszkrét
elemekisl, kapcsolatok segitségével 0Osszeépitett rendsaks@limaznak. llyen modellezést a
végeselem-maodszerrel is — mint majd latni fogjulvégezhetiink. Ennek bemutatasa utan szeretném
ismertetni részletesebben a specidlisan ilyen dhtziendszerek vizsgélatara kidolgozott diszkrét
elemek modszerét, illetve szot ejtenék a két madsxézésebl kaphaté VEM/DEM eljarasrol is.

3.3.1. VEM alkalmazéasa diszkrét felépitési szerkezetek vizsgalatara

A véges elemek mddszerével kicsit kdrilményeseramgge modellezhetlink falazott szerkezetet
diszkrét testek egyutteseként is. Ekkor a kontinotuatyan résztartomanyokra osztjuk, melyek éppen
egy adott épfielemnek felel meg, majd ezeket kapcsolati elemekidiik 6ssze. Az elemeket
célszetien harom dimenzios testként (ANSYS esetén SOLIDnetalad) modellezzik. Ipari célu
véges elemes programok tartalmaznak kontakt elem@dNSYS esetén a 170-es elemcsaladot
ajanlott alkalmazni (67):

CONTA171/172 2D 4 csp. fellulet-feltlet kapcsolat
CONTA173/174 3D 4 csp. felulet-feltlet kapcsolat
CONTAL175 csomopont-fellilet kapcsolat

CONTA178 csomépont-csomdpont kapcsolat

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata
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Ezek kozul kiemelt szerépa CONTAL173 és 174, hisz ezek alkalmasak térbelitobat
modellezésénél hasznalt SOLID elemek fellleteirsdzékapcsolasara. A CONTAL74 elem annyiban
kulénbozik a 173-as eledit hogy kdzbend csomdbponttal rendelkézazaz magasabb rén&OLID
elemekhez alkalmazhat6. Mindkét tipus normal ésté&iranyd kapcsolati éket, sarlodasi — akar
egyedien definidlva — modellt és a két elem kozésetlegesen megi@winuzasi szilardsagot is tud
kezelni.

A modellezés nehézségét az adja, hogsedtell definialni, hogy mely felllet mely masikdiettel
fog kapcsolatba kerilni. Ehhez sziikség van ANSYSéespeldaul célelem (TARGET) definialasara.
Mindkét elem a kapcsolodo fellletre illeszkedik ka@pcsolati etk pedig a relativ elmozdulasok
fuggvényében keletkeznek. A CONTAL173 és 174 elemekd TARGE170 elemet kell alkalmazni.
Falazott boltozatok esetén a kapcsolatok egyétiehirhisz a faragott kdvek, illetve téglak illeszked
felllete adja azokat, azonban a modellezésigf@géenyes ez esetben.

Két felllet érintkezésekor a benyomddast kapcsédittitelekkel adhatjuk meg. Az egyik eljaras,
mellyel ez kezelhét a buntedfliggvényes modszer. Ez azt jelenti, hogy a kaptisdeltétel
megseértése ,blntetésként” ndveli a teljes virtudliskat :

W=, o"8edV + [. (engnOgn + ergrSgr) dA . (3.94)

ahol ey ése;r a normal, illetve tangencialis ,blintétmerevség,g pedig a relativ elmozdulasokat
jelenti a43.abraszerint.

&r
43.abra

A klasszikus véges elemes formulazas szerint pedig
(K+eG"G)u=F. (3.95)

Az ANSYS programban megadhatunk ugynevezett FKNcéalpti merevséget, illetve FTOLN
benyomddasi toleranciat. A modszer hétranya, hogynegoldas konvergenciaja a kapcsolati
merevsédtl erésen fligg, hisz nagy kapcsolati merevség esetéefirgegtes” olyan mértéklehet, hogy

a megoldas az egyensuly kortl oszcilldl, a két kalield elem pattog. Az ANSYS 8.1, illetve
magasabb verzioszam esetén a kontakt el€BYOPT(10) =2 -re allithsaval a program
automatikusan allitia be minden iteracié soran afeleld merevséget, de kézi beallitas esetén se
vegylk nagyobbra egynél. Hatrany még, hogy a totéaa megadasdval — mert matematikailag
szliikséges az egyensulyhoz némi benyomddas megsegedékapcsolati feltételek nem tokéletesen
elégilnek ki. A médszer @&@hye viszont, hogy nincs Ujabb szabadsagfok — miajdna Lagrange-
szorz6s valtozatnél latni fogjuk -, illetve a matrielépitésének kdszonlden iterativ megolddk
alkalmazhat6ak az egyenletrendszer megoldasahgznagy modellek is vizsgalhatoak vele, ami
esetuinkben éhyos lehet.

A masik megoldasi médszer a mar emlitett Lagrazgezekkal dolgozik. Beépitve a feltételeket a
virtualis munkaba a szorzok segitségeével :

SW = fV O-TSE dV + fl_, (AN(SgN + AT(SgT) dA . (396)
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Az egyenletrendszer lineéris, ha linearisan rugalamayagot és pont-pont kapcsolatot alkalmazunk.
Maskulonben nemlinearis esetben iterativ megoldastidaul Newton-Raphson-moédszert kell
alkalmaznunk. Lineéris esetben az egyenletrendszer :

e ol () =gl @90

alakban is felirhatd. Lathatd, hogy a szorzOk midjabb ismeretlenek szerepelnek az
egyenletrendszerben, igy a megoldasindvekszik, melyet ashtlobéli zéro elem azzal fokoz, hogy

iterativ megolddkat miatta nem alkalmazhatunknké viszont, hogy a kapcsolati feltételek pontosan
kielégulnek, nem kell kiilon a kapcsolati merevségvergenciat befolyasasolo hatasat vizsgalni (68).

Szép példa ilyen modszerrel vald térbeli boltozatdellezésére D’Ayala (2008) munkaja (69).
Térbeli boltozatok éijatékat vizsgalta a klasszikus elmélet szerint, lkdegészitette azt a surlodas
hatasanak figyelembe vételével. Analitikus megdldésgozott ki, majd ezt vastag héjelemek és
kapcsolati elemek segitsegéevdyor V19veéges elemes programmal ebieate, modelljét azl4.abra

mutatja.
y /%\\\
W -

fll=1/5 fll=1/4

f/1=1/3
44 .abraKolostorboltozat vizsgalata kiilénallé héjelemekkapcsolati elemek segitségével (69)

3.3.2. Diszkrét elemek moédszere

Fentebb mar emlitettem, hogy a diszkrét elemek me¥ds kifejezetten a diszkrét felépiiés
szerkezetek vagy anyagok mechanikai viselkedéséldesjelzésére fejlesztettek ki. llyen szerkezet
lehet pl. barmilyen falazott, kove&bdsszeépitett szerkezet — boltiv, boltozat, fateizlopok —, anyag
pedig barmilyen szemcsehalmazpl. talaj, siléban tarolt gabona, stb (70).

A kezdeti DE modelleket olyan sziklas tid§t rézsik vizsgalatdra hozték létre, melyekben a
tonkremeneteli mechanizmus a mar létgrések mentén az elemek elvalasaval vagy megrsésal
jon létre. A talaj- ésdzetmechanika terén a hatvanas években gyakoremoktk a modellezése merev
blokkokbol dsszekapcsolt rendszerként, am az anaiteljarasok korlatai miatt csak igen egysizer
problémakat lehetett megoldani. A diszkrét elemaldsaerét, mely egy numerikus megkozelitése a
fenti modellnek, Cundall ajanlotta 1971-ben (71). Wumerikus megoldashoz a blokkok
mozgasegyenleteinek dmtegralasat valasztotta, mellyel lebstg nyilt a nagy elmozdulasok
vizsgalatara is az elemek aktualis helyének folyam&ovetésével. Egy numerikus eljarast — némileg
pontositva Cundall és Hart 1992-es definicidjdkkoatekinthetiink diszkrét elemes modellnek, ha

* egymastdl egyérteltien elkilonib elemekisl epul fel;

» az elemek 6nallé elmozdulasi szabadsagfokoid@delkeznek oly moédon, hogy a modell

» képes kovetni az elemek véges nagystplodasait és elfordulasait (esetleg deformacsdit
» az elemek kozo6tt Uj kapcsolatok johetnek |ésanegléd kapcsolatok snhetnek meg,
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tehat a végeselemes madszerrel ellentétben itpeskéatok barmely két elem kozott létrejohetnek,
melyek kolcsdnhatasba kertilnek egymassal.

A kovetkedekben bemutatjuk a modszef fEpéseit, alapegyenleteit, megoldasi mddszereit,
illetve alkalmazhatosagat falazott szerkezetekéaset

3.3.2.1. Geometria definialasa, elemek tipusai

Mint minden probléma modellezésének esetén, it modell geometridjanak definialasa azels
lépés. Az elemek geometrigjanak szempontjabol &éelémtipust kilénboztetink meg, melyet a
szoftverek hasznalnak :

» blokk elemek, poligonbdl vagy poliédéib
» szemcse elemek, kor vagy gomb alaku, illetve tdéirbdt vagy gombldl 6sszeallitva.

Poligonbdl 6sszedllitott elemeket hasznal az UDEW@i rszoftver, poliéder elemeket ennek harom
dimenzios valtozata a 3DEC (vizsgalataimban énrtigkkalmaztam), kor, illetve gdmb alaku elemeket
a PFC2D és a PFC3D, valamint gomb- illetve kordakbbl 6sszeillesztett elemeket az OVAL, az
EDEM és szamos hasonl6 diszkrét elmes program.

Az egyedi elemek geometriajanak definidlasa igeysaefi. Poligon/poliéder esetén a sarokpontok
koordinataival és a koztul |évélek és oldallapok megadasaval, kor/gdmb esetédz&ppont
koorinatajaval és a sugar megadasaval, egyedi alekd esetén az alak lokalis koordinatarendszerben
felvett flggvényével, illetve a lokalis koordin&adszer origéjanak helyének megadasaval
végezhetjik ezt el.

Nehezebb a dolgunk akkor, amikor az elemekkel valprteret szeretnénk kitdlteni szabalytalan
rendszerben. Erre szdmtalan algoritmus létezik mméalyeknek két csoportja van. Az egyik (pl.
gravitacios ulepités) a probléma megoldasanal ldtsmozgasegyenletek integralasat alkalmazza, igy
rendkivil idsigényes folyamat lehet. A masik (pl. Stienen-mqadily-pond modell, SSI, inwards
packing technika stb.) pusztan geometriai szanktisbasznal. Mivel altaldban szemcsés anyagok
vizsgalatanal van sziikséglnk ilyen geometria didfiséra, ezért a részletesebb targyalastdl eledkint
(Részletekert lasd (70)-t.)

Falazott szerkezeteknél kézenfékvmegoldas poligonok/poliéderek alkalmazasa az egyes
epivelemek geometriai modellje szamara, de megemlitehégy peldaul sikbeli esetben korékb
térbeli esetben gombokbosszeallitott tégla modellt is készithetlidk.@brg .
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45.4braGombokisl (PFC3D), illetve poliéderdl (3DEC) felépitett épdielem modelljei
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Az elem geometriagja még nem hatadrozza meg teljgsszépen az elemtipust. Az elemek
mechanikai viselkedésének modellezése szemponifgkét opcionk van :
* merev vagy
» deformalhato elemek alkalmazasa.

A merev elemek esetén — ilyeneket hasznal a PFOVad. és a Contact Dynamics programok — a
teljes szerkezet deformalhatésagat a kapcsolateheddbe siritették bele.

Deformalhato elemek kozoétt is két tipust talaluAk. egyik a végeselem technikanal megismert
halégeneralassal bélscsomoipontokat hoz létre az elemen belll, igy edgttaclem dnmagaban
kontinuumként kezelhét(UDEC, 3DEC). Egy elem felosztasakor ez a két wgszimplexeket,
azaz sikbeli esetben haromszdg, térbeli esetbemédetrr elemeket hoz létre. A szimplex
csucspontjainak eltolodasaibdl linearis interpal@al szarmaztatva a tobbi pont eltolédasvektaat,
bazisfuggvények lineéaris fuggvények, mdilytkévetkezik, hogy mind az alakvaltozasi, mind a
feszlltségi allapot konstans egy szimplexen béiil (uniform strain” elemek). Megjegyzem, hogy —
elsssorban kutatasi célokra — léteznek olyan modellgk amelyek bonylultabb végeselemeket
alkalmaznak, ezek azonban jéval nagyobb futtatiésids taroloteriletet igényelnek, igy hasznalatuk a
meérnoki gyakorlatban még nem terjedt ehz elemfelosztasisiiségének novelésével persze egy
blokkon belll a ,uniform strain” elemek eseténgen valtozatos fesziltségallapot is leirhato.

Egy teljesen mas jellégeljaras, melyet példaul a DDA (Discontinuous Defation Analysis) (72)
tipust programok hasznalnak az, hogy egy blokkdill béncs halégeneralas, hanem a feszlltség- és
alakvaltozastenzort konstansnak kozelitve egy-etpzkret elemen belil, a szabadsagi fokok
kiegészilnek az alakvaltozastenzor konstans elahelv konstans alakvaltozasok ill. feszlltségek
alkalmazasa igen durva kozelités, ennek ellené@nasz gyakorlati probléma modellezésére
hasznaltak ilyen technikét.

3.3.2.2. Kapcsolati modellek

A kapcsolat modellezése, a pareméterek helyes résgaépp olyan fontos, mint egy rugalmas
anyag analizise soran az anyagjelléknmegadasa, hiszen ez alapjaiban befolyasolja aolatéesg
helyességét, valosagsiiseget.

A kapcsolatokat a DE modellek egy része pontsgrermodellezi, tehat az elemek kdzotti
interakciot kontakt pontokkal jellemzi, a kapcsplatok pedig ezen kontakt pontokban |étregjov
relativ elmozduldsok fliggvénye. Ennek a modszesefigkye, hogy altalanos és egydzehnisz ilyen
kontakt pontokkal tobbféle geometriai interakcidtetve nagy elmozdulasokat is kezelhetlink.
Konnyedén modellezhetjink példaul két polieder @lalem esetén valamely csomépont és oldallap
kapcsolatat is. A VEM programok kapcsolati elem&idaul képtelenek csomopont és él kapcsolatot
|étesiteni, illetve az elemre nem generalhaté hakdpcsolatot meghatarozé csomdpontok figyelmen
kival hagyaséaval46.abrg. Nyilvanvaloan a VEM kapcsolati elemeinelémye, hogy a kapcsolat
folyamatos, igy ott feszliltségeloszlas megoldasaegbontosabb, ezért szilkkséges, hogy DEM modell
esetén a kapcsolati pontok szamat elég nagyra Weggpontossag novelése érdekében.

Josimi
\ | element
L3S = -

46.4braVEM kapcsolati elem, illetve DEM pont-pont kapcgaleak sematikus dbraja (73)

@ Verex-edue contact
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Kapcsolati pontok helyett néhany DE program élagdsolatokat hasznél (74) (75) (76). Ebben az
esetben a kapcsolatot egymassal interakcioba &keligizkrét vonalelemekkel modellezzik, igy a
kapcsolati fellleten a fesziltségek linearis korabidjat allithatjuk €. llyen modellel mar nagyobb
pontossagot érhetiink el, de néhany esetet neherdbbenk vele kezelni. Példaul, ha egy él-él
kapcsolat atmegy sarokpont-él kapcsolatba vagytiad

3D esetben a geometriai interakciok tipusa igemédokehet, ami a probléma komplexitasat, illetve
ezdltal numerikus kezelését megneheziti. Az altalahmsznalt 3DEC program (Hart és tars., 1988)
(77) példaul kontakt pontokkal dolgozik, kapcsolatok tipusat pedig két nagy osztalyba sarol]
csomopont-oldallap és él-él kapcsolat. Ezzel a fkékapcsolati tipussal a 3DEC Aaltal hasznalt
poliéderek lehetséges geometriai interakcioi léddla @7.abrg

)4
@

(b)

47.abra3DEC program altal hasznalt kapcsolati tipusok (73)
Cundall és Hart (1989) (78) két osztalyba sorokapcsolatokat viselkedésuk szerint :

 kemény (vagy merev) kapcsolat, mely nem enged s&fematfedést két elem kozott
(48a.abrg, illetve

 puha (vagy deforméalhatd) kapcsolat, melyben kaptisoherevségeket definialhatunk
normalis és érirdt iranyban (vagy akar elfordulasra) egyaranyt, neellgapcsolati pontok
relativ elmozdulasai és a kapcsolatbkekdzott teremt kapcsolatot. llyenkor kis atfedés,
benyomddas megengedett két elem kdzott nyomasne@die abrg.
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48.4abraMerev, illetve deformalhaté kapcsolat modellje (73)

Merev kapcsolati modelleket alkalmaztak a kezdek& [Programok, melyek a merev testek
mechanikdjat vizsgaltak linearis programozasi médd®et hasznalva. A benyomdodas tiltasa
kényszerekkel definialhatd. Az un. DDA (Discontimgo Deformation Analysis) modszer eredeti
valtozata is ilyen merev kapcsolatokkal operal éayszerre vonatkozé feltételeket azonban minden
Iépésben iterativ modon teljesiti egy megengedettkorlattal.

A legtobb DE program deformélhaté kapcsolatokatalalez. A normalis és érifitiranyu
merevségeket tekinthetjik bluritetgyutthatoknak is, hiszen minél nagyobb merevssigedsziink fel,
a kényszer, hogy ne legyen atfedés a két elem kéminal pontosabban teljesil. A falazatok esetén
azonban nem csak numerikus értelemben fontos eeeeveegek megvalasztasa. Nedves eljarassal
kialakitott falazat esetén a habarcs mechanikajdahsagait modellezhetjik csupan kapcsolati
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szinten, széaraz falazas esetén pedig a nem eggeriédtekvés, érdes felllet kdvetkeztében léti@jov
feszlltségkoncentraciok miatti lokalis deformactokeehetjik figyelembe. Ebben az esetben
laboratériumi kisérleti eredmények hasznalata ajénl

A kapcsolatok mechanikai modellje igen sokféle teAelegegyszdibb modell, melyet mindegyik
program tartalmaz lehetséges opcioként a linednsgalmas, Coulomb-surloddsos modell. Ebben az
esetben a normalkeicsak nyomas lehet, mely a kapcsolati normalmegeeséa relativ normaliranyu
elmozdulas szorzataként definialhato :

N¢ =kyé6y ; N°¢<O, (3.98)

a két egymasra méeges, érintiranyu kapcsolati érpedig a kapcsolati érisitAnyld merevségek
és relativ elmozdulasok szorzataként szamithaedhjék nagysaganak pedig a normalés surlodasi
ténye®d szorzata ad maximumot :

[th] — kc 55

T T8¢
A fentiek alapjan, ha a kapcsolatibdnizassa alakul, a kapcsolat mégék, a két kdlcsonhatasban
lévo test elvalik egymastol. A nyirGéne vonatkozo feltétel szerint a nyirddra eléri a maximumot,
onnantdl kezdve konstans kapcsolali erellett barmekkora relativ érthtranyu eltolodast szenvedhet
el.

A programok megengedik kohézids kapcsolatok mozé&diét is. Ekkor a kapcsolat szilardsagi
paramétereit is definialnunk kell, azaz a kapcspktaul csak megfeleélnagysagu huzas mellett
szakad fel :

] ; V(T2 + (T2 < —vN°. (3.99)

N¢ =ky6y ; N < Npuux. (3.100)
th c ‘Stc )2 c\2
re = k& 58 5 V(T2 + (T2 < Tnax - (3.101)

A nyirds szempontjabol a kapcsolat a maximalis &alati nyirée$ elérése utdn megcsuszik,
megsiinik vagy surlédasos kapcsolatként, alladgdg, mellett mikddik tovabb.

Szemcsékll Osszealld szilard anyagok esetén |8kéf van a szemcsék kozott nyomatékbird
kapcsolat definidlasara is. lly modon modellezhktip@lddul beton anyagu szerkezeteket is. Ez
esetben is egysZ@n merevségeket, mely a relativ elfordulasok ésprdolati nyomatékok kdzott
teremt kapcsolatot, illetve hajlitasi, csavaragasdsagot kell definialnunk, hogy tudjuk mikor &za
fel a kapcsolat. llyen kapcsolati modelleket a sz&#B anyagokra vizsgalatara kifejlesztett programok
példaul a PFC2D, PFC3D programok alkalmaznak.

A fent emlitett — legegyszilob, de legtobbszor is alkalmazott — modelleken Ikinaindkivil
sokféle, Osszetett kapcsolati modell is létezilof(idgo, fellazuld, képlékeny) , melyet az Gjabb
programok kezelni tudnakétsegyes programokban leliség van felhasznalo altal definialt kapcsolati
O0sszefliggések megadaséra is.

3.3.2.3. Mozgasegyenletek

Mint az mar emlitettik, a diszkrét elemek mddszegy olyan numerikus moédszer, mely az
elemekre felirhatdé mozgasegyenleteket oldja mezpges idpillanatokban, lépésenként. Ezért fontos,
hogy ismerjiuk az alapv@egyenleteket, melyeket ezek a mdédszerek hasznédak

Az egyenleteket alapugen befolyasolja, hogy azt merev vagy deforméalhdédnekre irjuk fel.
Mint lattuk a deformalhatd elemek kozott is kétudp ismerink, ezért harom ilyen alagvet
egyenletliink lesz. Kezdjiuk az &=l, a merev testek mozgasegyenletével. Az egyekdeDescartes-
féle koordinatarendszerben kozlom.
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Egy altalanos alaka térbeli merev test mozgasegyeriat egyenettel irhatd le, melyiharom
vetlleti és harom nyomatéki egyenlet. Jelolje a tésnegét mP, gyorsulasataP, forgasanak
szogsebességelr, szoggyorsulas#t?. Ekkor a hat egyenlet :

mPal = fF, (3.102)
mPay = £, (3.103)
mPal = fP, (3.104)

P QP _ P pP _ P pb p(,.PID pyp D P p(, PP pyp PP — .0
LBy — Ixy,li’y - L.,B; + wy, (wZ I, — w,l,, — wylzy) — W, (wylyy — Wy lyy — w, Iyz) = m,, (3.105)
P pP _ P pP _ P PP p(, PP p P pyp p(,.PID D P PP\ — P
Iyyﬁy - Iyx,[i’x - Iyzﬁz — Wy (wz I, —wyl,, — wylzy) + w, (wxlxx — Wy Ly — wy Ixz) = m,, (3.106)

12,87 —1D,BY — I, BY + wl ()1}, — b 1D, — P 1)) — wh (w1l — whIP, — wlIF,) = mb. (3.107)
A jobb oldalon szerefl fP és mP ered eroket és nyomatékokat a testre hatékeés nyomatékok
referenciapontba — altaldban témegkkozéppontbadukédasival kapjuk meg. A képletekben az
indexelésnek megfel&n | a referenciaponton atmeénx,y és z tengelyekre vett forgasi
tehetetlenségeket jeldli. Az index azt jeldli, hogyelyik két tengelyre vonatkoztatjuk ezt a
mennyiseget. Jelolie,, v,, z, a referenciapont koordinatait, iletu€x, y, z) a test &riisegfliggvenyet,
ekkor :

Iy =, (x=x)(y = yp) u(x,y,2)dv, (3.108)

ezzel analog modon az indexelésnek medfetelszamithato a tobbi tehetetlenségi érték is, akely
egy 3x3-as tehetetlenségi tenzorbéjipetiink. Ezen tenzor sajatértékei adjak éehetetlenségeket, a
sajatvektorok pedig asftehetetenségi iranyokat, melyekbe forgatva a koatdtengelyeket csak a
foatldbéli elemek maradnak nemzérusok, igy az egignlegyszdisodnek, 8t gémbszimmetria
esetén a harondtehetetlenség megegyezik.

Ha atrendezzik az egyenleteket Ugy, hogy a szogsépet tartalmazéd tagokat a jobb oldalra
visszik at, a kovetkéz2omor alakot kapjuk :

MP(t)aP(t) = fP(t,u(t),v(t)) . (3.109)

Itt f7 nem csak az itél, illetve az elem elmozdulasaitol és sebesstddygo edhatdsokat, hanem
mas elemekkel valo érinthezésleletked ebhatasokat is tartalmazza. &2 (t) vektor a gyorsulasi
€s szoggyorsulasi tagokbdl, & (t) matrix pedig a tbmeg és tehetetlenségi tagokdoIM¥ (t)
szintén idfliggd, hiszen az elem mozgasa soran valtoznak a rdgidtejelyekre vonatkozo értékek.
Ha a teljes rendszert vizsgaljuk, az egyes elemakmatkoz6 egyenleteket 6sszegezniink kell :

M(t)a(t) = f(t,u(t),v(t)), (3.110)

aholM(t) azMP(t) elemeklbl 6sszedllitott blokkdiagonal matrix. Merev elem&ién ezt hasznalja a
PFC2D és 3D, valamint az OVAL programok.

Deformélhato, részekre osztott elemek esetén a &isepgenletet minden egyes — a dlals is
vonatkozéan — csomopontra fel kell irjuk. A progokma legegyszébb felosztast alkalmazzak,
szimplexeket hoznak létre, azaz két dimenzids esdthromszdg, harom dimenzids esetben tetraéder
elemeket. Egy-egy csomoéponthoz tartoz6 tartomarggomopont an. Voronoi-cellgjaval jeloljuk ki.

Ez azon pontok halmaza, melyek az adott csoméOpanttamnak a legkdzelebb. Jeldlje ezt a
tartomanytl},, igy az anyagsiiség ismeretében meghatarozhat6é a csomépontba letiukég :m,, .
A mozgasegyenlet most csak harom vetlleti egyafiléth feltételezve hogy a csomdpontba redukalt
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erérendszer erdije éppen atmegy a csomoéponton. Ez anndl durvablelikdz, minél nagyobb
elemeket alkalmazunk, azamrigéssel nbvelhéta pontossag. A mozgasegyenlet tomoren :

mP(t)aP(t) = fP(t,u(t),v(t)), (3.111)

ahol most a jobb oldalon a csomopont tartomanyata, hmerev elemeknél felsoroltébatasokon
kivil a koérnye#d csomoépontok celldinak feszlltségéllapotanak hatidséigyelembe kell venni. A
teljes rendszerre ismét dsszegezni kell az egyek@etz 6sszes csomopontra :

Ma(t) = f(t,u(t),v(t)), (3.112)

ahol most a tomegmatrix fuggetlen a#tidl. Ezt a leirAsmddot alkalmazza a UDEC és 3DEC
program, amelyet én is hasznalni fogok a vizsgidtan.

A deformalhaté elemek masik nagy csoportja a részelem osztott valtozat. Ekkor, ahogy mar
emlitettiik, az elem szabadsagfokainak szama kigbgazzalakvaltozast leir6 komponensekkel, a jobb
oldalon 1éw fP vektor pedig a feszlltséget leiré6 komponensekkel :

p 14 14 14 p p 14 14 p 14 p p
(up)T = [ux U, U; Py Py @z & & & Vxy Vaz Vyz] ) (3.113)
(T = [fxp fyp F m? mg mt  vrel Vpa;,’ vPa} Vprfzy VPl Vprgz]. (3.114)

A mozgasegyenlet ezutan adzlekhez hasonldan irhato fel, de itt az utols6 hakeelgt mar a
feszlltségek és az alakvaltozasok masodik dervédiy 6tt adja meg a kapcsolatot :

M(t)a(t) = f(t,u(t),v(t)) . (3.115)

Az M(t) inerciamatrix ebben az esetben igen bonyolulpieddi. llyen elemeket hasznalnak a DDA
programok.

3.3.2.4. Megoldasi médszerek

A vizsgalt rendszer elmozdulasainak szamitasadapdailaltozasanak szimuldldsara a DEM
szoftverek két fajta megkdzelitést alkalmaznak.efgik a kvazi-statikus modellezés, mely a matrix-
elmozdulasmédszerhez hasonld technika, a masikgpedi idléptetéses eljaras, mely a
differencialegyenletet ttintegralassal oldja meg. Utébbinak két fajtajasseért : az explicit és az
implicit valtozat.

A kévzi-statikus eljarast alkalmaz6 programok jedgnlétesd verzidinak mindegyike végtelen
merev elemeket hasznal pontszkapcsolatokkal, igy egy elemnek hat szabadsadédiet altalanos,
térbeli esetben. A modell feltételezi, hogy a rexedsebessége és gyorsulasa zérus, majd keres azt
elmozdulasrendszerdvekményt, melyre teljestl a

0 = f(Au) (3.116)

0sszefliggés. Egy adott konfiguracioldghkiegyensulyozatlan érendszerink van. Ha ismerjik azt a
K merevségi matrixot, mely az adottpllanatban megadja Au és Af kozotti kapcsolatot, akkor a
kovetked egyenletrendszerhez jutunk matrixos alakban :

KAu = Af . (3.117)

A Au megoldas tehat megmutatja, hogy a pillanatnyi yeegulyozatlan érendszer milyenAu
elmozdulasnévekményel elért Uj allapotban lesZjesteendszer egyensulyban KAmerevségi matrix
6x6-0s blokkokbol &ll, hisz hat ismeretleniink vatengenként. Részletes 0Osszeallitasanak
bemutatasatol most eltekintenénk, am hasonloantiaxreimozdulasmaodszerhez, a kényszereket itt is
a megfelad foatloban 16% elemekhez rendelt rugémerevségekkel kezelhetjil. eH rendszer
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statikailag hatarozott vagy hatarozatlan, akkd¢ matrix nem szingularis, s igy invertalhat6 Asy
egyértelnien meghatarozhatdé. A gyakorlatban a modellezerethdszerek gyakran kinematikailag
hatérozatlanok, — pl. Ureges szemcsehalmaz, tirésdapattand részecskék — azaz vannak olyan
elemek, melyek elmozdulasa valamely irdnyban kozks nékil bekbvetkezhet. Ekkor a merevségi
matrix szingularis. Ennek a problémanak a kezedésébbféle algoritmust fejlesztettek ki. (lasd
Kishino- (1987) (79), valamint Bagi és Bojtar-f¢i9) algoritmusokat).

Az el kvazi-statikus modell Serrano és Rodriguez-Oti@7@) (80) nevéhez kétlietmelyben a
szingularis matrix problémaja még nem volt megdldéereskedelmi forgalomban nem talalhaté ilyen
tipusu program, szemcsés anyagok mikromechanikéjariatasara alkalmazzak.

A mozgasegyenlet kezdetiérték feladatanak explicimerikus megolddsa esetén
idépillanatokban ismert valtozokbdl hatarozzuk meg;a idépont keresett valtozoit, tehat azok
explicit médon vannak kifejezve. Implicit médszeseten a mozgasegyenletet; g idépontban irjuk
fel, s a keresett valtozoknak ebben apamhtban kell teljesiteni az egyenletet. Mivel egiplesetben
az ebzé idépontbdl kdvetkeztetiink, ezért a megoldas implisétén jéval pontosabb, emelett persze
idéigényesebb is. Explicit médszer az Euler-modsiHetye annak pontositott valtozatai (Runge-Kutta
és a centrdlis differenciak modszere), implicit nldgs pedig példaul a Newmark-féfemodszer.
(Részletekeért lasd (70)-t és (81)-t).

Explicit iddintegrélast alkalmazé programok - példaul a PFCPBC3D, UDEC és 3DEC -
tipikusan a centralis differencidk modszerét halgakha A mozgasegyenletben k@wgyorsulasokat
kozelitslk at;_1/, €st;.q1/, idépontban leé sebességek centralis differenciajanak felhaszavas
Ekkor a mozgasegyenlet a kdvetkesaku :

p p
pYiv1/2 7 Yi-1/2 _ ¢p
M; ———"==f;, (3.118)
atrendezve pedig :
P — 2P Py Lep
Viv12 = Vic1p2 + At(Mi ) fi ) (3.119)

igy ismerjuk az intervallumra vonatkozo atlagsebgets melyet kis itlépés esetén konstansnak

feltételezve az elmozdulas :

p

—uP p
U = U ALV, (3.120)

Az eljaras jellemdje, hogy az elmozdulasokat tulbecsuli, igy ezahalkdvetke# |épésben a
tényegesnél nagyobb bélersk keletkeznek. Effordulhat, hogy emiatt a megoldas az egyensulyi
helyzet korll oszcillal. Ennek kivédésére a progskrkorlatozzak a maximalis 1épéskozt, illetve un.
Jokalis” és ,kapcsolati” csillapitdsokat alkalmadg melyek a valdésagban is létrejov
energiadisszipaciot modellezik, valamint a konveoig is javitjak. A lokalis csillapitas alkalmaaas
a mozgasegyenlet megoldasakor a kovéikéapen torténik :

17?—1/2
- , (3.121)
v 17a]

-1
Vo =0y 00(7) (17 = al 7] 22
ahol a tetsdlegesen valasztott — pl. 0.5-0.7 — csillapitasiape#ter. A képleitd kitiinik, hogy a
csillapité e6 nagysaga az eredeti kiegyensulyozatl@nagysagaval egyenesen aranyos, irdnya pedig
ellentétes a sebesség, azaz az mozgas iranyavihpésolati csillapitas esetén a kapcsolatban
létrejovo relativ sebességnek a fliggvényében a mozgassatédls hatast kiféjterst adunk a
rendszerhez. Deformalhato, kelssomopontokkal rendelkézelemek esetén beszélhetiink adaptiv
globdlis csillapitasrol is. Ekkor a program — pDEC, 3DEC — a csomopontokra olyan csillapitét er
helyez, hogy a kinetikus energia egy része diskxipan, igy stabilizalva a numerikus megoldast (a
részleteksl lasd pl (70)-t).
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Az idéintegraldsos modellek masik nagy csoportja az witpihddszereket alkalmazza. llyenek a
DDA programok, melynek efsvaltozatat Gen-Hua Shi publikalta 1988-ban (78)plicit megoldas
esetén a mozgasegyenletnealk,a idépontban kell teljestilnie :

0= f(ti+1rui+1(t); vi+1(t)) — M a;,4(t) . (3.122)

Ebben az ifpontban u;,,,v;,; ésa;., is ismeretlen. LegyenAu;,; =u;,; —u; , ekkor
kozelitésképp a sebességet és gyorsulast felirya aépillanatra :

1
Aiv1 = 22, (Auy,q — At wy) (3.123)

Viy1 =V; + At a,q, (3.124)

ami a Newmark-félg-eljaras szerinti kozelités = 1/2 ésy = 1 paraméterekkel, azaz egy lépéskoz
alatt atlaggyorsulast feltételezve. A mozgéasegydgiemar leirhat6é csaldu;,, figgvényeként :

[(iv1, Wis1, Vig1) — Mg @iy = 18340, Aty q) (3.125)

Az egyenbség akkor teljeslil pontosan ta,, idopillanatban, ha ez a maradékfliggvény zérus:
r(ti;1,Au;p1) = 0. A maradékfiggvény zérushelyeinek, azaku;,; —nek a megkereséséhez a
Newton-Raphson-mddszert hasznélhatjuk-adik iteracio a kovetkékeépp tortenik :

aust? = aul
aholJ azr maradékfliggvény Jacobi-matrixat jel6li. Az iterateallasanak feltétele lehet példaul az,
hogy azr maradékfiiggvény abszolut értéke egy bizonyos feéacsokkenjen, illetve ha a zérushely
koérnyéke ,lapos” —J kdzel szingularis - , akkor a két iteracios lepakkbseégenek abszolut értékére
is megadhatunk hatarértéket.

Az implicit megoldas tehat sokkal pontosabb az iekpEl, it éppen a visszaellérzeés miatt

At lépéskoz lényegesebben nagyobbra \ehsiben az esetben. (Ennek ara azonban az egyes
id6lépésekhez tartozé nagyobb futasi.)d

K) \ — k
— J(tir, AU T Tty AUl (3.126)

3.3.2.5. Diszkrét elemek moédszerének alkalmazasa falazotteskezetekre

A falazatok felépitésének modellezésére két kulahlmiegkozelités Iétezik. Mar emlitettik, hogy
lehethiség van egyes programokban — pl. PFC2D és 3D mcsfk nyomatékbird kapcsolatanak
kialakitasara. llyen modon szemcsékbsszeallitva a falazéelemeket, mikroszinten mledbetjuk a
tonkremenetelt, azaz az egyes tégla vagglemek torését, illetve ha van, akkor a habaregeket is
szemcsekdll épitjuk fel. A szemcsék kozt felszakadd kapcsdlial torésmechanikai szempontbdl
modellezhetjik a falazat viselkedését4@ abraegy kfal repedésterjedésének modellezését mutatja
fuggodleges és nyirasi terhekre.

‘:‘wm s "f' ) F
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49.4braKéfal modellezése gomb alaku részecskék segitsééljpel
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Mésik megkozelités lehet, ha a diszkrét elemek magialazat épdelemeit reprezentaljdk. Az

UDEC, 3DEC, illetve a DDA tipusu programok poligtat/poliedereket alkalmaznak, igy ezek
megfelebek téglak, faragott&kombok modellezésére.

Mar emlitettik, hogy a korai DEM programok gyakostkalmaztak merev elemeket. ivek,
boltozatok torési terhének, a kinematikai hatalematig bekodvetkezésének vizsgalatara ezek a
modellek is megfeléek (lasd hatarallapot elmélet (44)). Gilbert és bdeirne (1995) (82) tdbb
ivsorbdl allo boltiveket vizsgalt ilyen eljaras¢ad.abrg, eredményeiket kisérletekkel is igazoltak.

=235 kN

50.4braHatarallapot analizis boltivek vizsgalatara

lvek esetén jeletis szerepe van a feltdltés tehereloszté hatasanakekE modellezése
deformalhaté, akar nemlineéris viselketléemekkel ajanlott. Petrinic (1996) (76) példaat klaku

szemcseékkel vizsgélta a teher terjedésének utjggni® (2001) (83) pedig olyan DDA modellen
vizsgélta ugyanezt, melyen a feltoltést véletlensae darabolt deformalhatdé elemek egyittese
jelentette. $1.4brg

N

=
/-]
= [~ ]
=]

- L

- L

1=581Ts  fTIITs 1=86065 /z1062s  Final, 2=19,3
51.abraFalazott ivhid és hattdltés DDA modellje (83) 52.abraOszlopok szeizmikus vizsgéalata (UDEC) (84)

A DEM egyik legnagyobb éhye, hogy a mozgasegyenlet megoldasaval dinamiiablgmak
kezelésére alkalmas. Dinamikai probléman azégmtnoki gyakorlatban természeteserbsisban a
foldrengési analizist értjik, sokésen szeizmikus zénédban werszag épitészetében jelen vannak a
falazott szerkezetek. Mas dinamikai vizsgalat |ebdtmilyen Utkdozés — példaul féldrengés esetén
elbirja-e a boltozat a lehull6 térmelékeket - vakar robbanas is. Szeizmikus vizsgalatok esetén
haromdimenziés modell ajanlott a realis szerkez&hszokhoz. A szamitasi igény cstkkenihéia
merev elemeket alkalmazunk — ezt az UDEC és 3DE(ngedi -, illetve ha a kapcsolati
normalmerevségek nem tul nagyok (igy a szoftveal adtlkalmazott, még numerikusan stabil
viselkedést biztosité &épés hosszabbra adédik). A szeizmikus teher iggszetien modellezhét

A szerkezet alapjaul szolgalé blokkot, vagy blokkblelkészitjik, majd erre - mint ahogy azt

modellkisérletek esetén a razodasztalnal szokas tkodietjuk a kivant terhelési torténetet
elmozdulasteher formajaban.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata
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Papastamatiou és Psycharis (1993) (84) egy korde@Daltozattal vizsgalta antik oszlopok
szeizmikus valaszait merev elemekkBR.@brg

Psycharis és tars. (2003) (85) térbeli modellt kétza Parthenon szeizmikus analiziséhez, melyet
jonéhany, a kérnyéken mért féldrengési rekord alapjizsgalt, s ily modon kilénbézanegeésitési
és felujitasi lehéségeket keresettc3.abrg

Marado deformaciok

10m

Fildrengési teher
alkalmazdsa az ""alaptestre"

Dynamic input

—h
53.4bra Parthenon szeizmikus vizsgalata (3DEC) (85) 54.4bra Csucsives iv szeizmikus vizsgalata (3DEC) (86)

ivek vizsgélatara is van példa szép szammal. Leih@@8) (86) merev elemekkel és deforméalhat6
kapcsolatokkal modellezte kulonkibzipusa — félkor, csucsives — ivek szerkezeti stkembleges
tonkremeneteleit. 54.4brg Erdekes megallapitasra jutott azzal kapcsolatitergy a modellben
alkalmazott kapcsolati merevségi érték dént befolyasolhatja az eredmények helyességét. ,Puha
kapcsolat esetén ugyanis sokkal kisebb gyorsutésieknél ment ténkre a szerkezet.

Alexandris (2004) (87) tradiciondlis ciprusi lak@h&at vizsgalt foldrengési terhekre. Mind két,
mind harom dimenzids esetben a mégiés madjait vizsgaltas55.abrg

55.abraTradicionalis ciprusi lak6hazat szeizmikus vizst@I@DEC) (87)
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Nagyobb, komplexebb szerkezetek vizsgalatanal éggnamegoldas is létezik a diszkrét elemes
szamitasok idigényének csokkentésére, mely sordan egy elem nemegyes épfielemeket
reprezentalja, hanem egy nagyobb szerkezeti reskar (egy-egy diszkrét elemmel mint helyetéesit
kontinuummal kozelitve tobb falazéelem egyitteselkisdését) . Ez a fajta modellezés igen
felelosségteljes, nagy tapasztalatot és szakértelmeyligéeladat. A kapcsolatok helyét, az elemek
hatarait agy kell felvenni, hogy a lehetséges témeneteleket jol tiikrozze a vizsgalat, valamint a
kapcsolatok és elemek mechanikai jelléfgpzmost mér globalis szinten kell visszaadja azietie
kisebb blokkokbdl felepdl szerkezet viselkedését. Egy példa ilyen modellleveda (2002)
(88)munkaja, aki egy vilagitétorony foldrengésidsmdasat vizsgalta ilyen moédszerrel.

3.3.3. DEM/VEM eljarasok

Mar lathattuk, hogy VEM esetén létrehozhatjuk edkiills elemek kontakt elemekkel 6sszekapcsolt
rendszerét, illetve DEM esetén végeselemhaldt gémdunk — még ha csak igen egyfizelemekkel
is — a deforméalhaté blokkokba. Lathatd, hogy kee#teelmosddni a hatarok a két eljaras kozott. A
pontatlan eredményeket szolgaltat a DEM eseténjsrméggfeleben felvett modellen dolgozva a két
modszer egyaramiatékony lehet falazott boltozatok vizsgalatara.

A két eljaras oOtvozésére tobb kutatd is kisérlegtt. Munjiza (2004) (89) térésmechanikai
vizsgalatokra fejlesztette ki véges-diszkrét elemeserikus algoritmusat, mely olyan deformalhato
blokkokat alkalmaz, amik haromsz6g elemekre varoestva. Ezek a hdromszdgek a terhelés soran
elszakadhatnak egymastol a tdrésmechanikai fedtétek megfelédlen, igy példaul épuletek
O0sszeonlasa és darabokra hullasa modellézfsh.abrg. A repedés terjedésével az elszakado
haromszog elemek szomszédos elemeire a programaiiikasan Uj halét készit.

W

56.abraKémény 6sszeomlasanak modellezése DEM/VEM eljdréidsmjiza) (89)

Petrinic (1996) (76) olyan két dimenziés modeljifeztett ki, ahol deformélhatd poligon elemek és
merev szemcsék egyiittesen szerepelhetnek. ivhédmtitt modelljét mar ismertettiik feljebb.
Jerzy Rojek és Eugenion@te modellje (90) a feladat soran vizsgalt tartoyphargéges és diszkrét
elemes részekre, valamint atmeneti zOnara ostt{aTeabrg.

) l—igf[_)”- sy (i, A0
2

(a) (b)

57.4braA test véges, atmeneti és diszkrét zonakra osgg@a
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Ezutan feltételezi, hogy a teljes virtualis munkkéa tartomanyra felirhaté virtualis munkak lineari
kombinaciojaként szarmaztathto :

SW=adéWF+(1—-a)§WP, (3.127)

aholSWF a véges elemelW?P a diszkrét elemek virtudlis munkaja. Azparamétef); tartomanyon

1, Qp esetén 0, az atmeneti tartomanyban pedig deiges, példaul linearis atmenet 0-1 kozott.
Ahhoz, hogy a két modszert kozosen lehessen vizisgdl VEM alapvei egyenleteit
mozgasegyenletek formajaban kell felirni :

MF uF FkulSO F?@lSé’ (3128)

ahol My a rendszer tdomegmatrixd, a keresett elmozdulasokéigzerinti masodik derivaltja, azaz a
gyorsulasi vektor, a jobb oldalon pedig a rendszbatd kil§ és bel§ ek kilonbsége talalhats. A
matrixok/vektorok kompildlasa az alabbi egy elefel@hatdo matrixok/vektorok segitségével torténik

m, = fﬂe p NTNdQ, , (3.129)
bels6 —f BTodQ, , (3.130)
kiilsé — f NTp b dQ, +f NTt drT, , (3.131)

aholp a diriség,o a Cauchy-féle feszultsegtenzbra térfogaterk vektora,t a fellleti teher vektora,
N a bazisfuggvenyek matrix® az alakvaltozasi matrix. A mozgasegyenlet megaldagliszkrét
elemek modszerénél méar ismertetett centralis @iffeiak modszerével :

vfﬂ/z = ”f—1/z + At (Mf)—1(FII§ulsa _ F}Igelsé)i ’ (3.132)
uf,, = ui +At vf+1/2 - (3.133)

Szerencsés eset, ha azzal a kozelitéssel éliini, end@megmatrix diagonalis, hisz ekkor kilonalld
egyenletekké esik szét az egyenletrendszer, azrtatdst nem kell elvégezni. A kilonhbz
kényszereket feltételi flggvények megadasaval, azoiedig a virtualis munkaba beépitve
blntetfliggvényes-modszerrel vagy Lagrange-féle multiptikds eljarassal kezelhetjik. A feltétel
fuggveény legyen :

x(O0ug, Sup;) =0 (3.134)

altalanos alakban felirva, ahélu; és Sup. a véges és diszkrét elemekre vonatkozo kinematikai
kényszereket jeldli. A virtualis munka a kovetkestakban irhato fel buntétiggvény :

5u£(MFﬂF - legﬂl% + F1l3"3156) + 5u£U(MDUﬁDU —Fpy) + 5u£c(MDcﬁDc — Fpe)

R T T
+6®F (I — Tp) + uf [5555| xkor + Sube [552—| xkor =0, (3139)

illetve Lagrange-féle modszerrel :

5u£(MFﬁF — FRUsS 4 F?fel%) + duly (Mpyitpy — Fpy) + upc(Mpcitpe — Fpe)

. F) T d T
+6®)(JpQp — Tp) + Suk. [6(6;)] A+ dub, [a(&fm) A=0. (3.136)
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A részleteket melizve a mozgasegyenletek differencidlegyenlet-remdszbintedfliggvény
alkalmazasa esetén :

M, 0 0 0 {uF \ [Fllgiilsé _ F?elsé + NTXkDF-l
0 MDU 0 0 { ilDU } _ FDU
N , 3.137
0 0 MDC 0 ll:DC FDC _XkDF ( )

M ésJ a globalis tomeg és inercia matrixok,, pedig a diszkrét buntetfiggvény vektora. A
mozgasegyenlet Lagrange-szorzos esetben :

rMF 0 0 0 _NT-l qu \I I'Fllgl"llsé _ F26156]
0 MDU 0 0 0 "fDU FDU
0 0 My 0 I gch $ = Fp. : (3.138)
0 0 o Jo 0 |]|a.l T
D D
N 0 1 o ol 1 ) 0
A feltételek ezen két kezelési modjanakngleit, hatranyait mar &.3.1.pontbanbemutattam. A
differencialegyenlet-rendszert ezutan expliclindegralasi technikaval lehet megoldani.

A mobdszer szépsége abban rejlik, hogy csak azaekés modellezzik diszkrét elemekkel, ahol a
mikro szinti analizis szikséges lehet, igy a szamitdsdidsztikusan csdkkenhet. llyen megvaldsult
modellezési példa (Rojek és Onate, 2007) alagataliejtése, ahol csak a fejténtesz kornyezetét
épitjuk fel ,fejthet” diszkrét szemcsékib, a tavolabbi, csak a globaliss@gtékban szerepet jatsz6 rész
veéges elemeldh all. (58.4brg

58.abraAlagutfalazat fejtésének modellezése DEM/VEM ekaed (Rojek és Onate) (90)

Falazatokra torténalkalmazasa lehet olyan modellek épitése, meletaric-féle hidmodellhez
hasonloan a feltdltés hatasaval foglalkozik. Vidsg@® pl. a tehereloszlas, valamely targy
becsapddasa soran a feltoltés tompitd hatasagefigds esetén a boltozattal mozgé témeg csillapitd
hatasa stb. A modszer segitségével esetlegesan télykdkat, k elemeket modellezhetiink, melynek
belseje véges elemealb kilss rétege diszkrét elemeddb all. llyen esetben lehé$ég van a
feszlltségkoncentraciok, illetve ennek kdvetkeztéerzsolddo, let@rdarabok vizsgalatara.

3.4. Osszefoglalas

A felsorolt vizsgalatok csak kiragadott példak aM,EDEM, illetve a két modszer 6tvozésének
lehetséges alkalmazasaira falazott szerkezetelgalaaban. Egyre tébb cikk jelenik meg ilyen
szerkezetek diszkrét elemes vizsgalataval kapdmolatTérbeli boltozatokrol azonban ma még
szegényes a téma szakirodalma, olyan cikk pedidy médlis alaprajzu kupolékkal foglalkozik,
tudomasom szerint nem létezik. Ezért azt reméleagyha TDK soran elkészitett vizsgalataim
hasznosak lehetnek ezen szerkezetek mechanikikedgsének alaposabb megismerésére

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata
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4. Sajat vizsgalatok

A sajat vizsgélataimban a kovetkezélokat tiztem ki : az oOnsulyra szikséges minimalis
falvastagsagok meghatarozasa, a tamékzeloszlasanak vizsgalata merev tAmasz és 6nshér te
esetére, az 6sszeomlasi médok és repedéskép meggemdilonbdz kialakitdsu ovalis kupolak —
beleértve a mar jol ismert gdbmbkupolat is — , viebnsuly esetére.

El6szor szeretném bemutatni, hogy ezen boltozatok ge@jat, fellletét hogyan lehet megadni
matematikailag teljesen altalanosan parametrizaidaly a legkulonfélébb kialakitasokat képes
reprezentalni. Az egyik legfontosabb kérdés, hoggnefellletet hogyan tudjuk &llitani, lefedni
diszkrét, polieéder elemekkel. Erre egy algoritmutm, mely ezen elemek koordinatait szamitja ki.
Ezt az algoritmust szeretném részletesen bemutatni.

A vizsgalatok egyik ¢ célja az dnsulyra vonatkoztatott minimalis falegstagok megtalalasa volt.
Itt részletesebben targyaljuk az eddigi elméletisgalatokat, azok hatterét, illetve gémbkupolara
vonatkozo értéket megkiséreltem levezetni a kindwaiatnddszer segitségével. A 3DEC programmal
végzett minimalis falvastagsagra vonatkoz¢é futtatas kalibracios és mérethatas vizsgalatdiztéek
meg. Ezek utan kozlom és értekelem az eredménymia@dyben a gazdasagossagi szempontokat is
kiemelem.

A tAmaszed eloszlasanak vizsgalatat a legkilonfélebb kiadeskikra végeztem el parametrikusan,
tobb paramétert vizsgalva. A rengeteg futtatds reéeyeként egy olyan adathalmaz Allt
rendelkezésemre, mely segitségével grafikonokbtazatokat tudtam késziteni. Ezek a tablazatok,
grafikonok alkalmasak arra, hogy merev tamasz esatéegjosoljdk a fludgeges és vizszintes
tamaszetk nagysagrendjét, nagysagat, illetve a tamasz nalp8zlasat adott kialakitasu ovalis
boltozat esetén.

Az utolsé pontban abrakkal és szOveges eértekelassghtom be az egyes tdonkremeneteli,
0sszeomlasi mechanizmusok jellgiitzkialakulasat, illetve a repedések kialakuldsgellemzem par
mondatban.

4.1. A felulet matematikai definidlasa

Ovalis alaprajzu boltozat céljara szolgal6 fellletea mar ismertetett moédon (lagd3.pon) — az
alaprajz megforgatasaval, forgasfellletként delffiritiuk legegyszdibben. Az épitési gyakorlatban a
négy koriv szakaszbal illesztett ovalis alaprajlegelterjedtebb, igy én is ezt a szerkesztési médot
valasztottam. A%9. abraszerint az ovalis alakjat egy nagyolib sugari és egy kisebb,sugaru
koriv, valamint a kdzéppontjuk tavolsagat kiféjex méret hatarozza meg. Jeldjeazt a tengelyt,
amelyen mindkét koriv kozéppontja fekszik kisebbik korivvel torés nélkil csatlakozo, azéity
sugarral jelzett koriv sugara:

a’+R?-r?
2R -
a kdzéppontja pedig:
_ (R-1)%-qa?
yR - Z(R—T) (42)

Jeloljuk a koriveket rendrely, C, és C, befikkel. A C,. és C, korivek csatlakozasi pontjanak
koordinatait a kovetkeéizképletek adjak meg:

a(a?-r2+R?)

xO = a2+(R_r)2 f (4.3)
_ 2d%r _ 4.4
Yo = a2+(R-1)2 r. (4.4)
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Most legyen @ sugaru korcikk szoge, azr sugaru korcikke pedig:

@ = arctan (i) , (4.5)

¢ = arctan (xjfa) . (4.6)

Az ovdlis altal hatarolt tertletet kénnyedén kishatjuk. Az ovalis jobb fels negyedének tertletét
az 59.abraszerint Ugy kapjuk, hogy &, 6 szoki korcikkéhez hozzaadjuk @ ¢ szodi korcikket,

majd ap sugaru korcikk tengely alatti kis haromszogét kivonjuk dlel A teljes terllet pedig nyilvan
ennek négyszerese lesz:

A=4(2p%0 +312¢ —Sayp) = 200 + 12 — ayz) . (4.7)

y

-

59.abraNégy korivisl illesztett ovalis.

Az ovalis definidlasdhoz tehat harom paramétertak: R, r €s a. Mivel két kiulonb6s gorbe
illesztéseként kaptuk az ovalist, a gorbe fliggvéay&, y koordinatarendszerben csak szakaszonkent
tudjuk definialni. Lehatség vany = f(x), illetve x = f(y), azazx és yfliggetlen valtozo szerint
megadni a figgvényt. Haa fuggetlen valtozo, akkor a gorbe fliggvénye a K@ lesz:

[ N2 — 42
i( P +yR) ha x=—x9ésx < x
y=f(x)= i( Tz—(x—a)z) ha x> X, : (4.8)
ki( rz—(x+a)2) ha ¥ < %o

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jézsef
61



N AT T T

T MG G 17 sﬁé . o s .
Epitémérndki Kar MUEBGVETEM Tartoszerkezetek Mechanikdaja Tanszék

Hay a flggetlen valtoz6, akkor a fliggvény a kdvetkez

(Wi ta) gy y>yesy <y,
x=f()=4+(/p?2— (v —yr)?) ha Yy > Yo : (4.9)
< J—
+(Jp? = O —yg)?) Me Y=o

Most, hogy ismerjuk a gorbék flggvényeit, a forgédetet egyszéien elkészithetjuk. A gorbe
fluggvényét tehat azon tengely mentén definialjukely korul megforgatjuk. Ekkor a masik, fligg
valtozé egy hengeres koordinatarendszeéaltozéjanak feleltethétmeg, mely éppen az adott fiigg
valtozo, illetve az eredeti deréks#bgoordinatarendszezr koordinatainak négyzetdssze@elont
gyokkel egyezik meg. igy példaul4.8)-as képlet el sora a kovetkeéképpen irhatd fel:

r=y2+22 = +(/p2 — 2% + yz), (4.10)

melybdl z, azaz a felllet fliggvénye atrendezéssel explicdandifejezhet. A fellletek fliggvényei a
hosszabbik tengely korul megforgatva :

( 2 \
jJ(vpz —x2+yp) —¥? ha x=—x,ésx Sxoi
z(x,y) = T~ 3 ha X > X , (4.11)
\/r (x a) y ha x < _xO J
Jrz —(x +a)? —y?
illetve a révidebbik tengely koril megforgatva:
( 2 \
| J(Vr2—x2+a) —y% pg x> —xp6sx < x|
z(x,y) = 4 S =Gy =7 ha X > X ¥ : (4.12)

ha x < _xo
Vo2 = (x + yp)? — y?

A (4.12)es képletberx és yszerepét felcseréltem, azaz mostamt@hindig a forgastengelyt fogja
jelélni. A matematikai programokban — mint példauatlab, melyet a dolgozat elkészitése kézben
én is hasznaltam — leldsgég van parametrizalni a gorbét, igy egyiszerdefinialni a forgasfellletet a
gyors megjelenités érdekében, ekkor nem kell istmdrra Descartes-féle koordinatarendszerben a
felllet figgvényét. Ha az alaprajzi gorpex), akkor a harom paraméteres koordinata a kdvétkez

x; f(x) *cos(t); f(x) *sin (t) . (4.13)

A (4.8) vagy (4.9) képletekkel megadott ovalis gorbék pozitiv fuggwemgkekre eértelmezett
flggvényeit f (x)-nek tekintve azx paraméter g4.8)as esetben (a + r)-t6l megy (a + r)-ig, a
(4.9)es esetben pedigR-t6l R-ig. A t paraméter egy félkornek megféleh 0-t0l m-ig megy. Az
egyiptomi ovalis alaprajzoR = 4,r = 3,a = 3 értékekkel kapjuk, illetve akkor, ha ezen értékek
aranyait betartva hasonlo értékharmasokat alkalmazz egyiptomi ovalis kétféle megforgatasaval
keletked fellleteteket mutatja @0.abra
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60.abraEgyiptomi ovalisbdl révidebb, illetve nagyobbik gy korili megforgatassal képzett felliletek.

4.2. A diszkrét elemes modell geometrigjanak kialakitasa

A geometriai modell megalkotasanaléaprobléma az volt, hogy hogyan lehet lefedni egsbgt
feliletet poliéder elemekkel. Mivel a gyakorlatbarrendszerint gyriinként készitik el a falazast, a
modellt is agy kellett megalkotni, hogy az elemeggy kezd ponttdl a gyrii mentén sorban haladva
épitse fel az eljaras, majd zaras utan a kovétggirivel folytassa és igy tovabb. Epités soran asbels
felllet az, melyet a leh&étlegpontosabban ki leheizni, igy én is €lszor a bels felllet pontjainak
meghatarozasara irtam egy algoritmust (ez adb@&dtilet a lehdl legpontosabban koézeliti a
matematikailag pontos forgésfellletet), a kufslilet pontjait pedig a beisfellilet normalisainak
ismeretében szarmaztattam. Az altalam alkalmazadzkdet elemes program, a 3DEC
programkornyezete, bélprogramnyelve csak alapvetlgoritmusok megirasat teszi letwed —if, for,
while, stb —, ami megnehezitette az algoritmus elkészitdggtazt az utat valasztottam, hogy egy
magasabb szifitmatematikai programmal — jelen esetbeMatlabbal — oldom meg a feladatot,
melyben rendelkezésre allnak beépitett, numerikagomast alkalmazo fuggvények, majd ezzel a
programmal generaltatom le a 3DEC szamara szuksaégpeatumu input file-t.

A két fenti forgatasi modszerrelédlllitott forgasfellletek éhye, hogy a forgastengelyre rikges
metszetek korivek, és kodzulik a legnagyobb sugérivét egyerdt szakaszokbol allé poligonnal
megkozelitve — ahol az egyénlszakaszok hossza éppen az &aéim jellemd mérete —

kiszamithatjuk az egyes gyik magassagi értékeib1.abrg.

R R

61.4bralegnagyobb sugard kor keresztmetszet kozelité sgaumial.
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Az abra szerint @ szbget a kbvetkéképpen kapjuk meg:

@ = 2 *asin (mer:t/z) .

(4.14)

A kupola készilhet felllvilagitoval, illetve anélkiFelllvilagitd esetén azt kell tudnunk, hogy a
felllvilagitd pereme — a ,k6zép§”, kor alaku keresztmetszetben vizsgalva vizszintesi mérve
mely szognél talalhatd. Ezt a szdoget nevezajlks,--nak. Ha nincs felulvilagitd, akkor ez az érték
elméletilegm/2, azonban ilyen esetben is definialunk felllvilagiyukat, &m méretét igen kicsire
vesszik, majd ezt a lyukat egy z&Fokl toltjuk ki. Ezért tehat minden esetben egy;:s, €rtéket kell
definialnunk, hogy tudjuk, hogy a gnis falazas mely magassagig érvényes. A megaglQit:,
valoszirisitheten nem lesz a szamitgitérték egész szamu tobbszorose, azadidigynagassagat —
a kovek ,magassagi’ méretét — a kovetkegppen mobdositjuk (ennek sorap, szamu falazott,
vizszintes gfiriink leszz; magassagi értékekkel):

Zgp = round(Praear/®) (4.15)
Pyj = —(pz;‘:‘r : (4.16)
z; = R *sin (i * @g;) . (4.17)

A gyirik magassagi pontjainak ismeretében rendelkezésuakrezen magassagokban vett
vizszintes metszetek gorbéinek figgvénye is. Féefdst esetén legyen a forgastengelykaengely,
a r4 mebleges alaprajzi tengely pedig sztengely. Ekkor rogzitety vagy z esetén a két valtozé
szerepe felcseréliet hisz bérmely forgastengellyel pérhuzamos= k = konst. fluggleges
sikmetszetben a gorbg(x) flggvénye formalisan megegyezik = k = konst. vizszintes
sikmetszetben |év gorbe flggvényével. Egy-egy; magassagban tehat a vizszintes metszetben
keletke® ovalis gorbe fliggvényeét ugy kapjuk, hogy a felfilgjgvényébey valtozé minden értékére a
konstang; értéket helyettesitjik be:

fosz(x) = y(x) = z(x,z;) . (4.18)

Az egyes épftelemek koordinatait agy szamitottam ki, hogy egndild pontbdl az ére definialt
elemmeérettel Iépegettem végig az adott magassdgb@ift,., (x) figgvény gorbéjén. A keresett pont
elétti pontba egy elemméret sugaru kort rajzolunk,dveg igy felvett kdrnek és a vizszintes metszet
ovalis gorbéjének metszéspontja lesz az Gj poryehéyy minden egyes Uj pont megkereséséhez egy
nemlinearis egyenletet kell megoldani. A kor flugguébe az/ koordinatat helyettesiteni kellfg, (x)
fuggvénnyel, majd nullara rendezni, és igy a kosztkkapjuk:

(xir1 — %)% + (fpsz(Xi41) — yi)* —meret> = 0. (4.19)

Az egyenletet megoldva megkapjuk az U] pankoordinatajat, azy koordinatatpedig egyszer
visszahelyettesitéssel nyerhetjuk. Mivel masodfagyenlettel van dolgunk, két megoldas is
lehetséges. Az algoritmus felismeri, hogy éppentpozagy negatiw értékeknél jarunk, s eszerint
alkalmazza azf,.,(x) vagy —f,s;(x) fliggvényeket. A nullpontot nem csak kiindulasié&lsl
kereshetjuk meg, mint azNewton-maédszerné&meretes, hanem egy tartomanyon is vizsgaloédkatun
llyen megoldast kinal dMatlab fzero fliggvénye is. A pontok keresége= 0 -tdl indul, Gramutato
jardsaval egyériranyban, azaz a tartomanyt, amin keressiikilaértéket, az éppen azéed pont,
illetve az adott magassagbandéfy,, (x) fliggvény legnagyobb pozitiv vagy negatieértéke jeldli ki.
Mivel a teljes vizszintes metszet gorbgje, (x) és—f,,(x) fuggvényekBl all, gond lehet akkor,
amikor az @zé pontunk még pozitiy koordinataval rendelkezik, de a kdvetkegontunk mar a
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negativy értéket venne fel. Ezt ugy kezeltem, hogy mindgyes vizszintes metszet vizsgalatakor a
program kiszamolja, hogy milyen mértékben kell niegitenie az ék6 pontnak azf,,,(x)
fuggvény legnagyobb (vagy legkisebb) pontjat ahhoagy az e€lbb felvetett eset fennalljon. A
fvsz(x) fUggveény legnagyobb felveliek értéke azf,s,(x) = 0 egyenlet megoldasaval adodik. Ebbe a
pontba egy téglaméret sugaru kort allitva, a koraégorbe metszéspontja adja eztxagrtékre
feldllithatd hatarértéket. Ha a haladasi irany isteralamely pont ezen hatarértéket mégel az
algoritmus a4.19)6s képletbe az eddidi,,(x) fuggvény—1-szeresét helyettesiti be. Ezt illusztralja
a62.4brg ahol a legutolso, Uj (pirossal jeldlt) pont maremativ fiiggvényértékek tartomanyaba esik.

62.4braA fliggvényvaltas problémajanak vazlata.

Szintén problémat jelenthet az éppen elkészidszintes girii zardsanal, hiszen itt nem biztos, hogy
a lépések soran az egész meétégla befér az utolso helyre. Az algoritmus ezt Kigsz6boli ki, hogy
amikor két téglanyi thvolsagra megkdzelitjuk a k#zdérd pontot, akkor oda két téredék téglat helyez
el, ahelyett, hogy egy egészet és egy kis darabibéree be §3a.abrg. A gyirik kezdpontjat a
kulénb6® magassagokban eltolva veszi fel az algoritmusaigggymas felett |évtéglak fliggleges
fugai nem lesznek egy vonalban. A gond ebben atbeseaz, hogy az egymas felettitigik nem
egyforma hosszlak, azaz egy idtan a fel§ sor ,beéri” az alsé dyriinek a kezdésnél beiktatott
eltolasi ebnyét, és a fugileges fugak elkertlhetetlentl egymas folé kerllrekt ugy vedtem Kki,
hogy minden egyes U] koordinata meghatarozasapabgram megvizsgalja, hogy az=sb, alsdbb
gyiriiben léw téglak csucsainak — azaz a fugaknak — a koordiea&n Uj csomoépont koordinataitol
milyen tvolsagra vannak. A tavolsagot az éppesgélt két pont — egyik az Ujonnan meghatarozando
pont, a masik az alsébb iyt éppen vizsgalt pontja — helyvektoranak kilonbségér hossza adja.
Erre a tvolsagra egy feltételt adhatunk meg, hmgyen ftiréshatarral dolgozzon a program. Ha
nincsenek tul kdzel egymashoz — azaz a tavolsagyéshataron kivil van — , akkor a szamitott
koordinata azlj koordinata, ha viszont a hataron belll vannakpaldz elmetsz kér sugarat, amely
az uj koordinatat kijeloli, egy bizonyos mértékkeeégndveli, igy az éppen elhelyezésre ketégla a
tobbinél kicsit nagyobb lesz, de a fugak egymasralksét elkerultiike3b.abra.
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a b

63.abra aA gyirii zar6 koveinek darabolash. Az épités soran az algoritmus egy nagyobiek,atugorja” a fugat.

Az egyes téglak beisfelss csomdépontjainak koordinatait a kdvetkképpen hataroztam meg az
el6z6 koordinatakbol. Az als6 csomoéponton atihed.18)ban definidlt f,,,(x) fluggvény
csomoépontban vett érifhitvektora — mivel & koordinataja éppen nulla — éppen azon @ligges sik
normalisat adja meg, mely alaprajzi vetlletben deges a gorbére. Ezen sik, illetve za
magassagban értelmezetifylj, (x) flggveény metszéspontja adja a éetsomdpontot.

A kulss feluleten 1é% csomopontok koordinatait — mint azt mar fentebbitettem — egyszéen
meghatarozhatjuk a hozzajuk tartozé balsomoépontok koordinataibdl vald szarmaztatassddel&
koordinatakhoz egyszi@éen hozza kell adjuk az adott belssomépontban értelmezett fellleti és
egységnyi normalvektor falvastagsagszorosat:

Xyiss = Xperss +*t, (4.20)

ahol X vektorok a kulé és bel§ x, y és koordinatakat tartalmazzaka falvastagsagy pedig az adott
pontban értelmezett egységnyi normalvektor. A ndvekdort egyszdr geometriai 6sszefliggésekkel
lehet meghatarozni, hisz a felllet kdrivek megftigabdl jon létre, ezért nem kell derivaltakat
alkalmazni.

A Matlabbanirt algoritmusban megadhatjuk az alaprajzi ovhisom paraméterétR, r és a
illetve kivalaszthatjuk, hogy mely tengely korll rinjen a megforgatas64.abrg, igy a
legkulonfélébb feluleteket hozhatjuk létre, sokféeometria vizsgalhatova valik. A kiszamitott
koordinatakat egy tablazatba menti el a programit @amszamitas végén eggxcel munkalapra
exportal. Az ebnye ennek a megoldasnak az, hogy akéar karaktetl&ooegadhatunk cellaértéknek,
tehat a majdani 3DEC-es futtatasokhoz teljes szs/agput file is generalhato.

64.4braA két féle megforgatassaléglllo ovalis kupola geometriai modellj@ & 4,7 = 3,a = 3).
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4.3.Epitési modok szimulalasa

A 2.3. pontbanmar volt sz6 arrél, hogy az ovalis kupola épulakktany nélkil, azaz vizszintes
gyirinkeénti falazassal, illetve allvanyozassal isMatlabbanmegirt algoritmus ezt a két leliséget
is figyelembe tudja venni: kilén opcioként meg lkehdni, hogy mely épitési modot valasztjuk, s a
program eszerint generdlja a 3DEC szamara az filgut

A 3DEC explicit idbintegralast alkalmaz a mozgasegyenletek megoldagarazt jelenti, hogy
bizonyos Iépésszam sziikséges ahhoz, hogy akadaz<alsulyra is megtalalja az egyensulyi allapotot.
A program folyamatosan kozli a teljes rendszerbelefo kiegyensulyozatlan ék legnagyobb
abszolut értékét. Ez leléseget ad arra, hogy definialjunk egy hibahatartlymald ha a
kiegyensulyozatlan 8k abszolut értéke lecsokken, a rendszer egyensulidének tekinthei. A
3DEC programban ez a kiegyensulyozasi folyamatraatixusan kivitelezhéta ,solve” paranccsal.

Allvanyzat nélkuli épités eseténMatlab algoritmus minden egyes fyyi zarasa utan beiktat egy
,Solve” parancsot, mellyel dnsulyra kiegyensulyozza anéisan megépult dyisort. Egy ilyen
modellt mutat épités kdzberba.abrg ahol az elmozdulasok szumma értékeét lathatjuk.

3DEC DP410
I f5ca CoRsMmhg GRomp, e
Step 20445
DI20/2011 5:28:04 PM

Displacement magnitude
0.0000E+00
5.0000E-06
1.0000E-05
4 5000E-05
2.0000E-05
2.5000E-05
3.0000E-05
3.5000E-05
4.0000E-05
4 5000E-05
5.0000E-05
5.5000E-05

£.0000E-05
6 5000E-03
B 5854E-05

65.4braAllvanyzat nélkili épités szimulacioja.

Allvanyzattal épis esetben kilon megadhatjuk, hogy hany résatljon a zsaluzat, azaz hany
Utemben bontsa azt le a program. llyenkor a tefjesmetriat felépitjik, az ugynevezefix”
paranccsal minden blokkot rogzitink a kiindulada@dtaban, majd ahol éppen kivételre kerll a
zsaluzat, ott gfree” paranccsal feloldjuk a megkdtést, ssalve” paranccsal kiegyensulyozzuk a
megfeleb blokkokat. Ez felllsl lefelé torténik, mig mindegyik blokk feloldasreem kerll. A
66.abrana 65.abranmar bemutatott kupola allvanyzattal épult valtomatdszimulacidja lathato. A
kék szin a még mozdulatlan blokkokat jel6li, a tobbszen az allvanyzat kivétele miatt a
kiegyensulyozédas soran mozgasok kovetkeztek be.

A fentiek szerint egy teljesen altalanos ovaligpedfzzal rendelkez ovalis kupola teljes épitését
modellezhetjik le, mindehhez csak a kiindul6 adaitédell megadnunk.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jézsef
67



MUEGYETEM 1782

Epitémérnoki Kar

3DEC DP4.10
[ER007 asta Consulting Graup, Ine
Step 7301
9720/2011 6:44:39 PM

Displacement magnitude
(0.0000E-+00
1.0000E-04
2.0000E-D4

| 3.0000E-04
4.0000E-04
5.0000E-D4
6.0000E-04
7.0000E-04
5.0000E-D4
9.0000E-04
1.0000E-03

I 1.1000E-03
1.1580E-03

66.4braAllvanyzattal val6 épités szimulacioja.

4.4.A boltozatmodell anyaganak jellemai

Fontos megemliteni, hogy Matlab program akar merev, akar deformélhat6 elemeked tsidja
késziteni a 3DEC input file-t. Merev elemek ese&rBDEC szamara elég a blokkokriségét
megadni, deforméalhaté elemek esetén pedig a ny({@kiés térfogatvaltozasi modulud) is
szikséges adat. Mivel a 3DEC szoftvertstsban geotechnikai problémak megoldasara fejleskte
ki, az anyagmodell megadasakor a szokasos rugagianedulugE) és a Poisson-tény&gv) helyett
a nyirasi- és térfogatvaltozasi modulust kell megad\ két adatpar kifejezhé&t egymasbol a

kovetke®d modon:

E

K=sa70 (4.21)
E

G=5ar0 - (4.22)

Diszkrét elemes modell esetén az égdagmek megszokott anyagjelleéimzek definialasa mellett meg
kell adnunk a kapcsolati modell jellefiizis (részletek 8.3.2.2.pontbah Falazott szerkezetek esetén
egyszeii Coulomb-féle surlodasos modellt alkalmazhatunkdélbemen adat a normalis- és érént
irAnyl merevségek, illetve a sarlédési sz6g nagyskig a falazott szerkezetek klasszikus elmélete
szerint modellezunk, akkor merev elemeket, és ldbdn végtelen nagy kapcsolati normalis- és érint
iranyu merevségeket kell alkalmaznunk, a surlédasget pedig0° kozelében kell felvenni. Ekkor
ugyanis semmiféle deformacio — sem az&héim, sem a kapcsolat szintjén — nem kovetkezilabe,
megcsuszas a végtelen nagy surlédasi tényeiatt nem alakulhat ki. A kébbiekben val6s, mért
adatokkal kalibralt anyagi és kapcsolati jelléket is felhasznaltam a futtatdsaim soran. Az addtok
Fodi Anita BME Hidak és Szerkezetek Tan¥aékorkisérletei és ezekhez igazitott 3DEC moelell]
alapjan vettem fel. A két fajta esetben alkalmazotyagi és kapcsolati jellerdizet a 2.tablazat
tartalmazza. A program nem alkalmaz mértékegységakasrt tgyelni kell arra, hogy egységes
rendszerben adjuk meg az anyagjelléket, illetve az eredmények leolvasasanal is tuefij kogy az
ertékek milyen alap mértékegységékbzarmaznak. A szamitasok soran a hosszlsag stgEmek

a métert, a tbmeg alapegységének a kilogrammotid&zalapegységének pedig a masodpercet
valasztottam. Ezekdb az e alapegységére Newton dimenzié adddik, igy barmilymas,
szarmaztatott mértékegyseéget ilyen alapegységeké&kl megadni. Az eredmények esetében az
elmozduldsok igy méterben, a fesziltsédekn?-ben értendek. A 2.tablazatbanfeltiintettem az
alkalmazott mértéekegységeket is.
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Slirtiség E v G K kn ks f
kg/m°> | 10°Pa - 10°Pa | 10°Pa| N/m’ | N/m® °
2500 X X X X 10" 10 90
2500 25 0.15 10.87 11.90 101 111 35
2. tablazat

4.5. A Heyman-féle minimalis falvastagsagok meghatarozas

Mar emlitettem 2.4.pontban hogy térbeli boltozatokra — csakugy, mint bokiw levezethétegy
ugynevezett minimalis falvastagsag, melyre a baltduztonsagi mészama éppen 1, azaz éppen a
kinematikailag hatarozatlanna valas, stabilitdsiéesshataran van a szerkezet. Fontos tudni, hogy
ezeket az elméleti kritikus értékeket pontos, gtirb@éjfelllet feltételezésével, illetve a klasszaku
elmélet feltevéseivel — 1a214. pontot illetve (44)-t — sza&rmaztattak. A valésagban &zona helyzet
a kovetked :

* a blokkok, illetve a szerkezet deformalddik, szemiz@ elmélet megmerevitett szerkezeti
vizsgalataval; a diszkrét elemes modellben ezeket&@sokat figyelembe tudjuk venni;

* a kovek, téglak kisebb-nagyobb megcsuszasai kordoinatnak a csuklés mechanizmus
kialakulasaval, a tonkremeneteli méd 6sszetettéatal

» afaragott kbvekkel, téglakkal csak megkozelitadjuk az elméletileg pontos gorbult héjalakot.

Lathatjuk, hogy szamos olyan paramétert vizsgéitkatami felveti a kérdést, hogy a klasszikus
elmélet feltételezései mennyire érvényesek a gyatkan. Ebben a pontban ezt szeretném vizsgalni
szamitdégépes szimulaciok segitségével.

4.5.1. Gombkupola minimalis falvastagsdganak meghatarozaddnematikai médszerrel

A 2.4. pontbanmar sz6é esett a képlékenységtan statikai, illdvematikai modszerél. A
témaban fellelhét szakirodalom szerint boltivek, boltozatok minirsdialvastagsaganak vizsgalatat -
egy-két eselil eltekintve (lasd (91)-t) statikai médszer szerint végezték. A 18. szazadudeni volt
az, aki ebszor hivatalos megbizasbdl statikai analizist viégaeromai Szt. Péter bazilikan. A
szeleteléses technikaval egy szelet vizsgalatagatégel. Blokkokra osztotta az egész szerkezetet,
majd az egyes blokkok sulyat reprezentaldo sulyaMedsztott egy kotélre a megféleblokkok
sulypontjanak helyén. Az igy kialakuld gorbe vinses tengelyre vett tikorképét a kivalasztott ¢zele
hatarol6o vonalain belll el tudta helyezni, aéhilazt a kovetkeztetést vonhatta le, hogy a szelet
stabilnak mondhat6, s igy az egész szerkezet neégfetymanhasonld elvek szerint, szeleteléses
technikaval vizsgéalta gombkupolak esetére a minsméR aranyokat f falvastagsag, amelyet
allandonak tekintett az egész boltozaRaa gémbkupola sugara), azaz feltételezte, hogy ridiae
iranyu kialakulo repedésekkel a boltozat uUgyis kald szeletek egyltteseként viselkedik.
Eredményeit a67.abra fekete szifi gbrbéje mutatja azx meridian szdg fuggvényében. Teljes
gombkupola esetén (azaz= 90°) a minimalist/R értek0.042 .
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67.abraMinimdlis t/R arany gdmbkupola esetébemazezd meridianszog fiiggvényében

Ez az eredmény konzervativ megoldas, hisziaignanyu ebk stabilizalo hatasat figyelmen kivdil
hagyja ez a két dimenziés analizis. Ha pontosabfotdést szeretnénk, akkor a statikai modszert
kiterjeszthetjik harom dimenziéra is. Ekkor a meamaiméletet kell alkalmazzuk, hisz a
nyomasfellilet éppen egy membranfelllettkecsak a sikjaban ihodnek. Ekkor az ékéekhez
hasonloan a feladat: meg kell talalni azt a ledkisgastagsagot/R aranyt, melyre még talalhato
olyan membranfelilet, mely a szerkezeten belil chaka (92)-ben talalhaté doktori dolgozatban a
szerd, Wanda W. Lau a statikai modszert 6tvozte a mendindélettel, igy Iétrehozva egy maédositott
algoritmust, mely a dirtirdnyl etket, azaz a térbeli teherhordast is figyelembe ivédegoldasa a
67.abran piros szinnel lathatd, mely végig a konzervativadbyman-félemegoldas alatt fut. Ezen
megoldas szerint teljes gdmbkupolara a minim#ARsarany0.041. Lathatd, hogy gdémbkupola esetén
minimalis az eltérés, de mas geometriai kialakéfsathol a tdipont koruli gyiriiranyd nyomoesk
stabilizalé hatdsa nagy szerepet jatszhat a szrkebilizaldsdban — példaul csucsives kupoléérse
—, ott az eltérés mar joval nagyobb is lehet aetekses technika €és a harom dimenzidos megoldas
kozott.

Az, hogy keressik azt a nyomasvonalat, illetve rgfelliletet, mely még éppen a szerkezeten
belul halad, mas oldalrdl tekintve azt jelenti, dgeressik azt a helyzetet, mikor adkeeppen
kilepnek a szerkezet sikjan kivilre. Csak nyomaselndllé szerkezet esetén elvileg szigorubb
megko6tés az, ha nem akarjuk, hogy barhol is hueéstdezzen — repedések alakuljanak ki —, mert
ekkor a nyomasvonalnak, nyomasfeliletnek a keredztrat bels harmadaban kell futnia. Mas
esetben is teherbir6 marad a szerkezet, csak éppdnizas helyén felnyilik, illetve ezen
keresztmetszetekben atrendldzek a fesziltségek. Ha azonban a szerkezetenreéiwdril a
nyomasvonal, akkor ott csukloként elfordul egymasokét szomszédos éfgtem. Ha megfelél
szamu helyen torténik ez meg, akkor a szerkezetnkatikailag hatarozatlanna valik, kialakul a
csuklos térési mechanizmus. Ez a mechanizmus tsp szimmetrikusan hato fisgeges teherrel
terhelt gdmbkupola esetén kdrszimmetrikus,6&abran lathat6 médon kovetkezik be. Harom
csuklosor alakul ki, egy a kupola tévében, &gtedig a kupola kdzéfismagassagaban. Az also
elemek kifelé borulnak, a legfélelem csak fluggegesen lefelé halad. A statikai modszer atpd
kozelitéstad a tobéteherre, ezért mondtuk azt, hogy ha talalunk olygmmasfellletet, mely soran az
egyensulyi és torési feltételek fennallnak, akkdwaola biztonsagos, ha nem, akkor a mechanizmus
kialakul, az adott teherintenzitas pedig éppéidré teherintenzitasMivel 6nsuly esetén egy intenzitas
van, innen kovetkezik, hogy ha a vizsgalatok stddalakul a mechanizmus, az ellen semmit sem
tehetlink, tehat létezik olyadfR értékkel jellemzett kupola, mely sajat sulya astzeomlik.
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68.abraGémbkupola 6sszeomlasi mechanizmusanak vazlata

A szakirodalomban nem talaltam térbeli boltozatakimdlis t/R ardnyatkinematikaimédszerrel
vizsgaldo munkat, talan a statikai modszer kifos@gia miatt. Ezen dolgozatban azonban szerettem
volna erre is egy megoldast adni. A kinematikai sregdl a statikaival ellentétben éppen a
mechanizmus kialakulasanak lehetséges valtozaizégadja (lasd 2.4.pon}. Ha ez egyértelth —
példaul egyenletesen vasalt, két szélén feltami@sziégyszog alaki vasbeton lemez egyenletesen
megoszlé teherrel terhelve -, akkor a 6idtrenzitas az adott teherelrendezésre azonnal
meghatarozhatd, ha nem egyértielmm mechanizmus kialakuldsa, akkor az azokat jeleasuklok,
csuklosorok helye paraméterként kezelerdl 68.abran lathatd, hogy esetlinkben két paraméteriink
van, a két kdzbescsuklosor, mert a harmadikrol tudjuk, hogy biztosatalpnal fog kialakulni. A
megoldashoz a virtudlis & tételét hasznalhatjuk, hisz a térés pillanatégaretrendszeriink még
statikailag lehetségeséeendszer. A kil és bel§ virtudlis munka a kovetkéképpen irhato fel:

SW, = fTse + |

© q"oudsS + f(v) gréuav, (4.23)

SW, = — " olsedV, (4.24)

ahol fT a koncentralt jellefg kiilss ek vektora,de a veliik kompatibilis ki elmozdulasértékek
vektora, q7 és g’ a test feluletén és a térfogata mentén megosakb kiikk vektora,du a veluk
kompatibilis elmozdulasfiiggvények vektorar” a feszitségekde pedig a velik kompatibilis
alakvaltozas-figgvények vektora. Egy statikailagheteéges érendszer barmely virtualis
erérendszeren végzett munkaja zérus, tehat a virtoaliskak tétele szerint:

A vizsgalatokat a klasszikus elmélet feltételezéseerint merev testekkel végezzik, illetve a
kapcsolatoknal keletkézalisszipaciot elhanyagoljuk. &.23)as képletben csak a harmadik — térfogati
erdket, azaz az onsulyt leiré — tag marad csald.24)es képlet merev testek esetén értelmét veszti,
azaz nulla. A végleges formula :

SW =W, = f(V) gtéudv =0. (4.26)

A képletet agy értelmezhetjik, hogy ha talalunkaolymechanizmust, melyet végtelen kicsiny,
virtualis elmozdulasként tikodtetlink a szerkezetre, s amelyen a teljes onsilygndszer virtualis

munkaja zérus vagy pozitiv, akkor az a mechanizvaléban ki is tud alakulni. Ha egy adott
szerkezeten nem talalunk ilyen konfiguréciot, tehatbarmely kis kimozditdson az o6nsuly altal
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végzett munka mindig negativ — azaz megéelel vastag a boltozat —, akkor atabil, énsulyat
biztonsaggal viseli.

Elso lépésként avirtualis elmozdulasrendszeiataroztam meg. Az alsoé, kifelé bilteelemeknél,
azaz a talpnal egy végtelenll kicsidy elfordulast iktattam be &9a.abran lathatd maddon. Itt
lathatéak azok a jeldlések is, melyeket az Osspefigk felirAsanal hasznalni fogaR; és R, a
gombkupola bels és kil$ sugaraig, és ¢, az also és fetskeresett csuklésor gombi koordinatakkal
vett magassagi szogei, &z Z) koordinataparok pedig az indexnek megfitel az el§ és masodik
csuklosor hengerkoordinatait jel6li, ahol a masaddex kiindulasi allapotbaf, elmozdult allapotban
1.

(r20,Z20)

69.4bra

Mivel a teljes feladat korszimmetrikus, az alagvesszefliiggéseket egyetlen gémbcikkre irtam fel. A
69b. abrana csuklosorok Gsszekotésébeétrejovd ruadlancolat elvi fliggleges elmozdulasi abraja
lathatd. Az dsszefliggések nem linearizalhaté@kszempontjabol. A kiindulasi allapotban(s, Z)
koordinataparok a kévetkézeppen hatarozhatéak meg:

T10 = Ry * cos (¢1) , (4.27)
Zio = Ry *sin (¢1) , (4.28)
Ty0 = R, * cos (¢,) , (4.29)
Zy0 = Ry #sin (¢5) , (4.30)

Bevezetiink néhany segédmennyiséget. A 0 és 1 pdipditi tavolsag, azaz az élsradelem”
hossza, illetve az altaluk kijeldlt vonal vizszisdel bezart szbge :

L1 = \/(Rz - T10)2 + Zloz y (431)
_ Z10
0, = atan (_z—rm) . (4.32)
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Az 1 és 2 pontok kodzotti tavolsag, azaz a masodillglem” hossza :

L, = \/(7”10 —120)% + (Z10 — Z30)? . (4.33)

Az elmozdult allapot koordinatai :

111 = R, — Ly x cos (6, + 66) , (4.34)
Zi1 =Ly *sin (6, + 80) , (4.35)
31 = Ty, (4.36)
Zyr =\Ly" = (rin = 11)% + Z15 . (4.37)
Az elmozduléasi abra ordinatai:
dZ, =711 — Z10 » (4.38)
dZ, =Z,1 — Zy . (4.39)

A virtudlis munka felirasdhoz szikség van az egyesev, elmozdul6 elemek sulyabdl szarmazé
ered erdkre, valamint azok hatadsvonalara, azaz az elembkmitjara. Egy héjdarab térfogata a
kovetkedképpen irhat6 fel gdmbkoordinatakkal :

V== cos(¢,) — cos(¢;)) (¥, —9,) (R,® — R,%) , (4.40)
5 ( ) ( )

ahol ¢,és¢, a flugdleges sikban, 9, és9, a vizszintes sikban értelmezett gombi
koordinatarendszerben hasznalatos szogek, melyekhéglemet hataroljak. A Descartes-
koordinatarendszer tengelyeire értelmezett statigamatékokat gombi koordinatékkal felirva, majd
leosztva az elem térfogataval megkapjuk a sulygoatdinatait:

Xy = — = (sin(8y) — sin(6)) (Ry* — Ry*) (9 — ¢, — 280 4 CO) (g 4y
1
16V

s = —

(cos(8y) — cos(6,)) (Ry* — Ry*) (202 — 261 + sin(2¢py) — sin(2¢,)) , (4.42)
Z = %(cos(dh)z — cos(92)?) (Ry* — R,*) (6, — 65) . (4.43)

Ha ismerjik az elem sulypontjanak és Y; koordinatait, akkor abbél = /X2 + Y2 segitségével az
elmozdulasi abrardl leolvashaté az elem sulypoakdtiggleges elmozdulasa, amit az elem sulyaval
Osszeszorozva megkapjuk az onsuly altal az elerégmett kil§ virtualis munka értékét. igy tehat
barhol is legyen a két csukldésorunkprés ¢, paraméterek — a teljes virtualis munka kiszamdttzet
elemeken végzett munkak 6sszegeként.

A két csuklésor helyének vizsgalatara, azaz a legarpéter szerinti vizsgalatra két egymasba
agyazott ciklust irtam, mely soran a progrémés ¢, 0sszes lehetséges értékparjat sorra veszi. Ha
¢, > ¢,, azaz a valésagban félgsuklosor az alsé alatt van, akkor a program &kéttrendel a
munkahoz, ha nem, akkor kiszamolja a ténylegesidlis munkat. igy egy olyan matrixot kapunk,
melynek elemei ar-edik sorban égedik oszlopban &y ¢, ; és ¢, ; ertékparokhoz tartozo virtualis
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munkdakat tartalmazza. Ha ezt a matrixot fellletk&rtzoljuk, akkor van a feladatnak megoldasa, ha
a felllet pozitiv és negativ ertékeket is felvésgz ekkor biztosan lesz olygn ; és ¢, ; par, melyre a
6W = 0lesz. Ha a felllet csak a pozitiv vagy csak a negakrészben van, akkor a virtualis munka
semmilyen ¢, ; és ¢, ; értékparra nem lehet nulla, azaz az Gsszeomlas kinmtkezhet be. A
70.abran lathatd feliletek maguk a virtualis munkat tartabdmanatrixok kirajzolt képei, ax és y
tengelyen ap; és ¢, paraméterek szerepelnek, illetve aad®i /mr/2-vel szorzott értékei. Eiskdrben
megvizsgaltam, hogy j0 nagy falvastagsag esetéeltétdlezve, hogy ekkor nem kovetkezik be az
0sszeomlas - milyen alaku, elhelyezkddésfelllet. A70a.abranlathatd, hogy a virtualis munkak
végig negativ értéket vesznek fel. Az algoritmugt Grtam meg, hogy egy kicsi falvastagsagtol
indulva az algoritmus minden falvastagsag eseté&eakolja a lehetséges, ; és ¢, ; szogekhez
tartozo6 virtualis munkak értékeit, majd a fellilebximum és minimum értékének aranyat eltarolja.

ED

= 0 100
a b
70.abraSzamitott virtudlis munkakbol képzett felulet a &stiklosor helyzetének fiiggvényében

Amikor a () falvastagsag tul kicsi, azaz bekbvetkezhet azdisslas, a virtualis munka felvehet nulla
értéket, ezért a felilet maximumanak és minimumamrakya egy negativ szam. Amint a felllet csak
negativ értéket vesz fel, a maximum érték nulla,légy a tort értéke is nullava valik. igy h#R
fuggvényében abrazoljuk ezt az aranyt, a még éppsre nem omld kupolahoz tartaz® érték ott
lesz, ahol &1.abranlathato grafikon €lszor felveszi a nulla értéket.
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A 71.4braszerint a minimalisan sziksége& érték0,0427. A megoldasban elhanyagoltam azt a
tényt, hogy a sulypont nem pontosan a csuklosordkazekd merev ,radlancon” fekszik, az
elmozdulasi abra pedig ezen ,radlanchoz tartozikil#at ndvelheti még azraumerikushiba is, mely
abbdl ered, hogy @6 beiktatott virtudlis elfordulast elviekben végtel&icsire kellene vennink,
melyet csak megkozeliteni tudunk, hisz tul & érték esetén szamolnunk kell a kerekitési hibakkal
Az elhanyagolasok és kozelitések ellenére a megoigén joI megkozeliti a szakirodalomban
talalhato, statikai modszerrel levezetett eim@dtket.

Ovdlis kupolak esetében is felirhatunk hasonlo eéfsiggéseket, megoldhatjuk a probléméat statikai
vagy kinematikai médszerrel is, am a megoldas kerifdlsa nagysagrendekkel nagyobb feladatot ad
szamunkra. Az ovdlis kupolak esetén nincs korszitneeegy csukldsor helyzete mar nem csak egy
paraméterrel jellemezhieta csukldsorok térbeli gorbét alkotnak, az elersélya, sulypontja csak
kozelit integrélokkal hatarozhatdé meg, az elmozdulasi égsanem korszimmetrikus fellletet alkot.
Ezek azok a nehézségek, amik miatt az ovalis kiupesatére inkabb egy jol kalibralt diszkrét elemes,
numerikus modellt hasznaltam.

4.5.2. Vizsgalt geometriai modellek

A vizsgélataim soran olyan geometriai kialakitdatagztottam, melyet mar az egyiptomi ovalis
kapcsan emlitettem, hisz ez a leggyakrabban allaitnavalis kupola forma. Ott lathattuk, hogy az
alaprajzot ugy alakitottak ki, hogy mindKetsugaru koriv k6zéppontja rajta van magan az ovaliso
igy két egymasnak dontoR és a befogokkal rendelkeéz deréksz6g haromszég hatarozza meg az
alaprajz alakjat. A%b9.abrajel6lései szerint ekkoR = y; egyenbséghez jutunk. llyen altalanositott
egyiptomi ovalist mutat @2. abra

72.4braAtalanositott egyiptomi ovalis parametrizalasa

Ennek tudataban rogzite® ésa esetén — azaz, ha megadjuk, hogy milyen oldalaréeyékszog
haromszdggel dolgozunkr-értéke szamithaté a kovetikemddon :

r=p—c=2*R—VR?+a?. (4.44)

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata

Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jézsef
75



N m w w | M
MUEGYETEM 1782

Epitémérndki Kar Tartészerkezetek Mechanikaja Tanszék

Ahhoz, hogy rendszerezve tudjuk ko6zoélni a kilérdbgeometriai kialakitasokhoz tartoz6 minimalis
falvastagsagokat, talalnunk kell egy olyan jellénazlatot, amely az elnyujtottsdg mértéket fejezi ki.
Vizsgélataimhoz a kdvetkéképp definialtam mészamot:

e=2_1. (4.45)

T

Ennek a mennyiségnek két s#efstéke van altalanositott egyiptomi ovalis eselds esetberns =

0, a eltinik, igy r = R egyenbség miatte = 0, egy kor alaprajzot kapunk, melynek elnyujtottsaga
valéban nulla. A masik végletma= 60°, ekkorr tinik el, vagyis az végtelenné valik. llyen médagh
valtoztatasaval kulonféle geometridak vizsgalhatoak.kiulonb6z kialakitasu boltozatok k6zos,
megegyeé tulajdonsaganak az alaprajzi terlletet valasztuttdisz gyakorlati szempontbdl a
lefedheb tertiletnek van a legnagyobb jelésdge. Vizsgalataimban tehat azonos teifidédprajzokat
alakitottam ki, amelyek az ,elnyUjtottsag” mérté&abkilonbdztek egymastdh két szél§ eseten
kivul tovabbi 4, azaz 6sszesen 6 alaprajzi kiasdakivizsgaltam. Egy rogzitedt szog esetéR, a és r
aranya allandd, melyet &itablazatmutat be az egyes tipusuk elnyujtottsagi ertékdeliiintetve. A

B = 60° esetet gyakorlati okokbdl nem lehet felépiteszhekkor mar olyan éles térések vannak a
geometriaban, hogy az tulajdonképpen kivitelezlesiat valik.

0.00 Kor alaprajz 1 0.000 1.000 0.000 1.00
30.00 - 1 0.577 0.845 0.183 1.42
36.87 Egyiptomi ovalis alaprajz (3-4-5) 1 0.750 | 0.750 0.333 1.50
45.00 - 1 1.000 0.586 0.707 1.59
53.13 Forditott egyiptomi alaprajz (4-3-5) 1 1.333 | 0.333 2.000 1.67
55.00 1 1.428 0.257 2.898 1.68
60.00 - 1 1.732 0.000 | végtelen 1.73

3.tablazat

Az aranyok tudataban elegéndgy parameéterrel jellemezni(4.7)nél megadott tertiletre vonatkozé
Osszeflggést. Célszem ez a paraméter legyedR A Microsoft Excel programjanak solver
moduljaval rogzitett alapterilet esetd@Recrtéke megkereshietA szamitasok alapjaul egy 5 méter
sugart gbmbkupola alaprajzi terlletét valasztottaren értékek mellett a tobbi geometriai kialakitas
R, a és paramétereit 4.tdblazatmutatja. A kilonbo& alaprajzi kialakitasokat lathatjuk78.abran

0.00 1 0.000 | 1.000 | 0.000 1.00 | 5.000 | 0.000 | 5.000 | 1.000 | 0.000 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | 1.571 | 78.5
30.00 1 0.577 | 0.845 | 0.183 142 | 4.164 | 2.404 | 3519 | 8.327 | 4.164 | 4.164 | 3.048 | 0.524 | 1.047 | 78,5
36.87 1 0.750 | 0.750 | 0.333 1.50 | 4.092 [ 3.069 | 3.069 | 8.183 | 4.092 | 4.910 | 2.455 | 0.644 | 0.927 | 78.5
45.00 1 1.000 | 0.586 | 0.707 1.59 | 4.036 | 4.036 | 2.364 | 8.071 | 4.036 | 5.707 | 1.672 | 0.785 | 0.785 | 78.5
53.13 1 1.333 | 0333 | 2.000 1.67 | 4.006 | 5.341 | 1.335 | 8.011 | 4.006 | 6.409 | 0.801 | 0.927 | 0.644 | 78.5
55.00 1 1.428 | 0.257 | 2.898 1.68 | 4.002 | 5.716 | 1.027 | 8.004 | 4.002 | 6.557 | 0.589 | 0.960 | 0.611 | 78.5
60.00 1 1.732 | 0.000 | végtelen | 1.73 |3.998 | 6.925 | 0.000 | 7.996 | 3.998 | 6.925 | 0.000 | 1.047 | 0.000 | 78.5
4.tablazat
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(@ p=0° ; (b) p=30° ; (c) p=3687° ; (d) f=45° ; (e) p=53.13% (f) p=55°
73.4braKulonbdsd alaprajzi kialakitasok pszo6g szerint

4.5.3. Probafuttatasok, kalibracio

A diszkrét elemes modell kapcsolati jellefimek helyes felvétele kulcsfontossagli a modell
megbizhat6 riikddéséhez. Deformalhaté elemek esetén lathattugy Bp anyagjellentk, kapcsolati
jellemzok kisérleti eredményekhez igazithatdak, a meremetefuttatdsokhoz azonban szilkség van a
modell kalibraciéjara. Ezt a kalibraciot eggmbkupolamodellen végeztem el, azaz megvizsgaltam,
hogy a minimali€/R arany hogyan fiigg a kapcsolati normal- és érirnyu merevségeélt Ezen a
modellen a mérethatas vizsgalatanak egy tipusélvégeztem, azaz alland® sugard gémbkupola
esetére elemeztem, hogy mennyire befolyasolja aoltést, ha az alapkoron vett elemek szamét

ndvelem (tehat a falazéelemek méretét csokkentdmiiiléonbdz vizsgalt modelleket mutatja a
74.4bra

Az alapkor felosztasanak szama(a) 10 ; (b)20 ; (c)30 ; (d)40 ; (e)50
74.4braA kalibraciéhoz alkalmazott gombkupola modellek
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Az eredményeket &.tablazatbanfoglaltam 0ssze, valamint két kilonkéoelv alapjan grafikonon
abrazoltambket. A 75.4braaz egyre novekiynormalmerevségek fliggvényében — logaritmikus skala
— mutatja a sajat 6nsuly alatti 6sszeomlas elkeétiéz szikséges minimatiR aranyt, az76.4bra
ugyanezt mutatja, de a felosztds szamanak flgghényéaz 77.4bra pedig az elemméret/R
flggvényében. A vizsgalatoknal a surlédasi tériyeegtelen nagyra vettem fel.

10 0.63 0.062 0.038 0.032 0.031 0.031
20 0.31 0.071 0.046 0.042 0.040 0.040
30 0.21 0.080 0.050 0.045 0.043 0.042
40 0.16 0.085 0.051 0.045 0.043 0.042
50 0.13 0.089 0.052 0.045 0.043 0.042

5.tablazat

75. abra A t/R arany valtozasa a kapcsolati normalmerevségek fliggvényében

0,100
0,080 -
>
<
S e 10-€5 05Zt4S
o
s 0,060 - e ) 0-2S 0SZtAS
+~ <
“© \ e 30-a5 0SZtaS
3 \ s 40~ 3
g 0,040 —_— 40-es osztas
S \ 50-es osztas
s e Elméleti érték
0,020
0,000
1E+07 1E+08 1E+09 1E+10 1E+11
Kapcsolati normdlmerevség (N/m?3)
76. abra A t/R arany valtozasa az alapkor felosztasanak szamanak fliggvényében
gdmbkupola esetén
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0,080 e
>
S
S / e kN =1E+07
< 0060
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% kn=1E+09
€ 0,040 - B —
§ e kN=1E+10
S kn=1E+11
0,020
e E|méleti érték
0,000
10 20 30 40 50
Felosztds szédma
Ovidlis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata
Konzulens : Dr. Bagi Katalin, Dr. Bojtar Imre Készitette : Simon Jézsef

78



JN

N\
Epitémérndki Kar

MUEGYETE 1782

Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék

77. abra A t/R arany véltozasa a relativ elemméret fliggvényében gombkupola

esetén
0,100

0,080
\ e k=1 E+07
e

e kN=1E+08

0,060
s kN=1E+09

kn=1E+10

0,040

I‘I

kn=1E+11

Minimdis t/R ardny

e E|méleti érték

0,020 (Heyman)

0,000

0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60
Elemméret és R ardnya

Az abrakbdl tobbféle tanulsagot vonhatunk le. A dsamati normalmerevség nodvelésével az
eredmeények egy hatérértékhez tartanak. Ez a higidi@ezonban I1ényegesen fligg a felosztas szaméatol.
Lathato, hogy nagy elemetbépitett, szogletes gombkupola esetén a minintARsarany akar az
elméleti érték ala is mehet, azaz ilyen kupola akéebb falvastagsaggal is épulhet ugyanakkora
biztonsaggal, mint egy ,tokéletes” gémbkupola. Ez gelenti, hogy a nagyméfetfalazoelemek
0sszefeszilnek, egymasra tamaszkodnak, illetvétdstjlegy nagy elem fel tud venni, a sok kicsi
viszont nem, igy nagyobb eleméklepitett szerkezet teherbirdsa akar nagyobb |&etelméleti
értéket akkor kozelitjuk meg jol, ha a normalmeéget legaldbb10® vagy 10'* N/m3-re, a
maximalis falazéelemméretet pedig a boltozat jel&rméretének — jelen esetben a sugarnak — a
maximum20%e-ara vesszuk fel.

A fenti vizsgdlatot elvégeztenf = 30° estére is, azaz a megcsuszas tedgtét is figyelembe
probaltam venni. Az eredményekeb @aablazatmutatja. Az eredményekben érdemi valtozdsed kis
felosztas és kis normalmerevségek esetén tapamizialtie mar lattuk, hogy ez a tartomany nem
jellemzi jol a falazott boltozat viselkedését, teffigyelmen kiviil hagyhat6. Erdekes, hogy ezen
esetben a minimdli¥R arany végeéertékd, 043, azaz az elméletinél némileg magasabb értek. Az
eredmeények kulonbésége azt mutatja, hogy az Onsulyra tdfté&@sszeomlasi mechanizmusban a
megcsuszasok szerepe elhanyagolhatd, dominansaklacmechanizmus a tonkremenetel oka.

10 0.63 0.068 0.038 0.032 0.031 0.031

20 0.31 0.072 0.046 0.042 0.041 0.040

30 0.21 0.080 0.050 0.045 0.043 0.043

40 0.16 0.085 0.051 0.045 0.043 0.043

50 0.13 0.089 0.052 0.045 0.043 0.043
6.tablazat

Egy masik fajta mérethatds-vizsgélatot is elvégeztahol a kapcsolati jelleiket mar a fenti
vizsgalatok tapasztalatait felhasznalva adtam fBegsetben az elemek méretét vettem konstansnak, s
az egyre nagyobb métiekupolakra vizsgéltam a minimélisan szikségesaranyt. Ebben az esetben
mar egyp = 30°-os altalanositotegyiptomi ovélis kupolatettem alapul, mely a révidebbik tengely
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korlli megforgatassal all & Az eseteket és az eredmények@ttablazattartalmazza. Az utolsoé @ti
oszlop (/R az elemméret és a sugar aranyat adja meg.

0.750 0.433 0.634 2.5 0.9 0.25 0.28 3.4

1.000 0.577 0.845 4.5 1.2 0.25 0.21 3.4

1.500 0.866 1.268 10.2 1.8 0.25 0.14 3.5

2.000 1.155 1.691 18.1 2.4 0.25 0.10 3.5

3.000 1.732 2.536 40.8 3.6 0.25 0.07 3.5

4.000 2.309 3.381 72.5 4.8 0.25 0.05 3.5
7.tabazat

Az egyes esetekben kiszamoltam a kupola altal éfealapteriletet, majd abbdl egy ekvivalens
sugarat szamoltam, mintha gombkupola esete allna. feathatd, hogy ezen jellethhossz — az
ekvivalens sugar — 20%-a kordul, csakugy, mint a® dipusi mérethatas vizsgalatanal, mar
megbizhatdéak és konstansak az eredmények . Erlaatij hogy az elemméretet maximalisan ezen
jellemz hosszusagi érték 0,2-szeresére vehetjuk fel, ataiapl egy 5 méter sugard gémbkupola
esetén 1 méter. llyen méretek a gyakorlatban sedwl fordulnak €, tehat megallapithatd, hogy a
gyakorlatban hasznalatos (elemméret/jellénimssz) arany mindig olyan, hogy a &glsiekben
bemutatott eredmények alkalmazhatdak lesznek rajuk.

4.5.4. A numerikus futtatasok eredményei

A diszkrét elemes futtatasokaRdablazatszerinti anyag- és kapcsolati jellebkkel és a4.tablazat
szerinti geometriai kialakitasokkal végeztem el,&lagos elemméretet 0,25 méterben hataroztam
meg. Az allvannyal torténépitési modot valasztottam, a teljes allvany egyniben kerul kivételre,
azaz a megépllt szerkezet azonnal megkapja azyterbigt. A megtdmasztasok kialakitasa ugy
tortént, hogy a kupola legalso igyisora ala az algoritmus beépit még egy, szélesebhispyt,
alapzatot, melynek alkoté tégla elemeit azutarfid ,paranccsal rogzitettem, igy azok az analizis
soran mozdulatlanok, azaz megtartjak a kupola sUKA alapzat és a felszerkezet elemei kdzott
ugyanazon kapcsolati jellerdizet allitottam be, mint a felszerkezet elemei ktjzéitaz a kapcsolati
normal- és nyirasi merevsegek, valamint a surlogasg azonos. Geometriai szempontbdl a kupola
nem teljesen zart — ahogyan aZ3abranis latszédik - , hanem helyet kapott mindegyik eltdzbn
egy felllvilagitd nyilas is. A nyilas kisebbik méxe- a gyakorlatban szokasos tartomanyban maradva
— a teljes kupola rovidebbik tengelyéneb®%-a. Minden egyes kialakitasnal iteracios uton Keras
meg a minimalist/R aranyt, melynek ezred pontossaggal tdrt@émeghatarozasahoz olykor 5-10
futtatasra is szikség volt egy adott esetre. ligradatt azt értem, hogy eélskozelitésben a
gombkupolara jellemty, elméletit/R érték korul vettem fel a vizsgalt kupola vastagsamajd ha erre
a kupola stabil maradt, akkor feleztem, ha 6sszethmhkkor kétszereztem a vastagsagot. Ekkora
lépéskozzel mar az éldépés utan éhll az az eset — illetve ennek a forditottja israkamikor az
el6z6 vastagsagnal még osszeomlott a kupola, a pillgimgth pedig nem. Inne6t kezdve
tartomanyfelezéssel szamol tovabb a program, akazetke® futtatas vastagsagat az 6sszeomlo és a
stabil kupola ismert vastagsagi értékeinek szankéméepében veszi fel. Mindegyik futtatas végén a
modelleket elmentettem, ily modon rengeteg futiatiedmeény allt rendelkezésemre, melyeken a
mechanikai viselkedés szamos egyéb jellgéias meg tudtam vizsgalni (I1add6. €s4.7.pon). Ebben
a pontban a minimaligR aranyok vizsgalatanak eredményeit mutatom be, ehal§.tablazatfoglal
0ssze. A tablazatban,,;, a vizsgalatok soran megtalalt minimalis — 0sszésmtlkeriléséhez
szlkséges — szerkezeti vastagsaggt, és 1,4, a felllet legkisebb és legnagyobb goérbuleti sugara
jeldli. A minimalis gorbileti sugar mindkét tipukialakitas esetén maga eparaméter, a maximalis
gorbileti sugar pedig distipus esetén — hossztengely kortl megforgatott -e&R, masodik tipus
esetén pedida + ).
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1. tipus : Hossztengely koriili megforgatassal képzett kupola (merev elemek)

0.00 5.000 [ 0.000 | 5.000 78.5 0.205 0.041 0.041 0.041 0.041 0.0000

30.00 4.164 | 2.404 | 3.519 78.5 0.221 0.053 0.037 0.063 0.027 0.1830
36.87 4.092 | 3.069 | 3.069 78.5 0.217 0.053 0.035 0.071 0.027 0.3333
45.00 4.036 | 4.036 | 2.364 78.5 0.202 0.050 0.032 0.085 0.025 0.7071
53.13 4.006 | 5.341 1.335 78.5 0.180 0.045 0.027 0.135 0.023 2.0000
55.00 4.002 | 5.716 | 1.027 78.5 0.192 0.048 0.028 0.187 0.024 2.8979
60.00 3.998 | 6.925 | 0.000 78.5 X X X X X X

2. tipus : Rovid tengely koriili megforgatassal képzett kupola (merev elemek)

0.00 5.000 [ 0.000 | 5.000 78.5 0.205 0.041 0.041 0.041 0.041 0.0000

30.00 4.164 | 2.404 | 3.519 78.5 0.146 0.035 0.025 0.041 0.025 0.1830
36.87 4.092 | 3.069 | 3.069 78.5 0.127 0.031 0.021 0.041 0.021 0.3333
45.00 4.036 | 4.036 | 2.364 78.5 0.137 0.034 0.021 0.058 0.021 0.7071
53.13 4.006 | 5.341 1.335 78.5 0.144 0.036 0.022 0.108 0.022 2.0000
55.00 4.002 | 5.716 | 1.027 78.5 0.156 0.039 0.023 0.152 0.023 2.8979
60.00 3.998 | 6.925 | 0.000 78.5 X X X X X X

1. tipus : Hossztengely korili megforgatassal képzett kupola (deformalhaté elemek)

0.00 5.000 [ 0.000 | 5.000 78.5 0.185 0.037 0.037 0.037 0.037 0.0000

30.00 4.164 | 2.404 | 3.519 78.5 0.225 0.054 0.038 0.064 0.027 0.1830
36.87 4.092 | 3.069 | 3.069 78.5 0.221 0.054 0.036 0.072 0.027 0.3333
45.00 4.036 | 4.036 | 2.364 78.5 0.210 0.052 0.033 0.089 0.026 0.7071
53.13 4.006 | 5.341 1.335 78.5 0.192 0.048 0.029 0.144 0.024 2.0000
55.00 4.002 | 5.716 | 1.027 78.5 0.192 0.048 0.028 0.187 0.024 2.8979
60.00 3.998 | 6.925 | 0.000 78.5 X X X X X X

2. tipus : Rovid tengely koriili megforgatassal képzett kupola (deformalhaté elemek)

0.00 5.000 0.000 5.000 78.5 0.185 0.037 0.037 0.037 0.037 0.0000
30.00 4,164 2.404 3.519 78.5 0.158 0.038 0.027 0.045 0.027 0.1830
36.87 4.092 3.069 3.069 78.5 0.147 0.036 0.024 0.048 0.024 0.3333
45.00 4.036 4.036 2.364 78.5 0.157 0.039 0.025 0.067 0.025 0.7071
53.13 4.006 5.341 1.335 78.5 0.156 0.039 0.023 0.117 0.023 2.0000
55.00 4.002 5.716 1.027 78.5 0.164 0.041 0.024 0.160 0.024 2.8979
60.00 3.998 6.925 0.000 78.5 X X X X X X
8. tablazat

A fenti tdblazatok szamozott, kijelolt oszlopain@kékeit grafikonon tettem szemléletessep A=
60°-0s valtozatot gyakorlati szempontbdl kizartam zsgalatokbol. A grafikonok lefutasa azt mutatja,
hogy az elnyujtottsag mértéke, azazeaaték gazdasagossagi, illetve gyakorlati szempadndhda 2
alatt marad. A grafikonokon ugyan abrazoltagh & 55°-0s esetet, de ennek csak elméleti jésdge
van, gyakorlatban ilyen kialakitdssal nem talélkdz(ezért maradt ki & = 60°-0s valtozat is) . Az
elss grafikon (78.abrg a minimalisan szikséges szerkezeti vastagsag édagrajzi révidebbik
tengely aranyat mutatja.
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78.dbra t,, /R értékei kiilonb6z4 kialakitdsu ovdlis kupoldk esetén az elnyujtottsagi mérték

fliggvényében
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e ], tipus MEREV e ] tipus DEF =~ e ? tipus MEREV ~ emsmmm=?. tipus DEF

Az el fontos megallapitds merev elemes futtatasok enegem®, hogy gombkupola esetére az
aranyszam kisebbre ad6ddq@.041) az elméleti értéknél, az elemek egymasra hatasajrladasi
kapcsolatok stabilizalé hatasa miatt. Itt az elerkétésben valo elhelyezése okozza ezt a hatast. A
legszembeindbb, hogy a két fajta tipus, kialakitas teljesen mé@&siményeket ad. A laposabb,éels
tipusu, hossztengely megforgatasaval kelétlggometria esetén a minimalis értékek minden esetbe
nagyobbra adddtak, mint a mésodik tipus szerimdmények. Ennek az az oka, hogy ugyanazon
alaprajzi kialakitassal a rovidebbik tengely koritiegforgatassal keletk&zkupola metszeteinek
geometrigja joval kozelebb all a lancgdrbéhez. Bny®s, hisz kedvdibb az onsuly eloszlasa, a
nyomasvonal alakja kozel all az eredeti metszekj@az, igy azt csak igen kis vastagsag esetén
hagyja el. A mésik esetben ellaposodott korivekotk a metszeteket, melyekoplytelenebb
sulyeloszlassal birnak, a nyomasvonal kénnyebbegyjhael a keresztmetszetet. Az egyik
legfontosabb eredménye a vizsgalatoknak az, holfs \amyagjellemik és deformalhatd elemekkel
tortérp futtatasok esetén az értékek végig a merev elémiasasok eredményei felett futnak, azaz az
elméleti, merev elemeket feltéteteszamitasok a biztonsag karara tévednek. Erdelsesnti hogy
gombkupola esetén egyfajta befeszilés torténik lakvaltozasok kovetkeztében, ez az egyetlen
kialakitas, ahol a deformalhatd elemes szamité&bkisninimalist/R aranyt adott. llyen értelemben a
Heyman-féle0.042es elméleti érték egy konzervativ becslés, mdbjztonsag javara ad kozelitést a
valés eredményre.

A kovetked grafikon (79.4brg a minimdlisan sziikséges falvastagsag és az glap@ssztengely
aranyat mutatja kilonbézxialakitasok esetére.
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79.dbra t,,/(a+r) értékei kiilbnb6z6 kialakitdsu ovdlis kupoldk esetén az elnydjtottsagi mérték
fliggvényében
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Itt mér kitinik, hogy a hosszabbik alaprajzi mérettel toftérormalads esetén a gombkupolanal
elényosebb falvastagsagokat kapunk. Az értékek azugbitsag nodvekedésével csokkennek, a
tendencia azonban megmaradt. A masodik tipusukiiat kupola énydsebb, a rugalmas eset
mindig a merev megoldas felett fut. A kovetéegrafikon @0.abrg a minimalisan szikséges
vastagsag és a kulonkoxialakitasu kupolak fellletének legkisebb goérhlRigaranak aranyat
mutatja.

80.dbra t,,;/r,., értékei kiilonb6z4 kialakitdsu ovdlis kupoldk esetén az elnydjtottsdgi
mérték fiiggvényében
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Ezen a grafikononiihik ki a legjobban a tendencia. A grafikonon kézéiany az elnyujtottsag
mértékével folyamatosansnhisz azr,,;, €rték is igy folyamatosan csokken). Erdekes, hadét
tipus gorbéinek lefutasa azonos, csak egy eltaagbiEnbdznek egymastol. Alul természetesen a
masodik, felll az etstipusu kialakitas eredményei futnak.

A kovetked grafikon @1.abrg mar nem a legkisebb, hanem a legnagyobb gorbsilegarral vald
aranyat mutatja a minimalis szerkezeti vastagségokilonbos kialakitasu ovakupolak esetén.

81.dbra t,,/r,... Ertékeikiilénb6z4 kialakitdsu ovdlis kupoldk esetén az elnydjtottsdgi mérték

fliggvényében
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A két merev megoldas, illetve a két deformalhaténels megoldasa érdekes modon kdzel egy
ertékhez tart (0.001-0.002 kordli eltéréssel). Anpé&upolahoz képest csokkerrtékeket kapunk a
NOvek\ 1,4, €rtékek miatt is részben.

4.5.5. Az ovalis kupolak gazdasagossaga

A gazdasagossagrol akkor kapunk képet, ha az ednadakitdsokhoz sziikséges égiem
mennyiségeket meghatarozzuk. A biztonsagi 6s&am - jeldljey - falazott szerkezetek esetén
megadja a tényleges é€s a minimalisan szikségessfalysdg aranyat, melyet éppen most hataroztunk
meg. Harom biztonsagi m#&zamot vizsgéltam y = 1.0 , azaz mikor a falvastagsag éppen a
minimalisan szlkséges falvastagspags 1.5 , illetve y = 2.0 . Mivel a4.tdblazatszerinti kilénb6&
kialakitasok egyenilalaprajzi teriiletet eredményeznek, gazdasagossaggkélhes a fajlagos, 1 f

nyi alapteriletre juté &®Omeg/térfogat alapjan. Mindharom biztonsagi tédyez mindegyik
kialakitasra, illetve merev és deformalhatdé elenssetére (minimalis falvastagsag éetfligg)
meghataroztam az éflemek fajlagos térfogatat, majd az elnyujtottsiggf/ényében abrazoltam azt

a kovetked grafikonokon.
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82.dbra EpitSelemek eqységnyi alaprajzi teriiletre esé térfogata 1. tipusu kialakitds és
merev elemek esetén
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Az 1. tipusu kialakitas és merev elemek esetép.abrg lathatdé, hogy barmely kialakitas
gazdasagosabb a gdmbkupolandl. 2-nél nagyobb &dtigaigi érték folott ismétami kezd a fajlagos
térfogat, azaz a gyakorlatban gazdasagtalan ilgetorhanyban ovélis kupolat épiteni (nem is
epitenek), de meg kell emliteni, hogy a gombkupa@lamég igy is kedvébb lenne az
anyagfelhasznalas.

83.dbra EpitSelemek eqységnyi alaprajzi teriiletre esé térfogata 1. tipusu kialakitds és
deformdlhato elemek esetén
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Deformalhato elemek esetéB3(abrg — ap = 30°-0s kialakitast kivéve — szintén elmondhato, hogy
bar kicsivel, de gazdasagosabb anyagfelhasznalastuok ovalis kupolak esetén.
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84.dbra Epitéelemek egységnyi alaprajzi teriiletre esé térfogata 2. tipusu kialakitds és
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A 2. tipusu kialakitas eseté®4(abrg e = 2.0 — 2.5 elnyujtottsagi érték alatt a gdmbkupolanal kisebb
anyagfelhasznalassal épithetiink azonos alaptariéfeeth ovalis kupolat. Itt a leggazdasagosabb
kialakitas a kis elnyujtottsagi értékeknél van.

85.dbra Epitéelemek egységnyi alaprajzi teriiletre esé térfogata 1. tipusu kialakitds és

deformdlhatd elemek esetén
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Rugalmas esetbeBg.abrg — ami kozelebb all a valésdghoz, mint a meremneld®l allé6 modell - az
alakvaltozasok kedvéden hatasa réven ugy alakul at a geometria, hagyaobb falvastagsagokra
van szikségunk. A merev elemeknél latott gazdasagos igy elveszitjok. Az = 0.75 — 2.0
elnyudjtottsagi érték kozott csaknem azonos anyhgszinalassal épulhetnek a kilonbémalakitasu
boltozatok. E felett az anyagfelhasznalas megndekismét olyan tartomanyba kerlliink, ahol nem
erdemes épiteni — a kivitelezbgeég miatt sem — ovalis kupolat. Megjegyzem, haralikiipola esetén
a merev elemes megoldast tekintjuk a - biztons&grgatortéd — megoldasnak, akkor az ovalis
kupolak anyagfelhasznalasa még ez esetben is akgimiinal kedveibbe < 2.0 értékek esetén.

A fenti vizsgalatok, eredmények segitenek egy \dltsgvalis alaprajza kupola biztonsagat és
gazdasagossagat megitélni. A minimalis vastagsagetén nyilvan az alaprajzi befoglal6 méretek — a
révidebbik, illetve a hosszabbik alaprajzi féltelyge- szerinti normalassal szamitott gorbék
alkalmazhat6ak a gyakorlatban. Ha ismerjik egynil@lakitdsu kupola tényleges vastagsagat, akkor
a minimalisan szikséges vastagsagot a grafikonddoblashatjuk, s a keitértekldl aranyt képezve
megkaphatjuk a kupola biztonsagi &zamat onsuly teherre. Fontos volt latni, hogy fardealhatd
elemekkel tortéth szamitasok nagyobb minimalis falvastagsagi eérteékeddtak, azaza merev
épivelemek feltételezése ovalis kupoldk esetén akérizéonBdg Kkardra is torténhetAz
anyagfelhasznalas vizsgalataval megmutattuk, hagk @zovalis kupoldk azonos biztonsaggal és
alaprajzi terulettel akar gazdasagosabban is épiilale, mint a hagyoméanyos gémbkupolak

4.6. A tamaszeibk eloszlasanak vizsgalata

A tdmaszef eloszlasa, annak fuglgges és vizszintes komponensének nagysaga rehdinvds
adat szamunkra. Bttfiigg az, hogy hol lehet biztonsaggal megbontaralatamasztd szerkezeti részt,
annak eltavolitdsa vagy karosodasa esetén mekkéraell ideiglenes vagy véglegesen beépitett
megtamaszto szerkezetekkel felvennink stb.

Az eloszlas az alatamasztas merevsigét fligg. Jelen dolgozatban csak merev alatamstszta
vizsgaltam, hogy egyéltalan képet kaphassunk.t@bldzatbanfelsorolt geometriai kialakitasu ovalis
kupolak globalis viselkedés#r A numerikus modell kalibraciéja soran lathattilqgy 6nsuly teher
esetén a megcsuszasok kialakuldsa nem jefieBgy stabil, dnsulyara 6ssze nem omlo kupola eseté
ez azt jelenti, hogy a tamasé&ezloszlas egy olyan globalis jellethzamit |ényegesen nem valtoztat
meg a szerkezet folytonos vagy diszkrét jellege3.2.pontban emlitettem, hogy ilyen globalis
tulajdonsagok vizsgalatara akar kontinuum modeltalkalmazhatunk. Egy olyan parametrikus
modellt épitettem az ANSYS végeselemes programiveatlyel — csakudgy, mint a 3DEC esetén —
barmely altalanos kialakitasu ovalis alaprajzu kapaezsgalhato. A kévetkéekben ezt a numerikus
modellt, valamint az abbdl kinyert eredményeketetzem bemutatni.

4.6.1. A végeselemes modell

A végeselemes modell esetében egyszeijfelliletet alakitottam ki, hiszen itt nem a pmnt
feszlltségeloszlas vizsgalata volt a cél, hanem gigpalis tulajdonsag jellegének kimutatasa. A
geometria kialakitasa joval egysieb feladat volt, hiszen az ANSYS létre tud hoznpg&sfellletet
egyszeifien a vezérgorbe adott tengely korili megforgatdséeiaat elegentl volt az alaprajzi gorbét
parametrikusan kiszerkeszteni, majd azt a kisebagy a nagyobbik tengely kortl megforgatni attol
fuggéen, hogy mely kialakitast akarjuk elérni vele. Egyen alaprajzi gorbét, illetve a
megforgatasabdl keletkézeliiletet latunk aB6.abran.
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86.abraAlaprajzi ovalis gorbe és a megforgatasaval kelgiltellilet

Az elemek SHELL181l-es elemek, melyek a ReissnemdMirféle linearis nyirdsi modellt
alkalmazzak, illetve hajlitasi és membranmerevsiéiggbirnak. Az elemek vastagsagi erteke mellett
meg kell adni az anyagijelleizet is, melyek ez esetben csak (aiiség, illetve a rugalmassagi
modulus. Mivel a diszkrét elemes futtatdsoknal ackalati merevségek igen magasak voltak, a
rugalmassagi modulus értékét az &gm rugalmassagi modulusa szerint vettem feb els
kozelitésben. A halét strukturaltan alakitottarm&gyszog elemelkdh Az ANSYS képes strukturalt
halot generalni, ehhez &.abranlathaté kupolat alkoté vonalak mentén meg kell atioigy hany
elemet osszon ki az adott vonalra, igy ennek mejgn probalja felvenni a halézatot. Ezt a
strukturdlt halét mutatja &7.abra (A végleges modellben a halirgsége sokkal nagyobb!)
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87.abra Strukturalt halé kialakitasa 88.abraAlaprajzi gorbén egyenletesen kiosztott csomépontok

A megtdmasztasok az alapvonal mentén csak elf@tdaligednek meg, azaz fix csuklos kialakitast
valasztottam, hisz abban az esetben, ha a talpémentnyomoé- €s nyirGgraranya olyan, hogy
megcsuszas nem kdvetkezhet be, az elemek a tali@merzdulatlanok, csak elfordulni képesek. A
megcsuszast utolag ell@zhetjik le a tamaszék ismeretében. A parametrikus input file-t agyrirta
meg, hogy az kimenti egy vektorba a talppontokbaitkdds reakcidebket, azokx, y és z
komponenseit. Ehhez az kellett, hogy az alapvonalcsomdépontok szamozasa nem csak hogy ismert
legyen, hanem a vonal mentén haladva sorban iehedy(lasd8.abrg, ezért ezt a pontsort még a
halé felvétele ditt osztottam ki, majd épitettem egybe a kész h&ldkatamaszeiket egyszdr
linearis statikai szamitassal hataroztam meg.
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4.6.2. Parametrikus vizsgalatok

A tamaszes eloszlasa flgg a merevseddkiA rugalmassagi modulus értekéRdablazatmeérési
eredmeényei altal hataroztam meg. Ezt az értékahddinak tekintettem, paraméternek a Poisson-
tényedt, valamint a héj vastagsagat vettem. A Poissoyei@mek harom lehetséges eértekét
vizsgaltam :0 — 0.15 — 0.30, hiszen falazott szerkezetek ezen tartomanybakebeé. A héj
vastagsagat az onsulyra minimalisan szukségessfatygagok ismeretében hataroztam meg. Ezen
ertékek a kisebbik alaprajzi tengety— 6 % - a koril mozognak. Figyelembe vettem, hogy a
gyakorlatban ezen szerkezetek minimalidgh— 2,0-szeres biztonsaggal rendelkeznek, igy hogy a
megfeleb tartoméanyt lefedjem a falvastagsagokat a kisehlakrajzi tengelyp — 10 — 15 — 20 % -
ara vettem fel a parametrikus vizsgalat soran3.mblazatbanlathaté 6sszes — A = 60° — as
valtozatot kivéve — geometriai kialakitast vizsgaita fenti paraméterek szerint.

Elsoként a4.tablazatbanbemutatott, azonos alapteriilétiilonbd kialakitasu kupolakat vizsgéaltam,
melyeknek vastagsaga minden esetben az alaprajdetibik tengelyl 0%-a, a Poisson-tényépedig
0.15 egységesen. Az eredmények@&%aabramutatja. A gorbék jeldléseinélBaés az utana kovetkéz
szam ap szoOget jeldli, az utolsé6 szam pedig a kialakit@msét (1 — hosszabbik tengely korul
megforgatva, 2 — rovidebbik tengely koérul megfovgat

89.dbra Azonos alapteriiletli és t/R ardnyu ovdlis kupoldk fiiggéleges tdmaszerGinek eloszldsa

140000

120000
E L\ v/ \ v/
< 100000 -4 U/ N =B 30_1
Ne) —D_50_
o~
% 80000 %,’ \‘&éx' ‘& B_45_1
2 . . - -
§ B_53_1
S /
Q60000 = = B_55_1
()
% B 30 2
(&)
S 40000 B_36_2
w
=B 45 2
20000 B_53 2
B_55_2
0
0 45 90 135 180 225 270 315 360

Az alaprajzi gérbe mentén szamitott alaprajzi sz6g fokban

Az abrardl tobbféle kdovetkeztetés vonhato le. Lithhogy gombkupola esetén a tama$zdoszlas
egyenletes(Ellendrzésként: a kupola teljes sllyad = 2R?mtp g =252 xm* 0.1 %5 % 2500 *

9.81 = 1926132N , amit a kertlettel leosztv /(2Rm) = 1926132N /(2% 5*m) = 61312N/m
adadik.) Az ovdlis kupoldk — hasonléan az egyiranyban tetreld lemezekhez — a hossztengellyel
.parhuzamos” peremei mentén hordjak a nagyobb diéggs terheket, illetve ennek mértéke annal
nagyobb, minél elnyujtottabb a kupola, minél nadyabhossztengely és a rovidebbik tengely aranya.
A tdmaszed eloszlas gorbéjén kiugrassiaeravarok lathatdéak bizonyos helyeken. Ezek a hedypgien

az alaprajzi ovalis gorbe alkotd koreinek illeskztgsntjai. Itt a gorbe/felllet ugyan folytonos, de
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gorbilet mar nem, az illesztési pont két oldalankkddnb6s gorbilet szamithatd. Ezen zavarok tehéat
a geometria valtoztatasaval egyutt valtoztatjakyiledt az illesztési pontokkal. A masodik tipusu
geometriai kialakitas esetén ugyanazon alaprajiietet lefed valtozatok sokkal nagyobb fliglgges
tamaszeit eredményeznek, mint az e&lstipusuak. A tamasz kozelében dévalak sokkal
meredekebbek ez esetben, maga a kupola is nagyotduit a kialakitds miatt, a nagyobb fidegges
tamasze¥ ezzel magyarazhatd. Ezzel egjpen majd latni fogjuk, hogy a vizszintes tamasker
csokkenni fognak. A kovetkéz90.4braa vizszintes tAmas#idet eredjét mutatja.

90.dbra Azonos alapteriilet(i és t/R ardnyd, de kiilbnbézd kialakitdsu ovdlis kupoldk vizszintes
tamaszerdinek eloszldsa
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Az alaprajzi gérbe mentén szamitott alaprajzi sz6g fokban

Az abréan lathato, hogy vizszintes tamasametéen megfordul a helyzet, az 1. tipusu kialskét azaz

a laposabb kupola esetén nagyobbak a vizszint&sidka it ha figyelembe vesszik az aranyokat,
akkor ez esetben sokkal nagyobb a vizszintes#féggs reakciok aranya, mint a masodik tipusu
kialakitas esetén. Altalanos tendencia, hogy axUgimitsag novelésével novekedik a vizszintes
tamaszeF is. Az illesztési pontokndl itt is megjelenik avaa ez esetben az éldipust kupolat
befolyasolja lényegesebben, tehat éppen azokatlakkiasokat, amik esetében a laposabb geometria
miatt eleve nagyobb a vizszintes reakciok értélzem@r most kiinik az abrakbol, hogy a megcsuszas
valéban nem alakulhat ki. A flglpges reakcio legkisebb értéke is 60000 N/m kordih, va
legnagyobb vizszintes reakcioé pedig 25000 N/mt.akd minimalisan30°-0s surlédasi szdget
feltételeziink, az korilbelld.5 — 0.6-0s surlédasi tényének felel meg. A vizszintes és fitidgges
reakcio értéke ezen aranyszamot meg se kozehifif gefix csuklos megtamasztasi feltétel helyesnek
bizonyult.

A Kkovetked abrakon 9l.abra — 1.tipus ; 92.4bra — 2.tipus) a globalis derékszbg
koordinatarendszerben értelmezeéttés Fy tamaszdik altal bezart szogeket abrazoltam.
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91.dbra Fx és Fy vizszintes tdmaszerdk dltal bezdrt sz6gek 1. tipusu kialakitds esetén
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Az alaprajzi gérbe mentén szamitott alaprajzi sz6g fokban
92.dbra Fx és Fy vizszintes tamaszerdk dltal bezadrt szégek 2. tipusu kialakitds esetén
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Az alaprajzi gérbe mentén szamitott alaprajzi sz6g fokban
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A lineéris vonal jelenti a gbmbkupolara vonatkozdatakat, itt ugyanis a korszimmetria miatt
egyenletes a vizszintes reakciok eloszlasa is.varpt a masodik tipusu kialakitasnal nagyobbak, az
elssnél valamivel egyenletesebb a lefutas.

A kovetked lépésben a Poisson-tényezatasat vizsgaltam me@3.abrg. Ertékeit tgy vettem fel,
hogy egy esetleges kontinuum modell épitése, dldtemogenizacié soran alkalmazandd értékek
tartomanyat lefedje a vizsgalat. Csak a tendencgpaltam, a valodi — 3-4-5 oldalaranyu derék§zog
hadromszdggel szerkesztett — egyiptomi ovalist wetsdapul, a héj vastagsaga a kisebbik alaprajzi
tengely 10%-a, a geometria a rovidebbik tengelyikdnegforgatassal alakul ki.

93.dbra Fiiggdleges tdmaszerd eloszlds a Poisson-tényezd fiiggvényében egyiptomis
ovdlis kupola esetén
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Noveked Poisson-ténydéz esetén a hosszabbik tengellyel ,parhuzamos” oldakentén
megnovekednek, a hossztengely végeinél csokkenrigéggdleges tamaszék. A ndvekedés, illetve
csokkenés aranyosan torténik, tehat mas Poissgezersetén a gorbek kdzott lehet interpolalni. Ez
a tendencia barmely mas kialakitasnal is hasonitdegfigyelheb.

94. dabra Vizszintes tdmaszerd eloszldsa a Poisson-tényezd fliggvényében egyiptomi
ovdlis kupola esetén
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A vizszintes reakci6ék lathatoan 94.4brg erssebben fliggnek a Poisson-téniték hiszen ezek a
reakciok javarészt a gatolt alakvaltozasokbal, |p taentén surlédas altal alakulnak ki. A téenyez
novelésével globalisan minden pontban névekedni dogizszintes reakcidk értéke, am nagyobb
tényednél a maximalis és minimalis értek kozotti kulonpasokken, a zavar mértéke viszothin
fog.

A fentieken kivil a héj vastagsaganak, mint parameék az eloszlasra val6é hatasa is jéenh fenti
geometriaval, valamint az alaprajzi tengely hosakah— 10 — 15 — 20%-ara vett vastagsaggal,
illetve 0.15-6s Poisson-tényiazel végeztem el a vizsgalatot, melyet a kbveik8s.abramutat.

93.dbra Fiiggdleges tdmaszeloszlds vdltozdsa a vastagsdg fiiggvényében
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Az abra véarhatdéan azt mutatja, hogy noveksastagsagok mellett névekedni fognak a tilgges
tamaszeaik is. A fontos az, hogy vajon a relativ eloszlasimgre valtozik, azaz a talp mentén kérbe
haladva az eloszlas ugyanolyan marad-e. Ehhez -#99@ttékhez normaltam le mindegyik gorbét,
melyet a96.abramutat.

96.dbra Fiiggbleges tamaszerd eloszldsdnak vdltozdsa a vastagsdg fliggvényében
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Lathatd, hogy a hossztengellyel ,parhuzamos” résaekz eloszlas fliggetlen a héj vastagsagatol, a
hossztengely végeihez kozeledve azonban a zavarekeéannal nagyobb, minél vékonyabb a
szerkezet. A/R = 0.20 esetben példaul mar alig jatszik szerepet aztiss ponton keletkézugras.
Hasonlé normalassal allitottan®tel vizszintes reakciéék abrajat is 97.abrg.

97.dbra Vizszintes tadmaszerd eloszldsanak vdltozdsa a vastagsdg fiiggvényében
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A flggoleges reakciogkhoz hasonldan itt is a vékony héj esetében a tpgid a zavar mértéke. A
tobbi esetben — melyek a valos koérilmények kozilis vastagsagok — az eloszlas minimalisan fligg
a vastagsagtol.

Igen fontos kovetkezménye volt a vizsgalatoknak laagy kiderilt, hogy t/R valtozoval Rt
fuggetlenithet az eloszlas lefutasanak jellege, a normalt godiékja. Ez azt jelenti, hogy adott
kialakitasra — rogziteft szogre, mindkét fajta megforgatassal — a fenti nggskorlatban hasznalatos
t/R aranyokkal elkészitheétk a normalizalt eloszlasi abrak. Ha tehat ismegikupola alapvonala
mentén legalabb egy pontnak az abszolit tamaskeedkor a tobbi aranyosan szamithatd. Az
abszolut tamaszértermészetesen fligg a kupola globalis geometriagjale-tl -, azaz annak teljes
tomegédl, igy erre kilonbo& kialakitasokra R és t/R flggvényében parametrikirssgalatot
hajtottam veégre. A98.abraegy ilyen vizsgalat eredményét mutafja= 36.87°-0s, masodik tipusu
kialakitas, illetve mind fligfeges mind vizszintes reakci6kr esetére, valamintl000 kg/m
anyagfiriséget feltételezve.

Ezeket a grafikonokat a tobbi kialakitasra igaéitottam. A normalt, eloszlast reprezentélo
grafikonokkal egyutt a kovetkéképp hasznalhat6. Ismerjik az ovalis kupolank kitdagat, valamint

az R rovidebbik alaprajzi féltengely hosszéat és a fatiagsagot. A fenti gorbérigy leolvashatjuk,
hogy egy ilyen kialakitasu kupolanak koz&gg mekkora flgéleges €s vizszintes tAmaszreakcioja
keletkezik a kilintetett pontban akkor, ha az &eiem anyaganakiisisége1000 kg/m. Ezt tehat a
valédi anyagsriiség ezred részével meg kell szorozni, hogy a tgesglevizsgalt kupola reakcioit
kapjuk. A kapott reakciok 86-97.abrajeldlése szerinti 90°-hoz tartozik. Mivel éppen ehla ponthoz
képest normaltam le az eloszlast reprezentalo gétpézért barmely pontban ezen reakcio értéke
szorozva a pontban jelledzloszlasi aranyszammal megadja az ottani reakoiléges értékét. Azt
fontos kiemelni, hogy ezek az értékek csak naggsdtijeg adjak meg a tamaszreakciokat, hiszen
ezek teljesen merev tamaszok esetére vonatkozna#ilé®életben az alatamasztds rugalmas, valamint
a tamaszmozgasok miatt atrenétiizet az ajaték, mégis a jelleg, a nagysagrend megbecsilgséhe
alkalmazhat6ak a fenti grafikonok.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata
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2. tipus f=36.87° 2. tipus f=36.87°
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98.4bra

4.7. Osszeomlasi médok, repedéskép vizsgalata

Ebben a pontban néhany mondatban, illetve képpedztralva szerethném bemutatni az egyes
futtatasok soran szerzett tapasztalataim az ossasommodokkal és a repedéskép kialakulasaval
kapcsolatban.

A gombkupola 6sszeomladsi mechanizmusat mar isnmmrieta 4.5.1.pontban valamint
illusztraciokeént rendelkezésre all68. és 69.4braAz 99.abraegy t/R = 0.04 ardnnyal rendelkéz
gombkupola tonkremenetelét mutatja. Lathatd, hogypexhanizmus koérszimmetrikus (az abra az
elmozdulasok eréigienek nagysagat adja meg), teljesen visszaadjdna@leti, feltételezett csuklos
mechanizmust. Ezen gombkupola geometriai kialakitfagelépitési modjat mar lathattuk a
4.5.3.pontban ahol a mérethatas vizsgalatot, illetve kapcsgdiemzok kalibralasat végeztem el. Az
abra jol mutatja, hogy ez esetben ténylegesenkkimlak a ,szeleteléses technikandl” ismertetett
.Szeletek”, a gbmbkupola alsé részében #&rgiyanyl nyomoesk megs#nésével el is tavolodnak
ezek egymastol, azaz meridian iranyl repedésetrielemeg. Két szemben [&fél ,szelet” lathatéan
nem tamaszkodik egymasnak, ha felulvilagitot help&zel a kupolan. Az éatadas ez esetben a
kupola fel$ részében kialakuld dyhiranyl nyomoesk segitségével valdésul meg. Megfélel
falvastagsag esetén tehat ez a térbeli teherhtadéisstabilla és 6nhordova a gdmbkupolat.

Ovalis alaprajzu falazott boltozatok mechanikajanak diszkrét elemes vizsgalata
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99.abraGémbkupola 6sszeomlasi mechanizmusa 3DEC prograszimulalva

A fenti 4bra latott kialakitds csak egy elméletidulh A gyakorlatban az elemek nyilvan kdtésben
kertlnek elhelyezésre. llyen falazdssal kialakitgiimbkupola Onsulyra tortédn 6sszeomlasi
mechanizmusait lathatjukl1®0.4bran

A kovetkeZekben az ets két kép mindig az adott kialakitasi kupolat axoeimikus nézetben abrazolja az 6sszeomlas
megindulasa étt (a), illetve kdzbenh). A szinskala az elmozdulasok nagysagat jelokiskgirosig noveky médon (az
értékek ez esetben nem fontosak). Az utana kogetkekép az dsszeomlasgtélalaprajzi rovid (c) , illetve hosszabbik
tengely menti metszet@) mutatja, a metszeten fekpontok elmozdulasi vektorait, valamint a metszgqgdtti szerkezeti
részek elmozdulasi értékeit is dbrazolva. Az utkétoképer(e)(f) ugyanezen metszetek és abrazolasok lathatdakzam a
O0sszeomlasi folyamat kézben. Gombkupola esefénés (d) abrat kihagytam, mert érdemi kilbnbség nem mutiktkaaz
utolsé ketfhoz képest.

A legérdekesebb dolog, ami rogton felhet az abrak tanulmanyozéasa soran az, hogy ngesedel
korszimmetrikus falazas esetén az 6sszeomlasi mechas sem lesz kdrszimmetrikus, pedig a
gombkupola esetében ezt jogosan elvarnank108.a-b-cabrdkon lathatjuk ezt az aszimmetriat, a
100.c abrabal oldalan nagyobb kifelé billenés kovetkezik Betdnkremenetel egyébként a szokasos
modon alakul ki, a metszeten abrazolt vektorabééimatd, hogy a fetsrész flgglegesen mozog csak,
az also rész kifelé billen, a kdzbénskét csukldsorral hatarolt rész pedig kifelé élée mozog
egyszerre. Az aszimmetrikus dsszeomlés kialakutas@&@tegend lehet csak annyi, hogy a kovek
kiosztasa a darabolasok révén nem egyenletes. Ed@rtobb kisebb elem van, ott kénnyebben
megnyilik gyirtiranyban a kupola — tébb meridian iranyu repedakualki - , s igy a gyriiranya etk
eloszlasa sem lesz egyenletes. Az alsé rész KiilEnése soran szintén szétnyilik, s mivel ezt a
szétnyilast befolyasolja a @iyiiranyu e, az aszimmetria ezen keresztul maris biztositott.

100.a 100])
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iR v

100.c 100.d

100.4braOsszeomlasi mechanizmus; 1.tipusu kialakftés; 0°

Az 101.4braa 4.tablazatszerinti kialakitasok? = 30°-0s és el§ tipusu véltozatanak 6sszeomlasi
mechanizmusait mutatja. A mechanizmus itt is szitnkesnak indul, majd a kébbi fazisokban
aszimmetrikussa valik. A csukl6sorok magassagaatatim valtozik, azaz térgorbét alkot egy-egy
csuklésor. Az alaprajzi gorbe hossztengelyével hpaamos” részeken magasabban, mig a kis
gorbuleti sugaru, hossztengelyt lezar6 részekersatgyabban halad ez az elfordulasi tengely (piros
részek). A mechanizmus ennek ellenére hasonlé dlkdpolaéhoz : hdrom csuklésor osztja meg a
szerkezetet, a félsrész lefelé mozog, az alsé rész kifelé billenpaép$ rész pedig kifelé és lefelé
mozog. Erdekesség, hogy ovalis kupolak esetén,yabbpgbben az esetben is lathatéfeetlulhat a
geometria kialakitasabdl adéddan az, hogy egyesell@z 6sszeomlas soran egyséenrkicsisznak a
tobbi, szomszédos elem kozil. A geometriai atakdak soran dsszefeszilhetnek agy az elemek,
hogy az addig a szomszédai altal atadott nyotni@rén stabilnak vélt elemre mar nem hatnak ezen
stabilizalé nyomoéik, igy kicsuszik a tobbi elem kozll. A repedésképis a meridian iranyud
repedésekdl all. Ovalis kupolak esetében felllnézitiezek a repedések nem a kupola geometriai
kozzéppontja felé tartanak, hanem mindig a vizezintetszetek alkotta gérbékre tegesen futnak.

A megnyilasok mindig a kisebb gorbiletrészeken lesznek nagyobbak, azaz esetiinkben a
hossztengely végénél iévészeken.

101.d
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101.f

101.abraOsszeomlasi mechanizmus; 1.tipusu kialakjgas; 30°

A kovetked, 102.abrana g = 36.87°-0s, el$ tipusu kialakitas lathatd. Azéebekben elmondottak
érvényesek itt is, azonban kevésbé latszik, dezheki® csukldésorok kdzelebb kerlltek egymashoz,
valamint mindketi pozicioja lejjebb kertlt. llyen moédon a hosszténgegénél 1%, kis gorbileti
sugarral rendelkéz részek egyre instabilabba valnak, kibillenésiik csshtengellyel parhuzamos
részek kibillenését medai. Ekkor a hossztengely végéhez kozeli dbls részek alatamasztasa
megs#nik, ezeken a részeken omlik be éiddnt a kupola. Ez lathaté ak02.f dbranis : a
hossztengelyre méleges metszetekben, a vedgktavol, a bel§ részekben hasonl6 a mechanizmus,
mint a gdmbkupolandl, az egyes részek analég maumdulnak el. A hossztengellyel parhuzamos
metszetben azonban az latszik, hogy asfedszek itt is fugdlegesen lefelé mozognak ugyan, de az
alsé részek kibillenése kovetkeztében a kozbgn®mbkupola esetén lefelé és kifelé elmozduld)
részek mar jorészt a kupola belseje felé mozdulmaikanak be.

102.4abraOsszeomlasi mechanizmus; 1.tipusi kialakjtés; 36.87°
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Az els tipusu kialakitasok kozoétt vizsgaltam meégs a 45° — 53.13° — 55°-0s valtozatokat is, a
fentiekhez hasonlé abrasorokat kozl6rh03-104-105.abra Mindegyik esetre a mar emlitett
jellemzoket lehetne felsorolni, természetesen az elnydfgtt (egymashoz egyre kodzelebb és
alacsonyabbra kerdilcsuklésorok, mechanizmus eltérése a gdmbkupo)aé&séh minimalis gorbuleti
sugar (repedéskép, repedéstagassag fliggése) sadhakdigyelembevételével.

103.e 103.5

103.4abraOsszeomlasi mechanizmus; 1.tipusu kialakjgés; 45°
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104.f

104.4braOsszeomlasi mechanizmus; 1.tipusi kialakjtés;53.13°

105.a

105.e ) 105.f

105.4abraOsszeomlasi mechanizmus; 1.tipusu kialakjgés; 55°
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A masodik tipusu kialakitasok tekintetében éként a g = 30° — 36.87° — 45°-0s eseteket
mutatom be. Ezek 6sszeomlasainak kialakulasat fawtatoron kdvetkézharom abra 106-107-108.
abrak Azért kerllt ez a harom valtozatet, mert a masodik tipusu kialakitas esetén ezek<a2.0
elnyujtottsagi  mutatoval rendelk&z kupolak hasonléan viselkednek, mint az éelsipusu
megforgatassal édllitott valtozatok. A rovidebbik tengellyel parramos metszetekben csucsiveket
kapunk, a csucsives boltivékrpedig ismeretes (lasd (91)-t), hogy egyrészt isthbak, mint a
hagyomanyos félkor alaku boltivek, valamint az éssalasi mechanizmusuk — a csuklok heillét
eltekintve — azonos. Ez azt jelenti, hogy hasonkdarel$ tipusi boltozatok esetében az 6sszeomlasi
mechanizmus itt is a gbémbkupolaéhoz hasonlé a tersgziyt lezard részekt tavol e, bels
részeken, melyet ezen metszetek elmozdulasi vdktirés alatamasztanak. Erdekes megfigyelni,
hogy a csuklék kialakulasa egy kialakitas esetéjumean végig egy magassagban kovetkezik be, azaz
majdnem egy sikban fut egy-egy csuklosor, elleetétbz el§ tipusnal latott, az elnyujtottsag
mértékével egyre nagyobb szintkilonbségekkel rémedel csuklosorok térgdrbéivel. A végleges
0sszeomlas hasonlé a nagy elnyujtottsagd #fsusu kupoldk mechanizmusahoz. A boltozat also,
kézbeng$ csuklésora altal meghatarozott alsé részek kiidlénnek, de a hossztengelyek végénél ezt
a kibillenést kevésbé tudja kdvetni az eggyel malglan fekd kozbens rész, s igy egy i utan
beomlik a boltozat belseje felé. Ezen kialakitasdetén is megfigyelhetegy-egy épttelem
individualis kicsuszésa, lehullasa. A repedéstagpitis a hosszabbik tengely végénéblégszeknél
lesz nagyobb mérték

106.abraOsszeomlasi mechanizmus; 2.tipusu kialakjgas; 30°
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107.abraOsszeomlasi mechanizmus; 2.tipusi kialakjtés; 36.87°
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108.abraOsszeomlasi mechanizmus; 2.tipusu kialakjgas; 45°

7

Az e > 2.0 elnyujtottsagi szammal rendelkeZupolak esetén, azaz A = 53.13°és 55°-0s
valtozatoknal 109-110. abraegy érdekes dolog figyellietmeg. Az alaprajzi gorbe a hossztengelyek
végénél egyre csucsosabbda, hegyesebbé valik, mgghorgatas utan a fellleten ez a hossztengely
mentén, a hossztengely folott egy mergvivet eredményez. Ez a meréviiv a boltozat
hossztengelyének végeihez vezeti le aéketr Az egyre elnydjtottabb boltozatok esetében a
révidebbik tengellyel parhuzamos metszetekben egqwagyobb gorbileti sugaru, egyre kisebb
gorbuleti csucsivek keletkeznek. A térbeli membran tehelégsannél hatékonyabb, minél jobban
gorbilt a boltozat felllete. Az egyre kisebb goebek azt eredményezik, hogy a hajlitas is egyre
inkdbb dominanssa valhat ezeken a kozel sik részegg a nyomasvonalat konnyen kitéritheti a
keresztmetszetth ez az efjaték. A merev iv és az ennek két oldalrol nekitérkadd kevésbeé gorbilt,
hajlitsnak is kitett részek kozosen azt eredmékyémgy egy-egy csuklésor mar nem egy zart
gorbe, hanem azok a merévitynél, azaz a hossztengely végeinél megszakadkmkisszeomlasi
mechanizmus soran a merev iv talpanab I@szeket a tobbi rész kifelé tolja, erre ez a widgrdv a
boltivhez hasonlé elmozdulasokkal reagal, de aitiddz mozgasahoz képest relativ mozdulatlannak
tekintheb. Az ezen kivll & részekben a magassag mentén két helyen, illetedpadl alakul ki
csuklosor — az eddig megszokott modon -, a mérdvilmegtamasztd hatasa révén azonban ezek a
részek kulon-kalon a meregitiv két oldalan omlanak be, az alsé részek ittiislé billennek. A
repedések ilyen kialakitasok esetén a merev ésskévimerev részek talalkozasanal, azaz végig a
merevit iv mentén alakulnak ki, illetve meridian iranytamar megszokott modon.
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106.abraOsszeomlasi mechanizmus; 2.tipusu kialakjgas; 55°

4.8. Osszefoglalas

Jelen dolgozat ovalis alaprajzzal rendetkdaipolak viselkedését targyalta onsuly teherre. A
vizsgalataim kozott kiemelkéd szerepet kapott az ©6sszeomlas, stabilitasvesZtesileséhez
szikséges minimalis falvastagsagok meghatarozadanddmw kialakitdsok esetén. Egystier
gombkupola esetére megmutattam, hogy a kinematiaiszerrel — ha csak feltételezések aran is —
hogyan lehet levezetni analitikus/numerikus Utort az szilkséges, minimalis vastagsagot. A
gombkupolara vonatkoz6 megoldast referenciakérdrigismm fel, a tovabbi, bonyolultabb geometriak
vizsgalatara a 3DEC diszkrét elemes programbaretégit numerikus modelleket mind merev
elemekkel, mind deformalhaté elemekkel szimulalfalazatot. A numerikus futtatasok igen érdekes
eredményekkel szolgaltak. A merev és a valddi, raddtokkal kalibralt deformalhat6 elemekkel
tortérd szamitasok eredményei szerint a merev elemekkéhttszamitas a biztonsag karara téved a
gombkupolara vonatkozé eredmény kivételével. Az ettéfelezés tehat, hogy az épiemek
deformalhatésaga elhanyagolhaté, ez esetben metgbAkds kiderult, hogy a gémbkupolanal relativ
kisebb falvastagsagokkal is éplilhetnek ovalis kilpoinelynek eredményeképpen egyes kialakitasok
az épibelem felhasznélasa terén gazdasagosabbak is Ikteegi@nbkupolanal.

Ezen kupolak tamaszerloszlasanak vizsgalata soran ismét érdekes emgdezgiletett. Minden
egyes esetben ugras fedeshiel az eloszlasban. Ez az ugras éppen ott van,aahalaprajzi gorbét
alkot6 ivek illesztési pontjai taldlhatoak, azagtabilet megvaltozdsanak kornyékén. A tamaikesr
rugalmas alapon szamitottam - hisz mint globallenezé vehet figyelembe -, valamint merev
tamaszokat feltételeztem. Ez nem tikrézi a valdsapsz mindenképpen ki fognak alakulni
egyenbtlen stllyedések, illetve maga az alatdmaszto szetksem feltétlen végtelen merev, mégis a
tamaszeatk nagysagrendjének megbecsilésére alkalmas ezjaaselParaméteres vizsgalatokkal
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grafikonokat A&llitottam &, melyek a falvastagsdg és a jellémalaprajzi rovidebbik tengely
ismeretében megadjak egytiitetett pont abszolut thmasé&ier(fliggdleges és vizszintes). Egy masik
grafikonsoron az alaprajzi gérbén korbe haladvazditam, hogy ezen kKintetett pontban Iéyvérték
hogyan aranylik a tdbbi pontban szamithato értééekhzaz egy normalt eloszlasi abrat készitettem.
igy a két fajta grafikon segitségével a legkuloétdl kialakitasok tamas#érmeghatarozhatok
nagysagrendileg barmely talppontban.

Az utols6 részben lathattuk az egyes esetek dsdasiommddjait, a repedések, megnyilasok
jellemz kialakulasat. Igyekeztem a futtatasok soran tdphgellegzetességeket - amennyire lehetett
igy &brakon keresztlil — minél részletesebben istmert

A fenti vizsgalatokkal képet kaphattunk az altaEsémgban kevesebb figyelmet élyeavalis
kupolak globalis viselkedés#y a minimalisan sziikséges falvastagsagokrol, aagmossagukrol, a
tamaszeaik eloszlasarol, az 6sszeomlasi modokrol és a rep&ddalakulasardl onsuly teher esetére.
A vizsgalatok eredményei ilyen modon segitségutdnetnek egy egyedi, ovalis alaprajzi kupolaval
kapcsolatos probléma megoldasaban.
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5. Tovabbi célkitiizések

Mar a dolgozat témajanak kivalasztasakor renge¢edéssel alltam szemben, a dolgozat témajaul
szolgalé vizsgalatok sordn pedig Ujabbak és Ujabbadciltek fel, melyeket érdemes lehet
megvizsgalni. A minimalisan szikséges falvastagsggsetleg a tAmasidr eloszlasa) kapcsan a
kovetked vizsgalatokat lehetne még elvégezni :

* amegoldas fudgisége a deforméalhato elemek anyagjell&indz,

* amegoldas fudisége a kapcsolati merevseédgikt

* hogyan valtozik a megoldas, ha nem merev tAmastelkatelezink,
» esetleg mas, teljesen altalanos kialakitdsokaegvimsgalni.

A tamaszeloszlassal és repedések kialakulasavats@gpban oOnsuly teher esetére a vizsgalt
kialakitdsokkal kapcsolatban elegérabattal birunk. Fontos lehet azonban mas terhedgalata is,
még akkor is, ha ilyen szerkezetek esetén az 6meligr a dominans teher. Egyéb terhek bevonasa a
vizsgalatokba a kovetkéxerdésekhez vezet :

* milyen a kilénb6é kialakitasu kupolak teherbirasa féloldalas tehg@atendteher),
* pontszeil terhekre,

» egyeb foltterhekre,

» szeizmikus terhekre,

» egyenbtlen tdmaszsillyedésre.

Mindegyik esetben a teherbiras vizsgalatan kiviltde a tamaszék eloszlasanak és a repedéskép
kialakulasanak jellentinek megismerése.

A fent felsorolt célkitizéseket, felmertlt kérdéseket, illetve azok egyétsgy késbbi dolgozatom
soran mindenképpen szeretném teljesiddrmegvizsgalni, hogy még jobban megismerhessik az
ovalis kupolak mechanikai viselkedését, teherbirdsagy minél biztonsagosabban tudjunk eljarni
ezen szerkezetekkel végzett mérndki munkank soran.
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