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ABSTRACT

Hysteresis as a nonlinear phenomenon is present in many scientific areas. Whether it appears in
mechanics, electromagnetism or phase transition of materials, hysteresis causes the state of the system
to depend on its previous states. The aim of this paper is to investigate nonlinear systems with harmonic
forcing, containing elementary Preisach hysteresis loops and linear elements. Conditions on the
amplitude and frequency of the forcing for the existence of symmetric periodic solutions have been
obtained for different systems

OSSZEFOGLALO

A hiszteréziS mint nemlinedris jelenség szamos tudomanyteriileten jelen van. A hiszterézis a
mechanikaban, az elektromdgneses anyagokban vagy az anyagok fazisdtalakulas esetén ugyanazt
jelenti, hogy a rendszer jelenlegi dllapota fiigg a rendszer multbéli dllapotdtol. A dolgozatban
bemutatdasra keriil nem linearis, harmonikusan gerjesztett, Preisach hiszterézis hurkokat tartalmazo
Nemlinedris rendszerek vizsgdlata. Szimmetrikus periodikus pdlydk létrehozdsdhoz a harmonikus
gerjesztés amplitudojara és frekvencidjara vonatkozo osszefiiggéseket hatarozunk meg.

Kulcsszavak: hiszterézis, periodikus palyak, nemlinearis differencialegyenletek.

1. BEVEZETES

Az egy szabadsagi foku, csak hiszterézis elemet tartalmazo rendszert Kalmar-Nagy és tarsai mar
részletesen megvizsgaltak [1]. Ezen vizsgalat eredményeit felhasznalva egy linearis rugoval kiegészitett
egy szabadsagi foku (1DoF), illetve kiilonbozé két szabadsagi foka (2DoF) modellek keriilnek
bemutatasra. A vizsgalt rendszereket az 1. abra szemlélteti.
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a) 1DoF kiegészitett  b) 2DolF két rugo és egy hiszterézis ¢) 2DoF két hiszterézis elemet
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1. abra: A vizsgalt rendszerek sematikus abrai

A kovetkezOkben bemutatott analitikus vizsgalat segitségével, periodikus palyak eldallitasdhoz
szlikséges gerjesztési paramétereket hatarozunk meg.



2. EGY SZABADSAGI| FOKU RENDSZER

Ebben a fejezetben egy hiszterézis elemet és egy linedris rugodt tartalmazé egy szabadsagfoku
rendszert vizsgalunk (lasd. 1. a abra). A rendszer mozgasegyenlete a kdvetkezo alakban irhato fel:

() +x(t) + Flx(t)] = Acos(wt+¢), A=0,w>0,¢ € (—m, ] D

Ahol A, w, ¢ a gerjesztés amplitadoja, korfrekvenciaja, faziseltolasa. Az F[x(t)] hiszterézis operatort
pedig a kdvetkezdképpen definialjuk:

-1, x(t) < -1, (2)
Flx(O]l=3e, —-1<x(t)<-1,
1, 1, x(t) >1.

Ahol az e értéke 1 vagy —1, attdl fiiggden, hogy milyen iranybdl 1épiink be a hiszterézis hurokba (lasd.
2. a abra). El6szor nézziik, mi torténik, ha nem alkalmazunk gerjesztést, tehat:

¥(t) +x(t) + F[x(t)] = 0. (3)

Ez esetben a rendszert két alrendszerre bonthatjuk annak fliggvényében, hogy F[x(t)] = —1 (I-es
alrendszer) vagy F[x(t)] = 1 (II-es alrendszer). Az alrendszerek kozti valtas akkor torténik, amikor
x;(t) =1 és x;(t) = 0 illetve, amikor x;;(t) = —1 és x;;(t) < 0. Az id6t az alrendszerek kozti valtas
esetén nullazzuk. Amennyiben gerjesztést is alkalmazunk, ezt az idéeltolast a gerjesztés fazisanak
eltolasaval vessziik figyelembe. Ennek megfelel6en az alrendszerekre vonatkozé differencialegyenletek
¢és a hozzajuk tartozo kezdeti feltételek a kdvetkezoképpen alakulnak:

(@) +x(@)-1=0, x(0) = -1, x1(0) = vy, 4)
¥p(®) +x, () +1=0, x(0) =1, x11(0) = vy
Az x;(t), x;;(t) alrendszerre vonatkozé differencialegyenletet megoldva a kovetkezoket kapjuk:

x;(t) =—2cost+v;sint+1, x;(t) =2sint+ v;cost, 4
x;(t) =2cost+v;sint—1, x,(t)=-2sint+ v, cost.

A tovabbiakban belatjuk, hogy a gerjesztés nélkiili rendszer 6sszes palyaja nem korlatos. Amikor
x;(t;) = 1 (t;, t;; a valtasi idoket jeloli) az I-es alrendszer atvalt a I1-es alrendszerbe:

X (t) =4+ v =v; > |yl ®)

Illetve, ha x;; (t;;) = —1 az I1-es alrendszer atvalt az I-es alrendszerbe:

X (ty) = =4 +v,2 = —{/8+v,? V8 + 2 > || > |y (6)

Az (5) és (6) dsszefiiggésekbdl 1athato, hogy a valtasoknal a rendszer sebessége novekszik, tehat energia
injektalodik a rendszerbe. Ebbdl adodik, hogy a rendszer palyai nem korlatosak (lasd. 2. b abra).
Gerjesztés alkalmazasa esetén a két alrendszer a kdvetkezéképpen modosul:

¥, (t) + x;(t) — 1 = Acos(wt + ¢)), x;(0) = —1,%,(0) = vy, (7
X1 () + 2 (t) + 1 = Acos(wt + ¢yp), x;1(0) = 1,%,(0) = vy



Az x;(t), x;;(t) alrendszerekre vonatkoz6 differencialegyenletet megoldva a kovetkezoket kapjuk:

A Asi
x(t) = wz—cos(qb, + wt) + (ﬂ — 2) cost + (ﬂ + v,) sint + 1, (8)

-1 w?—1 w?—1
—A Acos Asin
x(t) = mcos(q’),, + wt) + ((‘)2—_‘]5111 + 2) cost + (wz—_qblll + v”) sint — 1.

A periodikus rezgés soran a gerjesztés fazistolasara a kovetkezo irhat6 fel:

by = ¢ +wt;, ¢ = ¢y + wty, mod?2m. ©))
Szimmetrikus periodikus palyat feltételezve, a valtasidopontjadban a sebességre érvényes, hogy
v; = —vy;. Bzt felhasznalva a kdvetkez0 Gsszefliggéseket kapjuk a valtasi idokre és a gerjesztés fazisara:
tII = tI = I;_Tf, k € Z+, d)] = O, ¢” =T, mod 2. (10)

Az alrendszerek differencialegyenleteinek megoldasai (8), illetve a fazistolasra vonatkozo
Osszefiiggések (9) felhasznalasaval meghatarozhatdak a periodikus palyak feltételei:

km (11)

= f = e —— A = 2 - 1, k E Z+.
$r=m @ 2tan~1(—v)) @

Ezzel megkaptuk milyen gerjesztési paraméterek sziikségesek, amennyiben a rendszert x;(0) = —1,
%;(0) = v illetve F[x;(0)] = —1 kezdeti értékkel inditjuk el.
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2. dbra: Az alkalmazott hiszterézis gurok illetve kiilonbozd tipusu trajektoridk a fazissikban

3. KET SZABADSAGI| FOKU RENDSZEREK

3.1. Két rug6 és egy hiszterézis elem

Az els6 két szabadsagfoku rendszer két rugot illetve egy hiszterézis elemet tartalmaz (lasd. 1. b
abra). A rendszer mozgasegyenlete a kovetkez6 alakban irhato fel:

%1(0) + 2%, (0) — Flxo(0) =, ()] =0, (12)
¥, (t) + x,(t) + Flx,(t) — x, ()] = Acos(wt + ¢).

Bevezetjik a z(t) = x,(t) — x4 (t) transzformaciot. Ezzel az 0j differencialegyenlet a kovetkezo lesz:

Z(t) + z(t) + 2F[z(t)] = A cos(wt + o). (13)



Az egy szabadsagfoku rendszerhez hasonloan meghatarozhatdak a periodikus palyak feltételei:

krm 3 (14)
_ _ 22 _ +
w_Ztan‘l(—2W1/3)’ A—Z(w 1), keZ".

Ahol 7;(0) = w; illetve a rendszer kezdeti allapota z;(0) = —1, illetve F[z;(0)] = —1. Egy z(t)
koordinataban periodikus pélya tetszélegesen felbonthat6 x4 (t), x, (t) koordinataban periodikus palyara
a megfeleld kezdeti értékeket megvalasztva (z(t) = x,(0) — x1(0), 2(0) = x,(0) — %, (0)).

3.1. Két hiszterézis elem

Ebben az alfejezetben vizsgalt rendszer két hiszterézis elemet tartalmaz (lasd. 1. ¢ abra). A
rendszer mozgasegyenletei a kovetkezoképpen alakulnak:

¥1(t) + Flx ()] = Flx2(t) —x,(£)] =0, (15)
i, (t) + Flxy(t) — x,(t)] = Acos(wt+ ¢).

Bevezetjik a z;(t) = x1(t), z,(t) = x,(t) — x,(t) transzformaciokat, hogy a hiszterézis operatoron
beliil csak egy valtozo szerepeljen:

Z(t) + Flz,(0)] — Flzp(t)] =0 (16)
Z,(t) = Flz,(0)] + 2F[2,(£)] = Acos(wt + )

Az egy szabadsagi foku rendszerhez hasonldan, analitikus vizsgalat segitségével a z;(t),z,(t)
koordinataban szimmetrikus, periodikus palyakra a kovetkez6 sszefiiggéseket hatarozhatunk meg:
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AhO' 21,1(0) = Wl,I' 22,1 (0) = WZ,I’ Zl,I(O) = 1, |“etve 22,1(0) =1. Végul pedlg néZZﬁk, hOgy
alakulnak a periodikus palyak a fazissikban:
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3. dbra: Két rugo és egy hiszterézis elem, 4. dbra:. Két hiszterézis elem, k = 3,A =
k=1,A=28w=1,69x(0) = 18,w = 3,x,(0) = 1,%,(0) =
0,%,(0) =0,x,(0) = —1,%,(0) = —2. —2,25,x,(0) =1,x,(0) = 3.83.
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