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A kutatás célja a kígyózó vontatmányok mozgásához szükséges mechanikai modell felállítása és a 
stabilitásvesztés szempontjából lényeges paraméterek hatásának vizsgálata. A mozgásegyenletek 
levezetése után ismertetésre kerülnek az egyenes vonalú mozgás körül linearizált mozgásegyenletek. 
Két, eltérő bonyolultságú modell esetére analitikus és numerikus úton meghatározzuk a stabilitás 
szempontjából kritikus paraméterértékeket.  

The aim of the study is to construct the mechanical model of snaking trailers and to investigate the 

effects of certain parameters on stability. The governing equations are derived; the linearized 

equations of motion for the investigation of the rectilinear motion are presented. Critical parameter 

values are determined analytically and numerically for two mechanical models having different levels 

of complexity.  
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1. BEVEZETÉS 

A különféle vontatmányok (pl. pótkocsik, utánfutók) stabilitásvesztése komoly gondot jelenthet 
a mindennapjainkban. Rosszul megválasztott rakomány elhelyezés és sebesség esetén az egyenes 
vonalú egyenletes mozgás lineáris stabilitásvesztésének következtében a vontatmány elkezdhet 
pattogni egyik kerekéről a másikra. Ennek legveszélyesebb kimenetele a vontatmány felborulása. 
Ezen, ún. kígyózó mozgás ([1-2]) nagyban hasonlít a kétkerekű bőröndök pattogására ([3-4]), valamint 

a két jelenség mechanikai modellje is nagy hasonlóságot mutat, ld. 1. ábra. 

  

1. ábra 

A két jelenség mechanikai modellje: a) pattogó bőrönd és b) kígyózó vontatmány 
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Tanulmányunkban röviden bemutatásra kerülnek az említett jelenségek vizsgálatára alkalmas 
mechanikai modellek, melyekkel felderíthetők azok a veszélyes paramétertartományok, melyekben a 

stabil egyenes vonalú mozgás mellett megjelenhet a vontatmány felborulásával járó nagy amplitúdójú 
mozgás. Ehhez a mozgásegyenletek levezetése után lineáris stabilitásvizsgálattal meghatározzuk az 

egyes paraméterek hatását a stabilitásra. Az eredményeket numerikus szimulációk segítségével is 

ellenőrizzük. 

2. KÉTKEREKŰ BŐRÖND PATTOGÓ MOZGÁSA 

A kétkerekű bőrönd mechanikai modellje az 1. ábra bal oldalán látható. A bőröndöt modellező 
tömeg nélküli merev vázból, m tömegű anyagi pontból és elhanyagolható sugarú merev kerekekből 
álló testet az A pontban található gömbcsuklónál állandó nagyságú v sebességgel húzzuk. A test térbeli 
helyzetének megadásához az ábrán illusztrált térbeli forgatásokat alkalmazzuk. A pattogó jelenség 

vizsgálatát az teszi izgalmassá, hogy az egyes mozgásállapotokhoz (gördülés egyik, másik, ill. 
mindkét keréken, valamint a talaj-kerék kapcsolat nélküli eset) más-más mozgásegyenletek tartoznak. 
Ráadásul, a talaj-kerék közötti gördüléses kapcsolatot leíró kinematikai kényszer miatt a rendszer 

anholonom. 

A mozgásegyenletek szimulációs környezetbe implementálva, különböző kezdeti feltételekkel 
és paraméterértékekkel (v vontatási sebesség, l bőrönd hossz, b bőrönd félszélesség, e és f tömegpont 
elhelyezését leíró) vizsgálható a bőrönd mozgása, melyek összevethetők kísérleti eredményekkel. A 

tanulmányunkban alkalmazott kísérleti berendezés a 2. ábra bal oldalán látható. A kísérletek során a 
bőröndöt futószalagra helyeztük, majd különböző sebességek mellett a bőrönd kereke elé 𝑑0 átmérőjű 

akadályt helyeztünk [5]. Az akadály által létrehozott gerjesztést a szimulációkban az akadály 
átmérőjével arányos 𝛽0 kezdeti szögkitéréssel vettük figyelembe. Mind a kísérletekben, mind a 
szimulációkban meghatároztuk, hogy a különböző sebességek mellett milyen mértékű gerjesztés 
hatására jelenik meg a bőrönd felborulásához vezető pattogó mozgás. A szimulációs eredmény a 2. 
ábra jobb oldalán, folytonos kék vonallal, míg a mérési eredmények piros pontokkal vannak jelölve. 
Amint az az ábrán megfigyelhető, a szimulációs és mérési eredmények jellegre hasonlítanak: nagyobb 
sebesség esetén egy kisebb gerjesztés is a bőrönd felborulásához vezet. 

  

2. ábra 

a) Mérési elrendezés, b) szimulációs (kék folytonos vonal) és mérési eredmények (piros pontok) 
összehasonlítása [5] 

3. VONTATMÁNY KÍGYÓZÁSA 

A vontatmány mechanikai modellje az 1. ábra jobb oldalán látható. A vontatmányt v konstans 

sebességgel húzzuk, az A pontban elhelyezett oldalirányban deformálódó rugón keresztül. Az utánfutó 
tömegét m, tehetetlenségi nyomatékát C jelöli. A vonóhorog és vontatmány tengelyének távolsága l, a 

vontatmány nyomtávja 2b. A tömegközéppont helyzete az e és f paraméterekkel jellemezhető. A 

felfüggesztés és gumikerekek rugómerevségét s, csillapítását k jelöli, míg az oldalirányú rugó 



merevsége 𝑠l, csillapítása 𝑘l. A vontatmány mozgása három szöggel írható le, melyek: 𝜓 (yaw angle), 𝜗 (pitch angle) és 𝜑 (roll angle). Ezen szögek kiegészülnek az u oldalirányú elmozdulással, így a 
rendszer 𝑛 = 4 szabadságfokú, az általános koordináták vektora: 𝐪 = (𝜓, 𝜗, 𝜑, 𝑢).  

3.1 Mozgásegyenlet 

A mozgásegyenlet másodfajú Lagrange-egyenlettel levezethető: 

 dd𝑡 𝜕𝑇𝜕𝑞̇𝑘 − 𝜕𝑇𝜕𝑞𝑘 = 𝑄𝑘 ,  𝑘 = 1 … 𝑛, (1) 

ahol T a kinetikus energia, 𝑞𝑘 a k-adik általános koordináta, 𝑄𝑘 az aktív erőkből származó általános 
erő k-adik komponense. A kinetikus energia: 𝑇 = 12 𝑚 𝑣C2 + 12 𝛚T𝚯C𝛚, ahol 𝑣C a C pont sebessége, 𝛚 

a test szögsebessége, 𝚯C pedig a tehetetlenségi nyomatéki mátrix. Az aktív erőkből származó általános 
erő a virtuális teljesítményből számítható: 
 𝛿𝑃 = 𝐆 ⋅ 𝛿𝐯C + 𝐅Jlat ⋅ 𝛿𝐯TJ + 𝐅Jrugo ⋅ 𝛿𝐯J + 𝐅Blat ⋅ 𝛿𝐯TB + 𝐅Brugo ⋅ 𝛿𝐯B + 𝐅Arugo ⋅ 𝛿𝐯A, (2) 

ahol 𝐆 a nehézségi erő, 𝐅Jlat és 𝐅Blat  a gumiabroncsra ható oldalirányú erők, 𝐅Jrugo és 𝐅Brugo a 

kerékfelfüggesztésben ébredő erők, 𝐅Arugo az oldalirányú rugóban ébredő erő. A testre ható aktív 
erőket szemlélteti a 3. ábra bal oldala. A gumiabroncsra ható oldalirányú erők az ún. Magic Formula 

[6] segítségével számíthatóak. A gumiabroncsra ható erő kúszási szögtől való függését ábrázolja a 3. 
ábra jobb oldala.  

  

3. ábra 

a) A testre ható aktív erők, b) a kerékre ható laterális erő karakterisztikája  

3.2 Lineáris stabilitásvizsgálat 

A lineáris stabilitásvizsgálat során a vontatmány egyenes vonalú egyenletes mozgása körüli kis 
mozgásokat vizsgáljuk. A stacionárius mozgás során igazak a következők: 𝜓(𝑡) ≡ 𝜓0 = 0, 𝜗(𝑡) ≡𝜗0 = 0, 𝜑(𝑡) ≡ 𝜑0 = 0 és 𝑢(𝑡) ≡ 𝑢0 = 0. A linearizált mozgásegyenlet a következő formát ölti: 

 𝐌lin𝐪̈ + 𝐊lin 𝐪̇, +𝐒lin𝐪 = 𝟎, (3) 

ahol 𝐌lin a linearizált tömegmátrix, 𝐊lin a linearizált csillapítási mátrix és 𝐒lin a linearizált merevségi 
mátrix. A rendszer szétválasztható két alrendszerre, ugyanis a vontatmány bólintó mozgásához tartozó 
egyenlet leválasztható. A rendszer karakterisztikus egyenletét felírva, a stabilitás vizsgálható a 
Hurwitz—aldeterminánsok alapján. Ha az oldalirányú merevség végtelen, azaz a vonóhorog 
oldalirányú deformációja zérus, a rendszer három szabadságfokúra egyszerűsödik. Ekkor elmondható, 
hogy a stabilitási határ sebességtől független. A vontatóhorog oldalirányú elmozdulását meghagyva 

viszont a vontatási sebességtől függ a vontatmány stabilitása. A két modell esetén a rendszer 
legjobboldalibb sajátérték valós részét ábrázolja a 4. ábra a kerékfelfüggesztés merevségének és a 
sebesség függvényében.  



  

4. ábra 

A legjobboldalibb sajátérték valós része: a) 3 DoF rendszer, b) 4 DoF rendszer 

3.3 Szimuláció 

A vontatmány mozgását szimuláció segítségével is vizsgáltuk. Az 5. ábra egy, a lineárisan 
instabil tartományban elindított szimulációval kapott állandósult amplitúdójú mozgást mutat. 

 

5. ábra 

Numerikus szimuláció időjelei 

4. KONKLÚZIÓ 

Kutatásunk során elkészítettük a pattogó bőrönd és a kígyózó vontatmány lehetséges 
mechanikai modelljeit. A bőrönd modelljével kapott elméleti eredményeket részben kísérletekkel 
támasztottuk alá, bizonyítva az egyenes vonalú egyenletes mozgás vonzási tartományának sebességtől 
való függését. A vontatmány esetén, két, eltérő bonyolultságú modellel vizsgáltuk a vontatmány 
egyenes vonalú egyenletes mozgásának lineáris stabilitását. A bonyolultabb, négy szabadságfokú 
modell segítségével igazoltuk, hogy létezik olyan kritikus vontatási sebesség, amely esetén kialakulhat 
a vontatmány kígyózó mozgása.  
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