Zene matematikus fillel

Definiciok

Konszonancia: két vagy tobb hang egyidejt, folytatasra nem szoruld, kel-
lemes hatéast keltd, harmonikus megszolalasa. Magyarul osszehangzas, 6ssz-
hang.

Disszonancia: hangoknak olyan egyiitthangzasa, amelyet a fiil a megszokott
Osszhangzattal ellentétesnek, kellemetlennek, érdesnek érez, s amely feloldast
kivan. Magyarul széthangzas.

Hangkéz: két zenei hang tavolsaga, hangmagassaguk egymaéashoz val6 viszo-
nya, amelyet a két hang frekvenciaaranya fejez ki.

Tiszta intondcio: az 6sszes zenei hangkoz a frekvenciak egész szamaranyaira
(példaul 3:2 vagy 4:3) hangolva.

Oktav: a latin octava - nyolcadik szo6bdl szarmazik; egy hanghoz tartozo
frekvencia duplajat jelenti.

Tiszta hang: olyan hang, amelynek nyomasa az id6ben a szinuszfiiggvénynek
megfeleléen véltozik. A mindennapi életben tiszta hang csak kivételesen
fordul elé.

Alaphang: a zenei hang fiiliink altal érzékelt hangmagassaga. Az alaphang
frekvenciaja az alapfrekvencia.

Felhang: egyiitt hangz6 hang, amely egy zenei hang megszolaltatasakor az
alaphanggal egyiitt szol, azt szinezi. Ez a rezgs test egy-egy szakaszanak (fe-
lének, harmadéanak, negyedének) kiilon-kiilon rezgésével keletkezs magasabb
hangok kozil egy. A felhangok frekvenciai az alapfrekvencia egész szamu
tobbszorosei (ezért specilisan az alaphang énmaga felhangja). Abra: Kii-
16nb6z6 felhangok megszolalasa hiiron a megfeleld osztopontoknél. Forrés:
https://hu.wikipedia.org/wiki/Felhangsor

Alhang: olyan hang, amely frekvenciajanak egész szamu tobbszorose az alap-
hang.

Felhangsor: egy zenei hang részhangjainak sorozata. Ha az alapfrekvencia


https://hu.wikipedia.org/wiki/Felhangsor

Vg, akkor a felhangsor a 2vg, 3vg, 4vg stb frekvenciak sorozata.

Hangsor vagy skdla: valamely dallam hangjainak magassaguk szerint rende-
zett sora. A hangsor foka mondja meg, hany hangbol &ll a skala.

Kiegyenlitett hangolds: az oktav matematikailag pontosan egyenlé nagysagu
hanglépésekre valé felosztasaval nyert hangolés. Az eurdpai zenében a 12 foku
kiegyenlitett hangolast hangsor hasznalatos, pl.: gitar, zongora hangolésa.

Bevezetés

Mitél talalunk szépnek valamit? Az ember 6sid6k ota keresi a valaszt erre a
kérdésre. Talan mindnyajan érezziik, hogy csakiigy, mint egy andalité dallam
élvezetéhez, a szépség megéléséhez is elengedhetetlen a harmonia.

A cikkben a zenei szépségnek csak aprd szeletét fogjuk vizsgalni, amelyet
a kovetkezG helyzet nagyszertien szemléltet. Ha csukott szemmel letitiink
egyszerre két billentytiit a zongoran, elképzelhets, hogy a két hang egyiitte-
se kellemes érzéssel tolt el minket, azaz konszonans, am az is, hogy feszitd,
fillsérts lesz a hatas, azaz disszonans. A cikk elején fény deriil ra, fizikailag
milyen eszkozzel lehet mérni ezt az érzetet, illetve bevezetiink egy mérésza-
mot is a matematikai leirdshoz. Itt természetesen a hangoknak megfelelé
frekvencidkkal szamolunk, hiszen a hangok és a frekvencidk kozott bijekcio
all fenn. Bevezetiink egy zenészek altal ugyan nem hasznalt, Am a matema-
tikai értelemben vett tavolsag fogalmanak eleget tevé mennyiséget. Ennek
segitségével kapcsolatba lehet hozni ezt a bizonyos szépségérzetet hangok téa-
volsdgaval. Ezt egy grafstruktiran is szemléltetni fogjuk. FEleinte relativ
prim frekvenciak kozott definialunk tavolsagot, de késébb ezt altalanositani
fogjuk tetszéleges egész frekvencidkra is.

Konszonancia- és Disszonanciameérés

Mindenek el6tt el kell kiilonitentink egy zenei hangban az alaphangot a fel-
hangoktol. Az igy megtisztitott hangoknak mar tudjuk nézni az interfera-
lasat, amellyel Osszefiiggésbe hozhato a konszonancia- és disszonanciaérzet.
Ebben a fejezetben a megtisztitas metodusat mutatjuk be, majd az Ossze-
fliggés leirasara mérészamokat vezetiink be.



Helmholtz! a rezonator nevii eszkozt hasznélta, hogy kisztirje a felhangokat
egy Osszetett hangbol, és szamszertsitse a disszonancia mértékét a lebegésre
valo tekintettel. Az 1. abran lathato miszerek paramétereinek (iireg térfo-
gata, nyak keresztmetszete, nyak hossza és ennek megvaltoztatasa) fiiggvé-
nyében lehet mérni és szamolni.

1. 4abra: Helmholtz rezonatorai. Forras: https://physics.case.edu/
about/history/antique-physics-instruments/helmholtz-resonator-2/

Két interferald hullam frekvencidjat folyamatosan valtoztatva Helmholtz ra-
jott, hogy azok a frekvencidk, amelyek megtartanak egy racionalis aréanyt,
novelik a konszonanciaérzetet. Egy vy alaphang p-edik és ¢g-adik felhangjat
tekintve a konszonancia mértéke nagyjabol szamszertsitheté tgy, mint a g
hanyados, ahol 1 < § < 2. Tehat minél kisebb az arany, annal kisebb a
konszonancia (leszamitva az 1 értéket).

1. tablazat: Helmholtz tablazata az egy oktavon beliili f6 felhangaranyokrol
és a megfelels hangkodzok elhangoltsagabol adodo lebegések relativ erGsségérsl
(Cy %-ban). A jobb oldali Ay oszlop a Cy mennyiség reciprokanak értékét
méri logaritmikus skdlan, igy nincs dimenzidja. A felhangsor hetedik vagy
késébbi felhangjait tartalmazo aranyok sorai sziirkék.

Az 1. tablazatban a Helmholtz altal vizsgalt fontosabb felhangok aranyat
lathatjuk, valamint ezek erdsségét. Ez a paraméter, amelyet Helmholtz a
tablazat sorbarendezéséhez hasznal, a megfelel§ hangkézok elhangoltsagabol
eredd relativ er@sség, amely ugy kaphato, hogy modellezziik a Corti-szervben
képz&ds rezonancia erésségét. Ez a mennyiség a kdvetkezd értékkel irhato le:

Culprq) = —,

pq

Helmholtz azt allitotta, hogy a hetedik felhang mar nagyon halk a legtébb
hangszeren, és a tavolabbi felhangoknak altalaban elhanyagolhato a jelenléte.
gy a hetedik vagy ennél magasabb felhangokat figyelmen kiviil hagyva (ezek
sziirke sorok az 1. tablazatban) fonnall a kozelitési szabaly, miszerint a ha-
nyados kézvetlen kapcsolatban all Cy értékével. Ezalol kivételt képez az 5/3
hényados. A tablazat kiegésziilt még egy oszloppal, amely inverz kapcsolatot

!'Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz, 1821 — 1894: orvos, fizikus; az emberi
latas és hallads tudoményos tanulmanyozéasanak attorgje.


https://physics.case.edu/about/history/antique-physics-instruments/helmholtz-resonator-2/
https://physics.case.edu/about/history/antique-physics-instruments/helmholtz-resonator-2/

mutat C'y értékével logaritmikus skalan, igy dimenzi6 nélkiili mérgszam:
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Ay (p,q) = log, Cnod) log,(pq) € [0, 00).

(1) egyenlet

Melodikus tavolsag

A kovetkez§ fejezetben bevezetiink egy zenészek altal ugyan nem hasznalt,
azonban a konszonanciaval és disszonancidval kapcsolatba hozhato fiiggvényt
a frekvencidkon, igy egyben a hangokon is.

A hallas, csaktugy, mint a tobbi érzékelés, az inger relativ valtozasat érzékeli,
kiilonos tekintettel a v € Q = (0, 00) frekvencidéra. Mas megkozelitéssel ah-
hoz, hogy mérni tudjuk a frekvencia valtozasat, bevezetiink egy [ fiiggvényt,
amelyet a kdvekezd képlettel definidlunk:

I(v,vp) = alni, a€R
Vo
Az I(v,vy) dimenzidmentes mennyiség a v és egy tetszéleges vy kezddérték
kozotti frekvencia tavolsagat méri logaritmikus skalan. Feltéve, hogy a tavol-
sag egysége egy oktav, azaz I(2vg,v9) = 1, adodik, hogy a = 1/1In2. Tehat
a tavolsag két tiszta hang kozott a kdvetkez6 modon szamolhato:

I(v,vg) = log, -,
Yo
(2) egyenlet Ez az egyenlet leirja azt a természetes feltételezést is, hogy
I(v,v9) = —I(vg,v), tehat a tavolsagnak van elGjele és irdnya. Masrész-
r6l az igy értelmezett tavolsag abszolut értéke az ) halmazbeli frekvencidk
melodikus tavolsédgéat definidlja:

d(v,v0) < |I(v,v0)]-

(3) egyenlet Egy adott vy értékre a tavolsagfiiggvény és a melodikus téavolsag
a frekvencidk (altalanossagban frekvenciaaranyok) (0,00) intervallumaban
definidltak, és értékiiket az el6bbi esetben a hangmagassagok kozti tavolsagok
meérésére az R(I) = (—o0,00) intervallumbol, az utobbi esetben pedig az
R(d) = [0, 00) intervallumbol veszik f6l.
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Feltehets, hogy az alapfrekvencia az 1 egység. Ekkor az alaphang és egy v
frekvencidhoz tartozé hang tavolsagat a kovetkezSképpen irhatjuk le:

I(v) ¥ I(v,1).
(4) egyenlet Hasonloan |I(v)| az alaphang és a v frekvencidhoz tartozo hang
melodikus tavolsaga. Mivel a tavolsagunknal az egységhossz egy oktav, ezért
a tavolsag értékének egészrésze,

[1(v)] = [logy v]

mutatja, hogy hany oktavnyira helyezkedik el a v frekvencidhoz tartozo hang
az alaphanghoz képest.

A (4) egyenletben leirt jelolést és a logaritmus azonossagait két frekvencia
szorzatara hasznalva teljesiil, hogy

I(vvg) = I(v1) + I(v2),
valamint a (2) egyenlet kifejezhets gy, mint
I(v,v9) = I(v) — I(vp).

Példaul a 12 foku kiegyenlitett hangolasu skila hangjai egy oktavon beliil az
o = 2812 | =0,...,11 frekvencidkat adjak. Ez egy mértani sorozat, és az
I(ax) = k/12 melodikus tavolsadgaik pedig egy szamtani sorozatot alkotnak.
A bevezetett tavolsagfogalmunknak ezen tulajdonsiga is egybevag a zenei
szemléletmoddal, vagyis hogy egy kiegyenlitett hangolasti hangsor hangjai
egyenls tavolsagra vannak egymastol.

Relativ prim felhangok kozti tavolsag

Ebben a fejezetben bevezetiink egy zenészek altal ugyan nem hasznalt, a
matematikai tavolsdg fogalmanak azonban eleget tevd fliggvényt, amelyet
el6szor csak egyméshoz képest relativ prim frekvenciaju felhangokon értel-
meziink. (Vegyiik észre, hogy tisztén intonélt hangkézként hat az alaphang
és egy felhangja, hiszen frekvenciaaranyuk racionalis. Eppen ezért a tovab-
biakban is az alaphanggal és felhangjaival fogunk szamolni, erre értelmeziink
tavolsagot.) Tovabba konstrukciot adunk a hanggrafra, amelyet mint geo-
metriai szemléltetGeszkozt arra fogunk hasznalni, hogy kapcsolatba hozzuk
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az egyazon alaphanghoz tartozo két felhang kozotti disszonanciat a melodikus
tavolsaggal.

Szeretnénk Osszehasonlitani egy adott vy frekvenciahoz tartoz6 alaphang két
felhangjat:
def def
Up = DUy, Vg = QqUo.

El6szor feltessziik, hogy p és ¢ pozitiv egészek, és egymashoz képest relativ
primek. Tehat legnagyobb kozos osztojuk Inko(p, q) = 1, és legkisebb kozos
tobbszorosiik 1kkt(p, ) = pg. Ekkor a legkisebb a és b természetes szamok,
amelyekre teljesiil, hogy v, egy felhangja megegyezik v, egy felhangjaval, azaz

apvy = bquy,

az nyilvanvaléan az a = q és b = p. A fenti meggondolas alapjan értelmezziik
v, és v, legmélyebb kozos felhangjat (lmkf) mint:

Imkf (v, vg) & pguy = Kkt (p, ¢)vo.

(5) egyenlet A melodikus tavolsag tehat egy vy alaphang és két felhangjanak
a legmélyebb kozos felhangja kozott a (3) és (4) egyenletek alapjan:

d(pquo, vo) = 1(pq) = log, pg.

Most megépitjiikk a 2. abran lathato iranyitott hanggrafot. A csiicsokban
frekvencidk allnak, amelyeket az éleken feltiintetett aranyuk szerint kotiink
Ossze. Egy csticsbol az alatta 16v6 szintre mutat egy p-él az egyik iranyba és
egy ¢-¢él a méasikba. Ezt a grafot tavolsdgmérésre fogjuk hasznalni.

2. abra: vy gyokerd hanggraf, melynek élein a p és ¢ relativ prim frekvenciak
allnak. vg felmendi szirkék.

A vy csticsbdl indulunk. A p irdny mentén haladva elérjiik a pvg, p?vg stb.
pontokat, a ¢ irany mentén pedig a quy, ¢*vy stb. pontokat. Altalaban
tehat a p™q"vg; m,n € N frekvencidknak megfelels felhangok allnak a graf
cstcsaiban. A melodikus tavolsag két szomszédos pont kozott log, p, ha egy
p-¢€llel vannak Osszekotve, és log, q, ha egy g-éllel.

A g cstucesbol a p™qg"vy csticsba barmilyen ttvonalon eljuthatunk, amely m
darab p-élt és n darab ¢-élt tartalmaz a sorrendtdl eltekintve. Ezen ttvonal
melodikus hossza

d(p™q"vo,vo) = d(p™vo, vo) +d(q"vo, v0) = I(p™)+1(q") = mlog, p+nlog,q,
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(6) egyenlet amely egyenként kiszamolhato a kozos vy kezdGesuesbol p™vg-ba
és q"vp-ba mend tavolsagok Osszegeként. Iranyitott kormentes grafokban ez
a kozos kezdGestics a gyokér, amely itt a legmagasabb koézos alhangnak felel
meg (lmka). Ez az els6 olyan cstics a p- és g-élekkel cimkézett hanggrafban,
amelynek van v, és v, leszarmazottja is. Igy

Imka(p™vq, ¢"vo) f vg; m,n € N,

Vegyiik észre, hogy a 2. 4bra minden cstucsanak kozos osztoja a legmagasabb
kozos alhang. Ennél fogva a korabban bevezetett tavolsagfogalom és mive-
leti tulajdonsagai érvényesek maradnak, ha a legmagasabb kozos alhangot
valasztjuk egységnek.

Kovetkezésképpen minden p és ¢ relativ primre (de ez igaz marad minden p™
és ¢™ primhatvany esetén is) a harmonikus tavolsag a v, = pvg és v, = quo
frekvencidkhoz tartozé hangok kozott ugy definialhaté, mint a hangok leg-
mélyebb kozos felhangjanak a legmagasabb kozos alhangjatol vett melodikus
tavolsaga:

A (Vp, vy) o d(1lmkf (v, v,), Imka(v,, v,)).

Amint azt a (6) egyenletnél is irtuk, ez megegyezik az lmka(v,, v,) legmaga-
sabb kozos alhang v, és v, csticstol mért melodikus tévolsdganak osszegével:

dH(Upv Uq) - d(quO)UO) = d(pU(),Uo) + d(QU())vO)’

(7) egyenlet Minden vy € R alapfrekvencia esetén a harmonikus tavolsag két
felhangra:

dz (pvo, quo) = du(p, q).

Ez az érték a hanggrafon 1évS tavolsag a két frekvencia kozos alaphangja és
legmélyebb kozos felhangja kozott.

Tetsz6leges felhangok kozti tavolsag

A kovetkez§ fejezetben altaldnositjuk az el6bb bevezetett tavolsagfogalmat
tetszéleges felhangok esetére, majd belatjuk, hogy egy alaphang imméron
Osszes felhangjan értelmezett fiiggvény valoban metrika.



Most 6sszehasonlitjuk egy vy frekvenciahoz tartozo alaphang két nem relativ
prim felhangjat. Ezek legyenek

def def
vp = Pug; v = Quo,

ahol P, € N, és

D ¥ Inko(P, Q) > 1.

Az el6z6 fejezet jeloléseivel élve vp = pDuy és vg = qDuvy, ahol p o P/D és

q o Q/D relativ primek, mert ha nem lennének, akkor D sem lehetne P és

@ legnagyobb ko6zos osztoja. Ismeretes, hogy
Inko(P, Q) - Ikkt(P, Q) = PQ,

azaz

D - 1kkt(P, Q) = pgD?.
Leosztva az egyenlet mindkét oldalat D-vel:

M ¥ 1kkt(P, Q) = pgD.

Ezek utan az (5) egyenlethez hasonloan értelmezhetjiik a legmélyebb kozos
felhangot mint

Imkf(vp, vg) o pqDvg = 1kkt(P, Q)vg = My,
valamint a legmagasabb kozos alhangot mint
Imka(vp, vg) o Inko(P, Q)vy = Duy.

Ezzel a 2. abrahoz hasonld szerkezetd grafot kapunk, de most a kozos kez-
déestucs Dvg. Ebbél mar kénnyen adhatunk képletet két tetszéleges felhang
harmonikus tavolsdganak kiszamitasara. Hasonloan a (7) egyenletben felir-
takhoz, vp és vg harmonikus tavolsaga a legmagasabb kozos alhangjuknak a
legmélyebb kozos felhangjuktol vett melodikus tavolsagaval definialhato:

dp(vp,vg) = d(Muy, D) = d(pqDuy, D) = |1(pq)| = | log, pq| = log, pq.
(8) egyenlet Kovetkezésképpen igaz az alabbi egyenlséglanc:
dr(vp,vq) = du(P,Q) = du(p,q) = log, pq,
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vagyis tetsz6leges nem relativ prim felhangok harmonikus tavolsaga visszave-
zethet relativ primekére azaltal, hogy a legkisebb ko6zos tobbszorost leoszt-
juk a legnagyobb kozos osztoval, és a megmaradt relativ primek harmonikus
tavolsagat mérjiikk. Tehat a harmonikus tavolsagra adhaté masik definicio:

def Imkf(vp, vg) Ikkt(P, Q)

d = 1 —_— Y = Tnkal( P O)
m(vp,vg) 08y Imka(vp, vg) 082 Inko(P, Q)’

(9) egyenlet amely minden vy € R alaphang esetén fenall.

A harmonikus tavolsag valoban tavolsdgot definial, ugyanis kielégiti a metrika
axiomait.

Nemnegativitas és null hossz: a (8) egyenlet miatt dy(vp,vg) = |I(pg)| >
0 nyilvanvaléan. Tovabba dy(vp,vg) = 0 <= [I(pq)| = |log, pq| =
logopg = 0 <= pg=1<=p=q=1<«= (D =)P = (@, ahol
kihasznaltuk, hogy p,q € N.

Szimmetria: a (9) egyenlet miatt

Ikkt(P.Q) _  Ikki(Q, P)

Og2 lnkO(P, Q) OgQ lnk()(Q, P) H(UQ7 UP)

dr(vp,vQ)

Haromszog-egyenlStlenség: Legyen vg = Ruy, ahol R € N és lnko(P, R) =
Dp, Inko(Q,R) = Dg. Ekkor R felirhat6 ugy, mint R = Dprp =
Dorg. Majd ismét a (8) egyenletet hasznaljuk: dy(vp,vg) = log, pg <
log, (prp - 1qq) =logy(prp) + logy(rqq) = du(ve, vr) + du(vr, vq).
Helyette: Legyen vg = Rvy, ahol R € N. Kellene:

diy(vp,vg) < dy(vp,vr) + dy(vg,vg).

Ez a (9) egyenlet alapjan atalakitva:
Ikt(P,Q) _,  Ikki(P, R) ikt (R, Q) Ikkt(P, R) - Ikkt(R, Q)

1 N Y7 [ S ——, _ = .
B2 ko(P,Q) = 2 lnko(P,R) T P lnko(R, Q) 22 Inko(P, R) - Inko(R, Q)

Vizsgaljuk meg kiilon a szamlalot és a nevezst!

Szamlalo: Két szam legkisebb kozos tobbszorosét ugy keressiik, hogy
a szamok primtényezds felbontasaibol a nagyobb hatvanyon kiva-
lasztjuk a primeket, majd ezeket Osszeszorozzuk. Ez alapjan a
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jobb oldali szamlalo valoban nem lehet kisebb a bal oldalinal, hi-
szen P és () primtényezGit most is kivalasztjuk legalabb ugyanak-
kora hatvanyon, ezen feliil R miatt keriilhet be még szorzotényezé.

Nevez6: Két szam legnagyobb kozos osztojanak megtaldlasahoz a ko-
z0s primtényeziket szorozzuk Ossze a kisebb hatvanyon. Ot esetet
kiilonithetiink el:

1. Egy prim P-nek és ()-nak kozos primtényezdGje, és ez nem
osztoja R-nek: ezzel a bal oldalon osztunk, a jobb oldalon
azonban nem, igy a jobb oldal nagyobb vagy egyenlé marad.

2. Egy prim P-nek és (Q-nak kozos primtényezdje, és ez osztoja
R-nek is: konnyen meggondolhat6, hogy ez a prim a jobb
oldali szamlalo egyik kifejezésében el6fordul legalabb akkora
hatvanyon, mint a bal oldaliban; és a jobb oldali nevezé egyik
kifejezésében el6fordul legfeljebb akkora hatvanyon, mint a
bal oldaliban. Tehét a jobb oldalon Gsszességében biztosan
nagyobb hatvanyon szerepel ez a prim.

3. Egy prim P-nek és ()-nak nem ko6z0s primtényezdje, P-nek
és R-nek azonban az (ez )-nak és R-nek biztosan nem kozos
primtényezGje, mert akkor P-nek és Q-nak is az lenne): ez
a primtényezé a bal oldalon csak a szamlaloban szerepel; a
jobb oldali szamlalé mindkét kifejezésében megjelenik, rdada-
sul legalabb az egyikben nem kisebb hatvanyon. A jobb oldali
nevezdben pedig legfeljebb akkora hatvanyon lesz jelen, mint
a szamlaloban a kisebb. Tehét most is a jobb oldal nagyobb
vagy egyenld.

4. Egy prim P-nek és ()-nak nem kozos primtényezdje, (Q-nak és
R-nek azonban az: ugyanigy, mint az el6z6 esetben.

5. A hérom szamnak nincs kozos primosztdja: mindenhol 1-gyel
osztunk, igy a jobb oldal nagyobb, mivel a szamlalét mér
vizsgaltuk.

Vegyiik észre, hogy dy(p,q) értéke megegyezik az (1) egyenletben definialt
Ag(p,q) kifejezéssel, amellyel az 1. tablazat jobb oldali oszlopanak értékeit
szamitottuk ki. Tehét talaltunk egy matematikai mennyiséget, nevezetesen a
harmonikus disszonanciat, amellyel a felhangok téavolsagat, zeneileg a tisztan
intonalt hangkozok hallatan érzett disszonanciat tudjuk mérni.
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